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Sur une Classe de Problémes d’Evolution
Quasi Linéaires Dégénérés.

Anne PLOUVIER

ABSTRACT. We are concerned with the existence, uniqueness and qúali-
tative behaviour of weak solutions to nonlinear conservation laws, of the form

— div (.A(.,u) y «‘O) = a, «O) = ~‘(O) = o, ~‘ =o,

associated with mixed conditions on the parabolic houndary. We establish a
global result of existence for initial data in the space L~, when coefficients of
A are Caratheodory functions.

Under these aasumptions, we prove the global uniqueneas with additional
informations on the atructure of the matrix of absolute permeability ..4(., .).
The asymptotic behaviour of the solution and the local hyperbolic character
of the degenerate equation are specified.

RÉSUMÉ. On présente une étude analytique de problémes aux limites de
Cauchy qui trouvent leur origine dans l’écriture de la loi de conservation de
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masse (équation de continuité) d’un fluide en milieu poreux, lorsque le tenseur
de diffusivité dépend de l’évolution du systéme physique. On considére une
classe d’équations de type divergentiel:

— div (.A(.,u) y «u)) = O, «O) = ~‘(O) = O, ~‘ =O,

associées á des conditions aux limites mélées sur la frontiére parabolique. Qn
établit un résultat d’éxistence pour une donnée initiale peu réguliére, lorsque
les coefficients de A sont des fonctions de Carathéodory. Dans ces condi-
tions, l’unicité globale est prouvée dés lors qu’on posséde une information
supplémentaire d’h¿ldérianité sur la dépendance w -4 IIÁ(.,&1(w))II. Le
comportement asymptotique de la solution et l’effet de propagation de la dif-
fusion & vitesse finie, révélateur d’un comportement localement hyperbolique
de l’équation dégénérée, sont décrits.

1. INTRODUCTION

Qn propase une contribution á 1’étude analytique de probiémes
d’évolution du type de la diffusion non linéaire lorsque 1’expression du
tenseur de diffusivité est affectée par 1’état instantané du systéme qu’ils
décrivent; plus précisément, on introduit une classe de problémes de
Cauchy de type divergentiel quasi linéaire:

u(O) = uo p.p. dans =2,

assaciés á des conditions de bord de type Dirichlet ou de type

mélé sur le bord d’un ouvert borné =2.

Les situations physiqués modélisées par un probléme aux limites
présentant ces particularités son nombreuses: description de l’humidité
des sois, industrie pétroliéi~e ou moddes de diffusion d’un effluent paur
des écosyst~mes hydriques; & titre d’illustration, considérons la diffusion

¡
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d’un gaz dans un milieux poreux, de porosité constante (paur simpilfier
...) et prise égale & 1 aprés une classique homothétie de l’échelle des
temps; l’équation de conservation de masse (ou de continuité) s’écrit
alors

+ div (pU) 0

oú l’on désigne par

p la masse volumique du gaz, U sa vitesse de filtration.

Adoptant pour bis de comportement

1) une bol de type BOYLE-MARIQTTE:

p = p(P), p fonctian strictement croissante, O =p ~ pmax < +oo,

liant la masse volumique et la pression (ex: p = ioo(Ñf0, -yo > O).

ji) une loi de DARCY, llant le champ de vitesse et le gradient de
pression:

U= -K(x,P).VP
oú K, le tenseur de diffusivité, dépend du point considéré et de la valeur
de la pression régnant en ce point,

on obtient une équation dii type:

— div (..4(x,S) V «S)) = O, «O) = #‘(O) = O, ~‘ =O.

en prenant pour inconnue 5 = p(P), et

= j p(r)dr, .,4(x,S) =

5 étant associée & des conditions (selon un partitionnement du bord)

s= s~ ~ (Á(x,S) V «S)) . 7= o

correspondant respectivement á une zone & pression imposée 011 une
paroi imperméable.
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2. ENONCE DE LA FORMULATION VARIATIONNELLE

a) Notations générales.

Salt =2un domaune borné connexe de IR”, a E ]N, de fronti~re r
régullére; soit 1’~ un ouvert non vide de r et 1’2 = r \ r1; T désignant
un réel strictement positif, on note Q = Qx]O,T[.

Qn se donne, paur (i,j) E (1,... ,n)
2, it2 fonctions de CARATRE-

ODORY:
=2x —¡1

(z,A) —*

vérifiant:

(i) a¿
5 E L~(=2x 11+) pour taut jet tout j,

(u) Ba0 > O, VA E ]R~, V¿ E IR», a1~(.,A)¿¿¿~ =a~¿,

p.p. sur =2(avec la convention de sommatian

de l’indice répété),
(1.1)

(iii) ~ i—* a~ftz,y) admet uniformément par rapport & z,

presque partaut dans =1,et uniformément par

rapport á l’indice (i,j), un module de continuité O et

dr +00.

=

On note ..4(z,A) la matrice de diffusivité {a¿j(x,A)lnxn.

b) Cadre fonctionnel de la modélisalion.

On introduit l’espa¿e de llilbert V,

V = {v E H
1(=2);y = O sur r1}
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mini, gráce & l’inéga]ité de POINCARE et & la connexité de =2,du
produil scalaire:

Vii CV, Vv eV, ((u,v)) = 4v u.V vdz.

Identiliant fi — L2(=2)á son dual, on peut identifier y’, le dual de
V, & un sur-espace de fi, avec V c fi c fi’, l’injection de V dans H
étant continne, & image dense.

Qn note ¡.j~ (resp. 1.1) la norme dans V (resp. dans fi), (.,.) le
prodnit scalaire dans fi et <.,.>v’,v la dualité V’,V.

Qn considére, la dérivation étant prise au sens de V’(]O, T[; y),
W(0,T) = {v e L2(O,T;V), 8v

E L2(O,T,V~)}

espace de llilbert, mini de la norme usuelle (cf. [13], ch.1 ).

Hypothéses sur ~o et q5.

On s’intéresse essentiellement, compte tenu de l’interprétation phy-
siqile du probléme, & la recherche de solutions bornées et positives, as-
sociees & une donnée initiale bornée, positive, sans autre hypothése de
régularité. Dés lors, on suppose que les données initiales admissibles
sont des fonctions mesurables, définies presque partout sur =2,á valeurs
dans un intervalle [0,M], pour un certain M > 0, et on considérera
désormais que:

(fil) no E L~(=2),O =u
0 =M presqie partout dans =2,
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est strictement crolasante, r<’ E CO.a([o,«M)D,

(ff2) i.e. ~ ést hóldérienne d’ordre a,

poir un certain a EJO, 1[, sur 1’intervalle [0,«M)].

Qn note O la primitive de ~ s’annulant á l’origine.

Qn introduit abors le probl~me de Cauchy, formellement énoncé par
la formiilation variationneUe suivante, qul tient compte d’une condition
de bord de Dirichlet homog~ne sur F1 et de Neumann homogéne sur

(avec, éventuellement dr-mes (U \ Fi) = O):

I Trouver u vérifiant, presqie partout sur ]0, T[,

(7’) Vv E y, <
9¿4jv>v’v + f

0 ..4(.,u) V «~)• V vdz = O,

u(a) = u0 p.p. dans =2.

Le plan de la présentation est le suivant:

i) on proive Í’exi~tence d’une solution faible pour une donnee ini-
tiale trés peu réguliére.

Ii) sans hypothése supplémentaire de régularité sur l’état initial,
l’unicité est établle dés lors que les coefficients de la matrice de diffusivité
dépendent de faqon h6ldérienne (d’ordre & préciser) de 1’inconnne u,
uniformément en la variable géométrique x, presqie partout sur =2.

iii) des informations sont apportées sur le comportement asympto-
tique de la solution, lorsque t devient arbitrairement grand.

lv) le caractére Iocalement hyperbolique di probléme est mis en
évidence par la description d’un effet de diffusion & vitesse finie, en
adaptant les résultats classiques de ANTONTSEV S.N., DIAZ JI. [2]
par la méthode de localisation de l’énergie.
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3. EXISTENCE D’UNE SOLUTION FAIBLE AU PROR-
LEME (7’).

En se fondant sur un lemme technique dñ & BAMBERGER A. [4]
sur une idée de MIGNOT F. (cf. anssi ANTONTSEV S.N., DIAZ J.I.
[2]) et sur une étude préalable de ARTOLA M. [1] dans le cadre partic-
ulier oú ~ = Id, on dispose du résultat d’existence suivant:

Proposition 1:

Sous les hypothéscs (1.1), (ff1) ei (ff2), it existe att moirzs une
sohution u du probldrne (7’) telie que:

u E Lc.o(Q), 0=u =M p.p. daris Q,

«~) E L2(0,T;V), ~ E

p.p. sur ]0,T[,sohution de ¿‘¿qualion variationnelle

Vv 6V, <~‘~>v’ ~ +f
0A(.,u) V «u). V vdx =0,

u(O) = u0 p.p. dans =2,L
1(=2)— blm u(t,.) = yo.

Pre uve

Premiére étape: le probkme régularisé.

Considérons le probléme non dégénéré, régularisé par l’adjonction
d’un terme de viscosité artificielle. Qn remplace la foactian ~ par ~
~ + cId, e > O, ~ étant alors bi-lipschitzienne. Ainsi, le probl~me non
dégénóré associé s’énonce par la recherche de u~ tel que:

u, E W(O,T), 0=u, ~ M p.p. dans c2,
solution p.p. sur jO, T[ de l’équation variationnelle,

-~ -.

Vv E V, <%~ ~ + f
0Á(.,u,) V ~4u,). V vdz = O,

¡
¡ u,(0)=uop.p.dansfl.
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D’apr&s la monographle de ARTQLA M. [1],on salt que pour tout
e > O et paur taute dannée de y dans W(0,T), O =y =M p.p. dans
Q, 3! U, = U,(g) tel que:

U, EW(O,T), 0=14=Mp.p. dansQ,

vérifiant p.p. sur

(P,(g)) Vv6V, <0¡%v>vv

+ ~ A(., U,)(#’(g) + e) S7 (U,). \7 vdz = 0,

1I,(0) = no p.p. dans =2.

L’existence d’une solution u, au probléme (7’,) résulte alors facile-
ment dii théor&me de pount fixe de SCHAUDER-TYCHONQFF dans le
cadre hilbertien séparable (cf. ZEIDLER [15]), en reprenant la méthode
suivie par GAGNEUX G., GUERFI F. [10]. 11 suffit de vérifier. que
l’applicatian de W(O,T) dans lui-méme qui & y fait correspondre U,(g),
e fixé strictement positif,

i) laisse invaxiant un convexe non vide faiblement compact de
W(O,T) du type:

PC = {v E W(O,T), 0=y < M p.p. dais Q, «O) = ~‘op.p. dais =2,

I¡V¡JL2(o,T;v) =Cl, II~jIlL2(0,T;V¡) =C
2}

paur des constantes e1 et e2 convenables.

u) est faiblement séquentiellement continue de PC dais PC, pour la

topologie o(W(O,T), W’(O,T)).

Deuxiéme étape: estimatians a priori.

D’apr&s le lemme de STAMPACC}1L4. O., il est loisible de prendre
paur fonction test y = #,(u,) élément de V.
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En utillsant le lemme de BAMBERGER A. [4]fandé sur une dauble
inégalité de canvexité, an a, p.p. sur ]O,T[, au sens de V’(O,T) et dans

K On, #()> = ~ J~ (fUL (i,X)
#e(r)dr) dx.

Par intégration loisible sur ]0, T[, de fonctions numériques absolument

•f~ (jUt(TX)

=11(fLO(X)

Qbservant que:

et que la quantité

¿Mr)dr)dx + aoIIMu¿)1112(oT;v>

=b,(r)dr)dx.

t~,(r)dr =O,J
u.(T,z)

o

¡ I#c ¡ ILCÓ<O,IuoILcocn>)

est bornée indépendamment de e, on met en évidence
priori suivantes:

Be, constante indépendante de e, telle que:{ II~diic)IlL2(o ~ < e
II«ut)11i2(O TV) + E211Ut11t2(OT;V) =C

¡¡Bn. 11L2( TV)

les estimations a

(Pl)

(P2)

(P3)

D’aprés (P2), la famille «u,) est bornée dans L2(O,T;V) , done
dans L2(0,T; WS2(=2)),pour tout s 6)0, 1[. De plus, ~ est héldérienne
d’ordre a, a 6)0, i[, nulle en O et donc

u, E WOS2/o(=2)p.p. sur
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et indépendamment de e, selon un résultat classique de TARTAR L.
fondé sur la caractérisation de GAGLIARDQ E. des espaces
O < s < 1 (cf. LIONS J.L., MAGENES E. [13] t.1 p.lOS ou BREZIS H.
[5] p.l§6)

u, demeure dais un borné fixe de L2/~(O,T; Was2/o(=2)). (P4)

Troisiéme étape: passages & la limite.

D’aprés le théoréme de compacité de DUBINSKII J.A. (cf. LIQNS
J.L. [14] p.57),

l’injection J de {v 6 L2/o(O,T;WCS2/a(=2)), 2z 6 L2(O,T;V’)}o’
dans L2P’(0, T; L2/a(=2))est compacte.

Qn peut donc en définitive extraire une sois-suite de (u,),>o notée
(u,),>o, telle que, qíaid e —* 0+

L2(Q)
u, u avec O < u < M pp. dans Q,

pp. dan Q

at at’

L~fj;V)

~b,(u,) L~ff;V) «u)

—* (L2(Qfl~ —..
V#,(u,)—* V«u).

D’aprés le théoréme de DUBINSKII J.A., on peut choisir en outre
la sous-suite extraite telle que, quand e —~ 0+

C0(0,T;V’)
u, —* u.
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D’oú, u(0,.) = u0 p.p. dans =2;u vérifie done la condition initiale
du probléme dégenere.

Ainsi, d’aprés le théoréme de convergence dominée de LEBESGUE,
en passant & la limite (quand c —* 0+) dans le probléme non dégénéré
(7’,), ce point d’accnmulation (pour des topologies appropriées) u ap-
parait solidan di probléme dégénéré (7’).

Le théoréme d’existence est donc démontré.

Remarques:

1) Sachant que u 6 C
0([0, T]; y’) et que u E LOO(Q), ana(cf. LIONS

J.L., MAGENES E. [11] val.1 p.29?):

u E C8([0,T],L~(=2)), paur tout PC [2,+oc[.

u) Une variante facile peut étre abtenue en rempla.~ant l’hypothése
(112), toite chose étant ¿gale par ailleurs, par:

~ 6 C’([O, M]), «O) = #‘(O) = 0, ~ est strictement

croissante (et F désignant la primitive de la fonction
(H2)bis

<~ nulle & l’origine)

F~-’ 6 C0~([O,F(M)]), poir un certain ~ C]0,1[.

4. UN RÉSULTAT D’UNICITÉ

Qn snppose que ponr tout couple (i,j) 6 (1... it)2, l’appllcation:

y —*
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1
¡

est hñldérienne d’ordre y ayee ‘ =y < 1, unifarinément par rapport &2x, x.e., Plus précisément:

By E [1/2, 1[, Be> 0,

V(pj,y2) 6 [O,#(kf))
2, V(i,j) e

(fi3)
¡a

1,~(., t’(yi)) — a¿j(., ~(y~»j =c¡yi —

presqie partout surQ.

Qn dispose alors de la

Proposition 2. 5mw l’hypothése supplérnentaire (ff8), la sohution
u dii probl¿me (7’) décrite par la proposition 1 ea unique.

Preuve. La dérnonstration de cette propriété est une conséquence
dii résultat suivant:

Théor&me. Soient u a y deuz sohutior¿s dii pmbl&ne (7’), associées
ata conditions initiales respectives u0 et y0 dans le cadre de l’hypoth¿se
(fis). Alors, oit a:

~j(u(.~x)— v(.,x))~dz <O au sens de V’(]0,T[).

Premiére étape: preuve du théoréme.

Introduisant denx instants arbitraires t et r de ]0,T[x]0,T[, on
cansidére u et y camme des fonctians définies sur =2x]O,T[x]O,T[ en
prenant:

u(x,t,r) = u(x,t), v(x,t,r) = v(x<r).
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Soient ¿ E V(O,T) tel que ~ =O sur ]O,T[ et pour tout fi > 0, p~
une suite régularisante, telle que:

pa E V(IR) avec p~ =0,J ,o4x)dx = 1.

Posans ~e(t,r) = ~e~r)p~(Ég), avec 6 assez petit afin que Es E
V((0,T) x (0,T)).

Soit, poir tout e> O, fi~ l’approximation de la fonction de Heavi-
side (i.e. de la fonetion syit~), utilisée par GAGNEUX O., MADAUNE-
TQRT M. [11] définie par:

2

Vr E IR, H~(r) = r2 + E

Paur taut £ > 0, H~ est une fonction globalement lipschitzienne sur
IR, strictement croissante, de classe C’, nulle en O, canstruite de sarte
que, paur tout réel r,

c—0~

(PS) { rH~(r) —* O,
O =rfi~(r) < 1

Puisque u et y sont salutians du probl~me, on a, par diférence des
deux équations:

I Vz E y et p.p. sur ]O,T[x]O,T[,
-. -t

— ~ +f
9a4(.,u) V «u). V zdx

A(.,v) V «~)• V zdx.
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D’oú, il vient:{ Vz E V et p.p. sur ]0,T[x]O,T[,

— k7,z>~,fl./ + f0 A(.,u) V (4(u) — «~))• V zdx

_ — Á(.,u)) V «y)~ S7 zdx.

D’aprés le lemme de STAMPACCIIIA O., la fanetion définie, Vs>
O, par: w~ = 114(4(u) — «u)) est une fonction test loisible, appartenant
áV.

De plus, presqie partout sur ]O, T[ et presque partout dais =2,

V w~ =V («u) — «~))~~(«U) — 4(v)).

Aunsi, en appliquant I’inégaiité de YOUNG et 1.1)11), u vient, p.p. sur
]0,T[x]0,T[, 11 étant non négative:

+ fi(4(u) — «~))l V (4(u) —

_ 11 , ¡(Á(v) — A(.,u)) V 4(v)1
2fi(4(u) — «v))dx.

— 2ao jo

Etant danné que: paur taut 6> 0, Es =O, an peut miltiplier chaqie
membre de l’inégaiité par ¿~ et intégrer sur ]0,T[x]O,T[.

II s’ensuit que:

fT(T/
8~ 8v

]o]o kot 8~wC)Esdtdr

H(4(u) — 4(v))¡ V (4(u) — «v))¡
2&dxdtdr
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1 jl’jT¡
=~;;JoLjn

Pasans, Ve > O,

{ y) = f¿’ H~(44s) — «v))ds,

4t,du, y) = ~:fi~(#(u) — «s))ds,

Alors, quand e —*

pp. dan. (2X]O,T[
2

De plus, en tenant campte du fait que u ne dépend pas de r et que
y ne dépend pas de t, on a, en utilisant le lemme de BAMBERGER A.
[4], les égalités suivantes:

rT,o~ f
= ~~.10

fTI8v ti

u)

T 4 ?~~iju, v)dxdt,
ti

JTJ ¿:ES
4C,2(U,V)dZdT.

Rempla9ant dans l’inégalité antérieure, en observant d’apr~s (Ha)
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que

— Á(.,u)) V w12

8w 2

— E { (Z[aíÁ.~~o —

n n n

< Y’ { 3(ai~(.,v) — a~~(.,u))2 Z(~)2}
1

par CAUCHY — SCHWARZ dais IR»

< ¡VwI2n2cfl«u) — «v)12Y

an abtient, puisque y appartient & [1/2,1[,

/TJJJ <?/±4
52Éu,v) +

9=É#duy))dxdtdr <

1T pT ,.

n
2j~~½(M))2Y~ÁL 1 H~(4(u) — «v))14(u) —

1 V «v)¡2¿ódxdtdr.

Ainsi, quand c 0+, la prapriété (PS) rend passible l’usage di théoréme
de convergence daminée de LEBESGUE dais =2x]O,T[x]O,T[ et il en
résulte que, Vb > 0,

— jT jT j(ue,.) — v(r, .))~E’(’ + T)~
6(i—. r)dxdtdr < 0.

Faisant tendre 6 vers 0+, jI s’ensuit que, poir tout E E V(]0,T[),



Sur u»e Cisne de ProbI~nies dEvolutio»... 213

E =0, ¡T j((u(t, x) — v(t, x))~E’(t)dxdt > 0.

Or, d’aprés la remarque, point 1), paur tout t 6 [0,2’], u(t,.) a un
sens et définit en particílier un élément de L’(=2)car =2est barné.

En canséquence, la fonction numériqie de L~(O, 2’):

t —* j«u(t,.) — v(t, .))~dx

définit une distributian de V’(]O,T[) et l’an a, au sens de V’(]0,T[),

Le théoréme esí démontré.

Deuxi~me étape: preuve de l’unicité de la salution.

D’aprés le théor~me démontré dais la premiére étape et d’aprés les
propositions 5 et 14 de DAUTRAY R., LIONS J.L. [8], p. 1319 et p.
1332, la distribution négative

- j«ue~aú — v(t,x))~dx

est une mesure négative et l’application de [0,2’] dais R’ définie par:

—. jeue~x~ — v(t,x))+ dx, continue en 0+,

est une fonction numérique décraissante au sens large sur [O,T[.

Ainsi, on dispose plus généralement de la propriété de conservation
d’ordre:

j((u(t~x) — v(t,x))~dx =4Vt E [0,2’], ((uo(x) — va(x))~dx,
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d’oú résulte en particulier la propriété d’unicité.

5. ETUDE DU COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE
LA SOLUTION QUAND 1 -* +00

Qn suppose (111), (112) et (113) et on observe que l’hypoth~se (112)
implique l’existence de deux constantes strictement pasitives 8~ et /32,

telles que { Vv 6 L”(=2),O < y <M p.p. dans =2,

Lemme sur le comportement asymptotíque de la solution:

Notant, sous les hypothéses précédentes, u la sohution du probl¿rne
correspondant ¿ la donnée initiale u0 (non triviale), on montre que la
fonetion ze(t) = f0 6(u(t,x))dx vérifie:

Vt > O, O = 26(1) =z(t), aú z(1) est la solution de l’équation
dzfférentielle:

f BzO) + /3azl/a(t) = O, 1 > 0, /33 constantej précisée par la démonstration,

z(O) = f0 6(uo)dx.

dépendant de a

De plus,

u(t,.) 1111. 0, quand 1 —* +oo, pour tout pC [1,+oc[.

Preuve de lemme:

Soit u la solution dii prabléme dégénéré, associée á uo.
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II est loisible de prendre camme fanetion test: y = «u), d’oñ,

presqie partout sur ]O, T[, et indépendaniment de 2’,

¡ + a

D’aprés le lemme de BAMBEROER A. [4],fondé sur une dauble
inégalité de convexité, ib vient pour presqie tout t de ]O,T[

o + II«uQ))11, =O.

Sachant que:

I .~<‘ est héldérienne d’ordre a, O < a < 1, sur

l’injectian de V dais L2 (=2)est continue,

l’injection de L2/~(=2)dais L2(=2)est continue,

il vient,
O ao ffl2/O < o.

+ ~~¡u( L2(fl) —

On utilise (P6) et an a,

1 tsza(t) + ,3sz~/o(t) =0, paur presque tout t de ]O,T[
opj ayee /33 = k210p410’ = =0.

Vt > O zo(t) =0, za(O) f
0

Un théor~me de comparaisan sur les équatians différentielles montre
que:

Vi C]0,T[, ze(t) =z(t),
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oú zQ) est salution de l’équatian diférentielle:

f ~z(t) + ,33z1/ú(t) = O, paur taut t E]O,T[

1 z(O) = zo.

D’aprés (P6), an a, paur taut t > O,

O =¡3iIu(t)IbtU,~,<0> =ze(t) =z(t).

De plus
—. +00

z(t) —* O

et donc, puisque u 6 L
00(Q),

u(t,.) —* O, quand t —> +00, paur taut PC [1,+oo[.

Le lemme est done démantré.

6. MISE EN ÉVIDENCE DU CARACTÉRE LOCALEMENT
HYPERBOLIQUE PAR LA DESCRIPTION DE LA VITES-
SE PINTE DE LA PROPAGATION

Qn suppose (hypothése conforme & la pratiqie) que le comporte-
ment lacal de ~‘ en O est tel que:

(HO) B(c
1,c2,v) 6 (Rj

3, c
2tV =#‘(t) =citV, t E v(O~).

Sait x0 6 =2et sait p’ un réel strictement pasitif tel que: Pi < d(xo, r).
Par la méthode dite de bocalisation de l’énergie, due á ANTONT-

SEV S.N., DIAZ J.I. [2], on montre le théoréme suivant, qui met en
évidence le caract~re local de prapagation & vitesse finie.



Sur ,rne Claise de ProbI~nies dEvolution... 217

Théoréme. Soil u0 tel que: u0(.) = O p.p. sur Bp,(xo) ci u
la solution correspondante dans le cadre des hypothdses (fil), (ff2) el
(fis).

.4lors, sous l’hypoth¿se (HO), it existe u 6)0, T[ tel que, ¿ toid t 6
lo, uf, on puisee assoder p(t), O < p(t) =p’, défini de fa~on que:

u(t,.) = O presque partout sur

Autrement dit, l’effet de la dilfusion ne se fait pas sentir instan-
tanément au voisinage de x0 et, se fixant un laps de temps suffisamment
petit, on peut délimiter une région voisine de x0 totalement hors de
l’influence de la propagation du phénom~ne physique pendant ce laps de
temps.

Preuve.

Premihe étape.

Naus ailons d’abord proiver le lemme suivant:

Lemme. Soil to C]O,T[.
.4

D’aprés les propriétés de u, A(.,u) V «u). V «u)
¡.A(.,u) V «u)¡«u) appartiennent ¿ L’(]0,T[xBp1(xo))

1) paur presque tout t 6]O,io[, pour presque buí p CIO,pi[,

et

et arz a alors:

(A(.,u) V «u)).7 «u)ds a uit sens;~

2) supposant en outre que uo(.) = O p.p.
presque taut p E]O,px[ el pour tout t 6)044,
suivante:

6(u(t, x))dx + / J~,<~0>

__ .10 IS,<±0)

sur B~,(xo), alors, paur
oit dispose de 1 ‘inégalité

.A(.,u) V «u). V «u)dxdr
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Preuvé du lemme: Soient t F]O,io] et p C]O,pi[; pour tout n E
IN’, considé±ons?b~ définie sur IR+ par:

14(r) = { n(p — r)

si r E [O,p —

si r =

si r E — 1¡it,p].

I»s lors, x &—> K~(¡x — xo¡) définit une suite croissante d’approxi-
mations lipschitziennes de la fonction caractéristique de B~(xo).

Posons:

V(r,x) E Q ~~(r,x) = K~(¡x — xol)«u(r,x));

~,, est une fonetion test admissible da probléme dégénéré.

II vient l’inégalité snivante:

(E) i<%!tKn«u)>dr

~í:í .4

A(.,u) V «u). V (K~d4u))dxdr = O.

• Etude de f~ <~, Kn«u))>v, Vdr:

Salt h0 > O fixé et introduisons, paur tout h E]0, h0],

Xh = fh 4 u(r,.) — ~(r — h,.) K,.sb(u(r, .))dxdr.

Alors, d’aprés l’appendice de l’ouvrage de BREZIS H. [5], on a, dais IR:

~t1 Oit
hm Xh = dr.
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De plus, et c’est le point essentiel, la fonetion numérique O est con-
vexe sur [0, +00[. Qn a done l’inégahité de convexité suivante:

V(M,A2) 6 IR
2 6(A

2)—6(A1) =s14A2)(A2 —A1)

qul permet d’affirmer l’inéga]ité suivante:

Xh =Jth 4 6(u(r,.)) — @u(r — It,.)) K~dxdr.

Ainsi: flmXh =ff O6(u(r,.)) A’ dzdr.

~ a,
La fonetion & í—* ~ 6(u(s, x)) dx est absolument continue sur [0,2’],

alars:
JT dr> 4x~e(ue~.» dx.

Qn utilise le tliéor~me de convergence dominée de LEBESGUE sur
=2et on a:

• Etudede

Hm /KnO(u(t,.)) dx = ¡
fl.4+OO

Etant donné que H’(Q) fl L00(Q)

op&e la formule de STAMPACCHIA O.

Lila
=124 A(.,u) V «u). \7

~1í

6(u(t,.)) dx.

J’¿ f
0 A(.,u) V «u). V (Kn«u))dxdr:

.4 .4

est une alg~bre de Banach oú
sur la r~gle de dérivation, on a:

A(.,u) V «u). y («u))K~dxdr.
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D’apr~s le lemme de STAMPACCHIA O., presque partout dais =2,

— x —

V K~(¡x — xo¡) = it~[Pl/»PI(Ix — xo¡) ~ — xor

D‘alt:

it’ A(.,u) V «u). V (K~)#(u)dxdr

Ip—1/n=jx—xo¡=p
— x—xo«u).A(., u) V «u) dxdr.¡x—xol

Qn utilise hes coordonnées sphériqnes (r,w) avec pour centre x0 et
an a alors: it’ .4 .4

A(.,u) V «u). V (K~ft,b(u)dxdr

= ~itjtjPj «u)A(.,u) V «u). rNídwdrdr.

Sachant que l’appllcatian T définie par:

r i: LN,

est un élément de L
1(O,p

1j, on a paur presque tout p EIO,pi[:

n&~i1ooít4

--lot’

.4

Á(.,u) V «u). y (K~)qS(u)dxdr

D’aprés le théoréme de convergence daminée de LEBESGUE sur

= —nf

fl~00
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= f~ .ÍB,,<.0> (4., u) V «u)). V «u)dxdr.

Par passage & la limite (quand n -. +00) dans (E), on obtient

l’inégálité de la deuxi~me partie dii lemme.

La premiére partie du lemme décaule dii principe de la démonstra-
tion de l’étude de f¿ ~ ..4(., u) U «u). U (K~=b(u))dxdr.

Deuxi~me étape: preuve du théoréme.

D’aprés le lemme et l’inégaflté de CAUCHY-SCHWARZ, il vient,
gráce & (1.1)i) pour tout t E]O,to] et pour presque tout p C]O,pi[ en
notant ¡ = nrnaxIlaÍJIILoo(OXR+),

ti

6(u(t,x))dx +00 Itf

0

I«u)I2dsdr) l/2(ftL

¡ S~ «u)L2dxdr

¡ S7«u)I2dsdr)’

Qn introduit & la suite de ANTQNTSEV S.N., HAZ J.I. [2]les
fonctions d’énergie suivantes:

i) E(t,p) = ftJ
u) b(t,p) = sup ess{J

¡ 7 «u)¡2dxdr,

I#eu)Im+ídx), ayee O < m < í.

L’inégalité précédente devient, compte tenu de la géométrie partie-
uli~re des baules eucidiennes dais la”,

< l(ftL

6(u(t,x))dx + aoE(t,p)
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<¡( f L~.20> )44u)~2dsdr)

Jo

Qn applique la formule d’inteTpolation de DIAZ J.l., VERON L. [9]
& la quantité ~«n)lii2(lO t[xS (mo»; il vient:

«n)I
2dsdr

=c~ f (U V #(~)((L~(s,<r4) +

oúO= N1-,n+rn+i

Qn utilise l’inégalité de HOLDER:

(«u) ¡2dsdr

o) 7 «u)}1L2<n fra)) + II«u)IIL’nn(BP<ron)2dr)

<a~<x~)) dr> ~

I
t

o

<

cft
S ca2jf (II ~ «u)IIia(n.Q,

0» + U#(U)Ut.n+1(np(ro))}dr)

1(ir? II«uflhimnB~(xo))dr) ‘—e

/2
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D’añ on a:

(I
t

o
[«u)I2dsdr)’

=(c326)í/21(16>/2 (E(í,p) + tb(t,P)2/m+í)f/
2 b(t, r)(í~)/m+í.

En utilisant le fait que O < 1 et que E(t, p) > O il vient a fortiori:

(I
t

o JISp(so)
«u)j2dsdr)’ =(c

82
0)í/2t(18)/2

J[so(s ~,

(E(t,p) + tb(t,p)(1—m)/(m+í)bQ,p)j/2(E(t,p) +

Etait donné que b est une fonction séparément croissante de p et
de 1, on a:

b(t, p)(1m?/(m+í) =b(2’, Pi )(I—.m)/(m+1)

Qn obtient par conséquent:

.ÍSP(xo)

«u)i2dsdr)/ =(c
32

6)í/2t(í0)/2Q(2’)(E(í,p) +b(t,p))H,

ou:

Q(T) = max(1,2’612b(p’ ,

1/2 < fi c 1

dsdrj

(E(t,p) + b(t,p))H.

(I t

o

{
Qn a danc:

1 ~fj~

< ________
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Qn applique l’inégalité de YQUNG sois la forme:

ab < Ea’» +

avec:
= 6-1/(r—1) p > 1,

Ii vient:

1 1

p p’
1 a>O b>0.

iJ~O

op

+ c(E(t,p) + b(t,p))

+c(E(t, p) + b(t,p)),

alt: ¡3 = 2(1 — fi), O < /3 < 1.
D’oñ, l’inégaiité di lemme devient:

6(uQ,x))dx + aofl(t,p)

+ c(EQ,p) + b(t,p)).

D’apr~s (HQ), on montre que:

I#(u)Im+ldx,

=

=4(l(c32
6

avec:
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=

{ -aa 1y — 1/+1 v+2 tic,)

——~—<1.m —

Ainsi, on a:
min(g,ao)(E(t,p) + b(t,p))

+ c(E(tp) + b(t,p))

Qn note: a = min(y, Co), d = et on choisit: e =

fl vient alors, paur taut 1 de ]O,i~[,

~(E(t,p) + bQ,p)) =qj(1~8>/2(1~H)(OE(tP))’fl3

ob: q = cc(L(c
326)í/2Q(2’))í/1H.

D’oú:

(EQ,p) + b(t,p))~ =

Comme (6b~P>) =O, il s’ensuit a fortiori que, paur taut t E]O,to[,
pour presque tout p

(E(t,p) + b(t,p))’
3 <

Introduisant, pour tout
nne fonction craissante, «O)

(2q) O

r > O «r) = 0% on observe que ~‘ est
— 0 est intégrable sur [0,R], R > O,

car /3 E]O, 1[ et danc, on se situe, dans le cadre d’application du lemme
d’ANTQNTSEV S.N., DUZ J.I. [2].



226 A. Picuvier

11 en résulte immédiatement l’existence de 11 C]O,to[ tel que poir
toil t 6 [0,t~], 11 existe p(t) E]O,pi[, tel que

E(t,p) + b(t,p) = O presqie partout sur [0,p(t)],

ce qui implique en particuuier que

poir tout t c [0,ti], u(t,.) O presqie partoit sur BP(t« xo).

Le théoréme est done démontré.
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