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SUR UNE CLASSE REMARQUABLE D'ESPACES DE RIEMANN;

PAR M. E. CARTAN.

INTRODUCTION.

Les espaces de Riemann dont s'occupe ce mémoire sont carac-
térisés par la propriété que la courbure riemannienne d'une
facette quelconque se conserve par le transport parallèle; d'une
manière plus abstraite, ce sont ceux pour lesquels le tenseur
dérivé du tenseur de Riemann-Christoffel est identiquement nul.
Nous les appellerons les espaces <@. Les espaces à courbure cons-
tante sont évidemment des espaces & ; il en est de même des
espaces dont le ds

2 est la somme de plusieurs ds
2 à courbure

constante, les variables qui entrent dans ces différents ds^ étant
indépendantes les unes des autres. Dans une première élude, on
peut se borner aux espaces & irréductibles^ dont le ds^ ne peut pas
être regardé comme la somme de deux ds

2 à variables indépen-
dantes, eux-mêmes éléments linéaires de deux espaces ê. L'objet
de ce mémoire est précisément la détermination complète de tous
les espaces & irréductibles réels à ds

2 défini positif.
J'ai été amené à me poser ce problème à propos d^un autre

problème, étudié en collaboration avec M. J. A. Schouten, et dont
la solution a paru dans une note présentée à l'Académie des sciences
d'Amsterdam ( * ) . Il s'agissait de rechercher toutes les généralisa-
tions possibles du parallélisme bien connu de Cliffbrd dans l'es-
pace elliptique à trois dimensions; d'une manière précise, le
problème était de trouver tous les espaces de Riemann dans
lesquels existe, pour les géodésiques, un parallélisme absolu

satisfaisant à la condition que l'angle sous lequel se coupent

( l ) E. CARTAN en J. A. SCHOUTEN, Over liiemannsche meetkunden^ die een
absoluut parallélisme toelaten ( Versi. Kon. Akad. v. Wetensch. Amsterdam,
t. 35, IQ^C), p. 5o5-5i8). La traduction anglaise paraîlrj prochainement dans les
Proceedings de l'Académie.
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deux géodésiqaes soit conservé quand on leur mène des parallèles
par un point quelconque. Tous ces espaces sont des espaces <@ ;
mais en fait ils n'en constituent qu'une très faible partie; si l'on se
borne aux espaces irréductibles, il n'existe, en dehors des espaces
représentatifs des groupes simples ( * ) , que l'espace elliptique à
sept dimensions.

Dans la note à laquelle je faisais allusion plus haut, certains
procédés de démonstration sont mis en œuvre, qu'on retrouvera
ici rattachés à une méthode plus générale.

J'étais déjà en possession de la solution complète du problème
quand j'ai eu connaissance d'une note do M. Harry Levy ( 2 ) qui
s'était posé de son côté le problème de la détermination des
espaces & et signalait, comme espaces irréductibles, les espaces a
courbure constante, mais sans obtenir d'autres solutions du
problème. J'ai donné, dans une note récente (3) , des indications
sommaires sur la méthode qui m'avait permis de résoudre le
problème, ainsi que sur les résultats obtenus. Dans cette méthode, ou
plutôt dans ces deux méthodes, la théorie des groupes, et spéciale-
ment des groupes simples, joue un rôle essentiel. D'une part en
effet, par la propriété même qui sert de définition aux espaces <?,
le groupe d'holonomie, c'est-à-dire le groupe des rotations que
subit le corps des vecteurs issus d'un point A quand on le trans-
porte par parallélisme le long d'un cycle arbitraire, conserve la
courbure riemannienne de l'espace en A, et par suite laisse inva-
riante la forme de Riemann

^ ^ i j k u x i y ï x ^ y ^

i,/,A;/t

( 1 ) Voir^ sur les espace? représentatifs des groupes : K. CARTAN en J. A. SCHOI'-
TKN, Over de meeikunde der groepuitgebreidheid van halfeenvoudige en
eenvoudige groepen ( Versi. Kon. Akad. v. Wetensch. Amsterdam^ t. 35, i9--»6,
p. 38')-3()9^

( 2 ) II. LEVV, Forma canon ica dei d^ per i quali si annullano i simboïi di
liiemann a cinque indici {Hendic. Accad. Lmcei^ 6e série, t. III1, 1926, p. 60-69).
Voir aussi uiie <iulre note thi meine auteur, p. 1 2 4 - 1 2 9 .

( s) E. CAHTAN. Sur les espaces de Riemann dans lesquels le transport par
parallélisme conserve la courbure ( lîendic. Accad. Lincei, 6e série, t. III1, 1926,

p. :)'n-^7).
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qui définit analytiquement la courbure riemannienne ; la première
méthode consistera à rechercher tous les groupes orthogonaux
susceptibles d'être des groupes d'holonomie pour un espace <@,
c'est-à-dire laissant invariante une forme de la nature de la forme
de Riemann. D'autre part, l'espace admet un groupe transitif G de
déplacements tel que le sous-groupe laissant invariant un point
donné A soit précisément le groupe d'holonomie; on peut alors
partir de toutes les structures possibles de ces groupes de déplace-
ments (en fait ce sont toutes les stmctures de groupes simples) et
essayer de déduire de chacune d'elles le groupe d'holonomie
correspondant.

Celle dernière mélhode est celle qui conduit aux problèmes les
plus inattendus; en particulier la recherche des espaces <§ irréduc-
tibles revient à celle de toutes les structures simples réelles qui
correspondent à un même type de structure simple complexe ;

c'est un problème que j'ai résolu dans un mémoire d'avant la
guerre (1), et c^est en parlant des résultais que j'ai alors obtenus
que la détermination des espaces <S irréductibles se présente de la
manière la plus simple.

La première méthode, fondée sur la détermination des groupes
d'holonomie possibles, repose sur les propriétés générales des
groupes orthogonaux réels. On a consacré au problème de la
détermination des groupes orthogonaux des mémoires très impor-
tants (2) , mais sans épuiser la question. En réalité cette détermi-
nation revient à celle de certains groupes linéaires simples et elle
peut se faire en application dos résultats que j'ai obtenus dans
deux mémoires antérieurs sur les groupes linéaires qui ne laissent
invariante aucune multiplicité plane (3). Je donne dans le présent
mémoire quelques indications, qui auraient besoin du reste d'être
justifiées plus complètement, sur ce problème général. En fait la
détermination des groupes d'holonomie des espaces & irréduc-

( 1 ) E. GARTAÎÇ. Les groupes réels .simples, finis et continus (Ann. Ec.
\orm., 3e série, t. XXXI, 1914, p. 263-355).

(2 ) Voir en particulier S. MEDICI, Sui gruppi di rotazioni {Ann. Scuola. Norm.
Sup. Pisdf t. X, 1908,60 pages).

(3) E. CARTAN, Les groupes projectifs qui ne laissent invariante aucune
multiplicité plane {Bull. Soc. math., t. XLIV, 1913, p. 53-96); Les groupes
projectifs continua réels qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane
{J. Math, pures et appliquées, 6e série, t. X, 1914, p. 149-186).
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tibles est un problème beaucoup plus restreint, car il s'ajoute ici
la condition que le groupe orthogonal laisse invariante une forme

^ ̂ ijkh^yJx^y'1,

i,/,kji

dont les coefficients satisfont à des relations classiques, du reste
très simples. Cette limitation du problème permet de pousser la
solution jusqu'au bout en s'aidant des résultats obtenus dans ma
Thèse et dans les mémoires précédemment rappelés ( ' ) . Je ne
donne que le principe de la méthode, qui conduirait à des calculs
assez fastidieux et que la seconde méthode permet d'éviter.

Dans les espaces irréductibles autres que l'espace euclidien, la
notion de groupe cVholonomie se confond avec celle de groupe

cVisotropie^ ce dernier donnant les rotations autour d'un point qui
conservent les propriétés géométriques de l'espace autour de ce
point.

Les résultats obtenus appellent un grand nombre de recherches
nouvelles, ne serait-ce que l'étude individuelle des nouveaux
espaces, qui semblent devoir jouer un rôle presque aussi important
que celui des espaces à courbure constante, et qui sont du reste
susceptibles d'une définition géométrique directe : ce sont au

fond des espaces représentatifs d'êtres géométriques comportant

une définition simple dans V espace ordinaire (à 3 ou un plus
grand nombre de dimensions). Il y aurait lieu aussi d'envisager le
problème en supprimant la condition pour le ds'

1 d'être défini, et
aussi en se plaçant tout à fait dans le domaine complexe. Dans ces
cas plus généraux, le groupe des déplacements de l'espace pourrait
cesser d'être simple on même'semi-simple. Qu'il y ait des solutions
nouvelles, l'exemple du ds

2 suivant à trois dimensions :

ds^ == d^ -+- -32 dx^ -h i dx dy^

le prouve; dans le domaine réel il n'existe d'espace <S irréductible
À ds

2 défini que l'espace elliptique et l'espace hyperbolique, et

( 4 ) Pour p lus de simplicité, je désignerai dans la suite par les simples indicat ions
E. CARTAN, Ann., ou Bull.^ ou J . Math.^ les Mémoires cités dans les notes ( i )
et ( 3 ) de la page précédente ; ma Tlîèse (Paris, Nony, 1914) sera désignée sim-
plement par le mot Thèse.
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le ds
2 indiqué n'est pas à courbure constante, bien que le tenseur

dérivé du tenseur de courbure soit nul.
En restant dans le domaine réel, je signalerai encore un pro-

blème intéressant, à savoir la détermination des espaces fi admet-
tant des translations infinitésimales dans toutes les directions ;
les espaces à courbure constante positive jouissant de cette pro-
priété, il serait intéressant de savoir s'il y en a d'autres. Il serait
non moins intéressant de savoir s'il existe des espaces de Riemann
jouissant de cette propriété sans être des espaces fi.

Les espaces de Riemann qui font l'objet de ce mémoire rentrent
dans la classe plus générale des espaces à connexion affine sans
torsion pour lesquels la courbure se conserve par. le transport
parallèle. Dans un mémoire sur la géométrie des groupes de
transformations qui doit paraître prochainement dans le Journal

de Mathématiques^ je donne les principes fondamentaux de la
théorie de ces espaces; les espaces représentatifs des groupes en
font partie.

Le présent mémoire se divise en trois chapitres; le premier est
consacré au théorème fondamental, qui pose le problème dans le
champ de la théorie des groupes; le second est consacré à la
première méthode de résolution, fondée sur la détermination
du groupe d'holonomie; le troisième à la seconde méthode, fondée
sur la considération du groupe des déplacements.

CHAPITRE i.

LK THÉORÈME FONDAMENTAL.

I. — Position du problème. Les espaces irréductibles.

1. Nous nous proposons de déterminer tous les espaces de
Riemann réels à ds'

1 défini positif jouissant de la propriété que le
transport par parallélisme d'une facette quelconque conserve sa
courbure riemannienne (espaces fi). Analytiquement, cette pro-
priété se traduit par le fait que le tenseur dérivé du tenseur de
Riemann-Christoffel est nul :

R / / Â 7 < j / = = 0.
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Nous pouvons tout de suite réduire le problème. Supposons que
le ds

2 d^un espace do Riemann & à n dimensions puisse être
regardé comme la somme de deux éléments linéaires respectivement
à TÎ i et/îa variables, indépendantes les unes des autres (n\ 4- ^2 == ^)

ds^^ û?^ + ̂ ;|.

Les espaces de Riemann dont les éléments linéaires sont respecti-
vement ds\ et ds^ appartiennent chacun à la classe considérée. Si
en effet on attribue les n\ premiers indices aux variables qui
entrent dans ds\ et les /i_> derniers aux variables qui entrent
dans ds^ les seules quantités R/y//,,/ qui puissent être différentes
de zéro sont celles pour lesquelles les cinq indices /, y, A , /(, /
appartiennent tous au même groupe des n^ premiers ou des /?g
derniers indices. Si, pour l'espace <@, le tenseur dérivé du tenseur
de courbure est nul, il l'est donc pour chacun des deux autres
espaces et réciproquement.

Nous dirons que l'espace tô est réductible si son élément linéaire
est décomposable de la manière précédente, et irréductible dans
le cas contraire. Nous voyons donc que la recherche des espaces &

revient à celle des espaces & irréductibles.

II. — Le groupe (Tholonomie et la forme de Riemann.

2. Considérons un espace de Riemann réel à /; dimensions.
Attachons à un point particulier A() de l'espace un repère rectan-
gulaire (To) formé de n vecteurs unitaires deux à deux perpendi-
culaires. La courbure riemannienne de l'espacé au point Ao est-
définie analytiquement par la forme 3e Riemann ( ' )

(i) R-2^7 ,k h P i j Ph-hi

(/7i, (/••//)

où la somme est étendue a toutes les combinaisons ( / / ) et à toutes
les combinaisons (A'A) des indices 1 , 2 , . . ., n pris deux à deux,
et où les quantités pij sont les composantes d'un bivecteur formé de

( ' ) Voir, en particulier, E. CAUTAN, l.a Géométrie des espaces de/îiemann
{Mémorial des Se. inath.^ fasc. IX, i()25, p. '^o).

LIV. 15
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deux vecteurs quelconques (;T() et (y/) issus de Ao

P i j = ̂ IY] — X j y i ,

Comme on sait, la courbure riemannienne suivant la direction
plane définie par les deux vecteurs {x^ et (y,) est le quotient de la

forme R par le carré V p^de la mesure du bivecteur correspondant»
{il)

A tout cycle issu de Ao et y revenant est associée la rotation
subie par le corps des vecteurs issus de Ao transportés par paral-
lélisme le long du cycle; les rotations associées aux différents
cycles issus de Ao engendrent un groupe, le groupe <fholonomle ( ')
de l'espace. Si l'on considère les cycles issus d'un autre point A,
il leur correspond également un groupe de rotations, mais son
expression analytique peut être rendue la même aux différents
points de l'espace, en attachant à ces points des systèmes de
référence convenablement choisis. Nous appellerons F le groupe
continu d'holonomie, et nous désignerons son ordre par r; les
variables transformées par T sont les composantes xi d'un vecteur
arbitraire.

3. Attachons au point Ao, non seulement le repère (To), mais
encore tous ceux qui s'en déduisent par une rotation du groupe
d'holonomie F. Atttachons de même à un point A les repères (T)
qui se déduisent de (To) quand on transporte par parallélisme le
repère (To) de Ao en A par un chemin arbitraire. Ces repères (T)
dépendent, le point A étant donné, de /• paramètres.

Le transport par parallélisme conservant par hypothèse la
courbure riemannienne, la forme de Riemann en A, rapportée à
un quelconque des repères (T) qui ont été attachés à ce point, a
les mêmes coefficients numériques qu'en Ao. De plus, le groupe
d'holonomie a la même forme analytique pour tous les systèmes
de référence considérés. Enfin, si Fon considère deux points infi-
niment voisins A et A' et si l'on transporte par parallélisme de A

( ! ) E. CARTAN, La Géométrie etc. {Mémorial, fasc. IX), p. 54 à 55. En réalité
l'expression groupe d'holonornie est prise ici dans un sens restreint; on se borne
à considérer Peuet produit sur les vecteurs par les opérations du groupe
d'holonomie proprement dit. Mais il n'y aura pas de confusion à craindre dans
la suite.
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en A' Fun des repères (T) attachés au point A, on obtient un
repère (T<) d'origine A' qui se déduit de Fun quelconque des
repères (T7) attachés à A' par une transformation infinitésimale
du groupe d'holonomie. Tous les repères (T) attachés à A se
déduisent de même les uns des autres par les rotations du groupe
d'holonomie.

4. Nous allons chercher comment, le groupe d'holonomie T

étant supposé connu, la forme de Riemann R peut être déter-
minée.

Rappelons ( ' ) que, les repères attachés aux différents points
de & étant choisis (ici avec r paramètres arbitraires), la connexion
affine de l'espace est définie :

i° Par les n formes c*)i, . . . , co,<, linéaires par rapport aux
différentielles des n coordonnées, qui donnent les coordonnées
rectangulaires, par rapport au repère (T) attaché à A, du point A'
infiniment voisin de A;

2° Par les ————^formes c»)î-y== —coy/, linéaires par rapport aux

différentielles des n coordonnées et des /• paramètres des repères,
composantes de la rotation infinitésimale qu'il faut faire subir au
repère (T), transporté par parallélisme de A en A', pour ramener
en coïncidence avec (T').

Rappelons les formules de structure de l'espace 6 ( 2 ) :

t*>/ ==V[^À.tO^J,

k
W

^iJ
 ==^ [ (0^ wf

^ 1 -~Zj ̂ U.kft [ ̂ k ̂ /i ]•
À- W

S. Supposons le groupe T engendré par les r transformations

( ' ) On pourra consulter, pour les notations, mon mémoire Sur les espaces à

connexion affine et la relativité généra Usée {Ann. Ec. A'o/'w., 3e série, t. XL,
i9->3, p. 325-4i2, en particulier les Chapitres II et III). Voir aussi Mémorial^

fasc. IX, n°' 10 et 11, p. 12-14.
( 3 ) Les notations s'écartent de celles du. Mémorial, les quantités désignées par

Ht7,À-Â sont ici changées de signe pour que, dans le cas d'un espace à courbure
constante, la seule composante'qui subsiste <nt le signe de la courbure.



— 2i2 —

infinitésimales indépendantes

(3) ^-^"(-'S-,-^^)'

où l'on a
^a^ == — ̂ /c

La rotation infinitésimale de composantes co// faisant partie du
groupe d'holonomie (n° 3), on a des relations de la forme

(4) ^•y^^^/yOp,

en désignant par ô , , 0g, . . ., 9^. des formes de Pfaff convenablement
choisies. Les n 4- r formes

(QI, ..., œ,,; Oi , ..., O/.

sont du reste linéairement indépendantes, car si l'on donne aux
différentielles des n coordonnées et des /• paramètres des valeurs
annulant ces n-\-r formes, ni le point A ni le repère (T) ne
changent; les relations établies entre les n-^-r différentielles
considérées sont donc indépendantes.

Les équations (2), quand on y remplace les w/j par leurs
valeurs (4)» deviennent

^=^ap/,/[œ/,0p],

^":

^ «p/7°P = ̂  (^\i/.a^j—a^i/,a\/,j) [O^OpJ —V R//,^[w/,to/J.
F l).P-»,^- (kh)

Ces dernières peuvent être transformées par l'introduction des
constantes de structure c^ du groupe r. Des équations

(UxU^) ̂  L',(U^/)- U^(IV) =^c)^pUp/,

on tire, en développant,

^ 5 ) ^j (a\i/.^k/— a^ika^kj)
 =
^, O^p^p/y

F

Par suite les dernières équations (2) deviennent

(6) 2 ̂ 'f ^~S ̂ ^i-0^0 '^( "-S ̂ ^i^^i'
t (Ap.) t ^7()
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6. Nous pouvons regarder les équations (6) comme des équations
linéaires par rapport aux r inconnues

^—^/W^Jî
()^1

il existe évidemment r de ces équations qui sont indépendantes,
sinon les r transformations Vç,f ne seraient pas linéairement indé-
pendantes. On a donc des relations de la forme

(7) Oa—^r/,aa[0,,0^]=-^^a/.//[^/.^/J,

( X S A > (/-A)

les b^h
 = — ^a/;/: étant des constantes.

En identifiant maintenant les équations (6), on obtient

^//•»/.7< ==1/, ^'F// ̂ -//,

d^où p

(8) ^ ̂  ̂ n/y.^//-^^ (^^-IP.\
(/'/) ? \ i l }

Associons à la transformation infinitésimale Ua/ la forme, linéaire
par rapport aux p^j.

^-=^^^jPii'

Nous voyons que toutes les dérivées partielles de la forme R
s^expriment linéairement au moyen des /• formes ^. Par suite la

forme de Riemann est une forme quadratique par rapport

aux r formes iy. associées aux r transformations infinitésimales

génératrices du groupe d'holonomie.

Si donc nous posons

^=y.Aa^a^ (Aa3= Apa),

a,^
nous aurons

1 à\\ \^ (^p /Y' A ». \ V 4 >-
"" A——==/^A——I ZL, ÂP^ÇT 1 :=: Zj Ao<7^FÂ-//;a,2 (y/?/./, -̂J (7/)/,./f \ ^^ r j ^J l i

? \ 0- / F,(T

et, par suite,

^a/i-A == ̂ , Ao(p ûTp /.•//.

P
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Les formes co/ et 0^ satisfont donc finalement aux relations

^•=^<ïp^[^//0p],

(9)
ea:=^ <*Àîxa[MiJ.] — V Aapap/,/,[cxu-œ/j.

()^) ?, (/-//)

III. — Le théorème fondamental.

7. Dans les formules (9) les coefficients Op^-, cy^î ^ap sont d65

constantes, qui doivent satisfaire à certaines conditions, les unes
contenues implicitement dans les hypothèses faites, les autres que
nous allons déterminer.

Les a^hi sont les coefficients des transformations infinitésimales
La/ d'un groupe F dont les c^ sont les constantes de structure.
Nous allons maintenant exprimer :

i° Que la forme de Riemann V A^^Hp est invariante par le

r a?

groupe 1 ;
2° Que cette forme satisfait aux identités classiques ( 1 )

f^i/f kh -+- Hy-Â-, ifi-^ RA/, j h = 0.

Pour exprimer la première condition, remarquons que pour
calculer Ua(^8), il faut supposer dans Çp remplacées les quan-
tités pij par Xiyj — xjyi et supposer aussi que U^/ transforme
simultanément les deux vecteurs (xi) et (y/). Un calcul simple
donne

Ua(^}=^r^p,

P

ce qui exprime tout simplement que la forme U^(^) est la forme
associée à la transformation (U^Us) .

Cela posé, on a

Ua(R)=^^pxA^,;

>.P<

( ' ) E. CARTAN, Mémorial, p. 9.3, formule (33).
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on doit donc avoir

(10) ^(^.pAp^capLpA).?) =o (a, X, pi =i , .... /-}.
P

Quant aux dernières conditions, elles s^expriment par les relations

( l î) ^. A p^T ( ̂ (JijCl^kh •+• O'fsjk ̂ çlh -+- ^TÂ^ ̂ py'/t ) == 0.

^<T

8. Nous allons maintenant démontrer la réciproque. Supposons
qu^on ait un système de constantes a^-y, c^-p A^= Ap^ satisfaisant
aux relations (5), (10) et (n). Je dis qu'il existe un espace de

Riemann & admettant T pour groupe d^holonom.ie et R pour

forme de Riemann ; de plus cet espace jouit de la propriété de

conserver sa courbure par le transport parallèle.

Nous allons d^abord démontrer qu^il existe/i+/* formes de
Pfaff linéairement indépendantes à n 4- /• variables indépendantes
satisfaisant identiquement aux équations (9). Cela revient à dire
que les constantes qui entrent dans ces équations sont les constantes
de structure d^un groupe (*) , les crochets des transformations
infinitésimales X//, Y^/ du groupe étant donnés par les relations

, (X/Xy)==—^ap//Ap<y\<y/,

\ P.<T

( 1 2 ) ^ ( X » Y a ) = J^aafA.Xjs:/,

k

(Y,Yp)= ^c^pYp/.

?

Nous allons vérifier toutes les identités de Jacobi.
11 existe quatre catégories d4dentités, à savoir

((YaYp)Yy) + ((Y^)Ya) + ((YvY^)Y^) == o,

((YaY3)X,) 4- ((YpXJYa) 4- ((X,Ya)Y^) = o,

((X,X,)Ya) + ((X,Y,)X,) + ((YaX/)X,) = o,

((X,X/)XA) + ((X,X^)X/) 4- ((XA.X/ )Xy) =: o.

( l) II est fait ici usage de la relation .dualistique qui existe entre les formules
de structure de S. Lie et les équations de structure que j'ai introduites dans la
théorie des groupes continus, finis ou infinis.
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Les relations de la première catégorie sont vérifiées d'elles-
mêmes, puisque, d'après les relations (.")) vérifiées par hypothèse,
les c\3v sont les constantes de structure d'un groupe.

Celles de la seconde catégorie donnent les relations (5) elles-
mêmes.

Celles de la troisième catégorie s'écrivent

^ App(<7^/.-^p/.7—- ^p/A^aÂ-/) == ^, Ap^^a^p/y;

o./. F,(T

elles sont des conséquences des relations (5) et (10).
Endn les identités de la quatrième catégorie ne sont autres que

les relations (i i).
Il existe donc bien un groupe de structure (12).

9. Diaprés ce qui précède, il est possible de trouver n + r

expressions de Pfaff c.)/, ^ à n 4- /' variables indépendantes satis-
faisant aux relations (9).

Considérons les n équations de Pfaff

co^ == 0)3 ==...== to/^ = o ;

elles sont complètement intégrables ( ' ), puisque les c»^ s'annulent
tous, d'après (9), en tenant compte de ces équations. Désignons
par

î / l , M2, . . . , Un

un système d'intégrales premières indépendantes de ces équations,
et par v^' (^, . . ., r, un système de r autres fonctions indépen-
dantes entre elles et indépendantes des Ui. Si nous prenons les Ui

et les {\ comme variables indépendantes, les c^ deviennent linéaires
en du^ . . ., dun' La forme différentielle quadratique

( i ̂  ) ds^ = to j* -+• u ̂  -+-... 4- œ,2, = ̂  g i j diti duj

peut être regardée, comme nous allons le voir, comme le ds
2 d\m

espace de Riemann à n dimensions.

( * ) Pour tout ce qui concerne les propriétés invoquées des systèmes de Pfad',
je me permets de renvoyer à mes Leçons sur les invariants intégraux (Paris,
Hermann, 1922) ou encore aux excellentes Leçons sur le problème de Pfajf de
E. Goursat (Paris, Hermann, 1922).
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II suffît pour cela de démontrer que les coeflicients ^'// ne
dépendent pas des variables v. Introduisons deux symboles de
differenliation d et ô, le premier représentant par exemple une
différentiation par rapport a F une des variables Ui^ le second une
diflerentiation par rapport à l'une dès variables Vy^. Les premières
équations (9) expriment, sous une forme condensée, les relations

8 o), (d) - d^i(o) ==^ ûrpÂ,[au-(û) Op(^) — œ/,(rf) Op(ô)] .

p,A:

Or on a ici
0)^(8) = o,

d'où

8 ̂ i(d) == —^ a^i 9p(S) ^/.(^);

par suite

ô^-) = îV ^i(d) ô M,(^) ==— 2^ ap/,/- 9p(o^ o)/(</) &)/,(rf).

/ F,/,/.-

Mais la somme du dernier membre est nulle, à cause des rela-
tions aohi== — Claih' On a donc bien

rî ds2 == ̂ . 8^/7 ̂ / fl?My == o,

i ĵ/

Ô^/y= 0.

c'est-à-dire

10. L'espace de Riemann défini par le ds
2 considéré est

évidemment rapporté à un repère rectangulaire dépendant,
en chaque point, des /• paramètres (^ i , ('.2» • • • ? <V. Les compo-
santes &) /y==—wji de la connexion affine de l'espace, définies,
comme on sait, d'une manière univoque par les conditions

^•==^. |.tOA(0/,,],

k

sont manifestement
to/7::::=^ap^•op•

p

Le tenseur de Riemann-Christoffei est fourni par les dernières
équations (2), qui donnent ici-, par un calcul facile, inverse de
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celui qu'on a fait auparavant,

R<7.À7< = ̂ j Ap<yap//a(y^,

,, , P.0-d ou
R ==^Ap(yj;pj;<y.

p, o-

II faut enfin démontrer que le groupe F est le groupe d'holo-
nomie de l'espace et que la courbure riemannienne se conserve
par le transport parallèle.

Les transformations infinitésimales du groupe d4iolonomie qui
sont associées à un cycle élémentaire sont les transformations

V,.,,/=^ R^ (xi^ -xi ̂ \ =^ Ap.a^Up/;

"/) ^ j ' p^

on voit qu'elles appartiennent toutes au groupe F. Nous allons
montrer quelles engendrent un sous-groupe invariant de F. On
a en effet, en combinant avec U»/,

(UaV^./O ==^ Apoa^/,A(UaUp) == ̂  Ap^a^-ACapTUT/;

^T F,T,'î

or, d'après (10), on a

^ Ap^ CapT +^ ApT Cap<7 = o ;

, P Pon a donc

(UaV^) = — ̂  ApT^apa^dAAUT/,
0, T T

ou, d'après (5),

(UaV^)= ̂  ApT:(aa</^pÂ-<—a^/ap,/^UT/

F, '7, ̂  <

= ^,(ay.il^i^tf—Cty,il^\^kf). C. Q. F. D.

»

D'après la forme même des f,),y, l'espace de Riemann peut être
regardé comme un espace non holonome à groupe fondamental F.
Les transformations infinitésimales associées aux cycles élémen-
taires engendrant un sous-groupe invariant F, de F, le groupe d'ho-
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onomie est précisément F, ( ' ) . Il en résulte une condilion sup-
plémentaire à laquelle doivent satisfaire les constantes données;
il faut que les formes

^Ap^a^./,3p

?, <7

soient au nombre de r indépendantes. Or, comme ces formes ne

sont autres que les demi-dérivées partielles l
- -(M-, cela revient à

1 1 2 C^/,/,

dire que la forme lAp^pi^doit avoir son discriminant non nul (2).

11. Pour achever la démonstration, il nous faut montrer que
l'espace a sa courbure conservée par le transport parallèle. Or,
soient (T) etC?) deux des repères attachés, l'un au point A, l'autre
au point infiniment voisin A'; la forme de Riemanna, en ces deux
points, et rapportée aux deux repères considérés, les mêmes coef-
ficients R/y,A-A. Soit (T^) le repère d'origine A' obtenu en trans-
portant par parallélisme le repère (T) de A en A'; on passe de (T|)
à (T') par la rotation de composantes G)(y, c'est-à-dire par une
rotation du groupe F, laquelle laisse invariante la forme R. Les
coefficients de la forme R sont donc les mêmes, suivant qu'on la
rapporte à (T) ou à (T|) ; par suite le transport par parallélisme
conserve la courbure, ce qu'il fallait démontrer.

IV. — Le groupe des déplacements G.

12. Le groupe abstrait, dont la structure est définie par les
équations (9) ou (12), est susceptible d'une interprétation concrète
importante. Uespace & d^ élément linéaire (i3) admet en effet un

groupe de déplacements rigides ayant la structure considérée.

Pour démontrer ce théorème, considérons de nouveau les n-\-r

( ' ) Voir \\. CARTAN, Les groupes d'holonomie des espaces généralisés (Acta
math., t . XLVIII, K^."), n018 1-2).

(-') II est évident sans calcul que le. groupe F, laissant invariante la forme H,

laisse également invariantes les équations — ==o; par suite, les transformations
^?

de F dont les —y- sont les formes associées forment un sous-groupe invariant de F.
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formes co, et ̂  en u^ . . ., «„; ^,, . . ., (;,. et les équations

(o/(<^, ^; du') == co/(«, p; ̂ ),

Oa( ̂ , P'; ̂ ', o?^) == Oa(M, ^; ̂ , ^P).
( i4 )

Elles forment un système complètement intégrable d'équations
aux différentielles totales, les n\ et v'^ étant regardées comme des
fonctions, inconnues des ui et des v^. En effet les covariants
bilinéaires des deux membres de l'une quelconque des équa-
tions ( i 4 ) sont manifestement égaux en tenant compte des équa-
tions du système, et cela en vertu de la constance des coefficients
qui entrent dans les relations (9).

Toute solution du système ( ï4 ) , les .du,\ étant linéaires par
rapport aux dui seules, est évidemment de la forme

U'i=fi(u),

^a== ?a(^; ^);

elle définit une transformation ponctuelle de l'espace en lui-même,
et par cette transformation on a

^ [wi(u\ v'\ ̂ QI^^K^ ^; ̂ )P;
i i

le ds
2 est donc conservé. 11 existe par suite oo74"" transformations

isométriques ou déplacements rigides de l'espace, et ces déplace-
ments forment un groupe G, d'après la forme des équations ( ï4 ) .
Les équations (9) sont les équations de définition du groupe et
sa structure est donnée par (12).

Il existe toujours un déplacement de G tel qu'un point donné A
vienne en un autre point donné A et tel qu'un des repères (T)
attachés à A vienne coïncider en même temps avec l'un des
repères (T) attachés à A'. En particulier il existe une infinité de
déplacements laissant fixe un point donné A; les vecteurs issus
de A sont alors transformés par les transformations du groupe
d'holonomie r, qui amène précisément en coïncidence les différents
repères (T) les uns avec les autres.

13. Le groupe G dont nous venons de démontrer l'existence
est un groupe continu. Mais il peut exister d'autres transforma-
tions isométriques de l'espace en lui-même. Nous allons montrer
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qae ^espace admet toujours une symétrie par rapport à un

quelconque de ses points.

Il suffit pour le démontrer de considérer le système de Pfafï

(i5)
co/(^', v'\ du') ==—Mi(u, v\ du),

Qy.(u\ v' ; dit1, dv') = 6a(^î ^; du, dv).

La forme des équations (9) .montre que le système ( i 5 ) est
complètement intégrable; nous en déduisons donc une seconde
famille de transformations isométriques de l'espace. En particulier
considérons la solution du système ( i5) telle qu'a des valeurs
numériques données des ui et des (^ correspondent les mêmes

valeurs numériques des u, et des (^* Lalransformalion isométrique
définie par cettte solution laisse fixe un point A et un repère (T)
attaché à A, mais les composantes d'un vecteur issu de A sont
changées de signe. Tout point M est donc transformé en un
point M' situé sur la géodésique AM, de Pautre côté de A et à une
distance A]Vr==AM; on a affaire à une symétrie par rapportai!
point A.

14. La propriété à laquelle nous sommes arrivés pour les
espaces & est caractéristique de ces espaces. Si un espace de

Riemann est tel que la symétrie par rapport à un quelconque

de ses points soit une transformation isométrique^ la courbure

de cet espace se conserve par transport parallèle ( f ) .
Nous nous appuierons, pour le démontrer, sur une construc-

tion remarquable du transport parallèle. Pour transporter par
parallélisme une direction de A en un point infiniment voisin A ,
il suffît de construire la géodésique AA' et de prendre la direc-
tion issue de A' symétrique de la direction donnée par rapport au
ïnilieu G deAA'. Cela posé, soit en A un élément plan défini par
deux directions données; le transport par parallélisme de cet
élément plan de A en A' donnera la même direction (à deux
dimensions) que la symétrie par rapport à G. Or cette symétrie,
étant une isométrie, conserve la courbure riemannienne : c'est ce
qu'il fallait démontrer.

( 1 ) Cette propriété s'étend aux espaces à connexion afiïne sans torsion dont
la courbure se conserve par le transport parallèle.
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18. Tout ce qui précède, en dehors du paragraphe I, supplique
aux espaces de Riemann <*?, irréductibles ou non, réels ou complexes.
Nous allons, à partir de maintenant, nous borner aux espaces irré-
ductibles réels à ds

2 défini positif. Nous indiquerons le principe de
deux méthodes permettant leur détermination complète, F une
fondée sur la considération du groupe d'holonomie F, l'autre sur
la considération du groupe des déplacements G.

Nous exclurons de nos considérations l'espace euclidien, pour
lequel le groupe F se réduit à la transformation identique et la
forme R est identiquement nulle.

V. ~ Le groupe (Tholonomie des espaces ê irréductibles réels.

16. Si un espace <@ réel est réductible, son ds
2 est de la forme

ois* = ds'{ •+• ds^ ;

décomposons ds^ et ds'
2
, en des sommes de carrés

i,...,/<!
ds\= ̂  co^.

i

1 , . . . , 7 < 2

ds^= ̂  o^.+y.

7

Cette décomposition revient à attacher à chaque point de
l'espace un repère rectangulaire (T), et l'on a évidemment

^i,^+/== o ( t = i , . . . , / i i; j == i , . . . , 712)-

Par suite les R^AA ne peuvent être différents de zéro que si les
quatre indices i, j\ A", h appartiennent tous au groupe des n\

premiers indices ou au groupe des n^ derniers. Les transformations
infinitésimales associées aux cycles élémentaires laissent donc
invariante chacune des multiplicités planes réelles

X^ ===.-2-2 =....==^==0,

•̂ MI-H = *2*ni+2 ==...== X n. =0.

Le groupe T laisse donc lai-même invariante une multiplicité
plane réelle.

17. Réciproquement, supposons que le groupe de rotations F
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laisse invariante une multiplicité plane réelle; elle laissera évidem-
ment invariante la multiplicité orthogonale. On peut choisir les
repères de manière que les équations de ces multiplicités invariantes
soient respectivement

X^ == Xî = = = . . » = = X^ :.= 0,

a?V-M == ^v-t-2 ==. . .= Xn, == 0.

Il en résulte que les seuls coefficients a^ij qui ne soient pas nuls
sont ceux pour lesquels les deux indices/et y appartiennent au même
groupe des y premiers indices ou au même groupe des n — v
derniers. Par suite encore, les seules composantes r^y de la
connexion affine qui ne soient pas nulles sont celles pour lesquelles
les deux indices satisfont à ces mêmes conditions. Les y relations

!,...,V

w/= ̂  [(OA-WA-/ ] (i = i, . . . , v)
À:

montrent alors que les équations

(Oj == CO^ == . . . == ûi>v == 0

forment un système complètement intégrable, et le raisonnement
fait au n° 9 montre que la forme différentielle quadratique

ds^ =. w *f -(-... -+• to?

peut être construite av^ec y variables et leurs différentielles. On a
un résultat analogue pour la forme

ds^ == oî+i -+-... -4- tu;2,.

Par suite Pespace est réductible.
La condition nécessaire et suffisante pour qu^ un espace <î?

soit irréductible est donc que son groupe cCholonomie ne laisse

invariante aucune multiplicité plane réelle.

CHAPITRE 11.
LA PREMIERE MÉTHODE : LE GROUPE D'HOLONOMIE.

I. — Généralités sur les groupes orthogonaux réels.

18. Nous avons vu (n° 17) que les espaces & irréductibles sont
ceux pour lesquels le groupe d'holonomie ne laisse invariante
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aucune multiplicité plane réelle. Nous allons (Tabord indiquer
rapidement comment on peut obtenir tous les groupes orthogonaux
réels r ne laissant invariante aucune multiplicité plane réelle.

Cherchons d'abord si le groupe T peut laisser invariante une
multiplicité plane imaginaire P; il laissera alors invariante la
multiplicité plane imaginaire conjuguée P(). Ces deux multiplicités
Sauront aucune direction commune, car l'ensemble des direc-
tions communes définirait une multiplicité plane réelle inva-
riante par le groupe. De plus, la somme des dimensions de P et
de Pô doit être égale à /î, sans quoi il existerait une plus petite
multiplicité plane réelle, invariante par r, contenant P et Pô.

Finalement donc n est pair et P de dimension - •

Soient

yi==yâ=...==.rv= 0 ( ^ == ̂

les équations de P, les y/ étant des combinaisons linéaires à
coefficients imaginaires des variables x\<^ . . ., Xn' Désignons leurs
conjuguées par

y\^ ya, ..., yv.

Le carré de la longueur d'un vecteur sera une forme quadratique
en y;, y/, qu'on pourra décomposer de la manière suivante :

^(y/)+5(y<)+^(yoy/).

La forme ^(y/) est la forme complexe conjuguée de <F; quant
à W, c'est une forme d'IIermite^ ayant nécessairement des valeurs
réelles pour toutes les valeurs complexes données auxy^.

Le groupe F transformant entre elles les variables yi d'une part,
les variables yi d'autre part, laisse invariante chacune des deux
formes quadratiques réelles en x\^ . . ., Xn

<l>(y/)-+-ï(y/) ci ¥(y/, yy).

Cela n'est possible que si ces deux formes sont proportion-
nelles ('), c'est-à-dire ici si l'une des formes est identiquement

( T ) Tout groupe linéaire qui laisse invariantes deux formes quadratiques réelles
distinctes F et Fp dont l'une F est définie, laisse invariante au moins une mul-
tiplicité plane réelle, à savoir celle qu'on obtient en annulant les dérivées
partielles d'une des formes réelles dégénérées du faisceau F-+-^Fi.
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nulle. Or la première n'est pas une forme quadratique définie
positive, car si F on réduit, ce qui est toujours possible, ^ à une
somme de carrés, on obtient

<ï>(^)+5(y,)=^(y?+^2),
<

qui est une somme de v carrés positifs et de v carrés négatifs réels.
Il faut donc que la forme fondamentale^ qui donne le carré

de la longueur d'un vecteur^ soit une forme d} Hermite^ néces-

sairement définie positive.

On peut exprimer ce résultat d'une autre manière, en disant

que les seules multiplicités planes imaginaires qui puissent

être invariantes par le groupe T sont des multiplicités totale-

ment isotropes à n dimensions. Le groupe T peut alors être
%

considéré comme un groupe à paramètres réels à - variai) les

complexes laissant invariante une forme d'Henni te définie
positive.

Remarquons qu'il peut très bien arriver que le groupe F laisse
invariantes plusieurs multiplicités planes imaginaires de cette
nature et même une infinité ( ( ).

19. Nous {liions maintenant obtenir des renseignements très
importants sur la structure des groupes orthogonaux réels en
mettant leurs transformations infinitésimales de base sous une
forme normale. Revenons à des coordonnées rectangulaires
réelles xi. Toute transformation infinitésimale orthogonale

"/^«•-(^-"x.)
t/7)

est définie par un système de bivecteurs a<y==—a j i . Nous con-

( 1 ) Je signale à celte occasion une erreur qui s'est glissée dans mon mémoire:
Les groupes projectifs continus réels qui ne laissent invariante aucune multi-
plicité plane {J. de Math., 6e série, t. X, 1 9 1 4 » P« ^y-1^). L'erreur se
trouve page i55; elle consiste précisément à affirmer qu'un groupe linéaire réel
qui ne laisse invariante aucune multiplicité plane réelle laisse au plus invariantes
deux multiplicités planes imaginaires conjuguées l'une de l'autre. Cette erreur
n'influe du reste pas sur les raisonnemenis et les résultats du mémoire.

LIV. l6
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viendrons de dire que le carré de la mesure de ce système de

bivecteurs est le carré scalaire de la transformation infinitésimale,
et nous écrirons

U|LJ=^a?,.

"7)

On définit de même le produit scalaire de deux transforma-
tions (Jy, V/', correspondant respectivement aux systèmes de bi-
vecleurs aij et é/y, par la relation

U|V=^a^.

Cela posé, le groupe orthogonal réel F d^ordre /• aura une base
normale si les /* transformations infinitésimales ̂ \f^ ... U/.yont
toutes leur carré scalaire égal a i et si le produit scalaire de deux
quelconques d^entre elles est nul. Il est toujours possible de donner
à F une base normale, et cela à une substitution orthogonale près
sur les transformations U^/. Nous pouvons donc supposer qu^on a

2 «̂a//

(16 )
f.^

\ ^aoa/apz/-o (a^ fJ).

l [iJ\

Les constantes de structure du groupe F jouissent alors de
propriétés remarquables. L'équation (5) (n° 5)

V(«a»A•«^7"^a^•aaAy•) =^ C^dça

k P

donne en elFel, multipliée par a^ij et sommée par rapport aux
indices i et y,

2.C^y = ̂  Cly.ik^kjCl^ij — ̂  ̂ V-kja^ik^ij

i j . k f,/,k

= — 2^ «a/y ̂ jk ^À-/,

',/^

d'Où

( 1 7 ) Ca^Y=—^aat7ap;A-a^.
',/,k
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Cette formule montre immédiatement que les quantités Cgç y se
conservent par une permutation circulaire des indices et changent
de signe par la transposition de deux indices :

( 18 ) Ca^y = ^ya = c-a,^ == — c<
^\' = — ̂ a == — ^a-^-

20. Considérons maintenant le groupe F' qui indique comment F
transforme entre elles les formes ^ associées aux transforma-
tions U^y. On a

^a(Sp) =^S6'a^p^

d'où

n' ^ V ^ ^ - ^VUa/=^Ca//^./^-ç/^^

(/•/)

on voit que le groupe f est aussi un groupe orthogonal réel ( i ). A
toute multiplicité plane invariante par T' correspond un sous-
groupe invariant de F; en effet si le groupe r' transforme entre
elles un certain nombre de formes linéaires en ^ i , . . ., i:,., soit

<ï|^-^-...-t-«rÇr,

^1 S. -+-... +-Mr,

c'est que les crochets d'une transformation quelconque de F avec
les différentes transformations

r t iU i f-r-. ..4- ^,.L',./,

^lUl/+. . . -+-^rU^/,

sont des combinaisons linéaires de ces dernières transformations.
La recherche des sons-groupes invariants de F revient donc à

celle des multiplicités planes invariantes par F\ Si nous nous
occupons d'abord de celles qui sont réelles, nous voyons qu'on
peut, par une subs t i tu t ion orthogonale réelle, supposer choisies les

( l ) C'est ce que, dans la théorie des groupes, on cippellc le groupe adjoint (hi

groupe donné : roir^ plus bas, n0 °'2.
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variables \ de manière à les partager en un certain nombre de suites

jouissant des propriétés suivantes-:

ï ° Les variables de chaque suite sont transformées entre elles
par le groupe T' ;

2° 11 est impossible de décomposer une suite quelconque en
suites partielles dans chacune desquelles les variables soient trans-
formées entre elles.

Il résulte de là que les c^ij ne sont différents de zéro que si les
indices i etj appartiennent à la même suite; par suite, d'après les
relations (18), les seules constantes de structure qui puissent

être différentes de zéro sont celles pour lesquelles les trois

indices appartiennent à la même suite.

Autrement dit , le groupe Y est décomposable en un certain

nombre de sou s-g'ro upes invariants réels échangeables entre

eux^ dont aucun n'admet de sous-groupe invariant réel.

21. Nous allons montrer maintenant que si un groupe ortiio-

gonal réel n'admet aucun sous-groupe invariant réel^ il n
1
 en

admet non plus aucun imaginaire.

En effet, considérons le groupe F^ qui est orthogonal et ne
laisse invariante aucune multiplicité plane réelle. Les seules
multiplicités planes imaginaires qu'il pourrait laisser invariantes

seraient totalement isotropes et à - dimensions (n° 18). On peut

supposer une telle multiplicité définie par les relations

^ -+-/ç,=. ..= ç,.-i4- ('ç,.==o ( /• pair).

Exprimons que Ua/ laisse cette multiplicité invariante. Con-
venons d'abord de poser

y! =-r. î i — i, si a = 'i t,

a' ---: 2 i, si a == 2 i — i.

Nous aurons alors les relations

^=(-1)^'^-'.
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Des relations (18) et des précédentes nous déduisons

c^, == (— l)^ïra^' -^ (— l)?4 Y^-^ï'Ca--}'.;

•-= (— î )?+Y + a ry'+a'-^' ,.̂  ̂ - _ ̂ ^ ;

lous les coefficients c^gv seraient donc nuls. Le groupe F', s'il est
d'ordre r "> î , laisserait invariantes une infinité de multiplicités
planes réelles, ce qui est contraire à l'hypothèse. La proposition à
démontrer suppose du reste /•>>!.

îî. Nous arrivons donc au théorème final :

Tout groupe orthogonal réel est décomposable en un certain
nombre de sous-groupes invariants réels simples échangeables
entre eux.

On peut a jouter un renseignement impor tan t sur la structure
de chacun de ces sous-groupes. On sait que, dans la théorie des
groupes simples, il existe une forme quadratique qui joue un rôle
important ( ' ), c'est la forme o(e) qui donne la somme des carrés
des racines de l'équation caractéristique re la t ive a la transforma-

tion infinitésimale arbitraire ^ ^ l J / / ' d u groupe

?(^- ̂e ) =-- 7 ^/^/Q^',r7?-

'• /, ?, ̂

On peut du reste ici remplacer les variables ci par les variables r/,
et la forme 9(^) ainsi obtenue est invariante par le groupe F7, qui
n'est autre que le groupe adjoint de F. Or si F est simple, la seule
forme quadratique invariante par le groupe orthogonal F' est, à un

facteur constant prés, ^.Ï/2. On a donc a p r i o r i ici

( ^,^ap'7^.5pç==o ( a ^ p ) ,

(pTi

(19)
) ^<^=11,

et par suite
e) == —9.11(^^-4- e^-^. . .-+- e'r-).

( l ) Voir E. CARTAN, Thèse, p. 2.'); la forme 9 {('} est Li combinaison •̂  {e)-2^^(e).
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Les groupes simples dans lesquels se décompose le groupe V

jouissent donc de la propriété que leur forme o(e) est définie

négative ( ' ) ; nous dirons que ce sont des groupes à structure
(réelle) simple unitaire ( 2 ) .

23. Nous sommes maintenant en mesure de déterminer tous les
groupes orthogonaux réels ne laissant invariante aucune multipli-
cité plane réelle.

Ils se partagent, comme nous l'avons vu (n0 18), en deux classes,
ceux qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane imagi-
naire, et ceux qui laissent invariante une multiplicité plane imagi-
naire totalement isotrope.

La détermination des groupes de la seconde classe est facile. On
détermine tous les groupes linéaires, à paramètres réels et a
variables complexes, qui ne laissent invariante aucune multiplicité
plane, qui se décomposent en sous-groupes simples réels unitaires
et qui n'admettent aucune antiinvolution de première espèce (3) .
Partons pour cela d'un certain nombre de groupes simples unitaires
ne laissant invariante aucune multiplicité plane; supposons par
exemple qu'il y en ait trois et soient respectivement

.ri. .rs, ..., Yf,\

/(|, «2, . . . . //.s.

les variables (complexes) transformées par ces groupes. Le
groupe F aura pour variables des quantités Xijk transformées entre
elles de la même manière que sont transformés les produits Yi ZjUh

par les différentes transformations des trois sous-groupes simples
considérés ( l ) . D'autre part, on peut vérifier que lout groupe

( * ) Les groupes simples à paramètres réels qui jouissent de celte propriété
existent pour tout les types de groupes simples à structure complexe (von-
lî. CARTAN, Annales.). Ils sont encore caractérisés parla propriété que les racines
<lc l'équation caractéristique sont toutes purement imaginaires : c'est une pro-
priété bien connno des groupes orthogonaux.

( 2 ) .l'utilise cette expression parce que les transformations linéaires d'une
forme d'I (ermite, qui engendrent précisément un groupe de cette catégorie, sont
dites quelquefois unitaires.

('•'•) E. CARTAN, ./. Math., p. i5 f ) - i6» .

( / i) Ce procédé de formation est appelé multiplication: voir E. CARTAN,
liull., p. 54.
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simple unitaire ne laissant invariante aucune multiplicité plane
laisse invariante une forme d'Hermite définie ( ï ) . Si alors, ce
qu'on peut toujours supposer, les trois formes (TIIermite inva-
riantes par les trois groupes simples sont

^ y i y h ^ zizi, V ui ui,
1 i i.

la forme d'Hermile invariante par Y sera

^Xjj/.Xff/,,

ij^

et il n'y en aura pas d'autre. La condition que le groupe Y

n admette pas une antiinvolution de première espèce est nécessaire,
sans quoi le groupe F, construit comme il vient d'être dit, laisserait
invariante une multiplicité ph»ne réelle. D'ailleurs une anti-
involution ne peut se présenter que si chacun des groupes simples
est son propre corrélatif (2) .

Ajoutons la remarque que l'un (et un seul) des groupes simples
peut être à un paramètre et réductible à

• à/lu -•/- ;
f)iz?

la forme d'Hermite'invariante est ici f / f f .

24. Passons maintenant aux groupes de la première classe, qui
ne laissent invariante aucune multiplicité plane, réelle ou ima-
ginaire .

Pour les déterminer fous, on part de groupes simples/à para-
mètres réels) unitaires à variables complexes, ne laissant
invariante aucune multiplicité plane, et qui soient leurs propres
corrélatifs (les poids des variables, qui sont purement imaginaires,
devant être deux à deux égaux et opposés), et on les multiplie

entre eux.

( ' ) Ce résultat se trouve indiqué, chemin faisant, pour certains groupes
fondamentaux^ dans E. CARTAN, Annales^ p. 9.63-355. Certains groupes laissent
invariante une forme quadratique définie, mais comme ils sont alors à coefficients
réels, ils laissent invariante la forme d^Hermite correspondante.

( 2 ) E. CARTAN, Journal, p. i6;)-i66.
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Chaque groupe simple a un indice (dii) qui indique l'espèce
d^nliinvolution que le groupe admet; il faut que le produit de
tous les indices soit égal à i (1). On peut vérifier que les conditions
précédentes sont suffisantes pour que le groupe laisse invariante
une forme quadratique définie.

Ajoutons la remarque qu'aucun des groupes simples n'est à un
paramètre.

II. — Les groupes (Tholonomie semi-simples
de la seconde classe.

25. Dans ce qui précède, nous n'avons pas tenu compte des
conditions auxquelles doit satisfaire un groupe orthogonal pour
qu'il puisse être groupe1 d'holonomie.

Supposons par exemple qu'un groupe orthogonal ne laissant
invariante aucune multiplicité plane réelle se décompose en
trois groupes simples respectivement engendrés par les transfor-
mations

Ui/, . . . , iw,
V,/, . . . , V;,/,

w;/, ..., w;/,

et soient respectivement

Si? • • • ? îpî

^ l ? • • • » r^/»
ytf ytf
^U • • - • 5 ^S

les formes associées à ces transformations. Si lo groupe est un
groupe d'holonomie, la forme de Riemann correspondante sera
nécessairement

H=A(Ç?4-.. .+^)-^-B(ï i l2-+-.. .-^- 'n / 2)-^-C(Çy+.••-^G2)

avec trois coefficients A, By C convenablement choisis.
Pour que T puisse être groupe d'holonomie, il faut donc et il

suffit qu'il existe trois quantités non nulles A, B, G telles que

(') K. CARTAN, Journal, p. 167,.
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les relations (i i) (n° 7) aient lien :

A^ ( Op^ ap/,/< 4- Opy/, Op//^ -+- cï^ki a^f/t )

F

•+• B ̂  (Cifsijdtskh-^ CIvjkCl'oih -+- a'okid'Qjh )

<r

-T- C ^ (ci'^ija'^fji -+- a'^jk a-ih 4- ci^ia^jh ) = o.

T

Nous allons voir que ces conditions restreignent beaucoup la
généralité des groupes orthogonaux susceptibles d^être groupes
d'holonomie d^espaces <@.

26. Nous allons, avant de démontrer les principaux théorèmes
que nous avons en vue_, indiquer comment les résultats précédem-
ment indiqués doivent être modidés lorsqu^on prend des variables
quelconques, la forme fondamentale qui donne le carré d'un
vecteur étant

^gif^XJ.

i j

Nous utiliserons les notations du calcul tensoriel. Nous supposerons
encore que la base du groupe F est normale.

Si Fon a

U./=^a^^,

i j

les relations (16) (n0 19) prennent la forme

^^
a
^

a
^

/
=

lî
.

ij

^aa//ap^==o.

/./'

Quant aux relations (i i) (n°7), elles subsistent sans modification.

27. Prenons d^abord le cas d^un groupe T laissant invariante
une multiplicité plane imaginaire (totalement isotrope).

Supposons que F se décompose au moins en deux groupes
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simples, abstraction faite du groupe a un paramètre qui peut se
présenter. On peut alors décomposer Y en deux groupes simples
ou semi-simples, en faisant toujours abstraction du sons-groupe
invariant possible à un paramètre.

Pour obtenir r, nous partons d'un groupe simple ou semi-
simple dWdre 5, à p variables indépendantes complexes, défini
par les transformations

^2 '̂lr
hï

laissant invariante la forme d^Hermite

ylyl-4- ^ ^ypyp^

les coefficients satisfont aux relations

^pi7-^ ̂ o/^ o-

Nous prenons un second groupe simple ou semi-simple d'ordre ^
à q variables indépendantes, défini par les transformations

w^^â-
a,fd

laissant invariante la forme d^Hermite

-S1 S1 -^ . . .-^ Z ' I Z^\

Remarquons que nous devons avoir, pour chaque valeur de p
et de o-,

^a^^=:=o• ^^à^0;
/• a

sinon en effet Pensemble des combinaisons linéaires des Up/ pour

lesquels la sommer, a/ serait nulle formerait un sous-groupe
i

invariant à s — i paramètres du premier groupe, ce qui est impos-
sible.

Cela posé, le groupe F transformera les variables x
1
"- et leurs
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conjuguées x
1
^ ; il sera détini par les transformations

l1^=|"-•'•'"2;'(-'•â-;;â)•

w-''|V2>-^-.--?^).
auxquelles pourra s'ajouter

v/=.vf^-^-^-X.vw/ == ̂ y / ̂ x _^. _ ̂  .
/•,)<1T\ ^x ^V

Nous supposerons que les transformations (Jp/forment une base
normale pour le premier sous-groupe et les transformations \^f

une base normale pour le second sous-groupe.
Les seules composantes covariantes non nulles du système de

bivecteurs qui représente Uof sont

.:•' 'a , /—==a,u, ,—v — t.<-^/ ,
p,(^),(y).) ^ '

de même les seules composantes covariantes non nulles du système
de bivecteurs qui représente Vç/ sont

^.a^)-^

quant au système de bivecteurs qui représente W/', on a

I./.À). (W) ~

28. La forme de Riemann R peut s^écrire

R=2AF^+2B^^cr21

p <T

le coefficient G étant nul si le groupe F ne comprend pas la trans-
formation W/, les autres coefficients Ao, Bç étant tous différents
de zéro. On a du reste

^y ^,/y ̂ œ
—— Â^ r ' ÂJi "'

^s^s^'^-
a,j3 h
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Formons les relations (11) et prenons en particulier, pour les
indices i, y, A-, h qui (i^urent dans ces relations, le groupe de
quatre indices composés

(,a), (Ta), ( / c^ ) , (7T?) ( a ^ P ; » ^ / ) .

On aura

^ Apap'^ap^ * == o,

p

.-'i moins que l'on n'ait en même temps

, = h, j = k,

auquel cas on obtiendra

^Apa^aô/^^B^^^^^-K,
p <r

K ne dépendant manifestement ni des indices î, y, ni des
indices a, p.

11 résulte de co qui précède l'égalité

.^-SW^-K^'

La constante K ne peut être nulle, car alors R ne dépendrait

d'aucune des quantités y/^^^ où i^é.j\ elle ne dépendrait non

plus d'aucune des quantités p^^
1
^ où a -^- (3. Elle ne dépendrait

donc que des quantités ^a^a\ Mais alors les transformations
infinitésimales associées aux cycles élémentaires se déduiraient
toutes, par des combinaisons linéaires à coefficients complexes,
des transformtitions

^a_^_^-€;
àx1^ àx19-t

elles seraient donc toutes échangeables entre elles, ce qui est
impossible.

L'expression trouvée pour ^ ——-=T montre que la forme

Ç=V^'A)®)

\
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doit être une combinaison linéaire des cp ; par suite toutes les
transformations

^ ^./)
doivent être des combinaisons linéaires des Up/; il en doit être de
même de leurs crochets, qui donnent en particulier

. ̂  . ôf
yl J _ y j " .

ày1 J àyl

Autrement dit, le premier sous-groupe dans lequel F se décompose
est à p

1
— i paramètres (il est simple et du type A). De même, le

second sous-groupe est simple à <y 2 — i paramètres.
Les deux sous-groupes étant simples, on a

A i = = . . . = = A ^ - i = = A, B i = . . . = B^_,== B,
avec

A2^•7^/= ̂ ^a^——— K.

P T

29. Il est maintenant possible de déterminer complètement la
forme R. Considérons en effet, dans les relations (n), le groupe
des quatre indices composés

., , ( îoc); W. (^). (^) (a^P) ;
il donne

A^ (a^4- B^; (b^b^-^ b^b^) - C = o.
P (T

Le groupe des quatre indices

( ta) , (Ta), (yp), (/p) (^ / ;a^ .3)

donne de même

A^ aF,/a^-+- B^ 6^^P- C = o.
P (T

Les sommes

A^(a„:<)', A^^'a,/,- B^;(&^)', B^;^«é,pP
F T IT
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ont donc des valeurs numériques

^ Q, Pi, Qi,

indépendantes des indices î, y, a, (3.
Mais la relation

^a^==o

i
donne

^ (apH2-^ 2^ ap^p/== o,

* ('/')

d^où, en sommant par rapport à p,

pP +p(p— i)Q = o;
on a de même

Pi-+-(y-i)Qi==o.
Par suite, on a

(i-/.)Q^Qi=C-K,
Q4-Q,=C;

on en déduit

Q = = ^ K , Q i^ - 'k , C=^-+-2)K.
^ y \P q l

Nous avons maintenant tous les éléments pour le calcul effectif
de R. On obtient, toutes réductions faites,

l , . . . , f ) / ! , . . . , / / __ 1, ...,// ^ K

(9.o) R =— K V ( V jp^^A) V p^W ]

/,7 \ X p. /

i,....«7 /l,...,p ^ t,...,p \

— K V ( V ^-a)(Tp). V pWAhi} Y

a,? \ À- A /

Le second membre est une forme définie, positive si K > o ,
négative si K << o.

Il resterait à vérifier que le résultat obtenu, que nous avons
démontré être le seul possible, correspond effectivement au
groupe F considéré; nous laissons cette vérification de côté.

Finalement le groupe T est à

(/)2--1) -̂ - (^—O -+-i ^jo2-!- y 2 — !

paramètres et ipq variables (réelles). Quant aux espaces irréduc-
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tibles correspondants, ils ont partout leur courbure ri.emannienne
positive (K > o) ou négative (K < o).

30. Dans tous les autres cas où le groupe F laisse invariante une
multiplicité plane imaginaire, il est simple, ou se décompose en
un groupe simple et un groupe à un paramètre. Il est alors défini
par les transformations

U,/^^(^-./^) ( 0 = , , . . . , . )

i,J

avec

(9.1 > ^ açA1 = o, a^l -4- <xp/ == o,
i

et, éventuellement,

v/=»yf^-^\.
4^ x ^f

Supposons encore l.i base LÎ)/, . . ., U,,/normale. On a

R--=A(ÇÎ+.. .-hÇj)+IÎTl ' ,

B étant nul si la transformation \f ne fait pas partie de F. On a

^ S"^'7'
i,i

•^i^pkk.

k

La considération des quatre indices

^ /• î, y ^^7)

conduit à la relation

A^ (ap^'ao/— ^p/ap;7) -4- B = o.

?

Sommons par rapport aux indices ^, y et tenons compte des pre-
mières relations (21). Nous obtenons

AV a ^ ' a ^ ] ' ^ - p ( p — i ) B = o,

p,w
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ou encore, en tenant compte des dernières relations (21),

p ( p — i ) B == AV a^~a^'.
P,/,7

11 en résulte que le coeftîcient B n'est pas nul et qu'il est du
même signe que A. On a par suite le théorème suivant :

Si le groupe d^holono mie Y laisse invariante une multipli-
cité plane imaginaire^ il contient un sous-groupe invariant à
un paramètre; de plus^ les espaces & irréductibles correspon-
dants ont une courbure riemanuienne désigne constant.

11 ne reste plus en principe qu'à passer en revue tous les types
de groupes simples réels unitaires et à choisir ceux d'entre eux
qui sont susceptibles, avec une transformation infinitésimale inva-
riante, de composer un groupe d'holonomie. Nous y reviendrons
plus loin (n^ 37, 38 et 40).

III. — Les groupes (Tholonomie semi-simples
de la première classe.

31. Nous savons que si le groupe d'holonomie T ne laisse inva-
riante aucune multiplicité plane réelle ou imaginaire, il se décom-
pose en sous-groupes simples d'ordre ^> i . Nous allons d'abord
examiner le cas où le groupe F n'est pas simple.

On peut alors l'obtenir par multiplication de deux groupes
simples ou semi-simples y< et ^2 à variables complexes, ne laissant
invariante aucune multiplicité plane. Soient

i, . . . , /^

"F/=2;^y^ (p=i , . . -^
ij

et

w=2^^ (—,...,/),
a,?

ces deux groupes, respectivement à /) et q variables. Le groupe F
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sera défini par les transformations

i,...,/» i,...,</
Up/=^a^ ̂ ^ ^

^A'
i j ^

1,.. . ,7 l,...,/^ ^-v /•- V&. .P V ^-OJ-.
W - ̂  ̂ 0 ^ ̂  ,̂y1 ^ ^y

a,? A-

Nous pouvons supposer que ces transformations donnent une
base normale pour le groupe.

Les variables x
19

- sont des variables complexes, ou plutôt ce
sont des combinaisons linéaires à coefficients réels ou imaginaires
de n=pq variables réelles. Le groupe F laisse par hypothèse
invariante une forme quadratique définie

F(.r^):

considérons la forme, quadratique par rapport auxj^ et quadratique
par rapport aux ^a, obtenue en posant x

iy
•= y

1
:'^.

Deux cas peuvent se présenter ( ' ) :

1° Cette forme F^^") n'est pas identiquement nulle;
2° Cette forme est identiquement nulle.

32. Commençons par le premier cas. Si nous donnons aux ^a

des valeurs numériques convenables, la forme F^^^) devient une
forme quadratique non identiquement nulle eny1 , . . ., y P . Il est
évident que le groupe y, laisse celte forme invariante. Du reste il
ne peut exister, à un facteur constant prés, qu'une forme quadra-
tique invariante par y < , sinon le groupe y, laisserait invariante au
inoins une multiplicité plane, ce qui est contraire à l'hypothèse;
de plus cette forme a son discriminant différent de zéro. Il en
résulte une identité de la forme

F(^«)==<î>(j^iF(^

les deux formes <1> et ^¥ n'étant pas dégénérées. On peut toujours,
par une substitution linéaire convenable, supposer chacune de ces
deux formes réduite à une somme de carrés. L'identité

V(yiz^) = |(yl)2+. . .-^ (^)2j [(^i y- 4- . . .4- (z'lf\

( ' ) Cf. E. CARTAN and J. A. Scnoun-;.\', On liieinannian deoinetrie adinUtin^
</n absolute païallelism {Proceed. Akad. Amsterdam, t. XXIX, 1926, p. 9.^).

LIV. 1 7
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montre alors que le groupe F laisse invariante la forme quadratique

^(^a)2,

f,a

et, comme il n'en peut laisser qu^une invariante, c'est la
forme F {x

1
^).

Nous pouvons maintenant faire passer en bas tons les indices
supérieurs et nous avons

•v-2;-'" I;(- 4— •••&)•
{if} ^

vv=2 ̂ 2 ("/la & -^ £) •
(a?) /.

La forme de Riemann sera

H=^Ap^+^B^î,

P <J

ou

'̂ == ̂ d api7 ̂ J /?(AK^)Î

(//) ^

^cr = ̂  ̂ g«P^, ̂ (A-a^^)-

(ap)

33. Considérons, dans l'identité (i i) (n°7), le groupe des
quatre indices composés

(^), (y^, (A-iÏ) . ( A ? ) ( a ^ p ) .

Si les quatre indices î, /, A', A sont distincts, on a

^. A p <??/•/• ap/,/^ = o ;

P

si l'on a t === A-, les trois indices /', /, h étant distincts, on a

^, A.p0tp/yap(// = o;

p

si enfin on a À = i, h =J\ i ̂ J i on obtient

^ Apa^y=^ Bo-^ap == K,
p <r
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la quantité K ne dépendant manifestement pas des indices /,y, a, 3.
Le calcul donne immédiatement

i Wi ^K ^yi / • •
7 J7T- ~ = K^ ̂ )(.A) (l

 ̂  f^/).)- ^(/a (/a; ^

Lîi constante K ne peut pas être nulle, pour une raison analogue
i\ celle qui a été indiquée au n° 28. Il en résulte que la forme

^P(i^(A)

x

est une combinaison linéaire des io'j par suite chaque rotation

. àf . ôf
yl —L- __ y / _'-

àyf J àyi

est une combinaison linéaire des IransformalionsUp/. Le groupe 7,

est donc d'ordre / v / ? ~"1 • De même le groupe 72 est d'ordre q ( cï
 ~

 l ) ,

On a de plus

r- f V / V \2 V / V \ 2 ~1= 2j ( Z^P^^ ) ^Z^ ( ^ p ' ^ ^ } 'H = K
L (ij) \~Y / <ap) \ ~kL (ij) \ \ / <ap) \ À- / J

Les espaces irréductibles obtenus sont^ eux encore^ à cour-

bure partout f)ositive (K>o) ou partout négative (K<o) .
On a

n = pq ;

le groupe F est le produit du groupe de toutes les transfor-

mations orthogonales à p variables par le groupe de toutes

les transformations orthogonales à q variables; son ordre est

r == P(P^^ _^_ Î^LZL°.
ï •>.

34. Venons maintenant au cas où la forme fondamentale VÇx
1
^)

s^annule identiquement quand on remplace x
1
^ parJ' l^a. Soit

F(^a)= ̂  ̂ aK/P)^^;

/.Àa,P
on a

^(<a)(/8) = — ^'(/p)(/a).



— 284 —

Considérons les quantités g^u^^ °ù ^on donne à a et (3 deux
valeurs distinctes jfixes. La relation

^aa)(/p)==—-^(/a)((p)

montre que ces quantités forment un tenseur à deux indices symé-
trique gauche. Il est facile de vérifier que le groupe yi laisse
invariante la forme quadratique extérieure (bilinéaire alternée)

^^•a)(/p)b<y7].

(ij)

On peut toujours choisir les indices a et (3 de manière que cette
forme ne soit pas identiquement nulle. Or il ne peut exister, à un
facteur constant près, qu^une forme quadratique extérieure inva-
riante par un groupe linéaire qui ne laisse invariante aucune
multiplicité plane. On a donc

avec
^ia)o\3)== A-/yBo^,

A,/ = — A/,, Bap == — B^a»

les deux tenseurs A/y et Bap notant pas dégénérés.
On peut réduire les deux formes quadratiques extérieures inva-

riantes par ^, et /a à une forme normale, à savoir

[y^J -+-.. ."r- [ y ^ y r } (P p8111').
[ s 1 ̂ ] -+-... 4-[^-1 ^] (q pair).

On aura alors

F ==V (;r2-i,2a-i;r^,îa_;y2/-i,ia;yî(.îa-i).

<,a

3o. Posons maintenant

i'== i - t -1 , si i est impair,

i' == i — i, si i est pair,

et de même pour les indices a. On aura

«p^"-+- (— i)'-^' a?/ = °'
^+(-1)^^=0,

,c^=(—l)<'+a.r'"a'.
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De plus,

Sp ==2(-l)fa^ 2 ̂  o^^
«7) A^=^ (-1)?^^ (- I)^a)( .̂

. . , ^ /l

boit alors

^s^^s8^-
F P

On montre, comme précédemment, par la considéralion du
groupe des quatre indices composes

(^), (/»'), (/.P), (7l'?') (a^P»),

qu^on a les relations

^Apap^CT^^o,

F

exception faite pour le cas k =j', A == /, où l^on a

^A.pa^'ap/=^ 8^^^= K,
P (7

la quantité K ne dépendant pas des indices /, y, a, (3. Par suite

-^ JpS^ = ̂  (- O^''/'1^"^'' ( i ̂  J)-
À

La forme
V(—I)X^(A)(»'>/)

x

doit donc être une combinaison linéaire des formes Ïp; autrement
dit la transformation infinitésimale

wX-(-i)^r'^u ày1 ' ) 'y àyi

doit être une combinaison linéaire des transformations Up/. On
en déduit, en prenant les crochets deux à deux, l'existence dans le
groupe y i , rendu à paramètres complexes^ de toutes les transfor-
mations qui laissent invariante la forme quadratique extérieure

[71^ î]-^-•..-^-ly / ' l7p\'
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Le groupe '/, est donc simple, du type (C ) ( • ) , d'ordre /i
-

/
——'. De

même le groupe ̂  est simple, du type ( G ) , d'ordre ——^——• En

posant p ^ 2//, (f - ̂  2<77 . on a donc

n = 4 /?' (j\ r === -2 (y/2 -h- ^/"2 ) -(- // -f- 7 /.

En réalité le groupe ^ sera le groupe unitaire des transtornia-
tions linéaires qui laissent invariantes la forme quadratique exté-

rieure
[^2|4-...-+-[y/.-l^]

el la forme d'Hermitc

y\y\-^ y î y ï ^ - ^ ^ y P y V ;

ou aura donc

^/^-O^^1^/^-1)^^.

Enlin on aura pour la forme R une expression simple en intro-
d u i s a n t les quant i tés

^ /= ^/-^(-i^^
À

•W == ^?a ==^ ( - l)
k
p^

}{k
"^ ;

on a
Ï/.y = ( — — 1 )/-+-./^y., Y]a3= (——I)^^-^'^.

Cela posé, on obtient

r '-.,/' i'Ai

(^.) K - K •> ̂  ̂  ^r -^ (- ')^ ^7 ^•'/•'

L / w
«,...,'/ a:/:? -1

-̂  •>' V ^aa'^a'a'+^ (— l ̂ ^^-^a^/ia'^ •

a (a?) J

On voit que la courbure riemannienne estpartout posit ive (K ^> o)

ou partout négative (K << o).

3<î. Les conclusions précédentes ont été établies en supposant

( ') E. CAUTAN, //K'se, p. i'( i.
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essentiellement l'existence dans y^ de deux indices a, ,5, tels
que a2^^, c'est-à-dire en supposant que y^ est à plus de deux
variables. Il reste donc à examiner le cas où l'un des groupes 7(
et y 2 est à deux variables. La question ne se pose évidemment
que si l'autre groupées! simple; les considérations précédentes ne
permettent pas alors de connaître la structure de ce groupe.

Néanmoins la considération du groupe des quatre indices

( i l ) , ( t ' i ) , ( i ' i ) , (i''i)

montre que les deux coefficients A et B sont de même signe. Par
suite la courbure riemannienne est, la encore, partout positive ou
partout négative.

IV. — Généralités sur les groupes (Tholonomie
qui restent à déterminer.

37. Les groupes d'holonomie qui restent à déterminer appar-
tiennent à trois types différents.

I. Le groupe T ne laisse invariante aucune multiplicité plane
imaginaire; il est simple.

II. Le groupe F ne laisse invariante aucune multiplicité plane
imaginaire; il est semi-simple et résulte de la multiplication d'un
groupe simple à trois paramètres et deux variables par un groupe
simple à 2p variables laissant invariantes une forme quadratique
extérieure et une forme d'Hermite définie positive.

III. Le groupe F laisse invariante une multiplicité plane imagi-
naire totalement isotrope. 11 résulte de la multiplication d'un

groupe simple unitaire et du groupe a un paramètre iu - • •

Nous allons, pour chacun de ces trois types, nous contenter de
donner quelques indications sur la méthode permettant de pousser
la détermination jusqu'au bout, mais nous ne ferons pas les calculs
et n'indiquerons pas les résultais, qui seront obtenus plus loin
d'une autre manière.

38. Rappelons d'abord sous quelle forme on peut toujours mettre
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un groupe linéaire simple ( f ) . En partant d'une transformation
générale du groupe, on détermine un sous-groupe abélien à /para-
mètres (/ étant le rang du groupe) contenant la transformation
donnée. Nous désignerons par <?,Y,/4- . . . 4- e^if la transfor-
mation générale de ce groupe. On peut alors choisir les variables
de manière que chacune d'elles, lorsqu'on lui applique la trans-
formation infinitésimale Ic^/Y//, soit multipliée par un facteur
constant, linéaire en e^ . . ., e^ qu'on appelle le poids de la
variable. Les différents poids sont des combinaisons linéaires à
coefficients numériques rationnels (entiers ou fractionnaires) des
racines de l'équation caractéristique relative à ^^•Y//'.

A chaque racine ûûa correspond une transformation infinitési-
male (réelle ou imaginaire) du groupe. Si la transformation
appartenant à la racine &3a est appliquée à la variable de poids OT,
on obtient une combinaison linéaire des variables de poids OT 4- coa
(s'il en existe).

Rappelons encore que le groupe adjoint laisse invariante une
forme quadratique (définie si le groupe est unitaire) <p(^). Si l'on
réduit cette forme à une somme de carrés, on obtient une base
particulière pour les transformations infinitésimales du groupe.
Celte base est nécessairement normale^ au -sens donné à ce mot
au n° 19, si le groupe considéré est un sous-groupe invariant d'un
groupe orthogonal; si en effet le carré scalaire (défini au n° 19)
d'une transformation infinitésimale arbitraire de ce sous-groupe
invariant n'était pas proportionnel à y(^) , le groupe adjoint laisse-
rait invariantes deux formes quadratiques distinctes et par suite
une multiplicité plane, ce qui est contraire à l'hypothèse.

En particulier, les transformations Y// du sous-groupe abélien
d'ordre / sont orthogonales aux différentes transformations qui
appartiennent aux racines cogi- Nous pouvons donc supposer que,
dans la base normale du groupe, figurent / transformations indé-
pendantes du sous-groupe abélien, les autres étant des combinai-
sons linéaires des transformations qui appartiennent aux différentes
racines co^.

Faisons une dernière remarque. La forme quadratique laissée
invariante par le groupe d'holonomie peut être décomposée en un

( l ) Voir E. CAIITAN, Thèse et Bull.
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certain nombre de formes partielles, qui peuvent être de deux
sortes différentes : les formes partielles de la première sorte ne
contiennent que les variables de poids zéro (s'il en existe); les
formes partielles de la seconde sorte ne contiennent que des termes
dont chacun est le produit d^une variable de poids HT par une
variable de poids — cr, ces deux poids =h CT étant caractéristiques
de la forme partielle.

39. Cela posé, plaçons-nous d^abord dans le cas des groupes
d'holonomie simples du type I. Soient

CT^ et nry

deux des poids possibles, supposés différents de zéro, tels que
rs^-y^. CT^, et enfin tels que ni rsy,-\-rs^ ni rsy,— CTQ ne soit une racine.
Considérons alors quatre variables appartenant respectivement aux
poids

^a, —^a, rop, —CTp;

nous désignerons pour simplifier leurs indices par

a, a', p, y.

Considérons les égalités (i i) pour ce choix particulier des
indices f , y, À*, h. Pour que la quantité p^ entre dans une des
formes ^ associées aux transformations du groupe, il faut que dans

la transformation correspondante entre un terme en x^ —-r- ou1
 ôx?

x^ —^, cela exige que rsy,— CT« soit une racine^ ce qui est contraire

à Phjpothèse. Par suite aucune des quantités y?"?, p^\ p ^ ^ y p ^ ' ^ '

ne se présente dans la forme de Riemann R. Nous n^avons donc
qu^à considérer les termes en p

9
'
9
' et p^\ lesquels du reste ne se

présentent que dans les formes associées aux transformations Y,/.
Soit alors

^q==^,^gi,

i

^8==^^^-

i

Dans la forme YÎ( associée à Y/y, le coefficient de y?3'31', à un
facteur constant près indépendant de /, est a, ; celui de p^' est bi.
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La relation ( i l ) donne donc ici

^, tiib,= o.

f

On peut exprimer ce résultat en disant que les deux poids sont
orthogonaux [les deux vecteuis (a,) et (&,) sont orthogonaux].

Nous arrivons donc à la conclusion suivante :

Pour un groupe linéaire Y du type I, deux poids rsy. et CT?
différents de zéro^ tels que vsï -^ CTJI, et tels que ni leur somme

ni leur différence ne soit une racine^ sont nécessairement

orthogonaux (1 ).

40. On arrive à des résultats analogues pour les groupes F des
types II et III. Pour le type II, les poids des variables x

19
- de F

s'obtiennent en ajoutant le poids rs
1 de la variable y

1 du groupe /i
et le poids ' /

y
- de la variable ^ du groupe 72- Indiquons les

résultats :

Si un groupe simple unitaire yi entre dans la composition

d'un groupe T du type II, deux poids ^a et ̂  différents de

zéro, tels que rs\ ̂  ?n«, et tels que leur différence ne soit pas

une racine, sont nécessairement orthogonaux.

Si un groupe simple unitaire yi entre dans la composition

d^un groupe T du type III, deux poids TS^ et rs^ distincts^ diffé-

rents de zéro et tels que leur différence ne soit pas une racine^

sont nécessairement orthogonaux.

( l ) La condition d'orthogonalilé est relative à la forme y (e), qu'on peat obtenir
simplement en formant la somme des carrés des racines. C'est ainsi que pour le
type (A ), si les racines sont mises sous la forme ei— ej (avec ç, -h . . . 4- ei+î = < > ) ,
on peut prendre

?( (? ) - ^4-^4- ... 4- ^+| ;

i==l+l

si l'on met na sous la forme V aiei avecV ff /= o, la condition d'orthogonalilé

sera
i^l+i

y a(^=o.



— 261 —

V. - Quelques propriétés générales des espaces ê irréductibles.

41. Rappelons d'abord quelques résultats importants rencontrés

en cours de route.

A tout groupe d'holonomie donné correspond une classe
d'espaces de Riemann^ pour laquelle la forme de Riemann R
est déterminée à un facteur constant près et garde^ en tout
point de l'espace et pour toute direction plane, un signe con-
stant.

On peut donc parler dans chaque classe des espaces irréduc-
tibles a courbure positive et des espaces irréductibles à courbure
négative; la courbure est définie par un seul paramètre. Cette pro-
priété généralise celle des espaces a courbure riemannienne con-
stante.

42. Une autre propriété importante repose sur la considération
du tenseur contracté de courbure. Le groupe d'holonomie, laissant
invariante la forme de Riemann, laisse également invariante la
forme contractée

^ R//./-/-.T/=^ H<7.-,7^/^y.

IJ 'J^-

Or le groupe F, ne laissant invariante aucune multiplicité plane
réelle, ne peut laisser invariante qu'une forme quadratique réelle
(à un facteur constant près); par suite la forme contractée est pro-
portionnelle à la forme fondamentale

2.;-.
{

11 en résulte que les espaces <@ irréductibles sont des espaces
à courbure constante de seconde espèce ( 1 ) .

En se reportant aux expressions de R/^y^, on trouve

( •2 : ) )

| ̂  ̂ F^P/7^0 (^A

f ^^(^/•A-)2 =^;

( l ) E. CARTAN, Mémorial, n* 30.
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la constante G est positive pour les espaces à courbure positive,
négative pour les espaces à courbure négative.

43. Le groupe Y laisse invariante la forme de Riemann. Nous
allons démontrer que T est le plus grand groupe continu, de

rotations jouissant de cette propriété.

Supposons en effet qu'il existe une rotation infinitésimale V/*
ne faisant pas partie de T et laissant invariante la forme R.
Comme R est une forme quadratique non dégénérée des formes Ïa
associées aux transformations infinitésimales de r, il faut que la
transformation V/ fasse subir aux £, une substitution linéaire, ce
qui revient à dire que le groupe T est invariant par la transforma-
tion V/. Les transformations Uaf €t Vf forment donc un groupe
orthogonal réel et par suite, en retranchant au besoin de V/une
combinaison linéaire des Ua/, on voit que les crochets (VUa) sont
tous nuls.

Le nouveau groupe orthogonal réel admet donc un sous-groupe
invariant à un paramètre. Cela n'est possible (n°24) que s'il laisse
invariante une multiplicité plane imaginaire, mais alors le groupe F
admettrait déjà un sous-groupe invariant à un paramétre (n° 30),
et un groupe orthogonal réel qui ne laisse invariante aucune mul-
tiplicité plane réelle ne peut pas admettre plus d'un sous-groupe
invariant à un paramètre (n°23). Nous arrivons donc à une con-
tradiction.

44. Appelons groupe d^isotropie d'un espace l'ensemble des
transformations orthogonales qui conservent la forme de Riemann;
cette dénomination est justifiée par ce fait qu'il indique le degré
d'isotropie de l'espace en chacun de ses points. Nous voyons que
pour un espace & irréductible^ le groupe d^isotropie peut être

formé de plusieurs familles continues; celle d^entre elles qui

forme un groupe continu n^est autre que le groupe d^holo-

nomie.

On déduit de là également que le groupe d^isomètrie d^un

espace irréductible peut être formé de plusieurs familles con-

tinues; celle d^ entre elles qui forme un groupe continu n'est

autre que le groupe G des déplacements.

Nous avons déjà vu l'existence de symétries isométriques ne
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faisant pas nécessairement partie de G. En fait, à toute famille
continue de transformations orthogonales du groupe mixte d^iso-
tropie correspond une famille continue de transformations isomé-
triques faisant partie du groupe mixte d^isométrie (1) .

VI. — Les espaces de groupes simples.

43. A^ant de passer à l'exposition de la seconde méthode de
détermination des espaces ê irréductibles, nous allons signaler une
classe remarquable de ces espaces, celle pour laquelle le groupe
d'holonomie est le groupe adjoint d^un groupe simple unitaire.

Si nous considérons un groupe simple unitaire pour lequel la
forme <p(e) a été réduite à une somme de carrés, on a (n°19)
enire les constantes de structure les relations

(18) Cy,^= c^a== ^•ap==—^aY==—-<^3a=— Cy,^.

Le groupe adjoint est engendré par les transformations

u./=2;c»,(.,̂ -.,̂ );
(V)

la forme de Riemann, si elle existe, est

H=A^[^cp,/>,,)11.= A^ ( ̂  ̂ uPu
p L \ (//•>p L \ (//•> / J

Les relations (i i) (n°7) deviennent ici

^. (Cp/, C^kh -+- Cp/A-^p/A -l- <*p^ C ç j h ) = 0.

P

Or elles sont vérifiées; en tenant compte des relations (18), elles
traduisent analytiquement Pidentité de Jacobi

((X,X,)X^) -^ ((XyXA.)X,) + ((X/,X,)X/) = o.

( * ) Dans toat ce qui précède, nous nous bornons à des considérations locales.
Si nous considérons l'espace de Riemann dans son entier, il peut arriver, s'il
n'est pas simplement connexe, que le groupe d'holonomie soit mixte, c'est-
à-dire formé de plusieurs familles continues de transformations orlliogonales;
quant au groupe des déplacements, il se peut qu'il n'ait qu'une signification
locale, comme cela arrive par exemple pour le groupe des déplacements eucli-
diens plans sur un cylindre fermé, considéré comme un espace de Riemann à
deux dimensions à courbure nulle. Le groupe d'isotropie n'a évidemment qu'une
signification locale, quel que so'it le point de vue d'où l'on se place.
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I I correspond donc à chaque type de groupes simples

unitaires une classe d'espaces de Riemann & irréductibles.

46. JNous allons montrer que ceux de ces espaces qui sont ù

courbure positive sont les espaces représentatifs des transfor-

mations du groupe simple unitaire qui leur correspond.

Les formules de structure (()) (n°6) de l'espace deviennent ic i

[ ^-^^^/.Fr-^0^
^ ^p
^ ^ ==^ <^a[MpJ + A^ Ca/^|>V.^ |.

(9)

l " .
V (>v{l' [.(h)

Considérons les équations de Pfali

0,= mwi ( t= r , . . ., r):

elles donnent, par dérivation extérieure,

(m2 — A)^ Cii,h [ tOA^/z | = <>.

Par suite si m -== ±: \/A, elles sont complètement intégrabies.
Si nous en prenons une solution, cela revient à fixer en chaque

point de Pespace un repère rectangulaire (T) particulier. Mais on
a alors

to', == i m ̂  Cikh [ ̂ /. ̂ /J ;
(Â-/()

les formes de Pfaff c»), deviennent celles qui définissent le groupe
unitaire considéré : ce sont les composantes de la transformation
infinitésimale Tç+^T^1 du groupe, où les ^ désignent les para-
mètres. L/espace de Riemann est alors l'espace représentatif des
transformations du groupe ( 1 ) .

Une pareille interprétation n^esl pas possible si Fespace est à
courbure négative. G^est ainsi que Fespace elliptique à trois dimen-
sions peut être regarda comme l'espace représentatif du groupe
des rotations autour d'un point fixe dans l'espace ordinaire; au
contraire Fespace hyperbolique n'est pas susceptible d'une inter-
prétation analogue. (A suivre.)

( 1 ) Voir E. CAIITAN en J.-A. SCHOUTEN, lor. cit.. p. 210, note ( 1 ) .


