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SUR UNE CLASSE REMARQUABLE D'ESPACES DE RIEMANN;

Par M. E. Carran.

INTRODUCTION.

Les espaces de Riemann dont s’occupe ce mémoire sont carac-
térisés par la propriété que la courbure riemannienne d’une
facette quelconque se conserve par le transport paralléle; d’une
maniére plus abstraite, ce sont ceux pour les'quels le tenseur
dérivé du tenseur de Riemann-Christoffel est identiquement nul.
Nous les appellerons les espaces &. Les espaces & courbure cons-
tante sont évidemment des espaces &; il en est de méme des
espaces dont le ds? est la somme de plusieurs ds? a courbure
constante, les variables qui entrent dans ces différents ds® étant
indépendantes les unes des autres. Dans une premiére étude, on
peut se borner aux espaces & irréductibles, dontle ds* ne peut pas
étre regardé comme la somme de deux ds? a variables indéperi-
dantes, eux-mémes éléments linéaires de deux espaces &. L'objet
de ce mémoire est précisément la détermination compléte de tous
les espaces & irréductibles réels & ds? défini positif.

Jai été amené a me poser ce probléme a propos d’un autre
probléme, étudié en collaboration avec M. J. A. Schouten, et dont
lasolution a parudans une note présentée a I’Académie des sciences
d’Amsterdam (). 1l s’agissait de rechercher toutes les généralisa-
tions possibles du parallélisme bien connu de Clifford dans 1'es-
pace elliptique a trois dimensions; d’une maniére précise, le
probléme était de trouver tous les espaces de Riemann dans
lesquels existe, pour les géodésiques, un parallélisme absolu
satisfaisant a la condition que l'angle sous lequel se coupent

(1) E. Cantan en J. A. ScHOUTEN, Over Riemannsche meetkunden, die een
absoluut parallelisme toelaten ( Versl. Kon. Akad. v. Wetensch.. Amsterdam,
t. 35, 1926, p. 505-518). La traduction anglaise paraitra prochaincment dans les
Proceedings de I’Académic.
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deux géodésiques soit conservé quand on lear méne des paralléles
par un point quelconque. Tous ces espaces sont des espaces & ;
mais en faitils n’en constituent qu’une trés faible partie; si 'on se
borne aux espaces irréductibles, il n’existe, en dehors des espaces
représentatifs des groupes simples (1), que 'espace elliptique a
sept dimensions.

Dans la note a laquelle je faisais allusion plus haut, certains
- procédés de démonstration sont mis en ceuvre, qu'on retrouvera
ici rattachés & une méthode plus générale.

Jétais déja en possession de la solution compléte du probléme
quand j’ai eu connaissance d’une note de M. Harry Levy (?) qui
s’était posé dc son cOté le probléme de la détermination des
espaces & et signalait, comme espaces irréductibles, les espaces &
courbure constante, mais sans obtenir d’autres solutions du
probléme. J'ai donné, dans une note récente (3}, des indications
sommaires sur la méthode qui m’avait permis de résoudre le
probléme, ainsi que sur les résultats obtenus. Dans cette méthode, ou
plutot dans ces denx méthodes, la théorie des groupes, et spéciale-
ment des groupes simples, joue un role essentiel. D’une part en
effet, par la propriété méme qui sert de définition aux espaces &,
le groupe d’holonomie, c¢’est-a-dire le groupe des rotations que
subit le corps des vecteurs issus d’un point A quand on le trans-
porte par parallélisme le long d’un cycle arbitraire, conserve la
courbure riemannienne de I'espace en A, et par suite laisse inva-
riante la forme de Riemann

O L
N Rty akyh
Iy

(') Voir, surles espaces représentatifs des groupes: E. CARTAN en J. A, Schov-
TEN, Over de meethunde der groepuitgebreidheid van halfeenvoudige en
cenvoudige groepen ( Versl. Kon. Akad. v. Wetensch. Amsterdam, t. 35, 1926,
p. 385-399).

(%) H. Levy, Forma canonica dei ds* per { quali si annullano i simboli i
Iiemann a rinque indici (Rendic. Accad. Lincei, 6¢ série, t.II1Y, 1926, p. 65-6g ).
Voir aussi une autre note du méme auateur, p. 124-i29.

(*) E. Cantax, Sur les espaces de Riemann dans lesquels le transport par
parallélisme conserve la courbure (Rendic. Accad. Lincei, 0¢ série, t. 1IT', 1926,
p. 341-547)-
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gui définit analytiquement la courbure riemannienne; la premiére
méthode consistera a rechercher tous les groupes orthogonaux
susceptibles' d’étre des groupes d’holonomie pour un espace &,
c’est-d-dire laissant invariante une forme de la nature de la forme
de Riemann. D’auatre part, espace admet un groupe transitif G de
déplacements tel que le sous-groupe laissant invariant un point
donné A soit précisément le groupe d’holonomie; on peut alors
partir de toutes les structures possibles de ces groupes de déplace-
ments (en fait ce sont toutes les structures de groupes simples) et
essayer de déduirc de chacune d’elles le groupe d’holonomie
correspondant.

Cette derniére méthode est celle qui conduit aux problémes les
plus inattendus; en particulier la recherche des espaces & irréduc-
tibles revient a celle de toutes les structures simples réelles qui
correspondent & un méme type de structure simple complexe ;
c’est un probléme que j’ai vésolu dans un mémoire d’avant la
guerre (1), et c’est en parlant des résultats que j’ai alors obtenus
que la détermination des espaces & irréductibles se présente de la
maniére la plus simple.

La premiére méthode, fondée sur la détermination des groupes
d’holonomie possibles, repose sur les propriétés générales des
groupes orthogonaux réels. On a consacré au probléme de la
détermination des groupes orthogonaux des mémoires trés impor-
tants (%), mais sans épuiser la question. En réalité cette détermi-
nation revient a celle de certains groupes linéaires simples ct elle
peut se faire en application des résultats que j’ai obtenus dans
deux mémoires antérieurs sur les groupes linéaires qui ne laissent
invariante aucunce multiplicité plane (3). Je donne dans le présent
mémoire quelques indications, qui auraicnt besoin du reste d’étre
justifiées plus complétement, sur ce probléme général. En fait la
détermination des groupes d’holonomie des cspaces & irréduc-

(') E. Canrran, Les groupes réels simples, finis et continus (Ann. Ec.
Yorm., 3¢ série, t. XXXI, 1914, p. 263-355).

(*) Voir en particulier S. MEDICI, Sui gruppi di rotasioni (Ann. Scuola. Norm.
Sup. Pisa, t. X, 1908, 60 pages).

(*) E. CartaN, Les groupes projectifs qui ne laissent invariante aucune.
multiplicité plane (Bull. Soc. math., t. XLIV, 1913, p. 53-96); Les groupes
projectifs continus réels qui ne laissent invariante aucune multiplicite plane
(J. Math, pures et appliquées, 6° scrie, t. X, 1914, p. 149-186).
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tibles est un probléme beaucoup plus restreint, car il s’ajoute ici
la condition que le groupe orthogonal laisse invariante une forme

E Rijunatyl akyh,
070k

dont les coefficients satisfont & des relations classiques, du reste
trés simples. Cette limitation du probléme permet de pousser la
solution jusqu’au bout cn s’aidant des résultats obtenus dans ma
These et dans les mémoires précédemment rappelés ('). Je ne
donne que le principe de la méthode, qui conduirait & des calculs
assez fastidieux et que la seconde méthode permet d’éviter.

Dans les espaces irréductibles autres que I'espace euclidien, la
notion de groupe d’holonomie se confond avec celle de groupe
d’isotropie, ce dernier donnant les rotations aatour d’un point qui
conservent les propriétés géométriques de Pecspace autour de ce
point.

Les résultats obtenus appellent un grand nombre de recherches
nouvelles, ne scrait-ce que 'étude individuelle des nouveaux
espaces, qui semblent devoir jouer' un réle presque aussi important
que cclui des espaces a courbure constante, et qui sont du reste
susceptibles d’une définition géométrique directe : ce sont au
Jond desespaces représentatifs d’étres géométriques comportant
une définition simple dans Uespace ordinaire (4 3 ou un plus
grand nombre de dimensions). 1l y aurait lieu aussi d'envisager le
probléme en supprimant la condition pour l¢ ds? d’étre défini, et
aussi en se plagant tout i fait dans le domaine complexe. Dans ces
cas plus généraux, le groupe des déplacements de V'espace pourrait
cesser d’étre simple on méme-semi-simple. Qu'il y ait des solutions
nouvelles, 'exemple du ds? suivant & trois dimensions :

dst=dz*+ 52 dz?+ 2 dx dy,

le prouve; dans le domaine réel il n’existe d’espace & irréductible
a ds* défin1 que 'espace elliptique et espace hyperbolique, et

(*) Pour plus de simplicité, je désignerai dans la suite par les simples indications
E. CARTAN, Ann., ou Bull., ou J. Math., les Mémoires cités dans lcs notes (1)
et (3) de la page précédente ; ma Thése (Paris, Nony, 1914) sera désignée sim-
plement par le mot Thése.
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le ds? indiqué n’est pas a courbure constante, bien que le tensear
dérivé du tenseur de courbure soit nul.

En restant dans le domaine récl, je signalerai encore un pro-
bléme intéressant, a savoir la détermination des cspaces & admet-
tant des ¢ranslations infinitésimales dans toutes les directions;
les espaces & courbure constante positive jouissant de cette pro-
priété, il scrait intéressant de savoir §’il y en a d’autres. Il serait
non moins intéressant de savoir s’il existe des espaces de Riemann
jouissant de cette propriété sans étre des espaces &.

Les espaces de Ricmann qui font 'objet de ce mémoire rentrent
dans la classe plus générale des espaces a connexion affine sans
torsion pour lesquels la courbure se conserve par.le transport
parallele. Dans un mémoire sur la géométric des groupes de
transformations qui doit paraitre prochainement dans le Journal
de Mathématiques, je donne les principes fondamentaux de la
théorie de ces espaces; les espaces représentatifs des groupes cn
font partie.

Le présent mémoire se divise en trois chapitres; le premicr est
consacré au théoréme fondamental, qui pose le probléme dans le
champ de la théorie des groupes; le second est consacré a la
premiérc méthode de résolution, fondée sur la détermination
du groupe d’holonomie; le troisi¢cme a la seconde méthode, fondée
sur la considération du groupe des déplacements.

CHAPITRE 1.

LE THEOREME FONDAMENTAL.

I. — Position du probléme. Les espaces irréductibles.

1. Nous nous proposons de déterminer tous les espaces de
Riemann réels a ds? défini positif jouissant de la propriété que le
transport par parallélisme d’une facette quclconque conserve sa
courbure ricmannienne (espaces &). Analytiquement, cette pro-
priété se traduit par le fait que le tenseur dérivé du tenseur de
Riemann-Christoffel ¢st nul :

Rijtne=o.
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Nous pouvons tout de suite réduire le probléme. Supposons que
le ds* d’'un espace de Riemann & a n dimensions puisse étre
regardé comme la somme de deux éléments linéaires respectivement
an, et ny variables, indépendantes les unesdes autres (n, 4 n, =n)

ds? = dsi 4+ ds3.

Les espaces de Riemann dont les éléments linéaires sont respecti-
vement ds? et ds; appartiennent chacun a la classe considérée. Si
en effet on atiribue les n, premiers indices aux variables qui
entrent dans s} et les n, derniers aux variables qui entrent
dans ds2, les seules quantités R,;;,,, qui puissent étre différentes
de zéro sont celles pour lesquelles les cingq indices ¢, j, &, 2, {
appartiennent tous au méme groupe des n, premiers ou des ny,
derniers indices. Si, pour I'espace &, le tenseur dérivé du tenseur
de courbure est nul, il T'est donc pour chacun des deux autres
espaces et réciproquement.

Nous dirons que I'espace & est réductible sison élément linéaire
est décomposable de la maniére précédente, et irréductible dans
le cas contraire. Nous voyons donc que la recherche des espaces &
revient a celle des espaces & irréductibles.

II. — Le groupe d’holonomie et la forme de Riemann.

2. Considérons un espace de Riemann réel i n dimensions.
Attachons & un point particulier A, de 'espace un repére rectan-
gulaire (T,) formé de n vecleurs unitaires deux a deux perpendi-
culaires. La courbure riemannienne de 'espace au point A, est
définie analytiquement par la forie de Riemann (')

(1) R= Y Rijunpij Pin
(if1, (hh)

ot la somme est étendue a toutes les combinaisons (/7) et & toutes
lés combinaisons (A%) des indices 1, 2, ..., » pris deux a deux,
¢t ou les quantités p;; sont les composantes d’un bivecteur formé de

(') Voir, en particulier, L. Cauvran. La Gdométrie des espaves de Riemana
(Mémorial des Sc. math., fasc. IX, 1925, p. 23).
LIV, 1
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deux vecteurs quelconques (z;) et (y;) issus de A,
Pij = ®iyj— Zjyi

Comme on sait, la courbure riemannienne suivant la direction
plane définie par les deux vecteurs (z;) et (y;) cst le quotient de la

forme R par le carréE p;;de lamesure du bivecteur correspondant.
(&)

A tout cycle issu de A, et y revenant est associée la rotation
subie par le corps des vecteurs issus de A, transportés par paral-
lelisme le long du cycle; les rotations associées aux différents
cyclesissus de A, engendrent un groupe, le groupe d’holonomie (')
de I'espace. Sil’on considére les cycles issus d’un autre point A,
il leur correspond également un groupe de rotations, mais son
expression analytique peut étre rendue la méme aux différents
points' de D’espace, en attachant a ces points des systémes de
référence convenablement choisis. Nous appellerons I' le groupe
continu d’holonomie, et nous désignerons son ordre par r; les
variables transformées par I' sont les composantes z; d'un vecteur
arbitraire.

3. Attachons au point A, non seulement le repére (T, ), mais
encore tous ceux qui s’en déduisent par une rotation du groupe
d’holonomie I'. Atttachons de méme & un point A les repéres (T)
qui se déduisent de (T,) quand on transporte par parallélisme le
repére (Ty) de A, en A par un chemin arbitraire. Ces repéres (T')
dépendent, le point A étant donné, de 7 paramétres.

Le transport par parallélisme conservant par hypothése la
courbure riemannienne, la forme de Riemann en A, rapportée a
un quelconque des repéres (T) qui ont été attachés a ce point, a
les mémes coefficients numériques qu’en A,. De plus, le groupe
d’holonomie a la méme forme analytique pour tous les systémes
de référence considérés. Enfin, si I'on considére deux points infi-
niment voisins A et A’ et si ’on transporte par parallélisme de A

(') E. CarTaN, La Géométrie etc. ( Mémorial, fasc. 1X), p. 34 4 55. En réalité
I'expression groupe d’holonomie est prise ici dans un sens restreint; on se borne
A considérer Peffet produit sur les vecteurs par les opérations du groupe
d’holonomie proprement dit. Mais il n'y aura pas de confusion 4 craindre dans
la suite.
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en A’ I'un des repéres (T) attachés au point A, on obtient un
repére (T,) d’origine A’ qui se déduit de I'un quelconque des
repéres (T') attachés a A’ par une transformation infinitésimale
du groupe d’holonomie. Tous les repéres (T) attachés a A se

déduisent de méme les uns des autres par les rotations du groupe
d’holonomie.

4. Nous allons chercher comment, le groupe d’holonomie I'
étant supposé connu, la forme de Riemann R peut étre déter-
minée.

Rappelons (') que, les repéres attachés aux différents points
de & étant choisis (ici avec r paramétres arbitraires), la connexion
affine de I'espace est définie :

1° Par les n formes w,, ..., w,, linéaires par rapport aux
différentielles des n coordonnées, qui donnent les coordonnées
rectangulaires, par rapport au repére (T) attaché a A, du point A’
infiniment voisin de A ;

2° Par les n(n'_ D formes wij = — wji, linéaires par rapport aux
différentielles des n coordonnées et des » paramétres des repéres,
composantes de la rotation infinitésimale qu’il faut faire subir au
repére (T), transporté par parallélisme de A en A’, pour 'amener
en coincidence avec (T').

Rappelons les formules de structure de 'espace & () :

w} =Z [wiwg],
k

Wy =2 [wirwr;] -—-2 Rijen[wrws].
%

{kh)

(2)

5. Supposons le groupe I' engendré par les r transformations

(*) On pourra consulter, pour les notations, mon mémoire Sur les espaces a
connexion affine et la relativité géneralisce (Ann. Ec. Norm., 3¢ série, t. XL,
1923, p. 325-412, en particulier les Chapitres II et IIl). Voir aussi Memorial,
fasc. IX, n* 10 et 11, p. 12-14. -

(?) Les notations s’écartent de celles du Mémorial, les quantités désignées par
Rij, xh sont ici changées de signe pour que, dans le cas d'un espace & courbure
constanle, la seule composante-qui subsiste ait le signe de la courbure.
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infinitésimales indépendantes

(3) Uaf = X, aars (w1 7 — 2,52 ).

iy (&)
oulon a
QAyif = — Qgji.
La rotation infinitésimale de composantes w;; faisant partie du
groupe d’holonomie (n° 3), on a des relations de la forme

0
(4) wij:z a0,

en désignant par §,, 0,, ..., 4, des formes de Pfaff convenablement
choisies. Les n -+ r formes

Wy, veey Wy 0, ..., 0,

sont du reste linéairement indépendantes, car si I'on donne aux
différentielles des n coordonnées et des r paramétres des valeurs
annulant ces n-+r formes, ni le point A ni le repére (T) ne
changent; les relations établies entre les n—+r différentielles
considérées sont donc indépendantes.
Les équations (2), quand on y remplace les w; par leurs
valeurs (4), deviennent
B ¥l
"’i=2‘ apluf[wlcop]y
for
2 agijlp = Z (@i iy — ayinari;) [0)0p] —2 Rijken[oron].
7 (A, K (kh)
Ces dernicres peuvent étre transformées par l'introduction des
constantes de structure c,g, du groupe I‘ Des équations

(UhUp) = Gy, (Uy f) — Up(U, 5 —zchpf,

o

on tire, en développant,

(5) ) Z(a7.ikay.ki-— api/‘-a;ik/) :2 Crup Apij-

14

Par suite les derni¢res équations (2) deviennent

(6) > ap,-,z 0= ), Ciusgl 0.0, =—Z Rij,ua[wion].

(ah) why
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6. Nous pouvons regarder les équations (6) comme des équations
linéaires par rapport aux 7 inconnues

7
Op—z el 9.0u];
O
il existe évidemment r de ces ¢quations qui sont indépendantes,
sinon les r transformations U, f ne seraient pas linéairement indé-
pendantes. On a donc des relations de la forme

’ -l ;
(7) Oa— D il 0,041 =~ ¥, bawa[or sl
(AU (k)
les b, = — by, 6tant des constantes.

En identifiant maintenant les équations (6), on obtient

W
Rijyen= Z agijborn,
¢

JR | N
apn 22 nijr/./lpii:ﬂi’pl.‘/l (2 ar,i,-p,-/)-

ligy o ij

& -

Associons alatransformation infimtésimale U, £ laforme, linéaire

- par rapport aux p;;.
Ea=2 Xaij Pij

iifl
Nous voyons que toutes les dévivées partielles de la forme R
s’expriment linéairement au moyen des » formes z,. Par suite la
Jorme de Riemann est une forme quadratique par rapport
auzx r formes ;, associées aux r transformations infinitésimales
génératrices du groupe d'holonomie.

Si donc nous posons

R :Z Austals (Mg = Agy),
Py

nous aurons

1 JdR 0%, -
- = : A — "
2 dPA'/L Z d[)/‘»h (; ga EG) rzﬂ A(JG“(;/./::O"

et, par suite,

Q
boin= Z Aup Aglhr
P
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Les formes w; et 7, satisfont donc finalement aux relations

S wi= 2 apuloctol,
o,k

(9)
B =Z Cha[ B2 0(1.] - 2 Axp Aokh [wrwe]

(PR35 Gk

III. — Le théoréme fondamental.

7. Dans les formules (g) les coefficients @griy Cruyy Ay sont des
constantes, qui doivent satisfaire a certaines conditions, les unes
contenues implicitement dans les hypothéses faites, les autres que
nous allons déterminer.

Les a,; sont les coeflicients des transformations infinitésimales

U, f d’un groupe I' dont les c,a, sont les constantes de structure.
a, o) ady
Nous allons maintenant exprimer :

1° Que la forme de Riemann 2 A,gZ,Zg est invariante par le

ap
groupe I';

2° Que cette forme satisfait aux identités classiques ()
Rijs kn —+ Rjgyin+ Ry ju = o.

Pour exprimer la premiére condition, remarquons que pour
calculer U,(Zg), il faut supposer dans Zg remplacées les quan-
tités p;; par z;y; — x;y; et supposer aussi que U, f transforme
simultanément les deux vecteurs (z;) et (y;). Un calcul simple
donne

Ua(gﬁ) =Z (-'a;%pfp»

ce qui cxprime tout simplement que la forme U, (%) est la forme
associée a la transformation (U, Up).
Cela posé, on a
Uy (R) = 2 caph Appbéu;
by

(") E. Cantan, Memorial, p. 23, formale (33).
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on doit donc avoir

(10) Z(cz).pApr—k- CappAig) =0 (2, Ay p=1,....7)

¥

Quant aux derniéres conditions, elles s’expriment parles relations

(11) Ao @gij@okn+ Qaji@pin—+ QgkiQpjn) = O.
14 ¢ P 12

5
2,0

8. Nous allons maintenant démontrer la réciproque. Supposons
qu’on ait un systé me de constantes @, Cogys Aqs= Ag, satisfaisant
aux relations (5), (10) et (11). Je dis qu'tl existe un espace de
Riemann & admettant T pour groupe d’holonomie et R pour
forme de Riemann ; de plus cet espace jouit de la propriété de
conserver sa-courbure par le transport paraltéle.

Nous allons d’abord démontrer qu’il existe n 47 formes de
Pfaff linéairement indépendantes a n -+ 7 variables indépendantes
satisfaisant identiquement aux équations (g). Cela revient a dire
que les constantes qui entrent dans ces équations sont les constantes
de structure d’un groupe ('), les crochets des transformations
infinitésimales X;f, Y, f du groupe étant donnés par les relations

, (x,-x,-)=_2api,-AP,\,,f,

2,0

(12) (XY= ¥ auXef,
k

(YaYp) = ¥ cuseYpf.

-,
z

Nous allons vérifier toutes les identités de Jacobi.
11 existe quatre catégories d’identités, a savoir

((YaYg) Yy) + (Y3 Vy)Ya) + ((YyY2)Y3) = o,
((Ya¥8)X:) + ((YaX)Ya) + (X Va) Yg) =,
((Xs Xi)Yu) + ((X]- Y:)Xi) -+ ((szi)X,-) =0,
(X X)Xa) + ((X;Xa) Xs ) + ((XaXi)X; ) = 0.

(') Il est fait ici usage de la relation .dualistique qui cxiste entre les formules
de structure de 8. Lie et les ¢guations de structure que j’ai introduites dans la
théorie des groupes continas, finis ou infinis.
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Les relations de la premicre catégorie sont vérifiées d’elles-
mémes, puisque, d’aprés les relations () vérifiées par hypothése,
les ¢,g, sont les constantes de structure d’un groupe.

Celles de la seconde catégorie donnent les relations (5) elles-
mémes.

Celles de la troisicme catégorie s’écrivent

-
}_‘ Ap{i("xil.'ﬂpl.-/'— apikaocl-'/') =Z Apc':('au[i Qpijs

ook o, G

elles sont des conséquences des relations (5) et (10).
Enfin les identités de la quatri¢me catégorie ne sont autres que

les relations (11).
I existe donc bien un groupe de structure (12).

9. D’apres ce qui précéde, il est possible de trouver n —+r
expressions de Pfaff oy, 7, & n+r variables indépendantes satis-
faisant aux relations (g).

Considérons les n équations de Pfaff

W)= Wy==...= W, = 0,

elles sont complétement intégrables ('), puisque les w; s’annulent
tous, d’aprés (9), en tenant compte de ces équations. Désignons

par
Wy, Uay «o.y Up

un systeme d’intégrales premicres indépendantes de ces équations,
et par ¢,y ¢y, ..., ¢ un systeme de r autres fonctions indépen-
dantes cntre elles et indépendantes des u;. Si nous prenons les u;
et les ¢, comme variables indépendantes, les o; deviennent linéaires
en du,, ..., du,. La forme différentielle quadratique

(13) dst=wltwi+t+.. . +oi= E gijdu;duy
5,j

peut étre regardée, comme nous allons le voir, comme le ds? d’un
espace de Riemann a n dimensions.

(1) Pour tout ce qui concerne les propriétés invoquées des systémes de Pfall,
je me permels de renvoyer a mes Lecons sur les invariants intégraux (Paris,
Hermann, 1922) ou encore aux excellentes Legons sur le problécme de Pfaff de
E. Goursat (Paris, Hermann, 1922).
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Il suffit pour cela de démontrer que les coeflicients g,; ne
dépendent pas des variables ¢. Introduisons deux symboles de
différentiation d et 9, le premier représentant par exemple une
différentiation par rapport i 'une des variables u;, le second une -
différentiation par rapport a Vune des variables v,. Les premiéres
équations (9) expriment, sous une forme condensée, les relations

Sw;(d) — dwi(d) =2a{,“[wk(3)0p(d)—w/,(a’) 06(3)]-
e,k
Or on aict
wi(8) = o,
d’on
Sw,(d)-:— aPA,GP(B) O)/,(d),

par suite

8 (ds?) = 22 wi(d) 5o (d) =— 22 @i 8p(8) wild) oi(d).

i NS

Mais la somme du dernier membre est nulle, & cause des rela-
tons @y = — Qi On a donc bien

6 ds? :2 Sg',-,' du; du/ =0,
ij
c’est-a-dire
Bg,'j= (¢

10. L’espace de Riemann défini par le ds? considéré est
évidemment rapporté a un repcre rectangulaire dépendant,
en chaque point, des s, paramétres ¢y, ¢3, ..., ¢,.. Les compo-
santes ;j=— wj; de la connexion affine de l'espace, définies,
comme on sait, d'une maniére univoque par les conditions

O
w} :Z Jwrwg],
k

sont manifestement
wW;; :Z apl-j OP.
]

Le tenseur de Riemann-Christoffel est fourni par les dernicres
équations (2), qui donnent ict, par un calcul facile, inverse de



- 228 —
celui qu’on a fait auparavant,

Ryj wa =2 ApoapijAokns
go

R =2 Apo Epsa-
0,0

Il faut enfin démontrer que le groupe I est le groupe d’holo-
nomie de I'espace et que la courbure riemannienne se conserve
par le transport paralléle.

Les transformations infinitésimales du groupe d’holonomie qui
sont associées 4 un cycle élémentaire sont les transformations

Vin f= E Rijykn (zl— —zi == s > E AgsacinUp f;
[
17f)

on voit qu’clles apparticnnent toutes au groupe I'. Nous allons
montrer qu’elles engendrent un sous-groupe invariant de I'. On
a en effet, en combinant avec U, f,

(UaVin) =2 Apsaoin(UgUp) = 2 qu Qakh Capt U f;

X 6, 7,7

or, d’aprés (10), on a
Z AgsCapr +2 Aprcapa =05
¢ 3

(UaVin ) == 2 Apt"apcackh Ue f,

6,6,T

on a donc

ou, d’aprés (3),

(UaVin) = 2 Apc(@ainaphi— agkiapin) Us f

£, 0,70

<
= Z(aamvmf—— azinVir f). C. Q. F. D.
i

ID’aprés la forme méme des w;j, I'espace de Riemann peut étre
regardé comme un espace non holonome a groupe fondamental T.
Les transformations infinitésimales associées anx cycles ¢lémen-
taires engendrant un sous-groupe invariant I', de T, le groupe d’ho-



- 20 —

onomie est précisément Iy (). Il en résulie une condition sup-
plémentaire a laquelle doivent satisfaire les constantes donnécs;

il faut que les formes
Z Apo’ Qgkh Ep

”,
254

soient au nombre de r indépendantes. Or, comme ces formes ne

e e, . 1 0R . N
sont autres que les demi-dérivées partielles > apn cela revient a
2 115

dire que la forme XA,;%, 2, doit avoir son discriminant non nul (2).

11. Pour achever la démonstration, il nous faut montrer que
I'espace a sa courbure conservée par le transport parallcle. Or,
soient (T) et (T") deux des repeéres attachés, I'un au point A, I'autre
au point infiniment voisin A'; la forme de Ricmann a, en ces deux
points, ct rapportée aux deux repéres considérés, les mémes coef-
ficients R;j,14. Soit (T,) le repére d’origine A’ obtenu en trans-
portant par parallélisme le repére (T) de A en A'; on passe de (1)
a (T') par la rotation de composantes ;j, c’est-d-dire par une
rotation du groupe I', laquelle laisse invariante la forme R. Les
coefficients de la forme R sont donc les mémes, suivant qu’on la
rapporte & (T) oua (T,); par suite le transport par parallélisme
conserve la courbure, ce qu'il fallait démontrer.

IV. — Le groupe des déplacements G.

12. Le groupe abstrait, dont la structure est définie par les

€quations (9) ou (12), est susceptible d’une interprétation concréte
importante. L'espace & d'élément linéaire (13) admet en e ffet un

groupe de déplacements rigides ayant la structure considérée.
Pour démontrer ce théoréme, considérons de nouveau les n—+r

(') Voir K. Canrtax, Les groupes d'holonomic des espaces genéralisés (Acta
meeth,, t. XLVIIL, 1925, nos 1-2),

(*) Il est évident sans calcul que le groupe T, laissant invariante la forme R,
L . . . . oR . .
laisse egalement invariantes les équations 77- = o: par suite, les transformations
de 1 dont les - sont fes formes associées forment un sous-groupe invariant de I'.

UE
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formes w; et G, en uy, ..., Uy; ¢y, ..., ¢, et les équations

wi(u, o di') = w;(u, v; du),

1
(4) Oyce, o5 du’, dv') = 04 (u, v; du, dv).

Elles forment un systéme complétement intégrable d’équations
aux différentielles totales, les «) et v, étant regardées comme des
fonctions .inconnues des «; et des ¢,. En effet les covariants
bilinéaires des deux membres de I'une quelconque des équa-
tions (14) sont manifestement égaux en tenant compte des équa-
tions du systéme, et cela en vertu de la constance des coefficients
qui entrent dans les relations (g). ‘

Toute solution du systéme (14), les.du; étant linéaires par
rapport aux du; seules, est évidemment de la forme:

wi= fi(u),

Vo= pa (1; 9);

elle définit une transformation ponctuelle de I'espace en lui-méme,
et par cette transformation on a

E [w; (W, o; du') |2 =}: fwi(u, o; du)]?;
& 12

le . ds? est donc conservé. Il existe par suite 0”7 transformations
isométriques ou déplacements rigides de 'espace, et ces déplace-
ments forment un groupe G, d’aprés la forme des équations (14).
Les équations (9) sont les équations de définition du groupe et
sa structure est donnée par (12).

11 existe toujours un déplacement de G tel qu’un point donné A
vienne en un autre point donné A et tel qu'un des repéres (T)
attachés a A vienne coincider en méme temps avec 'un des
repéres (T') attachés a A’. En particulier il existe une infinité de
déplacements laissant fixe un point donné A; les vecteurs issus
de A sont alors transformés par les transformations du groupe
d’holonomie I', qui améne précisément en coincidence les différents
repéres (T) les uns avec les aatres.

13. Le groupe G dont nous venons de démontrer l'existence
est un groupe continu. Mais il peut exister d’autres transforma-
tions isométriques de I'espace en lui-méme. Nous allons montrer
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que lespace admet toujours une symétrie par rapport & un
quelconque de ses points.
11 suffit pour le démontrer de considérer le systéme de Pfaff

wi(u, v du')y =— u;(u, v; du),

(3) 0 (u'y o' du’, do') = 04(u, ¢; du, de).

La forme des équations (g) montre quc le systéme (1) est
complétement intégrable; nous en déduisons donc une seconde
famille de transformations isométriques de I’espace. En particulier
considérons la solution du systéme (15) telle qu'a des valeurs
numériques données des u; et des ¢, correspondent les mémes
valeurs numériques des u; et des v,. La transformation isométrique
définie par cettte solution laisse fixe un point A et un repére (T)
attaché 4 A, mais les composantes d’un vecteur issu de A sont
changées de signe. Tout point M est donc transformé en un
point M’ situé sur la géodésique AM, de I'autre coté de A et a une
distance AM'= AM; on a affaire a une symétrie par rapport an
point A,

14. La propriété a laquelle nous sommes arrivés pour les
espaces & est caractéristique de ces espaces. S un espace de
Riemann est tel que la symétrie par rapport & un quelconque
de ses points soit une transformation isométrique, la courbure
de cet espace se conserve pay transport paralléle (').

Nous nous appuierons, pour le démontrer, sur une construc-
tion remarquable du transport parallele. Pour transporter par
parallélisme une direction de A en un point infiniment voisin A,
il suffit de construire la géodésique AA’ et de prendre la direc-
lion issue de A’ symétrique de la direction donnée par rapport au
milien G de AA’. Cela posé, soit en A un élément plan défini par
deux directions données; le transport par parallélismc de cet
élément plan de A en A’ donnera la méme direction (a deux
dimensions) que la symétrie par rapport a C. Or cette symétrie,
étant une isométrie, conserve la courbure riemannienne : ¢’est ce
qu’il fallait démontrer.

(') Cette propriété s’étend aux espaces 4 conncxion affine sans torsion dont
la courbure se conserve par le transport paralléle.
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15. Tout ce qui précéde, en dehors du paragraphe I, s’applique
aux espacesde Riemann &, irréductibles ounon, réels ou complexes.
Nous allons, & partir de maintenant, nous borner aux espaces irré-
ductibles réels a ds* défini positif. Nous indiquerons le principe de
deux méthodes permettant leur détermination compléte, l'une
fondéc sur la considération da groupe d’holonomie I', Vautre ‘sur
la considération du groupe des déplacements G.

Nous exclurons de nos considérations 'espace euclidien, pour
lequel le groupe I' se réduit a la transformation identique et la
forme R est identiquement nulle.

V. — Le groupe d’holonomie des espaces & irréductibles réels.

16. Si un espace & réel est réductible, son ds? est de la forme
dst = dsi+ ds3;

décomposons ds? et ds} en des sommes de carrés

Iy

Cette décomposition revient & attacher a chaque point de
I'espace un repére rectangulaire (T), et 'on a évidemment

WLnj=0 (I=1,...,04; J=1,..., Na).

Par suite les Rij x4 ne peuvent étre différents de zéro que si les
quatre indices i, j, k, & appartiennent tous au groupe des n,
premiers indices ou au groupe des n, derniers. Les transformation’s
infinitésimales associées aux cycles élémentaires laissent donc
invariante chacune des multiplicités planes réelles

&y =Ty .. =X, =0,

Znpt = Tp42==.,.= Tp = 0,

Le groupe T laisse donc lui-méme invariante une multiplicité
plane réelle.

17. Réciproquement, supposons que le groupe de rotations I"
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laisse invariante une multiplicité plane réelle; elle laissera évidem-
ment invariante la multiplicité orthogonale. On peut choisir les

repéres de maniére que les équations de ces multiplicités invariantes
soient respectivement

Ty =3 =...=Ty=0,
Dyp) = Typa=...= Lp=0.

Ml en résulte que les seuls coefficients a,;; qui ne soient pas nuls
sont ceux pour lesquels les deuxindices et J appartiennentau méme
groupe des v premiers indices ou au méme groupe des n—v
derniers. Par suite encore, les seules composantes o;; de la

connexion affine qui ne soient pas nulles sont celles pour lesquelles
les deux indices satisfont & ces mémes conditions. Les v relations

1,...,v
0’;‘22[0%0’1»'1'] (i=1,..4,v)
k

montrent alors que les équations

W)= W=. . = Wy == 0
forment un systéme complétement intégrable, et le raisonnement
fait au n° 9 montre que la forme différentielle quadratique

q q q
ds?=wl+...+ oy

peut étre construite avec v variables et leurs différentielles. On a
un résultat analogue pour la forme

dsi=wi+...+ wi.
Par suite I'espace est réductible.

La condition nécessaire et suffisante pour qu’un espace &

soit irréductible est donc que son groupe d’holonomie ne laisse
invariante aucune multiplicité plane réelle.

CHAPITRE 11.
LA PREMIERE METHODE : LE GROUPE D'HOLONOMIE.
I. — Généralités sur les groupes orthogonaux réels.

18. Nous avons vu (n° 17) que les espaces & irréductibles sont
ceux pour lesquels le groupe d’holonomie ne laisse invariante
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aucune multiplicité plane réelle. Nous allons d’abord indiquer
rapidement comment on peut obtenir tous les groupes orthogonaux
réels I' ne laissant invariante aucune multiplicité plane réelle.

Cherchons d’abord si le groupe I' peut laisser invariante une
multiplicité plane imaginaire P; il laissera alors invariante la
multiplicité plane imaginaire conjuguée P,. Ces deux multiplicités
n’auront aucune direction commune, car ’ensemble des direc-
tions communes définirait une multiplicité plane réelle inva-
riante par le groupe. De plus, la somme des dimensions de P et
de P, doit étre égale & n, sans quoi il existerait une plus petite
multiplicité plane réelle, invariante par T', contenant P et P,.
Finalement donc n est pair et I’ de dimension ’)l

Soient ‘

Jf|=y2=,..=.}/vzo <V:,—L)

les équations de P, les y; étant des combinaisons linéaires a
coefficients imaginaires des variables z,, ..., z,. Désignons leurs
conjuguées par

Yy Vi, eees Vv

Le carré de la longueur d’un vecteur sera une forme quadratique
en yi, ¥i, quon pourra décomposer de la manié¢re suivante :

P(yi)+B(y:) + Wy yi)-

La forme (—[-)(;,T) est la forme complexe conjuguée de @; quant
AW, c’est une forme d'Hermite, ayant nécessairement des valeurs
réelles pour toutes les valeurs complexes données aux y..

Le groupe I' transformant entre elles les variables y; d’une part,
les variables y; d’autre part, laisse invariante chacune des deux
formes quadratiques réelles en x4, ..., z,

D)+ (¥ e Wy, y).

Cela n’est possible que si ces deux formes sont proportion-
nclles (1), c’est-a-dire ici si 'une des formes cst identiquement

(') Tout groupe lindaire qui laisse invariantes deux formes quadratiques réelles
distinctes F et ¥, dont I'une I' est définic, laisse invariante au mioins une mul-
tiplicité planc réelle, & savoir celle qu'on obtient en annulant les dérivées
partietles d’unc des formes réclles dégénérées du faisceau F—+ AF,.
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nulle. Or la premicre n’est pas une forme quadratique définie
positive, car sil'on réduit, ce qui est toujours possible, ® a une
somme de carrés, on obtient

@)+ 8() =+,
i

qut est une somme de v carrés positifs et de v carrés négatifs réels.
Il faut donc que la forme fondamentale, qui donne le carré
de la longueur d’un vecteur, soit une forme d Hermite, néces-
satrement définie positive.
On peut exprimer ce résultat d’une autre maniére, en disant
que les seules multiplicités planes imaginires qui puissent
étre invariantes par le groupe I’ sont des multiplicités totale-

. < n « . «
ment isotropes & — dimensions. Le groupe ' peut alors étre

considéré comme un groupe & paramétres réels a ’—; variables
complexes laissant invariante une forme d'Hermite définie
posttive.

Remarquons qu’il peut trés bien arriver que le groupe T laisse
invariantes plusicurs multiplicités planes imaginaires de cette
nature et méme une infinité ().

19. Nous allons maintenant obtenir des renseignements trés
importants sur la stracture des groupes orthogonaux réels en
mettant leurs transformations infinitésimales dc¢ base sous une
forme normale. Revenons a des coordonnées rectangulaires
réelles z;. Toute transformation infinitésimale orthogonale

Uf=2a"/'<x"d%€ ——%%)

est définie par un systeme de bivecteurs a,;= — a;;. Nous con-

(1) Jesignale A cette occasion une erreur qui s’est glissée dans mon mémoire:
Les groupes projectifs continus réels qui ne laissent invariante aucune multi-
plicité plane (J. de Math., 6° série, t. X, rgt4, p. 149-186). L’erreur se
trouve page 155; elle consiste précisément a affirmer qu'un groupe linéaire réel
qui ne laisse invariante aucune multiplicité plane réelle laisse au plus invariantes
deux multiplicités planes imaginaires conjuguées l'une de I'autre. Celte erreur
n'influe du reste pas sur les raisonnements ct les résultats du mémoire.

Ly, 16
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viendrons de dire que le carré de la mesure de ce systéme de
bivecteurs est le carré scalaire de la transformation infinitésimale,

UjU :Ea,?j.

i)

el nous écrirons

On délinit de méme le produit scalaire de deux transforma-
tions Uf, Vf, correspondant respectivement aux systémes de hi-
vecteurs a;j et b, par la relation

U I A% ZZ a,-j b,‘j.

(in

Cela posé, le groupe orthogonal réel I' d’ordre r aura une base
normale si les » transformations infinitésimales U, f, ... U,font
toutes leur carré scalaire égal a 1 et si le produit scalaire de deux
quelconques d’entre elles est nul. Il est toujours possible de donner
a I une base normale, et cela a une substitution orthogonale prés
sur les transformatior:s U, f. Nous pouvons donc supposer qu’'on a

2
(St =
I

( Z‘;“ii“ﬁl/'—: o (as£3).

L

(16)

Les constantes de structure du groupe I' jouissent alors de
propriétés remarquables. L'équation (5) (n° 5).

E (@nin @31 — ABik Cakj) =Z CaBp Apij
k

el

donne en effet, multipliée par ay;; ¢t sommée par rapport aux
indices ¢ et j,

2Cx3y = Z Qaik CFkj Ayij — 2 QoakjABik Ayij

INA iy jk
%
= - 22 Ayij agik ay[‘-i,
ijn
d’on
(17) Cady = —-Z QoijABjk Aykie

ik
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Cette formule montre immédiatement que les quantités ¢, y se
conservent par une permutation circulaire des indiccs et changent
de signe par la transposition de deux indices :

(18) Cay = CBvq = Cvg ==~ Chxy = — Cy4x == — Cuy4.

20. Considérons maintenant le groupe I'' qui indique comment I’
transforme entre elles les formes %, associées aux transforma-
tions U, f. On a

Uax(%8) =Z ca3s g,

P
o

. of ., of\.
Uxf‘—zzeai} (Eld_{t - ;i;‘é}),

1))

d’ ot

on voit que le groupe I' est aussi un groupe orthogonal réel (). A
toute multiplicité plane invariante par I' correspond un sous-
groupe invariant de T'; en effet si le groupe I'" transforme entre
elles un certain nombre de formes linéaires en Z,, ..., £, soit

aii+...+a.k,,

D1+ .+ bk,

c’est que les crochets d’une transformation quelconque de I' avec
les différentes transformations

a U f+...+«,U,f,
Oy Ui f+...+0,.U,f,

sont des combinaisons linéaires de ces derniéres transformations.

La recherche des sous-groupes invariants de T' revient donc a
celle des multiplicités plancs invariantes par I'. Si nous nous
occupons d’abord de celles quai sont réelles, nous voyons qu’on
peut, par une substitution orthogonale véelle, supposer choisies les

(') C'est ce que, dans la théorie des groupes, on appelle le groupe adjoint du
groupe donné : voir, plus bas, n° 22.



— 238 —

variables 7 de manié¢re a les partageren un certainnombre de suites

wvy

z
sy ceay

»
[

oVY
~

e
jouissant des propriétés suivantes-:

1° Les variables de chaque suite sont transformées entre elles
par le groupe I';

2° 11 est impossible de décomposer une suite quelconque en
suites partielles dans chacune desquelles les variables soient trans-
formées entre elles.

Il résulie de la que les ¢,;; ne sont différents de zéro que si les
indices ¢ et j appartiennent a la méme suite; par suite, d’aprés les
velations (18), les seules constantes de structure qui puissent
étre différentes de zéro sont celles pour lesquelles les trois
indices appartiennent a la méme suite.

Autrement dit, le groupe ¥ est décomposable en un certain
nombre de sous-groupes invariants réels échangeables entre
eux, dont aucun n'admet de sous-groupe invariant réel.

21. Nous allons montrer maintenant que si un groupe ortho-
gonal réel n’admet aucun sous-groupe invariant réel, il n’en
admet non plus aucun imaginaire.

En effet, considérons le groupe 1", qui est orthogonal et ne
laisse invariante aucune multiplicité plane réelle. Les seules
multiplicités planes imaginaires qu’il pourrait laisser invariantes
seraient lotalement isotropes et & a— dimensions (n° 18). On peut

supposer une telle multiplicité définie par les relations
E4iby=. .=+ =0 (r pair).

Exprimons que U,/ laisse cette multiplicité invariante. Con-
venons d’abord de poser

2 ==l —1, sia =21,

o = 21, St o0 =2[—1.
Nous aurons alors les relations

Ca3y == (— 1)3+y CaBrers
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Des relations (18) et des précédentes nous déduisons

ex3y = (— )Y egyn = (= DBHTFHY oy

2t N R ’ .
= (e )BT XY +f3 gy =T — Cya)

tous les coefficients ¢,g, seraient donc nuls. Le groupe I, s'il est
d’ordre »» > 1, laisserait invariantes une infinité de muliiplicités
planes réelles, cc qui est contraire a Phypotheése. La proposition a
démontrer supposc du reste ">,

22, Nous arrivons donc au théoréme final :

Tout groupe orthogonal réel est décomposable en un certain
nombre de sous-groupes incariants réels simples échangeables
entre eux.

On peut ajouter un renseignement important sur la structure
de chacun de ces sous-groupes. On sait que, dans la théorie des
groupes simples, 1l existe une forme quadratique qui joue un role
important ('), ¢’est la forme ¢(e) qui donne la somme des cavrés
des racines de U'équation caractéristique relative a la transforma-
tion infinttésimale arbitraire 2(’;1,:,-‘/' du groupe

i

—
ple) = €iCjCingC oy

e

On peut du reste ici remplacer les variables ¢; par les variables Z,,
et la forme ¢ (%) ainsi obtenue est invariante par le groupe 17, qui
n’est autre quc le growupe adjoint de . Or si I est simple, la seale
forme quadratique invariante par le groupe orthogonal I” est, & un

facteur constant prés, Z‘—;, On a donca prioriici

‘ E CansClng = 0 (a8,

(19) £
ﬂ )
Z Cipa: “’
. \ -‘l"fl'l
et par suite
e(e) =—2H(ej+ 3. .+ e}).

(M) Voir E. Cartan, Thése, p.25; laforme 5 (¢) est la combinaison 43 (e)-2¢, (e).
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Les groupes simples dans lesquels se décompose le groupe I
Jouissent donc de la propriété que leur forme 4 (e) est définie
négative ('); nous dirons que ce sont des groupes a structure
(réelle) simple unitaire (2).

23. Nous sommes maintenant en mesure de déterminer tous les
groupes orthogonaux réels ne laissant invariante aucune multipli-
cité plane réelle.

Ils se partagent, comme nous I'avonsvu (n°18), en deux classes,
ceux (ui ne laissent invariante aucune multiplicité plane imagi-
naire, et ceux qui laissent invariante une multiplicité plane imagi-
naire totalement isotrope.

La détermination des groupes de la seconde classe est facile. On
détermine tous les groupes linéaires, a paraméires réels et i
variables complexes, qui ne laissent invariante aucunc multiplicité
plane, qui se décomposent cn sous-groupes simples réels unitaires
et qui n’admeltent aucune antiinvolution de premiére espece (7).
Partons pour cela d’un certain nombre de groupes simples unitaires
ne laissant invariante aucune multiplicité plane; supposons par
exemple qu’il y en ait trois et soient respectivement

Yi, Yo, .- Yps
Biy S, eee. By
W, Uy oooo Uy

les variubles (complexes) transformées par ces groupes. Le
groupe I' aura pour variables des quantités z;j4 Lranstormées entre
elles de la méme maniére que sont transformés les produits y, 5,14
par les différentes transformations des trois sous-groupes simples
considérés (*). D’aulre part, on peut vérifier que toul groupe

(') Les groupes simples & paramnélres réels qui jouissent de cette propriété
existent pour tout les types de groupes simples & structure complexe (voir
E. Cartan, Annales.). lls sont encore cavactérisés par la propriété que les racines
de lUéquation caractéristique sont toutes purement imaginaires : c'est une pro-
priété bien connac des groupes orthogonaux.

(?) J'ulilise cette expression parce que les transformations linéaires d'une
forme d’lfermite, qui engendrent précisément un groupe de cette catégorie, sont
dites quelquefois unitaires.

(%) K. CARTAN, J. Math., p. (36-162.

(") Ce procédé de formation est appelé multiplication ; voir E. CARTAN,
Bull., p. 54.
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stmple unitaire ne laissant invariante aucune multiplicité planc
laisse invariante unc forme d’Hermite définie ('). Si alors, ce
quon peut toujours sapposcr, les trois formes d’Hermite inva-
riantes par les trois groupes simples sont

2}’1,};, zziz—i; Z uil_li,

i i

la forme d’Hermile invariante par T sera

E ZijhTijk,

Ly

et il n’y en aura pas d’autre. La condition quc l¢ groupe I'
n’admette pas unc antiinvolution de premiére espéce est nécessaire,
sans quoi le groupe T, construit comme il vient d’étre dit, laisserait
invariante une multiplicité plane réelle. D’ailleurs une anti-
involution ne peut sc présenter que si chacun des groupes simples
est son propre corrélatif (2).

Ajoutons la remarquc que 'un (et un seul) des groupes simples
peut étre & un parametre et réductible a

9.

=
o’
la forme d’Hermite invariante est ici .

24. Passons maintenant aux groupes de la premiére classe, qui
ne laissent invariante aucune multiplicité plane, réelle ou ima-
ginaire.

Pour les déterminer tous, on part de groupes simples (a para-
métres réels) unitaires & variables complexes, ne laissant
invariante aucune multiplicité plane, et qui soient leurs propres
corrélatifs (les poids des variables, qui sont purement imaginaires,
devant étre denx 4 deux égaux et opposés), et on les multiplie
entre eux.

(') Ce résuitat se trouve indiqué, chemin faisanl, pour certains groupes
Jfondamentauzx, dans E. CARTAN, Annales, p. 263-355. Certains groupes laissent
invariante une forme quadralique définie, mais comme ils sont alors & coefficients
réels, ils laissent invariante la forme d’Hermite correspondante.

(*) E. Cartan, Journal, p. 165-166.
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Chaque groupe simple a un indice (Z=1) qui indique I'espéce
d’antiinvolution que le groupe admet; il faut que le produit de
tous les indices soit égal & 1 (*). On peut vérifier que les conditions
précédentes sont suffisantes pour que le groupe laisse invariante
une forme quadratique définie.

Ajoutons la remarque qu’aucun des groupes simples n’est & un
paramétre.

II. — Les groupes d’holonomie semi-simples
de la seconde classe.

253. Dans ce qui précéde, nous n'avons pas tenu compte des
conditions auxquelles doit satisfairc un groupe orthogonal pour
qu’il puisse éire groupe d’holonomie.

Supposons par exemple qu’un groupe orthogonal ne laissant
invariante aucune multiplicit¢ plane réelle se décompose en
trois groupes simples respectivement engendrés par les transfor-
mations

uf ..., U, f,
Vit o Yof,
Wif, ..., Wif

et soient respectivement’

Ei: ey EP’
’ r
Ny - Tip
n ”

+1) MRS $

les formes associées a ces transformations. Si le groupe est un
groupe d'holonomie, la forme de Riemann correspondante sera
nécessairement

R=A(E+..+E)+B(n+...+ 0+ C(P+...+{?)

avec Lrois coeflicients A, B, C convenablement choisis.
Pour que T puisse étre groupe d’holonomie, il faut donc et il
suffit qu’il existe trois quantités non nulles A, B, C telles que

(') K. CarTAN, Journal, p. 167,
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les relations (11) (n° 7) alent lieu :
AE (apijap/;/, -+ QpjkAgin— apfn'l'a‘pi/l)
e

’ r — ¥ 7 '
+ B Y (agijacir+ asjkasin + dokidsjh )
g

-+ cV (a%ijazu + azjt atin + apiazy ) = o.

T

Nous allons voir que ces conditions restreignent beaucoup la
généralité des groupes orthogonaux susceptibles d’étre groupes
d’holonomie d’espaces &.

26. Nous allons, avant de démontrer les principaux théorémes
que nous avons en vue, indiquer comment les résultats précédem-
ment indiqués doivent étre modifiés lorsqu’on prend des variables
quelconques, la forme fondamentale qui donne le carré d’un

vecteur étant
2 gijxial.
ij

Nous uliliserons.les notations du calen] tensoriel. Nous supposerons
encore que la base du groupe I' est normale.

Silon a
~ ;.0
Ua f =Z aqy xf ()—x/f'/.’
ii

les relations (16) (n” 19) prennent la forme

I 22 Lif
; (la,'jaa./:I,

if

2 ayjagy =o.

ij
Quant aux relations (11) (n°7), elles subsistent sans modification.
27. Prenons d’abord le cas d’'un groupe I' laissant invariante

une multiplicité plane imaginaire (totalement isotrope).
Supposons que I' se décompose au moins en deux groupes
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simples, abstraction faite du groupe & un paramétre qui peut se
présenter. On peut alors décomposer I' en deux groupes simples
ou semi-simples, en faisant toujours abstraction du sous-groupe
invariant possible a un paramétre.

Pour obtenir T, nous partons d’'un groupe simple ou semi-
simple d’ordre s, a p variables indépendantes complexes, défini

par les transformations
- i
Upf =, ailyt 50y
iy

laissant invariante la forme d’Hermite
Pyl A yPyr;

les coefticients satisfont aux relations

ap/ +agii=

Nous prenons un second groupe simple ou semi-simple d’ordre ¢,
a g variables indépendantes, défini par les transformations

'If Z bca z* —'

laissant invariante Ia forme d’Hermite
2T ..+ BY .

Remarquons que nous devons avoir, pour chaque valeur de o
et de o,
i o

sinon en effet 'ensemble des combinaisons linéaiies des Uy f pour

lesquels la sommez a; serait nulle formerait un sous-groupe
i
invariant 4 § — 1 paramétres du premier groupe, ce qui est impos-
sible.
Cela posé, le groupe I' transformera les variables x/* et leurs
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conjuguées x‘*; il sera détini par les transformations

el

1o 1,
Upf= Naz/ ¥ (a0 o _am AN,
N 2 dx/h 9 i
i ) &

1,004 Lo p
C ..8 w O _ m 9\,
Vaf 2 bss, E (x ad—_—x/“;"j xh; -
o8 ko
auxquelles pourra s’ajouter

Wf=i (wn. K ﬂ_)
[ 2

dart) dakh

Nous supposerons que les transformations U, f forment une base
normale pour le premier sous-groupe et les transformations A\
une base normale pour le second sous-groupe.

Les seules composantes covariantes non nulles du systéme de
bivecteurs qui représente U, f sont

vy
a = @i
i, () T
de méme les seules composantes covariantes nonnulles du systéme
de bivecteurs qui représente V, f sont
b = DB
o, ko, (3B) KE
quant au systéme de bivecteurs qui représente W £, on a

[
o, (k)

28. La forme de Riemann R peut s'éerive
l K Wl ~
R =ZAPE§+2‘ Byn2+ GZ2,
¢ ¥

le coefficient C étant nul si le groupe I' ne comprend pas la trans-
formation W f, les autres coefficients A,, B, étant tous différents
de zéro. On a du reste '
S LN o (T
=3 T
i) -
. (hay ()
Yo = 2 bk Z p e,

a, 8 3
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Formons les relations (11) et prenons en particulier, pour les
indices ¢, j, k, h qui figurent dans ces relations, le groupe de
quatre indices composés

(iw), (Fo), (k3), (RB) (azB; i# /).

Z Y/
Apa.{,f’ap,, t— 0,
4

a moins que 'on n’ait en méme temps

On aura

i=h, J==5

anquel cas on obtiendra
E Agaii agy =2 BobsyPhsp*=—K,
2 =

K ne dépendant manifestement ni des indices ¢, j, mi des
indices «, [3.
1l résulte de ce qui précede I'égalité
JR = V Azl E ——_.KZP‘/')J(K)_
A

1
2 t)/;"'“’(./';) ‘D-J Prer e

La constante K ne peut éire nulle, car alors R ne dépendrait
d’aucune des quantités penli®) o4 § £ js elle ne dépendrait non
plus d’aucune des quantités p("“’("—ﬁ) ou a 7 (. Elle ne dépendrait
donc que des quantités p("“J(i—"-‘). Mais alors les transformations
infinitésimales associées aux cycles élémentaires se déduiraient
toutes, par des combinaisons linéaires a coefficients complexes,
des transformations

xia—_df‘ _._/1;7&.__‘2_";'

dzin dxrin

elles seraient donc toutes échangeables entre elles, ce qui est
impossible.

. ; [ IR
Iexpression trouvée pour - ——— montre que la forme
2 gplia)(7x)

E =2 I)‘/)\)(ﬁ)
Iy
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doit étre une combinaison linéaire des &,; par suite toutes les
transformations

af .
i - i
»7s % (e
doivent étre des combinaisons linéaires des U, f; il en doit étre de
méme de leurs crochets, qui donnent en particulier
NS
ayt < oy
Autrement dit, le premier sous-groupe dans lequel I' se décompose
est & p?—1 paramétres (il est simple et du type A). De méme, le
second sous-groupe est simple & ¢ — 1 paramétres.
Les deux sous-groupes étant simples, on a

Ai=...=A,=A, Bi=...=Bps.1=B,

AZﬂéi‘j“é)'i: 132 béiﬁllés‘x =—K.
T

.
4

avece

29. 1l est maintenant possible de déterminer complctement Ia
forme R. Considérons en effet, dans les relations (11), le groupe
des quatre indices composés

(ia), (ia), (iB), (iB)  (as= B

il donne
AZ(a(A)-f—BZ(bN“b 3P —0532053%) — C =o.

Le groupe des quatre indices
(iz), (Z=), (/B (JB) (i#j2#D)

donne de méme
e ] 0 / ﬁ .. ..
AZ asi'agy’ + Bz bsitbsP—C=o.
d g
Les sommes

AN (i A aglagls BY, (63s®), B 6537053
g e ”

a
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ont donc des valeurs numériques
P, Q7 Ph Q!a

indépendantes des indices Z, j, z, .
Mais la relation
2 ay‘=o

1
donne

Z(a(,,)-d—z asitaz’ = o,

)
d’ou1, en sommant par rapport a p,

PP+ p(p—1)Q=0;
on a de méme
Py+ (g —1)Qi=o.
Par suite, on a
(—=p)Q+Qi=C—K,
Q+Q=0¢C;
on en déduit
Q:;)K, Q,:;}l\, C= (-’ +—'>K.

Nous avons maintenant tous les éléments pour le calcul effectif

de R. On obtient, toutes réductions faites,

(20) R=— KLEP II’E{, P(tn(ﬁ) 1"i{/],w.(m) >
Z < z/}p(/la)(/rﬁ) zphﬁj(ha))

«, B ke

Le second membre est une forme définie, positive si K > o,
négative si K <o.

Il resterait a vérifier que le résultat obtenu, que nous avons
démontré &tre le seul possible, correspond eftectivement au
groupe I' considéré ; nous laissons cette vérification de coté.

Finalement le groupe T est a

(PP— )+ (=) +1=pr+ g2 —1

parameétres et 2pg variables (véclles). Quant aux espaces irréduc-
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tibles correspondants, ils ont partout leur courbure riemannienne

positive (K > o) ou négative (K < o).

30. Dans tous les autres cas ot le groupe I' laisse invariante une

multiplicité plane imaginaire, il est simple, ou se décompose en
un groupe simple et un groupe a un paramétre. Il est alors défini

par les transformations

i f i O
UPf =Z aP,J (.Z‘ UE

i
avec

oot
(»1) E aji' =o,

i
et, éventuellement,

\‘f:iZ(

k

duat

_511)‘_f_> (e=1,...,98)

as /! Y -
ap’ +aii = o,

ya
A xrh ——
oxk ok

S A @f>.

Supposons encore la base U, f, ..., U,f normale. On a

R = A(E;’—F

o ER)+ B,

B étant nul si la transformation V £ ne fait pas partie de I'. On a

P

J— ./ 7
o= 2,“.’4 P
i

= iz P,

La considération des quatre indices

Lojoo 4 ) A

conduit a la relation

| )
AZ (api! api' —

ayiag?! )+ B =o.

Sommons par rapport aux indices £, j et tenons compte des pre-
miéres relations (21). Nous obtenons

AZ c(p‘;~"aé,'"+p(p —1)B =o,

0.0y
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ou encore, en tenant compte des derniéres relations (21),

plp—1)B = AZ a;il az.

p.iJ

Il en vésulte que le coefticient B n’est pas nul et qu’il est du
méme signe que A. On a par suite le théoréme suivant :

Si le groupe d’holonomie I laisse invariante une multipli-
cilé plane imaginaire, il contient un sous-groupe invariant i
un paramétre; de plus, les espaces & irréductibles correspon-
dants ont une courbure riemannienne de signe constant.

1l ne reste plus en principe qu’a passer en revue tous les types
de groupes simples réels unitaires et a choisir ceux d’entre eux
qui sont susceptibles, avec une transformation infinitésimale inva-
riante, de composer un groupe d’holonomie. Nous y reviendrons

plus loin (n* 37, 38 et 40).

III. — Les groupes d’holonomie semi-simples
de la premiére classe.

31. Nous savons que si le groupe d’holonomie I' ne laisse inva-
riante aucune multiplicité plane réelle ou imaginaire, il se décom-
pose en sous-groupes simples d’ordre >>1. Nous allons d’abord
examiner le cas out le groupe I' n’est pas simple.

On peut alors Pobtenir par multiplication de deux groupes
simples ou semi-simples y, et y, a variables complexes, ne laissant
invariante aucune multiplicité plane. Soient

UF/—Ea ‘ylajf? (p=1,...,5)

et
e q df
Vof = Agb&&ﬁz“d—z—ﬁ (o=
&,

ces deux groupes, respectivement & p et g variables. Le groupe I
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sera défimi par les transformations

oo P oo ()/'
of = i i 2
Vo= St 3o 2L
ij A

1,..,9 oo p ()f
Vof = 2 biil Z aks deis’
o, B k

Nous pouvons supposer que ces transformations donnenl une

base normale pour le groupe.

Les variables 2/* sont des variables complexes, ou plutot ce
sont des combinaisons linéaires a coefficients réels ou imaginaives
de n=pq variables réelles. Le groupe I' laisse par hypothése
invariante une forme quadratique définie

F{aizy:

considéronslaforme, quadratique par rapport aux y¢ et quadratique
par rapport aux 3%, obtenue en posant z*== yizs*,
Deux cas peuvent se présenter (') :

1° Cette forme F(y?z%) n’est pas identiquement nulle;
2° Cette forme est 1dentiquement nulle.

32. Commencons par lec premier cas. Si nous donnons aux 5%
des valeurs numeériques convenables, lu forme F(y?3%) devient une
forme quadratique non identiquement nulle en y', ..., 7. ll est
¢vident que le groupe y, laisse cette forme invariante. Du reste il
ne peut exister,  un factear constant prés, qu’une forme quadra-
tique invariante par yy, sinon le groupe y, laisserait invariante au
moins une multiplicité plane, ce qui est contraire a ’hypothése;
de plus cette forme a son discrimimant différent de zéro. 11 en
résulte une identité de la forme

F(_y”z“) — q,(‘}ﬂ) \IJ‘(;&)’
les deux formes ® et W' n’élant pas dégénérées. On peul toujours,
par une substitution linéaire convenable, supposer chacune de ces
deux formes réduite & une somme de carrés. L'identité

Fyiz®)=|(y1)2 ...+ (yr](sV +...+ (37)%]

(') Cf. E. CarTaN and J. \. ScuouteN, On Riemannian Geometrie admitting
«un absolute parallelism (Proceed. Akad. Amsterdam. 1. XXIX, 1926, p. 92%8).

LIV. 17



montre alors que le groupe I' laisse invariante la forme quadratique
z(xia)y
i,
et, comme il n'en peut laisser qu’une invariante, c’est la
forme F ().
Nous pouvons maintenant faire passer en bas tous les indices
supérieurs et nous avons

of
UPf"“EaP”Z< i, JT,) _‘”JAF&)’

7]

4
vof= 2 bﬂﬁz <zl'°‘ dzi3 B d:v{o:) |

(x8)

La forme de Riemann sera

R _Z Az p+2 Bgnl,
P 2 Apij EPU))UM,

(i)

g —Z bcaﬁz Pkayk8)-

(@)

ou

KA

33. Considérons, dans lidentité (11) (n°7), le groupe des
quatre indices composés

(ia), (), (kB). (AB) (25 B).

Si les quatre indices £, j, &, & sont distincts, on a
2 Agagijapin=o0;
4
st on ai =k, les trois indices ¢, j, & étant distincts, on a
2 Apapijapm =035
o

sienfinonak=1¢ h=j, i/, on obtient

_
D Apaty =Y Bablup =K,
p [
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la quantité K ne dépendant manifestement pas des indices ¢, 7, z, 3.

Le caleul donne immédiatement

f JR ) ..
— = Kz P (B 7).
-

2 Opin a

La constante K ne peut pas étre nulle, pour une raison analogue
a celle qui a été indiquée au n® 28. 1l en résulie que la forme

-
Z‘P(il)(ﬂ.)
Y

est une combinaison linéaire des Z,; par suite chaque rotation

of o
dy!

est une combinaison linéaire des transformations U, f. Le groupe y,

. —1) —
est donc d'ordre plp—1), De méme le groupe v, est d’ordre AL Bl
groupey

P

On a de plus

R=K l 2 (gmn\xm)z +Z <2 P{/-'JL)(/»'S)) ] .

(i @p) k

Les espaces (rréductibles obtenus sont, eux encore, a courr-
bure partout positive (K > o0) ou partout négative (K < o).
On «a

n=pq,;

le groupe T est le produit du groupe de toutes les transfor-
mations orthogonales & p variables par le groupe de toutes
les transformations orthogonales a q variables; son ordre est

_plp—n  9l@a—0),
2 2

r

34. Venons maintenant au cas oula forme fondamentale I (x/*)
s'annule identiquement quand on remplace 2/* par 3z*. Soit

F(ai) = E, Sl T yI3;
ij,aB
on a
a8 = — Sufyjn-
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Considérons les quantités gy (jg), o0t I'on donne a « et 3 deux
valeurs distinctes fizes. La relation

ik =— Einip

montre que ces quantités forment un tenseur a deux indices symé-
trique gauche. Il est facile de vérifier que le groupe y, laisse
invariante la forme quadratique extérieure (bilinéaire alternée)

¥ P

Z gunip ¥ ]

W) :
On peut toujours choisir les indices « et § de maniére que cette
forme ne soit pas identiquement nulle. Or il ne peut exister, 4 un
facteur constant prés, qu'une forme quadratique extérieure inva-
riante par un groupe linéaire qui ne laisse invariante aucune
multiplicité plane. On a donc

&umijhr= AjBag,

avec ‘
Aij=—Aj,  Bag=—Bag

les deux tenseurs A,; et Byg n’étant pas dégénérés.
On peut réduire les deux formes quadratiques extérieures inva-
riantes par y, et y; 4 une forme normale, & savoir

[Fy2] ...+ [yr=tyr]  (p pair),
|5t 58] +...+ [ 57t z7] (g pair),
On aura alors
F _—_Z (_z-!—l,ia--l 22,20 . 21,22 2,201 )
Qo
35. Posons maintenant
U=4{+1, siiestimpair,

P .. .
U'=1i—1, ¢i { est pair,

et de méme pour les indices . On aura
agil + (—1)i+i az’ =o,
by + (— 1)a+B b,;[‘,“ = o,

Zig = (_.. ‘)i+azi’a',
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De plus,
ko =2 (— 1y a3 2 (— O plaNti
(U)) ’
7":2 (— 1)31;;,5‘32 (— 1)k plhattic B,
(xf3) &

Soit alors

R = At} + X Bani.
¢ P

On montre, comme précédemment, par la considération du
groupe des quatre indices compos¢s

(da), (j'a'), (kB), (W) (a3 B2),

qu’on a les relations

2 Ao/ agi" =o,
4
exception faite pourle cas k=j, h=1{, o I'on a

ZAPaé;’ a.é;"=2 BobssPbsy® = K,
p G

la quantité K ne dépendant pas des indices ¢, j, «, 3. Par suite

1 dR e ..
2 apuBTE = KZ (= 1)@ pUNENY (i3 ).
A

La forme

2 (— I N
A

doit donc étre unc combinaison linéaire des formes Z,; autrement
dit la transformation infinitésimale
.0 .o df
J L (— )iyl
Y g (=0)iviy dyi
doit étre une combinaison linéaire des transformations U,f. On
en déduit, en prenant les crochets deux a deux, 'existence dans le
groupe y,, rendu a paramétres complezxes, de toutes les transfor-
mations qui laissent invariante la forme quadratique extérieurce

[yl +...xyPyr]
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Le groupe o, est done simple, dutype (C)H (", d ordre /'——/%L)- De

méme le groupe 4, est simple, du type {(C), dordre 29+, gy

2

posant p==2p', ¢ ==z 2¢’. on a done
n=1>4pyq, r=a2(pttq?y+p g

En rcalite le groupe 4, sera le groupe unitaire des transforma-
tions linéaires (ui laissent invariantes la forme quadratique exté-
rieure

Iyt ..+ lyety?r]
et la forme d'Hermite

PPN VR e P P
on aura done

a’;lg,l = (— §)i+i+1 a?ll =(_ I)L‘+j ‘;p';/’

inlin on aura pour la forme R une expression simple en intro-

duisant les quantités

Wl by
E_,./ = &= 2 (— ]))\I)UI.)(/A l,
- :

_ )
25 = 18 :‘\/_‘ (— 1)k pika kD) ¢

I
OI1 @
r it o — .
Lij = (— 1)+ e, N3 = (— 1)“’[3 fo'3 s

Cela posé, on obtient

Lo,p [Py
. % O .
(22) R=K 2 2‘ i Eiir -1”2‘(“ O Ly By
i n
4 o 3
+ 2 Z "’Ao:a"}:x’m'—*‘E (— ')1+5Tmp'ﬂm"’$'
o af

On voit que fa courbure riemannienne est pactout positive (K > 0)
ou partout négative (K < o).

36. Les conclusions précédentes ont été établies en supposant

(Y E. Carvan, These, p. i
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essentiellement l'existence dans 4, de deux indices 2, 3, tels
que 2% 3£ 57, c'est-a-dirc en supposant que y, est a plus de deux

T

variables. 11 reste donc a examiner le cas ou I'un des groupes y,
et v, est a deux variables. La question ne se pose évidemment
que si Pautre groupe est simple; les considérations précédentes ne
permettent pas alors de connaitre la structure de ce groupe.
Néanmoins la considération du groupe des (uatre indices

(in), (d2), (1), (I2)

montre que les deux coefficients A et B sont de méme signe. Par
suite la courbure riemannienne est, la encore, partout positive ou
partout négative.

IV. — Généralités sur les groupes d’holonomie
qui restent a déterminer.

37. Les groupes d’holonomie qui restent a déterminer appar-
tiennent & trois types différents.

I. Le groupe I' ne laisse invariante aucunc multiplicité plane
imaginaire ; il est simple.

. Le groupe I' ne laisse invariante aucune multiplicité plane
imaginaire ; il est semi-simple et résulte de la multiplication d'un
groupe simple a trois paramétres et deux variables par un groupe
simple a 2p variables laissant invariantes une forme quadratique
extérieure et une forme d’'Ilermite définie positive.

II. Le groupe I' laisse invariante une multiplicité plane imagi-
naire totalement isotrope. 1l résulte de la multiphication d’un
groupe simple unitaire et du groupe a un paramétre fu ()(il/

Nous allons, pour chacun de ces trois types, nous contenter de
donner quelques indications sur la méthode permettant de pousser
la détermination jusqu’au bout, mais nous ne ferons pas les calculs
et n’inaiquerons pas les résultats, qui seront obtenus plus loin
d’une autre maniére.

38. Rappelons d'abord sous quelle forme on peut toujours metire
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un groupe linéaire simple ('). En partant d’une transformation
générale du groupe, on détermine un sous-groupe abélien a / para-
métres ({ étant le rang du groupe) contenant la transformation
donnée. Nous désignerons par ¢, Y, f+ ... + ¢,Y,f la transfor-
mation générale de ce groupe. On peut alors choisir les variables
de maniére que chacune d’clles, lorsqu’on lui applique la trans-
formation infinitésimale Xe¢,Y;f, soit multipliée par un facteur
constant, linéaire en ey, ..., e, qu'on appelle le poids de la
variable. Les différents poids sont des combinaisons linéaires a
coefficients numériques rationnels (entiers oun fractionnaires) des
racines de 'équation caractéristique relative a 2e;Y;f.

A chaque racine w, correspond une transformation infinitési-
male (réelle ou imaginaire) du groupe. Si la transformation
appartenant a la racine oy est appliquée a la variable de poids ,
on obtient une combinaison linéaire des variables de poids & + wy
(8’1l en existe).

Rappelons encore que le groupe adjoint laisse invariante une
forme quadratique (délinie si le groupe est unitaire) ¢(e). Si I'on
réduit cette forme 4 une somme de carrés, on obtient une base
pacticuliére pour les transformations infinitésimales du groupe.
Cette base est nécessairement normale, au - sens donné a cc mot
au n® 19, si le groupe considéré est un sous-groupe invariant d’un
groupe orthogonal; si en effet le carré scalaire (défini au n° 19)
d’une transformation infinitésimale arbitraire de ce sous-groupe
invariant n’était pas proportionnel a ¢(e), le groupe adjoint laisse-
rait invariantes deux formes guadratiques distinctes et par suite
une muliiplicité plane, ce qui est contraire a ’hypothése.

En particulier, les transformations Y;f du sous-groupe abélien
d'ordre ! sont orthogonales aux différentes transformations qui
appartiennent aux racines w,. Nous pouvons donc supposer que,
dans la base normale du groupe, figurent { transformations indé-
pendantes du sous-groupe abélien, les autres étant des combinai-
sous linéaires des transformations qui appartiennent aux différentes
racines w,.

Faisons une derniére remarque. La forme quadratique laissée
invariante par le groupe d’holonomie peut étre décomposée en un

(') Yoir E. CarTAN, Thése et Bull.
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certain nombre de formes partielles, qui peuvent étre de deux
sortes différentes : les formes partielles de la premiére sorte ne
contiennent quc les variables de poids zéro (s'il en existe); les
formes partielles de la seconde sorte ne contiennent que des termes
dont chacun est le produit d’une variable de poids ® par une
vatiable de poids — m, ces deux poids == & étant caractéristiques
de’la forme partielle.

39. Cela posé, plagons-nous d’abord dans le cas des groupes
d’holonomie simples du type I. Soient

By et oy

deux des poids possibles, supposés différents de zéro, lels que
w; # o, et enfin tels que ni w,-+mg ni &, — @g ne soit une racine.
Considérons alors quatre variables appartenant respectivement aux

poids
Wy, — Wa, mﬁ, —mﬁ;

nous désignerons pour simplificr leurs indices par
a, #, B, §.
Considérons les égalités (11) pour ce choix particulier des

indices ¢, j, k, h. Pour que la quantité p*8 entre dans une des
formes £ associées aux transformations du groupe, il faut que dans

. a
la transformation correspondante entre un terme en z* )—J;, ou
Jx

zB %; cela exige que @, — ®y soil une racine, ce qui est contraire
a I'hypothése. Par suite aucune des quantités p8, p28', p*'8, px'f’
ne se présente dans la forme de Riemann R. Nous n’avons donc
qu’a considérer les termes en p** et pBf', lesquels du reste ne se
présentent que dans les formes associées aux transformations Y, f.

Soit alors
Wy =Z a;e;,
i

wg 22 biei.
i

Dans la forme u; associ¢e a Y;f, le coefficient de p**, a un
facteur constant pres indépendant de ¢, est a;; celui de pﬁﬁ' est ;.
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La relation (11) donne donc ici

N
> w;ib;=o.
il

i

On peut exprimer cc résultat en disant que les deux poids sont
orthogonaux |les deux vectewms (a;) et (b;) sont orthogonaux].
Nous arrivons donc & la conclusion suivante :

f> N - N T T ) N . ;.

Pour un groupe linéaire I du type 1, deux poids &, et wg
différents de zéro, tels que w3 # wf, et tels que ni leur somme
ni leur différence ne soit wune racine, sont nécessairement
orthogonauz (').

40. On arrive a des résultats analogues pour les groupes I' des
types 11 et III. Pour le type 1l, les poids des variables £ de T
s’obtiennent en ajoutant le poids o' de la variable y¢ du groupe y,
et le poids y* de la variable 3* du groupe y.. Indiquons les
résultats :

St un groupe simple unitaire y, entre dans la composition
d'un groupe T du type 11, deux poids w, ¢t wg différents de
séro, tels que wi #Z wf, et tels que leur différence ne soit pas
une ractne, sont nécessairement ort/wgonaux.

Si un groupe simple unitaire y, entre dans la composition
d’un groupe T du type 11, deux poids wy et wg distincts, difjé-
rents de zéro et tels que leur différence ne soit pas une racine,
sont nécessairement orthogonauzx.

(1) La condition d’orthogonalilé estrelative & ia forme 2 (e), qu'on peut obtenir
simplement en formant la somme des carrés des racines, C’est ainsi que pour le
type (A), si les racines sont mises sous la forme e;— ¢; (avec e, -+ ... + e =v),
on peut prendre

s(e) cef-+es+ .. 4-efyy;
i=l+1
- ~ - s -
si 'on met @y sous la formez aie; avec a; = o, la condition d’orthogonalité
i=1 i
sera
i=l+1

E aibi=o.

i=1
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V. -~ Quelques propriétés générales des espaces & irréductibles.

41. Rappelons d’abord quelques résultats importants rencontrés
en cours de route.

A tout groupe d’holonomie donné correspond une clusse
d’espaces de Riemann, pour laquelle la forme de Riemann R
est déterminée a un facteur constant prés et garde, en tout
point de Uespace et pour toute direction plane, un signe con-
stant.

On peut done parler dans chaque ciasse des espaces irréduc-
tibles a courbure positive et des espaces irréductibles a courbure
négative; la courbure est définie par un senl paramétre. Cette pro-
priété généralise celle des espaces i courburve riemannienne con-
stante.

2. Une autre propriété importante repose sur la considé ation
du tenseur contracté de courbure. Le groupe d’holonomie, laissant
invariante la forme de Riemann, laisse également invariante la

E Ri,'.l,‘i.z‘/s E l(,-/,.,jka:,»w,-.
i

ijk

forme contractée

Or le groupe T, ne laissant invariante aucune multiplicité plane
réelle, ne peut laisser invariante qu'une forme quadratique réelle
(i un facteur constant prés); par suite la forme contractée est pro-
portionnelle a la forme fondamentale

N
S,
i
Il en résulte que les espaces & irréductibles sont des espaces
@ courbure constante de seconde espéce (').
En se reportant aux expressions de R 4, on trouve

ok

| 3 ctanr

f

(') E. CarraN, Memorial, n* 36,
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la constante C est positive pour les espaces & courbure positive,
négative pour les espaces a courbure négative.

43. Le groupe T laisse invariante la forme de Riemann. Nous
allons démontrer que T est le plus grand groupe continu de
rotations jouissant de cette propriéte.

Supposons en eftet qu’il existe une rotation infinitésimale V f
ne faisant pas partie de T et laissant invariante la forme R.
Comme R est une forme quadratique non dégénérée des formes ¢,
associées aux transformations infinitésimales de T, il faut que la
transformation Vf fasse subir aux £, une substitution linéaire, ce
qui revient & dire que le groupe I' est invariant par la transforma-
tion Vf. Les transformations U,f et Vf forment donc un groupe
orthogonal réel et par suite, en retranchant au besoin de V / une
combinaison linéaire des U, f, on voit que les crochets (VU,) sont
tous nuls.

Le nouveau groupe orthogonal réel admet donc un sous-groupe
invariant & un paramétre. Cela n’est possible (n°24) que s'il laisse
invariante une multiplicité plane imaginaire, mais alors le groupeT’
admettrait déja un sous-groupe invariant 4 un paramétre (n° 30),
et un groupe orthogonal réel qui ne laisse invariante aucune mul-
tiplicité plane réelle ne peut pas admettre plus d’un sous-groupe
invariant & un paramétre (n°23). Nous arrivons donc a une con-
tradiction.

44. Appelons groupe d’isotropie d’un espace 'ensemble des
transformations’orthogonales qui conservent la forme de Riemann;
cette dénomination est justifiée par ce fait qu’il indique le degré
d’isotropie de 'espace en chacun de ses points. Nous voyons que
pour un espace & irréductible, le groupe d’isotropie peut étre
Jormé de plusieurs familles continues; celle d’entre elles qui
forme un groupe continu n’est autre que le groupe d’holo-
nomie.

On déduit de la également que le groupe d’isométrie d’un
espace irréductible peut étre forme de pluszeursfamzlles con-
tinues; celle d’entre elles qui forme un groupe continu n’est
autre que le groupe G des déplacements.

Nous avons déja vu lexxstence de symétries 1somemques ne
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faisant pas nécessairement partie de G. En fait, a toute famille
continue de transformations orthogonales du groupe mixte d’iso~
tropie correspond une famille continue de transformations isomé-
triques faisant partie du groupe mixte d’isométrie (').

VI. — Les espaces de groupes simples.

43. Avant de passer a 'exposition de la seconde méthode de
détermination des espaces &irréductibles, nous allons signaler une
classe remarquable de ces espaces, celle pour laquelle le groupe
d’holonomie est le groupe adjoint d’un groupe simple unitaire.

Si nous considérons un groupe simple unitaire pour lequel la
forme ¢(e) a été réduite a une somme de carrés, on a (n°19)
entre les constantes de structure les relations

(18) CaBy = C3va = Cjaf = Cay = CyBa=— Ca3.
Le groupe adjoint est engendré par les transformations

af aif
Vot = B ewi( gy =21 %)

[£7)]
la forme de Riemann, si elle existe, est
N N\ 2
=[]
p j

Les relations (11) (n"7) deviennent ici

2 (cp;,- Cpkh + CpjkCpin—+ cP“cPih) = o.
4
Or elles sont vérifiées; en tenant compte des relations (18), elles
traduisent analytiquement l'identité de Jacobi

((XiX ;) Xe) + ((XX0) X)) + ((XeX0)X[) = o

(') Dans tout ce qui précéde, nous nous bornons a des considérations locales.
Si nous considérons I'espace de Riemann dans son entier, il peut arriver, §'il
n’est pas simplement conmnexe, que le groupe d’holonomie soit mixte, c’est-
d-dire formé de plusieurs familles continues de transformations orthogonales;
quant au groupe des déplacements, il se peut qu’il n’ait qu’une signification
locale, comme cela arrive par exemple pour le groupe des déplacements eucli-
diens plans sur un cylindre fermé, considéré comme un espace de Riemann a
deux dimensions A courbure nulle. Le groupe d'isotropie n’a évidemment qu'une
signification locale, quel que sdit le point de vue d’ou I'on se place.
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Il correspond donc & chaque type de groupes simples
unitaires une classe d'espaces de Riemann & irréductibles.

46. Nous allons montrer que ceux de ces espaces qui sont
courbure positive sont les espaces représentatifs des transfor-
mations du groupe simple unitaire qui leur correspond.

Les formules de structure () (n°6) de Pespace deviennent ici

(v);- = E (‘l'/..la[wk(]\cj,
ko

. N
0a= Crpal 0).051.] + A 2 | Caknloron].
\ LN (wh)

(9)

Considérons les équations de Plaff
0= muw; (E=1,...,r);

elles donnent, par dérivation extérieure,

(m?— A)Z Ccipnf[wrw,] = o.
khi
Par suite si m = == /A, elles sont complétement intégrables.

Si nous en prenons une solution, cela revient a fixer en chaque
point de 'espace un repére rectangulaive (T) particalier. Mais on
a alors

wh =9 mz cikn|wrwrl;
3
les formes de Pfaff «; deviennent celles qui définissent le groupe
unitaire considéré : ce sont les composantes de la transformation
infinitésimale Tg ez Tz' du groupe, ou les ¢ désignent les para-
métres. L’espace de Riemann est alors 'espace représentatif des
transformations du groupe (').

Une pareille interprétation n’est pas possible s1 Pespace est a
courbure négative. C’est ainsi que I'espace elliptique a trois dimen-
sions peut &tre regardg comme l'espace représentatif du groupe
des rotations autour d’un point fixe dans I’espace ordinaire; au
contraire I'espace hyperbolique n’est pas susceptible d’une inter-
prétation analogue. (A suivre.)

(') Voir E. CARTAN en J.-A. ScHOUTEN, lor. cit.. p. 215, nole (!).




