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SUR UNE MÉTHODE POUR RÉSOUDRE
LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

DU TYPE ELLIPTIQUE,
VOISINE DE LA VARIATIONNELLE

JIND0159ICH NE010DAS, (Praha) 
’

~ 

INTRODUCTION

Dans ce travail, on présente une nouvelle méthode pour résoudre le 

problème de Dirichlet-Poisson pour les équations aux dérivées partielles du
type elliptique d’ordre 2k. Cette méthode appartient à la classe des métho-

des produisant des solutions, en général, avec l’intégrale de Dirichlet non 

bornée.

Les suppositions faites sont celles utilisées dans la méthode variation-
nelle quand on veut partir de la notion de trace : le domaine considéré a

la frontière lipschitzienne, les coefficients dans l’équation sont bornés, me-
surables.

On démontré ici l’existence d’une seule solution du problème de Diri-
chlet-Poisson dans l’espace (il) lorsqu’on se donne la trace d’une fonc-
tion de cet espace à la frontière et une fonctionnelle définie sur W(") ,, (~)
jouant le rôle du terme absolu.

Soit l’espace des fonctions de carré sommable avec toutes les
dérivées jusqu’à l’ordre k avec le poids en (P) ; ici p (P) signifie la distance
du point P à la frontière de S~. Pour pouvoir utiliser cé procédé, on doit
supposer oc 1 assez petit. En tout cas; on suppose ce  1, ayant en vue que
les fonctions de W2lj (il) n’ont plus de traces à la frontière de S~.

On généralise ici le théorème de P. D. Lax, A. Milgram (cfr. L. Niren.
berg [1]), et de cette manière on s’approche beaucoup des idées de M. I.

Vishik (cfr. [2]), où le même problème, comme dans cet article, est étudié.
En considérant l’équation du second ordre, ’on suppute dans [2] sur l’exis-
tence d’une fonction surelliptique, nulle sur la frontière de il, (ou sur un
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morceau), équivalente à la distance Q (P), sans discuter les conditions de
son existence. Il n’est pas du tout certain que l’on puisse utiliser ce pro
cédé pour les équations elliptiques d’ordre supélieur.

Le principe de notre méthode est basé au contraire sur de nouveaux
théorèmes de l’immersion pour les espaces W~‘~~ (Q) qui sont de « E &#x3E; 0 »

meilleurs que ceux de L. D. Kudravcev (cfr. [3]). De ce point de vue, onB
part des idées analogues à celles du travail [4] de l’auteur.

Il est à remarquer que ces résultats ont une signification pratique :
dans beaucoup de cas les conditions aux limites ne sont pas des traces

d’une fonction de mais le sont pour W (k) (D) où C( &#x3E; 0, arbitraire-

ment petit. 
2 mais le sont pour 2, a % &#x3E; 0, arbitraire.

On désigne par &#x3E; il&#x3E; - 1, 1 l’espace euclidien avec les coordonnées

[XI,~ X2 &#x3E;... ~ x,,]*= X.
On dit domaine borné Q dans En’ qu’il est du type 97°»1 (et on

l’écrit si:

1) Il existe m systèmes de coordonnées dans En et iii fountion a,r de
sorte qu’on peut représenter tout point de ’19, frontière sons ]8, forme:

Les fonctions ar satisfont à la condition de Lipschitz dans la boule LÍt. ==

2) Il existe un nombre P:5 1 tel que les points [Xr,  a,
ar  xrn  c~r (Xr) sont à l’intérieur de 0, tandis que ,les points

I Xr 1  a ar (Xr)   ar (Xr) + fi sont à l’extériuer de G.
Désormais, on ne considère que les domaines du type (*).
On désigne par e (P) la distance du point P de S~ de la frontière i2 de S~.
Soient p ~~ 1, ce réel. On désigne par (Q) J’espace des fonctions com-

plexes qui sont avec toutes leurs dérivées jusqu’à l’ordre k (prises au sens
des distributions) de p-ème puissance sommable avec le poids ton (P) sur D.

(*) Il est manifeste qu’on peut trouver a de sorte que la définition vaut pour a’ ) a,
a’ - a aeaez petit. Nous supposons pour notre but a choisi de cette manière.
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Pour oc == 0, on écrit W ~~~ (0~, pour k = 0 : Lpla (0) ; pour k = 0, a = 0 on

écrit simplement Lp (9). On introduit dans (D) la norme sous la forme

Les espaces sont des espaces de Banach. Pour p = 2 l’espace
est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

On désigne par C (Q) l’espace des fonctions indéfiniment différentiables

sur D, continues avec toutes leurs dérivées dans fi (c. à d. dans la ferme-
ture de On a

THÉORÈME 1.1 : E 0. Alors on a ê (Q) == (Q). (La
fermeture est définie norme de. 

DÉMONSTRATION: On désigne par Ur les «cylindres»

Il existe des fonctions çr , .indéfiniment différentiables, 0  g~r  1, leurs sup-
ports étant dans Ur, y et une fonction 0  Qm+1  1, indéfiniment différentia-

m+1
ble avec le support dans D, pour lesquelles on a : XE M==&#x3E; Q(x) = 1 (1).

. 

r=1

Soit u E et posons On a (Q). Soit 1  r  m.
Alors on a, posant uri (Xr, xrn) = U, (Xr, - l) : .

Pour le démontrer, considérons la dérivée - et désignons

, (1) Remarquons qu’on va utiliser souvent dans la suite les voisinages Ur et les fon-
Ot’ons 92r sans répéter leur définition. 

,
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la pour le but de la démonstration de (1.2) par g,.. Soit -
- f3  Xru  ar (Xr)) (2).

Alors on a

Soit e &#x3E; 0. Il existe une constante 0 si petit que l’on .u

pour n’importe quel ~,  ~ en vertu de la continuité absolue de l’intégrale

de Lebesgue. c, étant fixée, il existe À si petit qu’on obtient :

(2) Ou utilise quelque fois dans la suite les voisinages sans répéter leur définition.
(3) On va désigner dans la suite la plnpart des constantes par le même symbole c.

Au danger d’ambiguité, on se sert des indices on des autre~s symboles.
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Tenant compte de (1.3) et de la continuité en moyenne, bn obtient

(1.2).
, l "()" ,rjo

Soit maintenant pour X E il: 

Il est bien connu que lim = ’UrÂ dans
h-0

à plus forte raison dans (D). Soit alors 8 &#x3E; 0. En choi-
p pla

sissant h assez petit on parvient à 
°

En .ce qui concerne la fonction on u par le dernier procédé

après avoir choisi h assez petit.
Les fonctions r = le 2, ... 1n, 1&#x26;.+l h étant dans C (,Q), les relations ,

(1.4) et (1.5) achèvent la démonstration.
Nous allons démontrer maintenant que les fonctions de (Q) ont

des traces.

On désigne par Lp (D) l’espace des fonctions de p-ième puissance som-

mable sur Q. On munit .L~ (i2) de la norme

THÉORÈME 1.2 Soit il E  a  p -1. Alors il existe une et une seule

transformtation Z, linéaire et continue de dans .Lp (Q), telle qu’on ait

DÉMONSTRATION : Soit u 6 ë (Q). Considérons l’ensemble Vr. On a pour
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De (1.6) il découle

Q étant dans on a ~

Intégrons (1.7) en q dans l’intervalle

En intégrant (1.8) en Xr dans 4r = 1 Xr  a on parvient à l’inégalité ,

Tenant compte du théorème 1.1, on obtient de (1.10) la transformation Z
par le prolongement continu. 

’

. ’Ayant maintenant une fonction u de W~(~)y0jx~20131~ on peut
en vertu du théorème 1.2 parler des valeurs frontières des dérivées

qui sont au moins dans Lp (4fÎ).
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Remarquons que la condition 0  a  p -1 ne peut pas etre remplacée

par a  p - 1, p &#x3E; 1. En effet, soit Posons

On a

Alors l’inégalité

n’a lieu pour aucuii q g 1.

Pour pouvoir utiliser les théorèmes de Iliinmerision de S. L. Sobolev

(cfr. p. ex. E. Gagliardo [5]), il est facile à démontrer, et nous chargeons
le Lecteur de le faire, le théorème suivante :

THÉORÈME 1.3 S’oit

Nous diiigeons inaiatenat notre intérêt vers les théorèmes de l’im

mersion du type

qui jouent le rôle principal dans ce qui va suivre. Pour parvenir à ces

théorèmes, il paraît utile de s’appuyer sur les inégalitées de Hardy (cfr.
G. H. Hardy, 1. E. Littlewood, G. Pélya [6]) :

THÉORÈME 1.4 Soit u une fonotion complexe, mesurable sur 0  x  00.

Soit

Soit
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On désigne par (0) l’espace des fonctions de puissance
sommable sur chaque compact contenu dans D.

Il est maintenant facile de démontrer

THÉORÈME 1.5 Soit 
-

(Les derivées premières au sens des distributiones). Si a &#x3E; p -1, alors

u E Lp,a-p (S~)~ sinon, alors u E Lp,-1+6 (il) où 8 &#x3E; 0, arbitrairement petit. Les
injections sont continues.

DÉMONSTRATION : Supposons d’abord a &#x3E; p - 1. Démontrons que
u 

En eftét : considerons le voisinage Yr . On peut changer la fonction
u sur un ensemble de mesure nulle de manière que u ainsi changée soit
absolument continue sur presque toutes les paralèles à l’axe Xrn (cfr. p.

ex. J. Deny, J. L. Lions [7]). La dérivée au au sens usuel coïncide mai-
aXrn

ntenant avec celle au sens des distributiones. On a pour presque tous

les points Xr de 4r et pour ,

alors
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Intégrons (1.12) en dans l’intervalle

On a

On obtient tenant compte de ce que

alors il suit de (1.13) l’inégalité

Après avoir intégré (1.1~) dans 4r =  a, on parvient à

pour r = 1, 2, ... m. En ce qui concerne r = m + 1, (1.15) est triviale. 
’

On est alors arrivé au résultat suivant : pour on a

u E -w (1) (D). -



314

En vertu du théorème 1.1 on peut supposer Soit 2cr = i

l’inégalité suivante :

En utilisant (1.11) on parvient à

Pour r = m + 1 l’ inégalité (1.16) est triviale, alors le cas de 

est fini.
Soit a  ~ -1. Posons a~ = p - 1 + E. Evidemment

la démonstration est par là achevée.

On désigne par (S~) = CD(Q), la fermeture de 0(D) dans l’espace
(Q). On a le théorème d’une signification fondamentale :

THÉORÈME 1.6 1 Alors on a

les injections. sont continues. Posant 

on parvient à

DÉMONSTRATION. Il suffit évidemment de démontrer pour u E D (4iÎ)
l’inégalité :
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Observons u dans On a, tenant compte de ce que 0 E i9Z(O),’ 1

En utilisant (1.10) on parvient à

Nous avons

En effet, on peut supposer que la frontière de est assez régulière,
p. ex. que Um+1 E ez 0),1. Considérons l’espace et ici deux

normes :

et Pautre B

On désigne par H1 l’espace avec la norme (1.20), par l’espa-
ce ~~(~7m+i) avec la norme (1.21 ). Le domaine étant dans 

résulte que H2 est un espace complet. La transformation identique de Ht
sur H2 étant continue, il en va de même pour la transformation inverse,
d’où (1.19). Maintenant (1.17) est la conséquence immediate de (1.18) et
(1.19) d’où le théorème.

2. - Un théorème sur les domaines du type 

THÉORÈME 2.1 Soit Alors il existe une fonction a, contiitue .

Q, indéfiniment continûment et on ac

pour X E il, 1 ~ i où c (i) sont des constantes dépendantes de i,
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DÉMONSTRATION. Considérons l’ensemble choisissons a  a de ma-
nière que les ensembles

recouvrent il et posons

Soit pour

En ce qui concerne 9l, cf. théorème 1.1. La fonction ar (h, Xr) est indéfini-
ment continûment diffërentiable eu xr2 , ... , Xru-l , h (~z &#x3E; 0) et par un

calcul utilisant le fait que ar est une fonction lipschitzienne on parvient
aux estimations :

Posons

Tenant compte de ce que .ar est une fonction lipschitzienne on obtient : -

Soit

où et choisi de la manière que 7r’ A chaque point de Gr

il existe eu vertu de (2.5) précisément un paramètre h de l’intervalle
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tel que xru = br (Il, Xr). La fonction h = hr (Xr , x,,,) est indé-
¿,J

finiment continllment différentiables dans Gr, continûment prolongeàble
sur Gr,

et de (2.4) on obtient pour X E 

En vertu de l’inégalité (2.5) et tenant compte de ce on par-
vient à l’inégalité

Soit maintenant S~~ un domaine pour lequel on a

et

Soient

des fonctions indéfiniment différentiables dans

Posons

pour

Nous avons
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Soit pour 

o(x) est indéfiniment continûment différentiable dans ,~. On a Q (X)  e ~o (X ).
Soit

On a

L’inégalité (2.1) est alors démontrée. En ce qui concerne (2.2), il .suflit de

tenir compte de (2.1) et (2.8). 
~ 

. 3. - Les inégalités fondamentalès. 

Considérant les espaces complexes et les opérateurs différentiels ellip.
tiques, le théorème de P. D. Lax et A. Milgram (cf. p. ex. L. Nirenberg [1])
paraît être très utile pour la méthode varintionuelle. D’abord nous en signa-
lons une généralisation facile :

THÉORÈME 3.1. H2 deux espaces de (v, tt) forme
E Hi , U E H2 , B (v, u) jouissant des propriétés :

Alors étant donné une fonctionnelle ’F (v~ sur Hi, il existe précisément un
élément u de H2 tel que B (v, u) = F (v) et on a

DÉMONSTRATION. En désignant par (, )H, le produit scalaire dans y

on pent faire correspondre à chaque u de H2, en vertu du théorème de
.
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Riesz, précisément un élément Z (u) de Hi de sorte que

On a Z-1 (0) = 0 en vertu de (3.2) La transformation Z est évidemment

linéaire et continue ; elle est de plus ouverte. En effet on a

Z (H2) est alors fermé. On a Z (.g2) = Hi . En effett si ce n’est pas le cas

il existe vo E 1 vo JH, = 1 de la manière que 0 = (vo, Z pour u E H2.
De (3.3) il découle la contradiction. Tenant compte de (3.5) on obtient ,le
résultat.

En certains cas il est convenable de supprimer la condition (3.3) et
d’y substituer directement l’exigence que Z (H2) soit dense dans Hl. Oll en

tire ·

THÉORÈME 3.2. Soient H, , H2 deux espaces de Bilbert, B (v, it) une forme
bilinéai’re, v E u E H2, satisfaisant tt (3.1). Soit B (v, u) = (v, Z 
(, )Hl signifie le _produit dans H, , Z (u) l’élément de H, reprsentant
la fonctionelle B (v, u) (v change). Alors si l’on a (3.2) et si Z (H2) est dense
dans Hi; on obtient l’assertion du théorè1ue (3.1).

On considère dans la suite l’opérateur différentiel de la forme :

où sont les vecteurs

avec composantes

sont des fonctions mesurables, bornées ; la convention usuelle de la somma-
tion est utilisée. 

’ 

,



320

Chaque opérateur D produit une forme bilinéaire de la forme

On dit de D qu’il est elliptique pour le problème de Dirichlet-Poisson
(nous disons dans la suite simplement’ : elliptique) si l’on a:

THÉORÈME 3.3. Soit Du un opérateur elliptique. Alors le plus grand in-
tervalle J (ouvert, fermé, semiouvert) des a  1 pour lesquels on a :

où y est une fonction convenablement choisie de 1 est non

vide et conlient un voisinage de 0. 

Le plus grand intervalle J* des a &#x3E; ~ 1 pour lesquels on a :

où y* E Cf) (il), convenablement cltoisie, est non vide et contient

un voisinage de 0. 

Si B (1/l, ~) = B (~, y) , alors inf J = - sup J*, sup J = - inf J~.

DÉMONSTRATION. Soit Q E (D (D) et où a est la fonction

construite au théorème 2.1. On a

Estimons Nous avons

Il est manifeste que sous le signe de l’intégrale (3.12) chaque terme coutien
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a

une dérivée de oa où Q2. On vient à considérer les membres de la forme

(à ce moment on prend les vecteurs i, j, p, q, Se t, fixes)

où

sont des constantes connus, et de la forme

où

sont des constantes connues. En vertu du théorème 2.1 on obtient :

Tenant compte du théorème 1.6, on parvient à l’inégalité : &#x3E;

De (3.12), (3.16), (3.17) on obtient

2 , Annati della 8cuola Norm. Suf. - · Pwta.
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En vertu de l’ellipticité de l’opérateur D, le premier terme du second mem-
bre de (3.11) peut être apprécié de la manière suivante :

En s’appuyant de nouveau sur le théorème 1.6 on est amené à l’illégalité :

Il découle de (3.11), (3.18), et (3.20) 
’

En s’appuyant encore une fois sur le théorème 1.6 on obtient,

On a finalement

Posant " ~ on obtient (3.9)..

La démonstration de (3.10) est analogue si l’on pose 1p* = cpa-a. Le
reste du théorème 3.2 étant trivial, on achève par là la démonstration du
théorème 3.3.

. ,

4. - Problème de Dirichlet.

o
. On désigne par des fonctionnelles sur W (k)2-a (Q) .

f étant de (il), on écrit formellement f (v) = (v, f ). 
’ 

on dit Du = f, si
~ ~ T) (~) =&#x3E; 

’ ’~
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On dit que u a les mêmes valeurs frontières que uo si

On dit : u de (Q) résoud le problème de Dirichlet Du = f sur2,a
D, u = U0 sur si (4.1) et (4.2) ont lieu. 

’

THÉORÈME 4.1. Si f = Di gi (la contvention ordinaire de 8omma-

tion est utiliuée) où 1 i 1  k, gi E L2,a (S~), alor8 f (Q). (Les dérivées sont 
,

prise8 au sen8 des distributions.) Si a &#x3E; - 1, il suf fit que gi E (4ii).

DÉMONSTRATION. On a au sens des distributions pour

alors

THÉORÈME 4.2.

alors f étant une mesure, on a

~ Soit q un nombre quelconque :

Alors

La démon8tration du théorème 4.2 est une conséquence immédiate du

théorème 1.3 et des théorèmes sur l’immersion (cfr. p. ex E. Gagliardo [5]).
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Théorème 4.2 est un cas spécial du théorème 4.1.

THÉORÈME 4.4. Soit comme toujours Q E ~~ ~~~~1. Soit D u~z opérateur
elliptique. Soit 0 ~ ex  1, oc E J, où J est l’intervalle du théorètne 3.2.

Soit uo E (Q) f E (É2). A lors il existe précisément une solution

u E W2~~~ (S~) du problème de Dirichlet-Poisson et l’on a .

DÉMONSTRATION. La forme bilinéaire (3.7) vérifie (3.1 ) et (3.2) si on
00.

pose Ht = W2k a (Q), ,H2 = W 2 «) (‘Q)· On définit ( , )H1, ’(° , )Ht (1.16).
Par là on obtient la transformition, soit Z, linéaire et continue de .H2 dans

telle qu’on ait B (v, u) = (v, On a Z (H2) _ Ht. En effet, soit
h E Soient hk - k dans ~D (S~), La fonctionnelle (v, hk)gl peut

o 
’

être continûment prolongée en une fonctionnelle sur W2(k) (S~): En vue de
l’ellipticité de l’operateur D, il existe d’après le théorème 3.1 une fonction

o 0

uk de W)k)(Q) c W)11(Q) pour laquelle on a Alors

Z (uk) 2013~- h. Ayant (Ù,1), (3.2) et Z (H2) = x~ ,, on obtient suivant le théo.
o

rème 3.2 : il existe précisément un élément w de ~Z~a~ (S~) tel qu’on ait

Posons En vertu du théorème 4.1 9 E 
Posons u = u~ + w. On obtient par là l’existence de la solution. L’unicité
découle de (3.2).

THÉORÈME 4.5. E elliptique. Soit 20131X0~ 
où J, J* sont des intervalles du théorème 3.2. Soit uo E W2(k)Q/6 W2(-k) (Q),

Alors il existe précisément une solution u E du problème de Di-
richlet-Poisson et on a (4.3).

DÉMONSTRATION. Lorsqu’on pose

la forme bilinéaire (3.7) vérifie (3.1), (3.2) et (3.3). Posons
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En vertu du théorème 4.1 on a g E (’S) ; en s’appuyant sur le théorè-

me 3.1, il existe précisément un élément w de v E W2ka de sorte que
nous avons

2c = Uo -~- u’ est solution. Evidemment en vertu de (3.2), elle est unique.
Nous finirons cet article par quelques remarques.
La régularité de la solution du problème de Dirichlet-Poisson au voisi-

nage de la frontière est donnée par des théorèmes § 1 sur les espaces

(5~~. La régularité intérieure dépend de la régularité des coefficients

itij et de la fonctionnelle f ; ce sont des résultats assez bien connus. Leur ¡

démonstration par les méthodes de l’analyse fonctionnelle est contenue dans
L. Nirenberg [1]. 

’

En observant le cas a &#x3E; 0, on obtient une classe de conditions aux li-

mites plus large que celle, formée des traces des fonctions de W(") (S~). En
parlant approximativement on peut dire que les conditions considérées con-
tiennent les fonctions régulières par parties.

Considérons p. ex. un barrage, soumis à la force des glacons ; suppo-
sons que le barrage soit construit (c’est le cas pratique) de deux sortes de
béton. On doit déterminer la tension au barrage. Du point de vue mathé-

matique, on obtient une équation elliptique du est un poly-
gone, aij sont constantes par parties

- arbitrairement petit, u ~ W 2~ (S~).
En ce qui concerne la classe des fonctionnelles f, considérant ce &#x3E; 0, elle

est plus vaste que celle considérée dans le cas de ce = 0. Ce sont les théo-
rèmes 4.1 et 4.3 qui sont utiles dans ce cas-là: ,

Considérons maintenant le cas de oc0. Posant u. = 0, f E L2,2k+a [ ce 1
assez petit (cfr. théorème 4.5), on obtient que la solution du problème de

0

Poisson étant unique, coïncide avec celle produit par
le théorème 4.5, alors u E Nous avons obtenu ainsi quelque chose
de plus pour la régularité de la solution au voisinage de la frontière. Il est

manifeste qu’en tout cas L2 (il) C .~2, 2k+a , car - 1  ce.
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