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SUR UNE METHODE POUR RESOUDRE
LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
DU TYPE ELLIPTIQUE,

VOISINE DE LA VARIATIONNELLE

JINDRICH NECAS, (Praha)

INTRODUOTION

Dans ce travail, on présente une nouvelle méthode pour résoudre le
probléme de Dirichlet-Poisson pour les éguations anx dérivées partielles du
type elliptique d’ordre 2k. Cette méthode appartient & la classe des métho-
des produisant des solutions, en général, avec Vintégrale de Dirichlet non
bornée.

Les suppositions faites sont celles utilisées dans la méthode variation-
nelle quand on veut partir de la notion de trace: le domaine considéré a
Ia frontidre lipschitzienne, les coefficients dans I’éqmation sont bornés, me-
surables.

On démontreé ici ’existence d’une seule solution du probléme de Diri-
chlet-Poisson dans 1’espace Wg‘,), (£2) lorsqu’on se donne la trace d’une fone-
tion de cet espace & la frontiere et une fonctionnelle définie sur W(glf)_a (£
jouant le rdle du terme absolu.

Soit W‘(,kl (£2) Vespace des fonctions de carré sommable avec toutes les
dérivées jusquwad l'ordre k avec le poids o= (P); ici g (P) signifie la distance
du point P a la frontiére de £. Pour pouvoir utiliser ce procédé, on doit
supposer |« | assez petit. En tout cas, on suppose a <1, ayant en vue que
les fonctions de W(zli () n’ont plus de traces & la frontiére de Q.

On généralise ici le théoréme de P, D. Lax, A. Milgram (efr. L. Niren.
berg [1]), et de cette maniére on s’approche beaucoup des idées de M. I.
Vishik (cfr. [2]), oi le méme probleme, comme dans cet article, est étudié.
En considérant I’équation du second ordre, on s’appuie dans [2] sur Pexis-
tence d’une fonction surelliptique, nulle sur la frontiére de £, (ou sur un

1, Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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morceau), équivalente A la distance ¢ (P), sans discuter les conditions de
son existence. I1 n’est pas du tout certain que l’on puisse utiliser ce pro
cédé pour les équations elliptiques d’ordre supérieur.

Le principe de notre méthode est basé au contraire sur de nouveaux
théorémes de Pimmersion pour les espaces W},’fg () qui sont de «g>0»
meilleurs que ceux de L. D. Kudraveev (cfr. [3]). De ce point de vue, on
part des idées analogues & celles du ftravail [4] de DPauteur.

Il est & remarquer que ces résultats ont une signification pratique:
dans beaucoup de cas les conditions aunx limites ne sont pas des traces
d’une fonction de W;"’)(Q), mais le sont pour W(glfa (£2) o «> 0, arbitraire-
ment petit.

1. — Les espaces W), (9).

On désigne par F,,n>1, Pespice euclidien avec les coordonnées
(@5 @y 5 eery Tn] = X. .
On dit d’un domaine borné £ dans H,, qu’il est du type 971 (et on
Véerit £ € ITO1) gi:
1) Il existe m systémes de coordonnées dans E, et m fonction a, de
gorte qu’on peut représenter tout point de la frontidre sous la forme:

Al
[r1y oy eee sy Brne1y Or (®p1 5 one, Bpp—y)], en bref [X,, a,(X,)].

Les fonctions a, satisfont A la condition de Lipschitz dans la boule 4, —

=|X,|<a, c. & d
1

n—1 2

| ap (X)) — a,(Y,)|<e| X, — ¥Y,| pour X,,X,EA,(|X,|=(£2; wf.) ) .

2) I1 existe un nombre f <1 tel que les points [X,,#.],|X,|<a,

a.(X,) — B <@, < a,(X,) sont & Dingérieur de £, tandis que les points
[ Xy @)y | X0 | < 0y 0, (X)) < #y0 < 0, (X,) + B sOnt & Pextérieur de L.
Désormais, on ne considdre que les domaines du type OOl (*),

On désigne par o (P) la distance du point P de £ de la frontiére 0 de Q.

Soient p>1, « réel. On désigne par ngl (42) Vespace des fouctions com-

plexes qui sont avec toutes leurs dérivées jusqu’a Vordre %k (prises au sens

des distributions) de p-8me puissance sommable avec le poids g*(P) sur £.

(M 11 est manifeste qu’on peut tromuver a de sorte que la définition vaut pour a’ > «,
o’ — a assez petit. Nous supposons pour notre but « choisi de cette manidre.
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Pour « = 0, on écrit Wg‘) (), pour k=0:1L,,(2); pour k=0,a=0 on

écrit simplement I, (£2). On introduit dans Wg,’i () 1a norme sous la forme
1

4 » p

o u o° dQ] .

i n
ox L . 0,

k
(1.1a) |u | = > /
ngL(Q) i—i1+i2+...+in=09

Les espaces ng?, (£) sont des espaces de Banach. Pour p = 2 'espace
W(;‘L (£2) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire:

k i e
(L) @)= 3 LR LR Ts)
iy tiptobiyg=0 | 0T L o OX LA o O
2

On désigne par & (£Q) ’espace des fonetions indéfiniment différentiables
sur £, continues avec toutes leurs dérivées dans 2 (c. & d. dans la ferme-
ture de £). On a

THEOREME 1.1: Soit Q€910 0> 0. Alors on a &(2) = W, (2). (La
Jermeture est définie moyennant la norme de ngl(.Q)).

DEMONSTRATION : On désigne par U, les «cylindres »
IXrl<°°’ @ (Xy) — B < Tpn < 0, (Xy) + B

11 existe des fonctions ¢, , indéfiniment différentiables, 0 < ¢, < 1, leurs sup-
ports étant dans U,, et une fonetion 0 < ¢,,+1 <1, indéfiniment différentia-

m+1
ble avee le support dans £, pour lesquelles on a: Xe€eQ=—=> X ¢(X)=1(1).
r=1
Soit u ¢ ng,), () et posons u, = ug,. On a u,€ W},’fa (Q). Soitl<r<m.

Alors on a, posant (X, , @) = U, (X; , ¥ — 4):

(1.2) lim w3 =u, dans W E(Q).
i
Pour le démontrer, considérons la dérivée a_"aa——'g—""’o <t <k et désignons
1 ”

() Remarquons qu’on va utiliser souvent dans la suite les voisinages U, et les fon-
ctions ¢, sans répéter leur définition.
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la pour le but de Ia démonstration de (1.2) par g,.. Soit V,=Ex (| X, |<e, a{(X,)—
— B <@ < ar (X)) ()
Alors on a

1

[f’ Ir ( Xy y p) — 90 (X y Xy — 2) lp 0% (X) dX}pf_

1

¢ [jnl gr (Xr, wm) — 9 (Xr y Xy — j') lp (“r (Xr) - ‘”rn)a dX] pS

1
a & P ;
?[f‘gr Xrywm (a,(X, )—mrn)p'_gr(Xr:wrn—l)(a/r xrn"l“l ] +
¥

o

a

+ l:/' gr (XT y Xrn — /'L) |p l("r (Xr) — Ty + 1); _‘(ar (Xr) — wr'n);]p dX]
Yy

RS |

Soit ¢> 0. Il existe une constante 0 < ¢, si petit que Pon a
a(X,)

er f | gr (Xr ’ Lyp — 1) lp (ar (Xr) — Xyn + A)a dwrn < 272_3
| X, | <a ar(X,)—c‘

pour wimporte quel l<% en vertu de la continuité absolue de Vintégrale

de Lebesgue. ¢, étant fixée, il existe 1 si petit qu’on obtient:

a w,.(X,.)—c1
A Xy)—®en \? |P
M 1— X, Xpypy—A) |2 (@ X)) — edx,,
ax‘ (r(Xr)—ﬂb‘m—f-l) ax, f | g X pyttri—2) |2 (@ X)) — 2R} d ez, ,, <
1 Xl <0y 4 (Xp)—B<pp <ap( X ) —e, [ Xyl <a ap (X, )—p

< % , Aol (1.3) lim ﬁgr(Xr sy — A) [P0 X)) — 2,0 ) P— (@ X)) — @) ? JP X =0,
A0

Ve

(*) On utilise quelque fois dans la suite les voisinages 7, sans répéter leur définition

(3 On va désigner dans la snite la plupart des constantes par le méme symbole c.
Au danger d’ambignité, on se sert des indices ou des auntres symboles.



pour résoudre les équations ete. 309

Tenant compte de (1.3) et de la continuité en moyenne, on obtient
(1.2).

—_vi2
Soit maintenant pour X € Q: w4y, (X) = -C}—}}ﬁ f exp %—fw—y_wwuﬂ(l)dx
|X—Y|<h
oll 1 fex | Y? dY = 1. Il est bien connu que lim u.y = u,, dans
Qf B p|Y|2—h2 — A q ot rAh = Wy}

I¥i<h
W ¥ (), alors & plus forte raison dans Wy (). Soit alors ¢>0. En choi-
sissant h assez petit on parvient & '

&

(1.4) I Uprp, — Uy IWI(;IZ(Q) < m .

En ce qui concerne la fonction w,,.;, on & par le dernier procédé

&
(1.5) ] Umt1 n — Wt IWSC,L(‘Q) < ;;l—l——l

aprés avoir choisi h assez petit.
Les fonctions w,g,, r =1, 2, ... M, U415 6tant dans € (£2), les relations
(L.4) et (1.5) achévent la démonstration.
Nous allons démontrer maintenant que les fonctions de W,(,’fi (&) ont
des traces.
On désigne par L, (Q) lespace des fonctions de p-idme puissance som-
1

mable sur £. On munit L, () de la norme |u > = w|? a8 v,
P Lyp(2)
2

THEOREME 1.2 Soit Q€ O, 0 <a<p — 1. Alors il existe une et une seule

transformation Z, lindaire et continue de W}],L(Q) dans L, (L), telle qu’on ait
u€E(Q) =>Z(u) =mu.
DEMONSTRATION : Soit u € & (Q). Considérons Pensemble V,. On a pour
0<n<p

a(X,)

(1) w(Xy, e (X)) =0 (Xr, 0 (X)) =)+ f (X, ) dE.
4 Xy )—n
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De (1.6) il découle

(1'7) I u (Xr ] Ay (Xr)) lp S 201 [| u (Xr ’ Ay (‘ r) - ‘77) |p +
ap(Xy) B (X ,)
ou ? __a (p—1)
+H [ | o ewom)( [ e omma) .
n
a’r(Xr)—ﬂ 4 a’r(xr)_ﬂ
ap(X,)
—a \p-l
£ étant dans d70h1, on a ( / (X, & #1 dé‘) < ca,
ar(Xr)_ﬂ

Intégrons (1.7) en # dans Vintervalle (—g-, /3). On a

a,.(X,.)—g
(1.8) |u(Xr,a,(X,))|pscl f [u(X,, &P dE 4
a (X, )—8
op(X,.)
0 P
+ '(%(XME), Qa(Xr7£)d‘E]'
4 (X,)—8

En intégrant (1.8) en X, dans 4, =| X, |<a on parvient & Pinégalité

»
(1.9) ﬁ“(Xr,aa'(Xr))ldersclu l WI(JI,Zz(‘Q)
4y
d’on
(1.10)

lu ’Lp(g)sc ‘ u |W1(01")1(Q) .

Tenant compte du théoréme 1.1, on obtient de (1.10) la transformation Z
par le prolongement continu.

Ayant maintenant une fonction « de W;,’f),, (£2),0<a<p—1, on peut
en vertn du théordme 1.2 parler des valeurs frontidres des dérivées
7 8'11( —, 0<i<k—1 qui sont au moins dans L, ().
Gwii e O
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Remarquons que la condition 0 <o <p — 1 une peut pas etre remplacée

1
para <p—1,p > 1. En effet, soit Q=é(0<w,-<—,i=1,2,...,n). Posons
x

2
Xy
dzx
xlgx
A g
2
On a
’ d
x
1
2

Alors Vinégalité

ul, s<clu
| Il’q(g)— | ]W%?ﬂ @

n’a lien pour aucun ¢ > 1.

Pour pouvoir utiliser les théorémes de Vimmersion de S. L. Sobolev
(cfr. p. ex. E. Gagliardo [5]), il est facile & démontrer, et nous chargeons
le Lecteur de le faire, le théoréme suivante:

THEOREME 1.3 Soit
.

QE@Z(OM,05a<p——1,15q<1+“.

Alors
W@ wi Q).

Nous dirigeons maintenant notre intérét vers les théordmes de V'im
mersion du type

W (2)C W5l (@)

qui jouent le rdle principal dans ce qui va suivre. Pour parvenir a ces
théordmes, il parait utile de s’appuyer sur les inégalitées de Hardy (cfr.
G. H. Hardy, 1. E. Littlewood, G. Pélya [6]):

THEOREME 1.4 Soit uw une fonction complexe, mesurable sur 0 <x < o,
Soit
1<p, afp—1
Soit
f]u(X)|ﬂw“dw<oo.

0



312 . JinpricH NECAs : Sur un méthode

Sia<p—1, 0on a

(o]

(1.10) f[/]u(f)]déJ x%—P dw<(—i“—__—1;—¥—1—’)p [Tu(w)lpw“dx; 8i a>p—1, ona,

(L.11) f[/l )]dér xe—p dwg(ﬁ_—_—zm—l)p/c,lou(x)lp x® de.

On désigne par L, (£2) lespace des fonctions de p-“m¢ puissance
sommable sur chaque compact contenu dans Q.
Il est maintenant facile de démontrer

THEOREME 1.5 Soit
on

Qe ue Ly (), p>1, 0<a, o

€ Ly ()

(Les derivées premiéres au sens des distributiones). Si a>p — 1, alors
WE Lyo_p (), sinon, alors w€ L,_;4,(Q) o ¢>0, arbitrairement petit. Les
injections sont continues.

DEMONSTRATION: Supposons d’abord o >p — 1. Démontrons que
u € Ly, ().

En effet: considerons le voisinage V.. On peut changer la fonetion
% sur un ensemble de mesure nulle de maniére que % ainsi changée soit
absolument continue sur presque toutes les paraléles & laxe x,., (cfr. p.
ex. J. Deny, J. L. Lions [7)). La dérivée 8‘9“

™

ntenant avec celle au sens des distributiones. On a pour presque tous
les points X, de 4, et pour

au sens usuel coincide mai-

r (X)) — B < Bon < Oy (Xp)y Yo < By O (Xyp) — B < Ypu: 4 ( Xy X)) = u (X, Ypn) -+

Yrn
alors

(112) 4 (X, , ) |2 < 201 { |4 (X, yo) |7

ep(Xy) Lrn

[ o et oo, a7 )

r(Xr a’r(Xr) "_ﬂ
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Intégrons (1.12) en y,, dans V’intervalle

(or 0 — By 0 (20 — -

On a
“T\X)'_'E‘
(1.13) wsamlrze] [ (umiran+
ar(Xr)'—lg
a,(X,)
o \p—1
+( \ (Xry &) Q(Xmsdf)( f e (Xry &) p—) ]
W Xyp)—F ap(Xp)—p

On obtient tenant compte de ce que

Lrn
_& el
QedIOL; g (X, , Tpn) ( / 0 (X, & »1 df) < elay (X)) — Trn)?L,
a‘/y-(Xr)_ﬁ

alors il suit de (1.13) Vinégalité

a,(X,)
(1.14) | % (X y @) |P 0% (X 5 Bpn) @rn <
a'r(Xr)_‘ﬂ
ap(Xy)— LZ‘ a (X,
. ou ?
sc{ f | w (X, ) [P dy 4 f . (XT,E)‘ e“(Xr,E)df].
ap(X )~ ayXp—p

Aprds avoir intégré (1.14) dans 4, =|X,|<a, on parvient a

(1.15) jlu(X)|1’9“(X)dX<oo
VT

pour r=1,2,..m. En ce qui concerne r =m + 1, (1.15) est triviale.
On est alors arrivé au résultat suivant: pour «a>p —1,p>1, on a
u€ Wik (Q).



314 JIND;ICH NEéAs: Sur une méthode

En vertu du théordme 1.1 on peut supposer u € € (£2). Soit u, = ug, ,
r=1,2,..m+4 1. On a pour 1 <r<m Pinégalité suivante :

aplXy)
f |4, (X) P go—?(X)dX <¢ f ax, f | s (X y @) |2 (@ (X)) — )P Ay,
VT Ar a’r(Xr) —B

En utilisant (1.11) on parvient &

(1.16) Ll @Sl lpm g selelyn g, -

Pour r =m 4 1 I’ inégalité’ (1.16) est triviale, alors le cas de a> p—1
est fini.
Soit @ <p — 1. Posons «* =p — 1 -} & Evidemment

WA C WD C Ly —140 (2);

la démonstration est par 1a achevée.
<] P —
On désigne par W,(;'fL(Q)=fD(Q), la fermeture de <D(£2) dans l’espace
W,(,,’fz, (). On a le théoréme d’une signification fondamentale :

THEOREME 1.6 Soit Qe a<p —1. Alors on
o o .
Wi (@ e Wity ()

o]
les injections sont continues. Posant pour u € ngf, (£2)

1
ou P
?

3 i
Iy n
aw‘ .. 0,

»
(u]o, = > J 0 d!)]
ngz([)) i iy ik
9

on parvient &

<C|U .
[ Ly =1 0

&

DEMONSTRATION. 11 suffit évidemment de démontrer pour u €D (2)
I’inégalité :

(1.17) ] <o|

uw .
50,0
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Observons u dans V,. On a, tenant compte de ce que Q€ IO,

a,(X,)
/ |u (X)|Po(X)*—PdX <ec f ax, f [ (X, y @) |2 (85 (X3) — @pn)*—P Ay,

ffr 4 r ar(xr)—ﬂ

En utilisant (1.10) on parvient a

P _a—p j 14
(1.18) f\«] P ax solullyy -
\ b
Nous avons

"
+ 2 |u
DOy =1 Ly(Tppyy V)

'

(1.19) u <ecllul]eo
| lwg‘(UmH) | |W _
En effet, on peut supposer que la frontiere de U4, est assez réguliére,
p. ex. que Upy, €0 %1l Considérons P’espace W;,U(Um_l_l) et ici deux

normes :
1.20) \ u|
| LA/

et Pauntre.
m

+ 2|

(1.21) fu] ;Vg)(Umﬂ) —t IXUM AR

On désigne par H, Vespace WS)(U,,..H) avec la norme (1.20), par H, Vespa-
ce WiV (Umnys1) avec la norme (1.21). Le domaine Upy, étant dans oz, i
résulte que H, est un espace complet. La transformation identique de H,
sur H, étant continue, il en va de méme pour la transformation inverse,
d’on (1.19). Maintenant (1.17) est la conséquence immediate de (1.18) et
(1.19) d’otr le théordme.

2. — Un théoreme sur les domaines du type d7©:

THEOREME 2.1 Soit Q€ d7O1, Alors il ewiste une fonction o, continue
sur £, indéfiniment contintiment différentiable dans Q et on a

(21)  ee(X)<o(X)<ee(X), (2.2) 9 0 (X)

U Ty
0zt ... 0%,

¢ (i)
~ o (X

pour X €8,1 <1 ot ¢ (i) sont des constantes dépendantes de ¢,
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DEmoNsTRATION. Considérons Vensemble V., choisissons « <« de ma-
niere que les ensembles

17,=(§(|X,|<;,a,(X¢)—,8<wm<a,.(X,.)—[-ﬂ), r=1,2, . m,

recouvrent £ et posons

VT:C(IXO‘I<Z’“T(XT)—ﬂ<$rn<ar(Xr))-
X

Soit pour X, €4, =|X,|<a

1 X, — YR ~
(2.3) a,.(h, Xr)=W_—l f exp I—)(I"——:LYT‘FL—"'I—zar(YT)QYT,(h<“—“).

| Y, 1<k

En ce qui concerne %, of. théordme 1.1. La fonction a,(k, X,) est indéfini-
ment continiment différentiable en w9 ,%:,..,%m—1,k (R >0) et par un
calcul utilisant le fait que a, est une fonction lipschitzienne on parvient
aux estimations:

(2.4) i ai a (b, )ii') — | < ”_(f) , i=1,2
ox ) 0x 2 ... ox}y_ O h
Posons
by (R, y Xp) =ty (hy X;) — 2(c (1) + 1) h.
On a
ob,
2.5 e .
(2.5) < — (e +1)

Tenant compte de ce que a, est une fonetion lipschitzienne on obtient :

(2.6) | &y (hy X)) — a, (X,) | < ch pour- X, € 4,.

Soit
Gr= (| X <ty by (o Xp) < 2pn < (X))
% —a
2
il existe en vertu de (2.5) précisément un parametre h de l’intervalle

ou hy> et choisi de la maniére que @, V,. A chaque point de G,



pour résoudre les équations etc. 317

o — o

O0<h< , tel que x,, = b, (h, X,). La fonction h = h,(X,,x,,) est indé-

finiment continfiment différentiable dans G@,, continliment prolongeable
sur G,,

Xe€G,=>hr(X)>0, X=[X,, a,(X;)] =>h(X) =0
et de (2.4) on obtient pour X€ @G,:

o' hy (X))

iy nhiy in
0%’ 0T .. 8mm

(i)
= e (X

(2.7) i=12,..

En vertu de Pinégalité (2.5) et tenant compte de ce que €71 on par-
vient & Vinégalité

i i
(2.8) ‘91, u (X)i” <t (’2_1 , i=1,2,..
0x ... 0wl o (X)
Soit maintenant 2* un domaine pour lequel on a
Q*c HFcQ
et
»
Q=3 G+ &~
=1
Soient
O0<y, <1, r=1,2,..m 41

des fonetions indéfiniment différentiables dans

B,  XeQu, (X)F0,1<r<m=—>X€4,;

m-+1
w,,,+16<D(.Q*),XEQ:> 2y (X)y=1,
r=1
Posons
0 (X) =R, (X)
‘pour

X€G,,0.(X)=0 pour X¢G,.
Nous avons

(2.9) o (X)> e 0(X) pour X€eG,.
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Soit pour X ¢ 0:

o(X)=3 - 0.(X)pe (X) + pmps (X)

r=1 Up

o(x) est indéfiniment contintiment différentiable dans £. On a ¢ (X) < ¢ (X).
Soit
M = max g (X).
X

m o (X) e(X)
a(X)ze(X)rz;1 Wr(X)+Wm+1(X)M+1 2M+1-

L’inégalité (2.1) ‘est alors démontrée. En ce qui concerne (2.2), il suffit de
tenir compte de (2.1) et (2.8).

3. — Les inégalités fondamentalés.

Considérant les espaces complexes et les opératenrs différentiels ellip-
tiques, le théordme de P. D. Lax et A. Milgram (cf. p. ex. L. Nirenberg [1])
parait étre trés utile pour la méthode variationnelle. D’abord nous en signa-
lons une généralisation facile :

THEORRME 3.1. Soiet H, et H, deux espaces de Hilbert, B (v, u) forme
bilinéaire, v € H, , u € Hy, B (v, u) jouissant des propriéiés :

(3-1) | B(o,u) | < |o|m|ulm,

(3.2) 1 sup | B(v,u) | > ¢ | % |m,,
(3.3) sup | B(v,w) | > ¢3 | 0 |m,-

Alors étant donné une fonctionnelle F(v) sur H,, il existe précisément un
élément w de H, tel que B (v, u) = F(v) et on a

(3.4) ||, <e|F|.

DEMONSTRATION. En désignant par (, )g, le produit scalaire dans H,,

A

on pent faire correspondre a4 chaque u de H,, en vertn du théoréme de
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Riesz, précisément un élément Z(u) de H, de sorte que
v € Hy => B (v, u) = (v, Z(w)m,-

On a Z-1(0) = 0 en vertu de (3.2) La transformation Z est évidemment
linéaire et continue; elle est de plus ouverte. En effet on a

(3.5) Sup | B(”, u) | = | Z (u) |szc2| ulHI'
|v|H1$1

Z (H,) est alors fermé, On a Z (H,) = H,. En effett si ce n’est pas le cas
il existe v, € H,, | v, |m,=1 de la maniére que 0 = (v;, Z (u))g, pour u € H,.
De (3.3) il découle 1a contradiction. Tenant compte de (3.5) on obtient le
resultat.

En certains cas il est convenable de supprimer la condition (3.3) et
d’y substituer directement I'exigence que Z(H,) soit dense dans H,. On en
tire :

TREOREME 3.2. Soient H, , H, deux espaces de Hilbert, B (v, u) une forme
bilinéaire, ve H, ,u € Hy, satisfaisant & (3.1). Soit B (v, u) = (v, Z (u))g, ;
(,)m, signifie le produit scalaive dans H,,Z(u) Vélément de H, représentant
la fonctionelle B (v, u) (v change). Alors si Von a (3.2) et si Z(H,) est dense
dans H, ;, on obtient Vassertion du théoréme (3.1),

On considere dans la suite Popérateur différentiel de la forme:

(3.6) Du = (— 1) D (a;; D ),
ot %,j sont les vecteurs

=iy gy inly = Lusday o]
avec composantes

0,1,..k, |i|l=rdy+d+.itn, [|Jj|l=Jy+J2+t . +Ju,

olitu

oz dxt2 ... dan
1 2 "

0<|i|<k, O<|j|<k, k=1, Diu= y

sont des fonctions mesurables, bornées; la convention usuelle de la somma-
tion est utilisée.

\
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Chaque opérateur D produit une forme bilinéaire de la forme

(3.7) B (v, u) = f ag D Diw af.

Q

On dit de D qu’il est elliptique pour le probléme de Dirichlet-Poisson
(nous disons dans la suite simplement: elliptique) si ’on a:

. 2
(3.8) peD@Q)=>|Blp,p)|2¢|0o IW?Ek)(Q)-

THEOREME 3.3. Soit Du un opérateur elliptique. Alors le plus grand in-
tervalle J (ouvert, fermé, semiouvert) des o < 1 pour lesquels on a:

(3.9) PED@Q=>[BW )| 2c@ o] uq,:;
2,a

ol vy est une fonction convenablement choisie de N(Q), | v | =1, est non
)

vide et conlient un voisinage de 0.
Le plus grand intervalle J* des o« > — 1 pour lesquels on a :

3.10 EC(Q)=—>|B *) ] >c*
( )‘ P €D | B(pyv") | > (a)lqﬁlef)_a(Q)’
on y* € D (L), convenablement choisie, | y* ,W(k)(g) = 1, est non vide et contient
2,0
un voisinage de 0.
8¢ B(y, ) = B (@, y), alors infd = — sup J*, sup J = — infJ*.

DEMONSTRATION. Soit ¢ € D (£2) et posons y = @o® ol ¢ est la fonction
construite au théoréme 2.1. On a

(8.11) B(y,¢)= f a;; D (po®) Digp A0 = f aij D (¢6%) Di (po?) 2 + B, .
2 Q2

Estimons B,. Nous avons

a

(3.12) B, = ] a;; [ D (po®) Dip — D (go?) DI @02)] aQ.
Q

Il est manifeste que sous le signe de I’intégrale (3.12) chaque terme contien



pour résoudre les équations ete. 321

une dérivée de o oL ¢2. On vient & considérer les membres de la forme
(4 ce moment on prend les vecteurs i, j, p, ¢, $, t, fixes)

(3.13) A6y jy 9y @ j ay Dvp Dio* Dig 42
0

N

ou
lg]>1, lpl4+lal=11%], Ay jy py 9)

sont des constantes connues, et de la forme

(3.14) u(p, g, 8, 1) [ a;; D?g Dig? D* ¢ Dic? A2
2
oll
lgl+1¢121, [pl+lal=1i], Isl+1tl=1il, n(@®es)

sont des constantes connues. En vertu du théoréme 2.1 on obtient:

a a

(3.15) | Dio® | < | o | eqomlal, |DIGE|<|afdgof 0.

Tenant compte du théoréme 1.6, on parvient & l’inégalité:

(3.16)

16,4, 9, 9 E.-,-Dmpmo«m&dalslalc(i,j,p,m-
Q

1 1

3 _ 3
.([ll)pq; 2 go—2lal d.Q) (f|D1¢|2 0% d.Q> <|e|dd,j,p 0| @ |2Wg‘)(9) )
2 2 “

@ o
(3.17) ‘m, g t)f&}jm ¢ D1o* Do Di 6 R | <

Q

S‘“‘e(.p,q’syt)lq’lzwgz(g).
De (3.12), (3.16), (3.17) on obtient

. B 2 .
(3.18) I dlSI“l““lez('kg(g) .

2. Annali della Scuola Norm. Sup, « Pisa,
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En vertu de lellipticité de Vopérateur D, le premier terme dy second mem-
bre de (8.11) peut étre apprécié de la maniére suivante :

(3.19) l f a5 D (po®) Di(po®)dR | >0, | @ | .
2 ' wio

En s’appuyant de nouvean sur le théoréme 1.6 on est amené & l'inégalité :

@

(3.20) | ot | >lef eyl aflg?

2 e— .
W@ W@ Wi

Il découle de (3.11), (3.18), et (3.20)

(3.21) [Bno) 2@ —eaglal—ala el

En sg’appuyant encore une fois sur le théoréme 1.6 on obtient,

3.22 “ |2 <|op w0
(8.22) | %o ,ng)_a(g) <le lwg’f,),m) talele IWz(f‘";l(!))
On a finalement
B (v, @) 6 —¢elal—ala
(3.23) ||w| y @) | 21 16 | | }‘ l |‘p'W(k)(Q)'
wiH () (L+cg]a) i

Posant | x| < , on obtient (3.9).

04
¢ 6y -+ a
La démonstration de (3.10) est analogue si on pose y* = po—=. Le
reste du théoréme 3.2 étant trivial, on achéve par 14 la démonstration du
théoréme 3.3.

~

4. — Probleme de Dirichlet.

On désigne par sza—k) (£2) Pespace des fonctionnelles sur V%z(’f)_a(.Q)-
S étant de W (), on écrit formellement f(v) = (v, f).

Soit f€ Wik (£2), uy € W2<,’§) (£). Pour uw€ WH(Q) on dit Du=f, si
vE D) —>

(4.1) , B (v, u) = (v, f ).
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On dit que % a les mémes valeurs frontiéres que wu, si
o
(4.2) u — uy € WH(£Q).

On dit: u de WM (Q) résoud le probleme de Dirichlet Du = f sur
2, 4 = u, sur Q, si (4.1) et (4.2) ont lieu.

THEOREME 4.1. 8i f = (— 1)l Dig; (la convention ordinaire de somma-
tion est utilisée) od | i | <k, gi € Ly o (L), alors f€ W F (). (Les dérivées sont
prises au sens des distributions.) Si o > — 1, il suffit que gi € Lo ayap—p) (£2)-

DEMONSTRATION. On a au sens des distributions pour

vsfb(g):(v,f)=/1)w§;dg,
2

alors (o f)]|<e|v] e.q.f.d.

i (@)

THREOREME 4.2, Si >0 ¢t 2k>mn, ou 8i —l<a<0 et

alors f étant une mesure, on a
f vdfe Wiz"(Q)
Q

Soit ¢ un nombre quelconque >1 8 >0 et 2k=mn, ou 8i —1<a<0

2k 1+a

., 1 1 k. 1 k.
et _“=n. Soit —q—=—-2—+7 87 MZO, 2k<’"/,—q—< 2 —I—-;b— 8

2k
l1—oa

—1l<a<0, < .

Alors f€ L,(2) € Wq(;") () au sens de (v, f) = fvfd[).

Q
La démonstration du théoréme 4.2 est une conséquence immédiate du

théordme 1.3 et des théorémes sur I'immersion (cfr. p. ex K. Gagliardo [5]).

THEOREME 4.3. Soit — 1< a. Alors f€ Lpaa (82) © WiTH(Q) au sens
de (v,f)—_-.-fvf_d!).

]
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Théoréme 4.2 est un cas spéecial du théoréme 4.1.

THEOREME 4.4. Soit comme toujours Q€ d 1, Soit D un opérateur
elliptique. Soit 0 < a <1, a €J, ou J est Vintervalle du théoréme 3.2.

Boit uy € WHM(Q), fe Wi (Q). Alors il existe précisément une solution
u € W (Q) du probléme de Dirichlet-Poisson et Uon a

(4.3) [u] el |u] + 1/

<
wie) = A wiH (Q)
DEMONSTRATION. La forme bilinéaire (3.7) vérifie (3.1) et (3.2) si on

pose H, = WM _(Q), Hy= W (®). On définit ( , Ju, ( , )m, par (1.16).
Par 14 on obtient la transformation, soit Z, linéaire et continue de H, dans
H,, telle quon ait B (v, 4) = (v, Z (W)y,. On a Z(H,) = H,. En effet, soit
h € H,. Soient hy — h dans H,, k€ D (£2). La fonctionnelle (v, hx)m, peut

étre continiiment prolongée en une fonctionnelle sur ﬁ’z(") (£2). En vue de
Pellipticité de I’operateur D), il existe d’aprés le théoreme 3.1 une fonction

uy de W°72(") 2 c V?’z(’z)([)) pour laquelle on a B (v, uz) = (v, byx)y, . Alors
Z (ux) — b, Ayant (3.1), (3.2) et Z(H,) = H,, on obtient suivant le théo-

réme 3.2: il existe précisément un élément w de ﬁ’z(’;) (2) tel qu’on ait
[o]
B w)=(v,9), veWH (Q, g€WeH Q.
Posons g=f—(—1)1" D¢ (a; DI u,). En vertu du théoréme 4.1 g € W, H(Q).
Posons uw = u, -} w. On obtient par 1a 'existence de la solution. L’unicité

découle de (3.2).

THEOREME 4.5. Soit Q € 910\, D elliptique. Soit —1<a <0, a€J . J*
o J, J* sont des intervalles du théoréme 3.2. Soit uOE W(k) (), f€ WZR(Q).

Alors il existe précisément une solution u € Wz,a( 2) du probléeme de Di-
richlet-Poisson et on a (4.3).

DiMONSTRATION. Lorsqu’on pose
Hy= Wi, (2), Hy=W (@)
la forme bilinéaire (3.7) vérifie (3.1), (3.2) et (3.3). Posons

9 =J — (— 1)l D' (a;; Di u).
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En vertu du théoréme 4.1 on a g€ Wg,—ak) (£2); en s’appuyant sur le théord-

[e]
me 3.1, il existe précisément un élément w de v € Wé"; () de sorte que
nous avons

3 (k)
VE Wi o) =>B(v,w)=(v,9)-

% =1u, | w est solution. Evidemment en vertu de (3.2), elle est unique.

Nous finirons cet article par quelques remarques,

La régularité de la solution du probléme de Dirichlet-Poisson au voisi-
nage de la frontiére est donnée par des théorémes § 1 sur les espaces
W},"; (£2). La régularité intérieure dépend de la régularité des coefficients
a; et de la fonctionnelle f; ce sont des résultats assez bien connus. Leur.
démonstration par les méthodes de l’analyse fonctionnelle est contenue dans
L. Nirenberg [1]. )

En observant le cas a > 0, on obtient une classe de conditions aux li-
mites plus large que celle, formée des traces des fonctions de W (Q). En
parlant approximativement on peut dire que les conditions considérées con-
tiennent les fonctions régulieres par parties.

Considérons p. ex. un barrage, soumis a la force des glacons ; suppo-
sons que le barrage soit construit (c’est le cas pratique) de deux sortes de
béton. On doit déterminer la tension au barrage. Du point de vue mathé-
matique, on obtient une équation elliptique du 4—%m¢ ordre, £ est un poly-
gone, a; sont constantes par parties

S=0,u,¢ Wi (@), 2> 0

arbitrairement petit, u ¢ W 5> ().

En ce qui concerne la classe des fonctionnelles f, considérant « > 0, elle
est plus vaste que celle considérée dans le cas de « = 0. Ce sont les théo-
remes 4.1 et 4.3 qui sont utiles dans ce cas-la:

Considérons maintenant le cas de « < 0. Posant uy, =20, f€ Ly oxa,| |
agsez petit (cfr. théoréme 4.5), on obtient que la solution du probléme de

2]
Poisson Du = f,u¢ w (£2), étant unique, coincide avec celle produit par

[+
le théoreme 4.5, alors ue¢ W ék,,), (£2). Nous avons obtenu ainsi quelque chose
de plus pour la régularité de la solution au voisinage de la frontiére. Il est
manifeste qu’en tout cas L, (£2)C Lg,opta, c8F — 1 <a.
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