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❙✉r❢❛❝❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ P♦✐♥t ❙❡t

❙tr✉❝t✉r✐♥❣

❋❧♦r❡♥t ▲❛❢❛r❣❡ ∗✱ P✐❡rr❡ ❆❧❧✐❡③ ∗

Pr♦❥❡❝t✲❚❡❛♠s ●❡♦♠❡tr✐❝❛

❘❡s❡❛r❝❤ ❘❡♣♦rt ♥➦ ✽✶✼✹ ✖ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✶✷ ✖ ✷✼ ♣❛❣❡s

❆❜str❛❝t✿ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s ❢r♦♠ ♣♦✐♥t s❡ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♥♦✈✲
❡❧t② ❧✐❡s ✐♥t♦ ❛ str✉❝t✉r❡✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ✐s ✜rst ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ❜②
str✉❝t✉r✐♥❣ ❛♥❞ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛♥❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❜❡❢♦r❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❢r♦♠ ❜♦t❤
t❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤
s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤✲❝✉t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✸❉ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡❞ ♣♦✐♥t
s❡t ✇❤❡r❡ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ✐♥s✐❞❡ ♦r ♦✉ts✐❞❡ ❝❡❧❧s✳ ❙tr✉❝t✉r✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ s✉r❢❛❝❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❡♥r✐❝❤❡❞ ✇✐t❤ str✉❝✲
t✉r❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥
❞✐❝❤♦t♦♠② ❜❡t✇❡❡♥ s♠♦♦t❤✴♣✐❡❝❡✇✐s❡✲s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❜② ❣r❛❝❡❢✉❧❧②
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣❛rts ❢r♦♠ ❞❡t❡❝t❡❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛♥❞ ❢r❡❡✲❢♦r♠ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ s❤❛♣❡✳ ❖✉r
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✐♥♣✉ts ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r♦❜✉st♥❡ss✱
✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✳

❑❡②✲✇♦r❞s✿ ●❡♦♠❡tr② ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✉r❜❛♥ s❝❡♥❡s✱ ♣♦✐♥t s❡t str✉❝t✉r✐♥❣✱ ❡♥❡r❣②
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❣r❛♣❤✲❝✉ts

∗ ■◆❘■❆ ❙♦♣❤✐❛ ❆♥t✐♣♦❧✐s✱ ❋r❛♥❝❡



❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❛r str✉❝t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥✉❛❣❡ ❞❡

♣♦✐♥ts

❘és✉♠é ✿ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ♥✉❛❣❡s
❞❡ ♣♦✐♥ts ✸❉✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✐té rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡r✈❛♥t
❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♥s♦❧✐❞é ❡t str✉❝t✉ré ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥ts
♣❧❛♥❛✐r❡s✱ ❛✈❛♥t ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥s♦❧✐❞és ❡t ❞❡s ♣♦✐♥ts ♥♦♥
str✉❝t✉rés✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❢♦r♠✉❧é s✉r
❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✸❉ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts str✉❝t✉rés ♦ù ❧❡s tétr❛è❞r❡s s♦♥t ❛✉
♣ré❛❧❛❜❧❡ ét✐q✉❡tés ✐♥tér✐❡✉rs ♦✉ ❡①tér✐❡✉rs✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉✱ s❝è♥❡s ✉r❜❛✐♥❡s✱ str✉❝t✉r❛t✐♦♥ ❞❡
♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s



❙✉r❢❛❝❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ P♦✐♥t ❙❡t ❙tr✉❝t✉r✐♥❣ ✸

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❘❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s ❢r♦♠ ♣♦✐♥t s❡ts ✐s st✐❧❧ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ❣❡♦♠❡tr② ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱
❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ r♦❜♦t✐❝s✳ ❉r✐✈❡♥ ❜② t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡s ♦♥ s❡♥s♦rs✱ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧②
❡✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝②✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❡❢❡❝t✲❢r❡❡ ♣♦✐♥t s❡ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡
♦❜❥❡❝t✱ ❡✳❣✳✱ ❛ st❛t✉❡✱ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❡❢❡❝t✲❧❛❞❡♥ ♣♦✐♥t s❡ts ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ❡✳❣✳✱
✉r❜❛♥ s❝❡♥❡s ❬✶❪✳ ❚❤✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦t✐✈❛t❡s ♥❡✇ s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣
♠♦r❡ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❊♠♣✐r❡ ❙t❛t❡ ❇✉✐❧❞✐♥❣✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ str✉❝t✉r❡s ❞❡❢❡❝t✲❧❛❞❡♥ ♣♦✐♥t s❡ts ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❛r ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✭❜♦tt♦♠ ❝❧♦s❡✲✉♣s✮ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❡❧s❡
✭t♦♣ ❝❧♦s❡✲✉♣s✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥ ❤②❜r✐❞ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✱ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞
❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

❘❘ ♥➦ ✽✶✼✹



✹ ❋❧♦r❡♥t ▲❛❢❛r❣❡ ✫ P✐❡rr❡ ❆❧❧✐❡③

✶✳✶ Pr❡✈✐♦✉s ✇♦r❦

▼❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s✳ ■♥
♦✉r ❝♦♥t❡①t ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡✲❜❛s❡❞✳

❙♠♦♦t❤ ❛♥❞ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲s♠♦♦t❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❙♠♦♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s r❡❝♦✈❡r C1✲s✉r❢❛❝❡s
✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ✐♠♣❧✐❝✐t ♦r ❡①♣❧✐❝✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ■♠♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞s ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡ s✉r❢❛❝❡s ✉s✲
✐♥❣ ❧❡✈❡❧✲s❡ts✱ ❡✳❣✳ ❬✷❪✱ ❬✸❪ ♦r ❬✹❪ t♦ ❝✐t❡ ❥✉st ❛ ❢❡✇✳ ❚❤❡② ❝♦♠♠♦♥❧② r❡❧② ♦♥ t✇♦ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥ts✿ ✭✐✮
❛ ✸❉ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦t❤ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛♥❞ s♠♦♦t❤ t❤❡
s✉r❢❛❝❡✱ ❛s s✐❣♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡s ♦r r❛❞✐❛❧ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❛ s♦❧✈❡r ❢♦r ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱
❡✳❣✳✱ ❧✐♥❡❛r ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♦r ❣r❛♣❤✲❝✉ts✳ ■♠♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❜✉t ♠♦st ♦❢ t❤❡♠
r❡q✉✐r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♦r✐❡♥t❡❞ ♥♦r♠❛❧s✱ ❧✐♥❡s
♦❢ s✐❣❤t ♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡s✳ ❊①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞s r❡❝♦♥str✉❝t s✉r❢❛❝❡s ✉s✐♥❣ ♠❡s❤✲❜❛s❡❞
str✉❝t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❘❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ♣♦✐♥ts ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✉r✲
❢❛❝❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❧♦s❡ ✐♥ s♣❛❝❡✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❡✳❣✳ ❬✺❪ ♦r ❬✻❪✱ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ t❤❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ❞❡♥s❡ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ ❤❛♠♣❡r❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❧✐tt❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ s❤❛r♣ ❢❡❛t✉r❡s ❜② ❡✐t❤❡r ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❧② ❞❡t❡❝t✐♥❣ s♠♦♦t❤ r❡❣✐♦♥s ❬✼❪ ❛♥❞
s❤❛r♣ ❝r❡❛s❡ ❬✽❪ ♦r ✐♥s❡rt✐♥❣ ❧♦❝❛❧ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs ✐♥t♦ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬✾❪✳

Pr✐♠✐t✐✈❡s✲❜❛s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ▼❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡
♠♦r❡ ♣♦♣✉❧❛r ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✳ ❊✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♥♦✇ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝
♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ❡✳❣✳ ❘❆◆❙❆❈ ❬✶✵❪✱ ❛♥❞ ❢♦r r❡❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❣❧♦❜❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s s✉❝❤ ❛s
❛s ❝♦♣❧❛♥❛r✐t②✱ ❝♦❛①✐❛❧✐t② ♦r ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❬✶✶❪✳ Pr✐♠✐t✐✈❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
t♦ s♠♦♦t❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ s✉r❢❛❝❡s ❝♦♥t❛✐♥ ♠❛♥② ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣❛rts✱ ❡✳❣✳ ♣❧❛♥❛r
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛♥❞ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ s❡ts ❛s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♠❛② ✐♠♣r♦✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❡✣❝✐❡♥❝②✳ P❧❛♥❛r ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛r❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞✳ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪ ❛♥❞ ❈❤❛✉✈❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸❪
✉s❡ ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ♣❧❛♥❡s ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r✐❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡
❜✉t ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❛❧❧ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ❞❡t❡❝t❡❞✳ ▼✐ss✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ❣❤♦st
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❬✶✸❪✱ ❜✉t t❤✐s ❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❬✶✹❪ ♣r♦♣♦s❡s ❛
♠❡t❤♦❞ ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ✉r❜❛♥ str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ ❧❛s❡r r❛♥❣❡ s❝❛♥s ✉♥❞❡r t❤❡ r❛t❤❡r r❡str✐❝t❡❞
▼❛♥❤❛tt❛♥✲❲♦r❧❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❬✶✺❪ r❡❝♦♥str✉❝t ❜✉✐❧❞✐♥❣s ❢r♦♠ ▲✐❞❛r s❝❛♥s ❜② ❛rr❛♥❣✐♥❣ ♣❧❛♥❛r
❛♥❞ q✉❛❞r✐❝ s✉r❢❛❝❡s✱ ❜✉t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✷✳✺❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t s♦♠❡
♠❡t❤♦❞s ❛s ❬✶✻❪ ♦r ❬✶✼❪ r❡❝♦✈❡r str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t♦ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①tr❛❝t ✇✐t❤
❛❝❝✉r❛❝② ❛ ♠❡s❤ ❢r♦♠ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡ts✳

✶✳✷ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

Pr✐♠✐t✐✈❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ s❝❛♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣❛rts✱ ❜✉t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡② r❡♠❛✐♥ ❧❡ss r♦❜✉st t❤❛♥ s♠♦♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥❝❡r♥
❧✐❡s ✐♥t♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡① s❝❡♥❡ ❝❛♥ r❛r❡❧② ❜❡ ❡♥t✐r❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛
r❡str✐❝t❡❞ s❡t ♦❢ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❝❡r♥ ❧✐❡s ✐♥t♦ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ st❡♣✿ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ✉♥❞❡r✲ ♥♦r ♦✈❡r✲
❞❡t❡❝t❡❞ ♣❛rts ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳

❆ ❝♦♠♠♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✐♥s❡rt✐♥❣ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥t♦ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛r❡ ❛ ▼❛♥❤❛tt❛♥✲✇♦r❧❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❬✶✹❪ ♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s②♠♠❡✲
tr✐❡s ❬✶✽❪✳ ❚❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ♠❛② ❣r❡❛t❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ t②♣❡s ♦❢
s❝❡♥❡s✱ ❜✉t ✉s✉❛❧❧② r❡♥❞❡r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳
❆ s❡❝♦♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦r ❝♦rr❡❝t ♣r✐♠✐t✐✈❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛s t❤❡ s♥❛♣✲
♣✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❣✉✐❞❡❞ ❜② ❛ ✉s❡r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✾❪✳

■♥r✐❛



❙✉r❢❛❝❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ P♦✐♥t ❙❡t ❙tr✉❝t✉r✐♥❣ ✺

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♥♦t r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❝❡♥❡ ✇✐t❤ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞
r❡❧②✐♥❣ ♦♥ r♦❜✉st s♠♦♦t❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡
❛ ✢❡①✐❜❧❡ ❤②❜r✐❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛❧t♦❣❡t❤❡r ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣❛rts ❜② ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛♥❞
♥♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣❛rt ❜② ❢r❡❡✲❢♦r♠ s✉r❢❛❝❡s✳ ❖♥❧② ♣❧❛♥❛r ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡
✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✉r❜❛♥ str✉❝t✉r❡s ✇❤❡r❡ ♥♦♥✲♣❧❛♥❛r
♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠❛r❣✐♥❛❧ ❛♥❞ ❛r❡ r❛t❤❡r ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❢♦r r❡✈❡rs❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❬✷✵❪✳
❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ r♦❜✉st❧② ❣❡♥❡r❛t❡s r❡❛❧✐st✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡
❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✲❧❛❞❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡t❡❝t❡❞
♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❙✉❝❤ ❤②❜r✐❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝✉♠✉❧❛t❡ s♦♠❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢
❜♦t❤ ✇♦r❧❞s ✭♣r✐♠✐t✐✈❡ ❛♥❞ s♠♦♦t❤✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r♦❜✉st♥❡ss✱ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❈❤✉r❝❤ ♠♦❞❡❧ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ♠❡t❤♦❞s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♠♦♦t❤ ♠♦❞❡❧ ✭❧❡❢t✮✳ ❚❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧
✭r✐❣❤t✮ ❤❛s r❡❝♦✈❡r❡❞ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡✱ ❜✉t ❜② r❡q✉✐r✐♥❣ ✶✺ ♠✐♥✉t❡s ♦❢ s♥❛♣♣✐♥❣✲❜❛s❡❞ ✉s❡r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❖✉r s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✿

• ❙tr✉❝t✉r❡❞ ♣♦✐♥t s❡t✿ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞
s✉r❢❛❝❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ✐♥ s♣✐r✐t t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❞❛t❛ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❬✷✶❪ ❢♦r r❡❝t✐❢②✐♥❣ ♣♦✐♥t s❡ts
✇✐t❤ ♠✐ss✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ✐s ✜rst ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♣❧❛♥❛r ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳
❋r♦♠ t❤❡s❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✇❡ ❡①tr❛❝t ❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡✐r ❛❞❥❛❝❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱
❛♥❞ r❡✲s❛♠♣❧❡ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❤❛r♣ ❢❡❛t✉r❡s✱
❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ✉♥❞❡r ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

• ❊✣❝✐❡♥t ♠✐♥✲❝✉t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ❡✣❝✐❡♥t ♠✐♥✲❝✉t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠✲
❜✐♥❡s str✉❝t✉r❡✱ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛♥❞ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✲
❢r❡❡✱ ✷✲♠❛♥✐❢♦❧❞ s✉r❢❛❝❡s ❛s ♦✉t♣✉ts✳

• ❍②❜r✐❞ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♠❜✐♥❡s ❜♦t❤ str✉❝t✉r❡❞ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣❛rts
✐❞❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛♥❛r ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❢r❡❡✲❢♦r♠ ♣❛rts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♥♦♥✲♣❧❛♥❛r ❡❧✲

❘❘ ♥➦ ✽✶✼✹



✻ ❋❧♦r❡♥t ▲❛❢❛r❣❡ ✫ P✐❡rr❡ ❆❧❧✐❡③

❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ s❝❡♥❡ ♦r t❤❡ ✉♥❞❡t❡❝t❡❞ ②❡t ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✳ ❊✈❡♥ ✐♥
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❞❡r✲❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❣r❛❝❡❢✉❧❧② ❛s ♥♦ ♣❛rts ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣✳
❖♥ ✉♥❞❡r✲❞❡t❡❝t❡❞ ❛r❡❛s t❤❡ ✜♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧② ❧❡ss str✉❝t✉r❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧✐③❡❞✳

✶✳✹ ❖✈❡r✈✐❡✇

❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ r❛✇ ♣♦✐♥t s❡t ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ♣❧❛♥❛r ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❧②
❞❡t❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t s❡t✳ ❚❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s s✉❝❤
❛s ❘❆◆❙❆❈ ❬✶✵❪✱ r❡❣✐♦♥ ❣r♦✇✐♥❣ ❬✶✺❪ ♦r ●❛✉ss✐❛♥ s♣❤❡r❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❬✶✷❪✳
❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② ❋✐❣✳✶✱ ✇❡ ❛❞♦♣t ❛ t✇♦ st❡♣ str❛t❡❣②✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ str✉❝t✉r❡❞
♣♦✐♥t s❡t ✉s✐♥❣ ❛ ♠✐♥✲❝✉t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ✸❉ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✮✳

✷ ❙tr✉❝t✉r✐♥❣

●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❛r ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ✉♥❞❡r ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡ ǫ✱ t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
t✉r♥s t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r ♣♦✐♥t s❡t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❢♦✉r str✉❝t✉r❛❧ t②♣❡s✱ ✐✳❡✳✱ ♣❧❛♥❛r✱ ❝r❡❛s❡✱ ❝♦r♥❡r ❛♥❞ ❝❧✉tt❡r✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② ❋✐❣✳ ✸✳ ❆ ♣♦✐♥t
❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ♣❧❛♥❛r ✭r❡s♣✳ ❝r❡❛s❡ ❛♥❞ ❝♦r♥❡r✮ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♦♥❡ ✭r❡s♣✳ t✇♦ ❛♥❞ t❤r❡❡ ♦r ♠♦r❡✮
♣❧❛♥❛r ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛❝ts ♦♥ t❤r❡❡ ❦❡② ♣♦✐♥ts✿

• ▼❡❛♥✐♥❣ ✐♥s❡rt✐♦♥✿ ❊❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐s ❡♥r✐❝❤❡❞ ✇✐t❤ str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①tr❛❝t❡❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✭③❡r♦✱ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s ✉s❡❞ ✐♥ s✉❜s❡q✉❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳

• ❙tr✉❝t✉r❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r s♣❛❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✿ P♦✐♥ts ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❡s
✐♥❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ s✉❜❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❛
♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ❤❡r❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② ✸❉✲tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

• ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ✐s r❡✲s❛♠♣❧❡❞ ♦♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣❛rts ✉s✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡❞ ♣r✐♠✲
✐t✐✈❡s✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦s✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ t❤❡ ❢r❡❡✲❢♦r♠ ♣❛rts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❦❡♣t ✉♥t♦✉❝❤❡❞✳

P❧❛♥❡ ❛♥❝❤♦rs✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts
✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❜② ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❧❛②♦✉t ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ❜♦t❤ ❧✐❣❤t ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡
s✉r❢❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ❛♥ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ❜✐♥❛r② ✷❉✲❣r✐❞ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡
♣❧❛♥❛r ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ✭s✐❞❡ ❧❡♥❣t❤✮ ♦❢ ❛♥ ✉♥✐t❛r② sq✉❛r❡ s✉r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❣r✐❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Lp✳ ❆ s✉r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ✐s ♠❛r❦❡❞ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✜tt❡❞ ♣♦✐♥t
♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧② ♣r♦❥❡❝ts ✇✐t❤✐♥ ✐ts ❞♦♠❛✐♥ ♦r✱ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐❢ ✐t ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ♦♥❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞
❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ❛❧❧ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r♠ t❤❡ ♥❡✇ ❧❛②♦✉t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇❤♦s❡ str✉❝t✉r❛❧
t②♣❡ ✐s ♣❧❛♥❛r✳
❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤r❡❡ ♣❧❛♥❛r ♣♦✐♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s
❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ✸❉ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣❧❡ ❝✐r❝✉♠✲
s♣❤❡r❡ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✳ ✹✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♠❛t❝❤❡❞ ✇❤❡♥
Lp <

√
2 ǫ✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ǫ✱ t❤❡ ❞❡♥s❡r t❤❡ ❧❛②♦✉t ♦❢ ♣❧❛♥❛r ♣♦✐♥ts✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❬✷✷❪ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛
s♣❛rs❡r ❧❛②♦✉t ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♦✉t❧✐❡r ♣♦s✐t✐♦♥s t♦
❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡ts s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳

❈r❡❛s❡s✳ ❈r❡❛s❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡ t❤❡✐r ❝♦♥✲
♥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❑✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r

■♥r✐❛



❙✉r❢❛❝❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ P♦✐♥t ❙❡t ❙tr✉❝t✉r✐♥❣ ✼

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❙tr✉❝t✉r✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ P❧❛♥❡ ❛♥❝❤♦rs ✭❜❧✉❡✮✱ ❝r❡❛s❡s ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❝♦r♥❡rs ✭②❡❧❧♦✇✮ ❛r❡
♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t s❡t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❛✐♥ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r
❝♦♠♣♦♥❡♥ts s✉❝❤ ❛s ✇✐♥❞♦✇s ♦r ❞♦♦rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❝❧✉tt❡r ♣♦✐♥ts ✭❣r❡②✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ P❧❛♥❡ ❛♥❝❤♦r s❛♠♣❧✐♥❣✳ ■♥❧✐❡rs t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❛r ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✭❜❧✉❡ ❞♦ts✮ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ❛♥❞ ♥❡✇ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ✷❉✲❣r✐❞ ♦❢ ✇✐❞t❤ Lp s♦ t❤❛t
t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❢❛❝❡ts ❡①✐st ✐♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ Lp ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜tt✐♥❣
t♦❧❡r❛♥❝❡ ǫ s♦ t❤❛t ❝✐r❝✉♠s♣❤❡r❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❢❛❝❡ts st❛② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ǫ✲❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳

❘❘ ♥➦ ✽✶✼✹



✽ ❋❧♦r❡♥t ▲❛❢❛r❣❡ ✫ P✐❡rr❡ ❆❧❧✐❡③

❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts✳ ❚✇♦ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛r❡ s❛✐❞ ❛❞❥❛❝❡♥t ✐❢ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♣♦✐♥ts ✜tt❡❞ ❡❛❝❤ t♦
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛r❡ ♠✉t✉❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ t❤❡ s❛✐❞ ❣r❛♣❤✳ ❇② ❛ ♣♦✐♥t s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛♥❝❤♦rs✱ ❝r❡❛s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❧✐♥❡ ♦❢
❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❋✐rst✱ ❛♥ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ✶❉✲❣r✐❞ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❧✐♥❡ ✐s
❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ ✜❧❧❡❞ ✐♥✳ ❆ ❝r❡❛s❡ ♣♦✐♥t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❣r✐❞ ❡❧❡♠❡♥t✱
✇❤♦s❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Lc✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r❡❛s❡ ❢❛❝❡ts ✐♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡✐r ❝✐r❝✉♠s♣❤❡r❡s st❛② ✐♥ t❤❡ ǫ✲❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✭♣✐♥❦ ❛r❡❛
♦♥ ❋✐❣✳ ✺✮✳ ❇② ❞❡♥♦t✐♥❣ θ✱ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ❛♥❞ hc t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst r♦✇ ♦❢ ❛♥❝❤♦r ♣♦✐♥ts✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧❡❛❞s ✉s t♦ ♣♦s✐t✐♦♥
t❤❡ ❝r❡❛s❡ ♣♦✐♥ts s♦ t❤❛t {

Lc = 2ǫ
hc = ǫ× cos θ

2

✭✶✮

◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✐s ❝❧♦s❡ t♦ 180◦✱ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜rst
r♦✇ ♦❢ ❛♥❝❤♦r ♣♦✐♥ts ❜❡❝♦♠❡s ✉♥st❛❜❧❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❝♦♣❧❛♥❛r ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛r❡ r❛r❡❧② ❛❞❥❛❝❡♥t ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ♣r❡✈❡♥t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♣❤ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣r✐♠✐t✐✈❡s
✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ❝❧♦s❡ t♦ 180◦ ✭> 170◦ ✐♥ ❛❧❧ ❡①❛♠♣❧❡s s❤♦✇♥✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❈r❡❛s❡ ♣♦✐♥t s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❈r❡❛s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❧✐♥❡ ♦❢ t✇♦
❛❞❥❛❝❡♥t ♣❧❛♥❛r ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ Lc ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ hc ❢r♦♠
t❤❡ ♣❧❛♥❛r ❛♥❝❤♦r ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r❡❛s❡ ❢❛❝❡ts ✭②❡❧❧♦✇ tr✐❛♥❣❧❡s✮ ✐♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡✐r ❝✐r❝✉♠s♣❤❡r❡s ✭r❡❞ s♣❤❡r❡s✮ st❛② ✐♥ t❤❡ ǫ✲❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡
t✇♦ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ Lc ❛♥❞ hc ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ǫ ❛♥❞ t❤❡
❛♥❣❧❡ θ✳

❈♦r♥❡rs✳ P♦✐♥ts ❛r❡ ❛❧s♦ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦r♥❡rs✳ ❚❤❡ 3−❝②❝❧❡s ❛r❡ ✜rst ❞❡t❡❝t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ n−❝②❝❧❡s ✇✐t❤ n ≥ 3 ❛r❡ t❤❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ 3−❝②❝❧❡s✳ ❲❤❡♥ n = 3✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t❤r❡❡ ♣❧❛♥❛r ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❋♦r n > 3✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r

■♥r✐❛



❙✉r❢❛❝❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ P♦✐♥t ❙❡t ❙tr✉❝t✉r✐♥❣ ✾

♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✸✲❝②❝❧❡s✳

❈❧✉tt❡r✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦
♣❧❛♥❛r ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡❞ ♣♦✐♥t s❡t ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ❝❧✉tt❡r✳ ❖♣t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡
s♠❛❧❧ ✐s♦❧❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❝❧✉tt❡r ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❲❡ ✉s❡ t❤✐s ♦♣t✐♦♥ t♦ r❡♠♦✈❡ ♦✉t❧✐❡rs ❛♥❞ ♥♦♥✲s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ str✉❝t✉r❡❞ ♣♦✐♥t s❡t✳

✸ ❙✉r❢❛❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥

❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ st❡♣ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡❞ ♣♦✐♥t s❡t✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜✉✐❧❞s
♦♥ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❛❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ❡✐t❤❡r ✐♥s✐❞❡ ♦r
♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ s✉r❢❛❝❡✳

✸✳✶ ▲❛❜❡❧✐♥❣ ❉❡❧❛✉♥❛② t❡tr❛❤❡❞r❛

❚❤❡ s♣❛❝❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ✸❉ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ str✉❝✲
t✉r❡❞ ♣♦✐♥t s❡t✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❈♦♥✲
str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ str✉❝t✉r❡❞ ♣♦✐♥t s❡t✱ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ str✉❝t✉r❡s ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❣❡♦♠❡tr② ✭t❡tr❛❤❡❞r❛ ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✮ ❛♥❞ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ♠❡❛♥✐♥❣ ✭❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ ✸❉✲tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❤❡r✐ts ❢r♦♠ ❛ str✉❝t✉r❛❧ t②♣❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❞✉r✐♥❣
♣♦✐♥t s❡t str✉❝t✉r✐♥❣✮✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✳ ✻✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧s♦ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣
❧✐❣❤t ❛s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ str✉❝t✉r❡❞ ♣♦✐♥t s❡t ❝♦♠♣r✐s❡s ❢❡✇❡r ♣♦✐♥ts t❤❛♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✸❉ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ ♠✐♥✲❝✉t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s
✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✐♥s✐❞❡✴♦✉ts✐❞❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❛♥❞ t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ✜♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❛s t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥s✐❞❡ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡✳ ❚❤✐s ❣r❛♣❤✲❝✉t ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ s✉r❢❛❝❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ r❡❣✉❧❛r s♣❛❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❬✸✱ ✹❪ ♦r ❢r♦♠ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❬✻❪✳ ❚❤✐s
♠❡t❤♦❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛ ❤♦❧❡✲❢r❡❡✶ ❛♥❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✲❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞✐r❡❝t ❣r❛♣❤ (C,F)✳ C = {c1, ..., cn} ✐s t❤❡ s❡t t❤❡ ❝❡❧❧s ✭♦r t❡tr❛❤❡❞r❛✮ ✐♥❞✉❝❡❞
❜② t❤❡ ✸❉ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ F = {f1, ..., fm} ✐s
t❤❡ s❡t ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❢❛❝❡ts ❡①✐st✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❆ ❝✉t ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ (C,F) ❝♦♥s✐sts ✐♥ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❡❧❧s C ✐♥ t✇♦
❞✐s❥♦✐♥t s❡ts Cin ❛♥❞ Cout s✉❝❤ t❤❛t C = Cin + Cout ❛♥❞ Cin ∩ Cout = ∅✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥
Cin ❛♥❞ Cout ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s❡t ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❢❛❝❡ts ❢♦r♠✐♥❣ ❛ s✉r❢❛❝❡ S ⊂ F ✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ S ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉t (Cin, Cout)✱ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ C ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

C(S) =
∑

fi∈S

a(fi) Q(fi) +
∑

ck∈Cin

Pout(ck) +
∑

ck∈Cout

Pin(ck) ✭✷✮

✇❤❡r❡ Q(fi) ✐s ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ q✉❛❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡t fi ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ✐ts ❛r❡❛ a(fi)✳ ❚❤❡
♣r♦❞✉❝t a(fi) Q(fi) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♣✉t ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡ fi ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ Pin ❛♥❞ Pout ❛r❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❝❡❧❧ ❧❛❜❡❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡②
❛❧❧♦✇ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ C ❛♥❞ t✇♦ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥♦❞❡s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞
t❤❡ s✐♥❦ s♦ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♥♦t r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❡♠♣t② s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

✶❚❤❡ ✜♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❡✐t❤❡r ❜♦✉♥❞❛r②✲❢r❡❡✱ ♦r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✇❤✐❝❤

❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❜♦✉♥❞❛r②

❘❘ ♥➦ ✽✶✼✹



✶✵ ❋❧♦r❡♥t ▲❛❢❛r❣❡ ✫ P✐❡rr❡ ❆❧❧✐❡③

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞ s♣❛❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ str✉❝t✉r❡❞ ♣♦✐♥t
s❡t ✭r✐❣❤t✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧✐❣❤t❡r s♣❛❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❛♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ✭❧❡❢t✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✽ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳

■♥r✐❛



❙✉r❢❛❝❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ P♦✐♥t ❙❡t ❙tr✉❝t✉r✐♥❣ ✶✶

❛❝t ❛s ❛ ❞❛t❛ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝✉t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦st
C(S) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✷✸❪✳

✸✳✷ ❱✐s✐❜✐❧✐t② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✲❝✉t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❜♦t❤ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❦✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ s❤r✐♥❦✐♥❣ ❜✐❛s✱
t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ✉s✉❛❧❧② r❡❧② ♦♥ ✐♥s❡rt✐♥❣ ❛ ❜❛❧❧♦♦♥ ❢♦r❝❡ ❬✹❪ ♦r r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
s♣❛❝❡ ❬✸❪✳ ❱✐s✐❜✐❧✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❬✻❪ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❧✐♥❡ ♦❢
s✐❣❤t ❛♥❞ ❛ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❇♦t❤ ❞♦♠❛✐♥ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ❢♦r❝❡ ❛ttr❛❝t✐♥❣ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛r❡ t❤❡♥ ✐♠♣♦s❡❞✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
❤♦✇❡✈❡r ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ t❡♥❞s t♦ ❝r❡❛t❡ s♣✉r✐♦✉s ❜✉♠♣s
♦♥ s✉r❢❛❝❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ✈✐s✐❜✐❧✐t②✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♣❛t❝❤❡s ❜② s❤♦♦t✐♥❣ r❛②s✳ ❚❤✐s
s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❜♦t❤ ❢❛st ❛♥❞ r♦❜✉st t♦ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡rs✳

P❛t❝❤ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❱✐s✐❜✐❧✐t② ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ✜rst ❞❡t❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t✳ ❘❛②s ❛r❡
s❤♦t ❢r♦♠ t❤❡ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧
❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ r❛❞✐✉s Rv ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❛②✳ ❚❤❡ ✉s❡r✲
s♣❡❝✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r Rv ♠✉st ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ r❛② ❢r♦♠ ♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ ❤♦❧❡s ❞✉❡
t♦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❲❡ s❡t ❛s ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ Rv = 2d̂ ✇❤❡r❡ d̂ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✹✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠❡s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t✳ ❚❤❡ ✜rst s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥t
❞❡♥s✐t② ❜❡❝♦♠❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 0.5πR2

vd̂
−2✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❡①❝❡❡❞s ❤❛❧❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡♥s✐t②

❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t✳ ❆ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♣❛t❝❤ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♣❡❛❦ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t✇♦ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s✿ ✭✐✮ t❤❡ ♣♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ♣❧❛♥❛r ♦♥ t❤✐s ♣❛t❝❤✱ ❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❬✷✹❪✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡
❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❛② ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ✐s ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡ ✭✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ❧✐♠✐t t❤✐s ❛♥❣❧❡ t♦ 45◦✮✳

▲❛❜❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♣❛t❝❤❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❛②s ❛r❡ t❤❡♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦
t❤❡ ✸❉ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ❉❡❧❛✉♥❛② t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ❝r♦ss❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② r❛②s
✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛s ✐♥s✐❞❡ ♦r ♦✉ts✐❞❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t②
♣❛t❝❤✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✳ ✼✳ ❆♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❛r❣✐♥ Mv ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝❡❧❧s ❧♦❝❛t❡❞
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♣❛t❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧s ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ Mv ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛s
♦✉ts✐❞❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝❡❧❧s ❧♦❝❛t❡❞ ❛❢t❡r Mv ✐♥ ❛ ❞❡♣t❤ t♦❧❡r❛♥❝❡ dv ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛s ✐♥s✐❞❡✳ ■♥
♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ Mv ❛♥❞ dv ❛r❡ ✜①❡❞ s✉❝❤ t❤❛t Mv = 2dv = max(Rv, 2ǫ)✳
❇② ❞❡♥♦t✐♥❣ Pout ✭r❡s♣✳ Pin✮ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❡❧❧s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛s ♦✉ts✐❞❡ ✭r❡s♣✳ ✐♥s✐❞❡✮ ♦✈❡r ❛❧❧ ❞❡t❡❝t❡❞
✈✐s✐❜✐❧✐t② ♣❛t❝❤❡s✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s

{
Pout(ck) = β · 1{ck∈Pout}

Pin(ck) = β · 1{ck∈Pin}
✭✸✮

✇❤❡r❡ 1. ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ β ❞❡♥♦t❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 1✳ ◆♦t❡
t❤❛t ✇❡ ✐♠♣♦s❡ Pout ∩ Pin = ∅✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐❢ ❛ ❝❡❧❧ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛s ❜♦t❤ ♦✉ts✐❞❡ ❛♥❞ ✐♥s✐❞❡
❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♣❛t❝❤❡s✱ ✇❡ r❡❥❡❝t t❤❡ ❝❡❧❧ ❢r♦♠ ❜♦t❤ Pout ❛♥❞ Pin✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥
❛❧❧♦✇s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦rs✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✳ ✽✱ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❧②
❞❡t❡❝t❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡rs✳

✸✳✸ ❙✉r❢❛❝❡ q✉❛❧✐t②

❋✉♥❝t✐♦♥ Q ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ❢❛❝❡t ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐ts str✉❝t✉r❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛♥❞
✐ts ❣❡♦♠❡tr②✳ ❆s ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ♦❢ ❛ ❢❛❝❡t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ str✉❝t✉r❛❧ t②♣❡✱ ✐✳❡✳✱ ♣❧❛♥❛r✱ ❝r❡❛s❡✱

❘❘ ♥➦ ✽✶✼✹



✶✷ ❋❧♦r❡♥t ▲❛❢❛r❣❡ ✫ P✐❡rr❡ ❆❧❧✐❡③

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❱✐s✐❜✐❧✐t② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❘❛②s ❛r❡ s❤♦t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ✭t♦♣✮✳ ❆ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♣❛t❝❤
✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ✜rst ❤✐❣❤ ♣♦✐♥t ❞❡♥s✐t② ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❛② ✭✉♥❞❡r t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✮✳ ❇② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♣❛t❝❤❡s ❛♥❞ t❤❡✐r r❛②s ✐♥ t❤❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ ❧❛❜❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧s ❝r♦ss❡❞ ❜② t❤❡ r❛②s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r
♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛t❝❤✱ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❛r❣✐♥Mv✱ ❛♥❞ ❛ ❞❡♣t❤ t♦❧❡r❛♥❝❡ dv ✭❜♦tt♦♠✮✳
❈❡❧❧s c1 t♦ c5 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② c9 ❛♥❞ c10✮ ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛s ♦✉ts✐❞❡ ✭r❡s♣✳ ✐♥s✐❞❡✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝❡❧❧s
❤❛✈❡ ♥♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

■♥r✐❛



❙✉r❢❛❝❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ P♦✐♥t ❙❡t ❙tr✉❝t✉r✐♥❣ ✶✸

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❱✐s✐❜✐❧✐t② ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❜✐✲❝♦❧♦r❡❞ ❞✐s❦s ✭❜❧✉❡ ❢♦r ♦✉ts✐❞❡✱ r❡❞ ❢♦r ✐♥s✐❞❡✮✳
❚❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♣❛t❝❤ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ s❡❧❡❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝t ❧❛❞❡♥ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❡❧❧s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛s ■◆ r❡♠❛✐♥s ❤✐❣❤ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ❛♥❞ ♥♦✐s❡✳

❘❘ ♥➦ ✽✶✼✹



✶✹ ❋❧♦r❡♥t ▲❛❢❛r❣❡ ✫ P✐❡rr❡ ❆❧❧✐❡③

❝♦r♥❡r ♦r ❝❧✉tt❡r✱ ❛♥❞ ✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♣❧❛♥❛r ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ t❤❡ ♣❧❛✉s✐❜✐❧✐t②
♦❢ ❛ ❢❛❝❡t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts t❤r❡❡ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s ♦❢
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✿

• ❙tr✉❝t✉r❛❧❧②✲❝♦❤❡r❡♥t ❢❛❝❡ts✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❙✲❝♦❤❡r❡♥t ❢❛❝❡ts✱ ❤❛✈❡ t❤❡✐r t❤r❡❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ ❝♦✲
❤❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t str✉❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❆s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✳ ✾✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❢❛❝❡ts ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♣❧❛♥❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞
❝♦r♥❡rs✳

• ❋r❡❡✲❋♦r♠✲❝♦❤❡r❡♥t ❢❛❝❡ts✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❋❋✲❝♦❤❡r❡♥t ❢❛❝❡ts✱ ❛r❡ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡ ❛s ❛
♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢r❡❡✲❢♦r♠ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡✐r ✈❡rt✐❝❡s ✐s ❝❧✉tt❡r✱ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♣❧❛♥❛r

✇❤❡♥ t❤❡ ❢❛❝❡t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥♥❡❝t ❛ ❢r❡❡✲❢♦r♠ ♣❛rt t♦ ❛ str✉❝t✉r❡✳

• ■♥❝♦❤❡r❡♥t ❢❛❝❡ts ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛❧❧ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛s❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ ❢❛❝❡ts ♥❡✐t❤❡r ❙✲❝♦❤❡r❡♥t ♥♦r
❋❋✲❝♦❤❡r❡♥t✳ ❚❤❡s❡ ❢❛❝❡ts ♠❛② ❜r❡❛❦ t❤❡ str✉❝t✉r❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② ❧✐♥❦✐♥❣ t✇♦ ♣❧❛♥❛r

✈❡rt✐❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛♥❛r ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳

❋✉♥❝t✐♦♥ Q ✐s t❤❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

Q(fi) =





0 ✐❢ fi ❙✲❝♦❤❡r❡♥t

g(fi) ✐❢fi ❋❋✲❝♦❤❡r❡♥t

γ ✐❢fi ✐♥❝♦❤❡r❡♥t

✭✹✮

✇❤❡r❡ γ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 1 s♦ t❤❛t ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ❢❛❝❡ts ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ♣❡♥❛❧✐③❡❞✳ g(fi) ✐s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ❢r❡❡✲❢♦r♠✲❝♦❤❡r❡♥t ❢❛❝❡t✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡ β✲s❦❡❧❡t♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❬✷✺❪✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❢❛✈♦r✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝❡ts ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ t❡tr❛❤❡❞r❛
✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❝✐r❝✉♠s♣❤❡r❡s✳ g(fi) ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s

g(fi) = α−min(cos(φin), cos(φout)) ✭✺✮

✇❤❡r❡ φin ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② φout✮ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ fi ❛♥❞ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♦❢ t❤❡
✐♥s✐❞❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦✉ts✐❞❡✮ ❝✐r❝✉♠s♣❤❡r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥s✐❞❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦✉ts✐❞❡✮ ❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
✇✐t❤ fi✳ α ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ [1, 2] ❛♥❞ r❡❧❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡✲❢♦r♠
s❤❛♣❡s✳

❇② s❝♦r✐♥❣ t❤❡ ❙✲❝♦❤❡r❡♥t ❢❛❝❡ts t♦ ③❡r♦✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❡①tr❛❝t❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r✐♥❣ ❛r❡ ✈❡r② ♣❧❛✉s✐❜❧❡✱ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❋❋✲❝♦❤❡r❡♥t

❢❛❝❡ts ❝❛♥♥♦t ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛ ❢❛✈♦r ❛s ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳

✸✳✹ ▼♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ C ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✷ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α✱ β✱ ❛♥❞ γ✳ β ❛♥❞ γ

❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r r♦❧❡s ❜② str♦♥❣❧② ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝❡❧❧s ♥♦t ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥
❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r β✱ ❛♥❞ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ❢❛❝❡ts ❢♦r γ✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
β ✐s s❡t t♦ 105 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❲❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣
t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜② ❛ttr✐❜✉t✐♥❣ ❛ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡✱ ✇❡ ♠❛②
❝♦rr❡❝t s♦♠❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ❞✉❡ t♦ ❣♦♦❞ ❧♦❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡ts✳ ❍♦✇❡✈❡r s✉❝❤
❝❤♦✐❝❡ ♠❛② ❢❛✈♦r s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ s❦✐♣ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts✳ γ ✐s ❛❧s♦ s❡t t♦ ❛ ❤✐❣❤
✈❛❧✉❡ ✭103 ✐♥ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇♥✮ s♦ ❛s t♦ ♣r❡✈❡♥t s❤r✐♥❦✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r♦✉♥❞ s❤❛r♣ ❝r❡❛s❡s✳
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ α ✐s ❛ s♦❢t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t t♦ 1 ❜② ❞❡❢❛✉❧t✳ ■t ✐s ✉s❡❞ t♦ tr❛❞❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ✭❛♥❞
r♦❜✉st♥❡ss ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡✮ ❢♦r ❢❛✐t❤❢✉❧♥❡ss✳

■♥r✐❛



❙✉r❢❛❝❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ P♦✐♥t ❙❡t ❙tr✉❝t✉r✐♥❣ ✶✺

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❋❛❝❡t ❝♦❤❡r❡♥❝❡✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♥♦✐s② ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ✭❛✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ✐ts str✉❝t✉r❡❞
♣♦✐♥t s❡t ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡✉♣✮✱ ✇❡ r❡❝♦♥str✉❝t t✇♦ ♠♦❞❡❧s✿ ♦♥❡ ✇✐t❤ ♠❛♥② ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ❢❛❝❡ts ✭❜✮✱
❛♥❞ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ ❢❛❝❡ts ❡✐t❤❡r ❋❋✲❝♦❤❡r❡♥t ♦r ❙✲❝♦❤❡r❡♥t ✭❝✮✳ i✱ j ❛♥❞ k ❡❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛
♣r✐♠✐t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ❋❋✲❝♦❤❡r❡♥t ❛♥❞ ❙✲❝♦❤❡r❡♥t ❢❛❝❡t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✭❜♦tt♦♠✮✳

❘❘ ♥➦ ✽✶✼✹



✶✻ ❋❧♦r❡♥t ▲❛❢❛r❣❡ ✫ P✐❡rr❡ ❆❧❧✐❡③

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❙✉r❢❛❝❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❖✉r ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ t②♣❡ ♦❢
✈❡rt✐❝❡s s♦ t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ✭s❡❡ ❝❧♦s❡✲✉♣s✮✳

■♥r✐❛



❙✉r❢❛❝❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ P♦✐♥t ❙❡t ❙tr✉❝t✉r✐♥❣ ✶✼

✸✳✺ ❙✉r❢❛❝❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ str✉❝t✉r❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❤②❜r✐❞ s✉r❢❛❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❢r❡❡✲❢♦r♠✴❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛r❡❛
r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ǫ ✜①✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❙tr✉❝t✉r❛❧❧②✲❝♦❤❡r❡♥t ❢❛❝❡ts✳ ❍♦✇❡✈❡r
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❆♥
❡❞❣❡✲❝♦❧❧❛♣s❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❡♥ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ttr✐❜✉t✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛♥ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ❜❛s❡❞ ❝♦st t♦ t❤❡
❡❞❣❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❧❛♥❛r ♦r ❝r❡❛s❡ ✈❡rt✐❝❡s✱ t❤❡ ❝r❡❛t❡❞ ✈❡rt❡① ❜❡✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② t❤❡ ❡❞❣❡ ♠✐❞✲♣♦✐♥t✱ ♦r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝♦st ✈❛❧✉❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❡❞❣❡s✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✳ ✶✵✱
t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❧♦ss ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❛s t❤❡ ❢r❡❡✲❢♦r♠
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✳

✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✰✰✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❆❧❣♦r✐t❤♠s
▲✐❜r❛r② ❬✷✻❪ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❛s✐❝ ❣❡♦♠❡tr✐❝ t♦♦❧s ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s ❛♥❞ ❢♦r ✸❉
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❧❛♥❛r ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛ ❘❆◆❙❆❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❬✶✵❪ ♦♥ ❞❡❢❡❝t✲❧❛❞❡♥ ♣♦✐♥t s❡ts✱ ♦r ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t r❡❣✐♦♥ ❣r♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬✶✺❪ ♦♥ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡
♣♦✐♥t s❡ts✳

❋❧❡①✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ♦♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞❛t❛ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ s✐♠♣❧❡ ♦❜❥❡❝ts
✭❉✐st♦rt❡❞ ❝✉❜❡✱ ❋✐❣✳ ✾✮ t♦ ❧❛r❣❡ ✉r❜❛♥ s❝❡♥❡s ✭❋✐❣✳ ✶✺✮ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♠♣❧❡① ❜✉✐❧❞✐♥❣s ✭❈❤✉r❝❤ ❛♥❞
❊♠♣✐r❡ ❙t❛t❡✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t
s❡ts✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❡rr❡str✐❛❧ ❧❛s❡r t♦ ▼✉❧t✐✲❱✐❡✇ ❙t❡r❡♦ ✭▼❱❙✮ ✐♠❛❣❡r② t❤r♦✉❣❤ ❛✐r❜♦r♥❡ ▲■✲
❉❆❘✳ ❚❤❡ ❤②❜r✐❞ s✉r❢❛❝❡ ✇❡ ♣r♦❞✉❝❡ ❜r✐♥❣s ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✉r❜❛♥ s❝❡♥❡s
✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✳ ✶✺✱ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s s✉❝❤ ❛s ❢❛❝❛❞❡ ♦r♥❛♠❡♥ts ♦r r♦♦❢
s✉♣❡rstr✉❝t✉r❡s ✭❝❤✐♠♥❡②s✱ ❞♦r♠❡r✲✇✐♥❞♦✇s✳✳✮ ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢
t❤❡ s❝❡♥❡ ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ t♦❧❡r❛♥❝❡ ǫ✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦
r❡❝♦♥str✉❝t ✉r❜❛♥ s❝❡♥❡s ❛♥❞ ❝✉❧t✉r❛❧ ❤❡r✐t❛❣❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣s✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ s✉✐t❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ♠❡❝❤❛♥✲
✐❝❛❧ ♣❛rts✱ ❜② ❤②❜r✐❞ s✉r❢❛❝❡s ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢r❡❡✲❢♦r♠ ♣❛rts✳ ❖♥ ♠♦❞❡❧s s✉❝❤
❛s t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ s❡♠✐✲s❤❛r♣ ❝r❡❛s❡s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s✉r❢❛❝❡ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❡✐t❤❡r tr✉❧②
s❤❛r♣ ❝r❡❛s❡s ❢♦r ❤✐❣❤ ❡rr♦r t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦r ♣❧❛♥❛r ♣❛rts ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② s♠♦♦t❤ ❢r❡❡✲❢♦r♠ ♣❛rts ❢♦r
❧♦✇ ❡rr♦r t♦❧❡r❛♥❝❡s ✭❋✐❣✳ ✶✹✮✳

❘♦❜✉st♥❡ss✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❝♦♥s✐st❡♥t r❡s✉❧ts ❡✈❡♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝t✲
❧❛❞❡♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❛s♣❡❝t✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s✉r❢❛❝❡ r❡♠❛✐♥s ❝♦❤❡r❡♥t
❡✈❡♥ ✐♥ ❤✐❣❤ ✉♥❞❡r✲❞❡t❡❝t✐♦♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ■♥ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣❛rts ❛r❡ ♥✐❝❡❧② ♣r❡s❡r✈❡❞✱ ❛❧❜❡✐t t❤❡ ❢r❡❡✲❢♦r♠ ♣❛rts ❛r❡ ❤❛♠♣❡r❡❞ ✇✐t❤
♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦✐♥t ❞❡♥s✐t✐❡s
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✸✮ ✇✐t❤♦✉t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ✐❣♥♦r❡ ❛ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✷✱ r✐❣❤t
❝❛s❡✮✳

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❘✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✺ ❛♥❞ ✶✹ ♦♥ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ǫ✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❛❦❡s ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ 30 s❡❝♦♥❞s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛ s✉r❢❛❝❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠✐❧❧✐♦♥ ♣♦✐♥ts
✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ǫ✲t♦❧❡r❛♥❝❡✱ ❛❢t❡r ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♣❧❛♥❛r ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡
❡①tr❛❝t✐♦♥ st❡♣ ✐s ♦❢t❡♥ ❜♦t❤ ♠♦r❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r✐♥❣ st❡♣✳
❚❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
t❤❡ ❈❤✉r❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✐ts ❤✐❣❤❧② str✉❝t✉r❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐① t✐♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ ✇✐t❤♦✉t str✉❝✲
t✉r✐♥❣ ✐t✱ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ✜✈❡ t✐♠❡s ❧❡ss ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛✐r❜♦r♥❡ ▲■❉❆❘ s❝❛♥
❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ❧♦✇❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐s♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇ ♣♦✐♥t ❞❡♥s✐t② ✭< 2♣ts✴♠2✮ ❛♥❞ t❤❡

❘❘ ♥➦ ✽✶✼✹



✶✽ ❋❧♦r❡♥t ▲❛❢❛r❣❡ ✫ P✐❡rr❡ ❆❧❧✐❡③

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❙t❛t✉❡ ♦❢ ▲✐❜❡rt②✳ ❚❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♠❛✐♥❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣❧❛♥❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ t❤❡ ❜❛s❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ st❛t✉❡ ❛♥❞ t♦ s♦♠❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❞r❡ss✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ str✉❝t✉r❡s t❤❡s❡
❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❧❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡✲❢♦r♠ ♣❛rts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❍❛✉s❞♦r✛
❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ✐s ♥❡❛r❧② ③❡r♦ ❛t ❢r❡❡✲❢♦r♠ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ǫ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❚❤❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✈❡r t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❬✷❪ ✭♦❝tr❡❡ ❞❡♣t❤❂✶✵✮
✐s ❤✐❣❤❡r ❛❧♠♦st ❡✈❡r②✇❤❡r❡✳

■♥r✐❛



❙✉r❢❛❝❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ P♦✐♥t ❙❡t ❙tr✉❝t✉r✐♥❣ ✶✾

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❋❛♥❞✐s❦✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ✉r❜❛♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ s✉✐t❡❞ t♦
♠♦❞❡❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡ ♣❛rts ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② s❡ts ♦❢ ♣❧❛♥❡s✳ ❚❤❡
♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡r r♦❜✉st♥❡ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r♦❜✉st ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✳

❘❘ ♥➦ ✽✶✼✹



✷✵ ❋❧♦r❡♥t ▲❛❢❛r❣❡ ✫ P✐❡rr❡ ❆❧❧✐❡③

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ■♥❝❛ t❡♠♣❧❡✳ ❆ ❞❡❢❡❝t✲❢r❡❡ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❛ ❞❡❢❡❝t✲❧❛❞❡♥ ✭❜♦tt♦♠✱ ♦✉t❧✐❡rs ✰✶✵%✱ ✈❛r✐❛❜❧❡
♣♦✐♥t ❞❡♥s✐t② r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❢❛❝t♦r ✶ t♦ ✺✵ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✮ ♣♦✐♥t s❡ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠
❛ ♠❡s❤ ✭❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❢r❛♠❡✮✳ ❚❤❡ ❤②❜r✐❞ s✉r❢❛❝❡s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡s❤ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ P♦✐ss♦♥ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡
❞❡❢❡❝t✲❧❛❞❡♥ ✐♥♣✉t✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♥♦ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s❤❛♣❡ r❡❝♦✈❡r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✻❪ ❢r♦♠ t❤❡
P♦✐ss♦♥ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r♦✉❣❤ str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤ ✇❤✐❧❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❡rr♦r
t♦ ●r♦✉♥❞ ❚r✉t❤✳

■♥r✐❛



❙✉r❢❛❝❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ P♦✐♥t ❙❡t ❙tr✉❝t✉r✐♥❣ ✷✶

❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ ǫ✳ ❲❤❡♥ ǫ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✱ ❢❡✇ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞❀ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✉r❢❛❝❡s
❜❡✐♥❣ s✐♠✐❧❛r t♦ s♠♦♦t❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ ǫ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② str✉❝t✉r❡s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❤✐❧❡
♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦✈❡r ❛♥ ǫ t♦❧❡r❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ str✉❝t✉r❡❞
♣♦✐♥t s❡t ❜❡❝♦♠❡s ❧✐❣❤t❡r✳ ❋♦r s♠♦♦t❤ s❤❛♣❡s✱ ✐✳❡✳ ❇❧❛❞❡✱ t❤❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t
♣♦✐♥t s❡t ✐♥❝r❡❛s❡s r❡❧❛t✐✈❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② t♦ ǫ✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✉r❜❛♥ s❝❡♥❡s✱ ✐✳❡✳ ❈❤✉r❝❤✱ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❡✈♦❧✈❡s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✉r❜❛♥ s❝❛❧❡s✱ t❤❡ st❛❣♥❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ǫ = 1 ♦❝❝✉rr✐♥❣
❛❢t❡r t❤❛t t❤❡ ♠✐♥♦r ❡❧❡♠❡♥ts ❛s ✇✐♥❞♦✇s ♦r ❞♦♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐❣❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛❥♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❛s ✇❛❧❧s ♦r r♦♦❢ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧ ❛t ǫ = 0.2 ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✇❡❧❧
✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ✭s❡❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❛rr♦✇s✮✳
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✷✷ ❋❧♦r❡♥t ▲❛❢❛r❣❡ ✫ P✐❡rr❡ ❆❧❧✐❡③

❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✉r❜❛♥ s❝❡♥❡s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❤②❜r✐❞ s✉r❢❛❝❡s r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♠❛✐♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡s ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s✳

■♥r✐❛
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●
r♦
✉
♥
❞
▲
❛
s❡
r

❆
✐r
❜♦
r♥
❡
▼
❱
❙

●
r♦
✉
♥
❞
▼
❱
❙

❆
✐r
❜♦
r♥
❡
▲
✐❞
❛
r

❉
✐s
t♦
rt
❡❞

❝✉
❜❡

❙
t❛
t✉
❡
▲
✐❜
❡r
t②

❊
♠
♣
✐r
❡
❙
t❛
t❡

# ✐♥♣✉t ✶✳✹✾▼ ✶✳✾✼▼ ✷✳✹✸▼ ✶✳✻✾▼ ✺✵❑ ✷✳✶▼ ✶✳✷▼
♣♦✐♥ts
# ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✶✻✻ ✶✺✹ ✺✺ ✸✷✺✼ ✻ ✶✹✼ ✶✶✹

# str✉❝t✉r❡❞ ✶✳✶✾▼ ✷✹✷❑ ✶✳✷✻▼ ✽✻✽❑ ✺✳✹❑ ✶✳✵✾▼ ✶✹✻❑
♣♦✐♥ts
❙tr✉❝t✉r✐♥❣ ✶✾ ✶✺✳✹ ✶✽✳✾ ✺✶✳✻ ✵✳✷✺ ✸✾✳✸ ✶✸✳✺
t✐♠❡ ✭s❡❝✮
❡①tr❛❝t✐♦♥ ✷✶✻ ✸✶✳✻ ✹✸✹ ✸✺✸✳✶ ✶✳✵ ✷✵✸ ✼✶✳✸
t✐♠❡ ✭s❡❝✮
▼❡♠♦r② ✸✱✸✵✵ ✶✱✶✷✵ ✸✱✼✵✵ ✷✱✷✷✵ ✷✾ ✸✱✷✸✵ ✼✶✺
♣❡❛❦ ✭▼❜✮

❚❛❜❧❡ ✶✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ t❡sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥ ❛♥ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✼ ❝❧♦❝❦❡❞ ❛t ✷●❍③✳ ❲❡ ❡①❝❧✉❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s ❞❛t❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ❣r❛♣❤✳

❧❛r❣❡ s❝❡♥❡ ❛r❡❛ ✭✶❦♠2✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss r❡❧❛t✐✈❡❧② ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳

▲✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ♥♦♥✲♠❛♥✐❢♦❧❞ s✉r❢❛❝❡s ♥♦r s✉r❢❛❝❡s
✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ♦r ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ♣❛rts ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t
s✉✐t❡❞ t♦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✭❧❛r❣❡ ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ✐❧❧✲♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞ s♣❛❝❡
♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♦r s♠♦♦t❤ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦♥ ❤♦❧❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r Rv ♠✉st ❜❡ ❤✐❣❤ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❛t ✈✐s✐❜✐❧✐t② r❛②s ♣❡♥❡tr❛t❡ ✐♥s✐❞❡ ❤♦❧❡s✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ Rv

❤♦✇❡✈❡r ❝♦♠❡s ❛t ❛ ❝♦st ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ t❤❡♥ ❧❡ss ❝♦♥s✐st❡♥t✱
✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ♠❛② s❦✐♣ s♦♠❡ s♠❛❧❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❢r♦♠ ❛ r❛✇ ♣♦✐♥t s❡t ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❞❡t❡❝t❡❞
♣❧❛♥❛r ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❝♦✈❡r ♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✜rst ♣r♦❝❡❡❞s
❜② ❡①tr❛❝t✐♥❣ str✉❝t✉r✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② s❤❛r♣ ❢❡❛t✉r❡s
❛♥❞ ❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s✳ ■t t❤❡♥ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡s t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ♦♥ ♣❧❛♥❛r ❛r❡❛s ❜② r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞
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