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✼✳✺ ❖t❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✼✳✻ ❖t❤❡r ❡♠❡r❣✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✼✳✻✳✶ ❘❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❝✐❡♥❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
✼✳✻✳✷ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ✜♥✐t❡ s②st❡♠s ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✽ Pr♦❥❡❝t❡❞ st❛t✐st✐❝s ✶✵✵

✽✳✶ ❙②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛t ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶
✽✳✷ ❚❤❡r♠♦✲✜❡❧❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✾ ❙✉♠♠❛r②✱ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✵✸

✶✵ ❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts ✶✵✺

❆♣♣❡♥❞✐① ❆❖✈❡r❧❛♣s ❛♥❞ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❍❋❇ st❛t❡s ✶✵✻

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣❧❛② ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❛♥②✲❜♦❞②
♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❛r❡❛s ❧✐❦❡ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str②✱ ❛t♦♠✐❝✱ ♠♦❧❡❝✉❧❛r✱ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♠❛tt❡r✱ ❛♥❞
♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ❜♦s♦♥ ❝❛s❡s✱ ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
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❚❤❡s❡ ♣r♦❞✉❝t✲t②♣❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❧❧♦✇✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥ ❡❛s② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s②♠♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞✱
♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣❡r♠✐t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✱ ❧✐❦❡
t❤❡ ❲✐❝❦✬s t❤❡♦r❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥♦r♠♦✉s❧② s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ♦♣❡r❛t♦rs✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ♦r❜✐t❛❧s✱ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧
♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts✱ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ❍❛rtr❡❡✲
❋♦❝❦ ✭❍❋✮ ♠❡t❤♦❞✳ ■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ✜♥❞ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ♦r s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❇❈❙ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ t❤❡ ❇❈❙ t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ ❍❋ t❤❡♦r② t♦ ❣✐✈❡ t❤❡
❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✲❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ ✭❍❋❇✮ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇✐❞❡❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r
♣❤②s✐❝s✳

❆♥♦t❤❡r ❢❛❝❡t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s r❡✈❡❛❧❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧
❚❤❡♦r② ✭❉❋❚✮✳ ❇② ✉s✐♥❣ ♦♥❡✲❜♦❞② ❞❡♥s✐t✐❡s ❛s ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ r❡❧❡✈❛♥t ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱
❉❋❚ ❛✐♠s t♦ ♠❛♣ t❤❡ ❡①❛❝t ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠s ♦♥t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t
st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❢♦r♠❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤♦s❡
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❍❋ ♠❡t❤♦❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❍❋
❛♥❞ ❉❋❚ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ t❤❡ s✐♠✐❧❛r str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s ✉s
t♦ ✉s❡ ❢♦r ❜♦t❤✱ ❍❋ ❛♥❞ ❉❋❚✱ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♥❛♠❡ ♦❢ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st s❛❧✐❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢t❡♥ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❜r❡❛❦ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❇❈❙ ❛♥❞ ❍❋❇ t❤❡♦r✐❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ✈❛❝✉❛ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❞♦ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t
st❛t❡s ✇✐t❤ ❣♦♦❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇❛② t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡
❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts✱ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳

■t ✐s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❢❛✈♦rs t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s
s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❛♥❞ ♠❛② ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t ❛ ♠♦r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♠❡❛♥✲
✜❡❧❞ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢
❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡❛s② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❞s ❜❡✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡
r♦t❛t✐♦♥❛❧✲s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣✱ s♦ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣❤②s✐❝s✳ ❙②♠♠❡tr②
❜r❡❛❦✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛ ✉s❡❢✉❧ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ st❛t✐♦♥❛r② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ s②♠♠❡tr②✲
❝♦♥s❡r✈✐♥❣ st❛t❡s✱ ✇❤❡r❡✉♣♦♥ t❤❡ ❢❛♠♦✉s ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡r ❡✛❡❝t ❜❡❝♦♠❡s ❡✛❡❝t✐✈❡✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❝♦♠❡
❛t ❛ ♣r✐❝❡✿ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦r ❝♦✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣s ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s②♠♠❡tr②
q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs s✉❝❤ ❛s ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ♣❛r✐t②✱ ❡t❝✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s❡r✐♦✉s
❞r❛✇❜❛❝❦ ✐❢ q✉❛♥t✐t✐❡s ❧✐❦❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡✐r s❡❧❡❝t✐♦♥
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✻

r✉❧❡s✱ ❛r❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ s❤❛r♣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②♠♠❡tr②✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣ ❛♥❞
s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♦❝❝✉r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢
t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❙✉❝❤ s❤❛r♣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧ ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡ s②st❡♠s✱ ❜✉t ❝❛♥♥♦t
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✜♥✐t❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ♦r ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ s②st❡♠s✳

❆ ✇❛② t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ✐s t♦
r❡st♦r❡ t❤❡ ❜r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♠❛tt❡r ♦❢ t❤✐s r❡✈✐❡✇ ❛rt✐❝❧❡✳ ❆
❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ s✉❝❤ ❛ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐s t♦ t❛❦❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✱ ♣r♦♣❡r❧② ✇❡✐❣❤t❡❞✱
♦❢ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣ t♦
t❤❡ s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ ✭♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ✏❞❡❢♦r♠❡❞✧✮ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ t❤❡s❡ ✏r♦t❛t❡❞✑ ❞❡❢♦r♠❡❞ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✱ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✱ t❤❡r❡♦❢✱ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r
❡♥❡r❣✐❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
r✉❧❡s ♦❢ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r②✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦r ❝♦✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦♣❡r q✉❛♥t✉♠
♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s ✏s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥✧ ♦r
✏♣r♦❥❡❝t✐♦♥✧✳ ❆s ✐t ❧❡❛❞s t♦ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t st❛t❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞
❛s ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❚❤❡ t❤❡♦r② ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s r♦♦t❡❞ ✐♥ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r② ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤ts
♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr②
❣r♦✉♣✳ ■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ▲✐❡ ❣r♦✉♣ ✭r♦t❛t✐♦♥✱
tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ❣❛✉❣❡✱ ❡t❝✳✮ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ✐t ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❣r♦✉♣
✭♣❛r✐t②✮✳

❖♥❝❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ♦♣❡r❛t♦r ✐s ✜①❡❞✱ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ♦♥❡ ✐s t♦ r❡st♦r❡ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢
t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❍❋✱ ❍❋❇✱ ♦r ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✏♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❢t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥✑✱ ✇❤❡r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❡♥❡r❣②✳ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❢✉❧❧② s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧✱ ❝❛❧❧❡❞
✏✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✧✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡ t❤r♦✉❣❤ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣②✱ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r ❡❛❝❤ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢♦r♠❡❞
st❛t❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ❡①tr❛ ✢❡①✐❜✐❧✐t②
❜r♦✉❣❤t ✐♥ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s♠❡❛r ♦✉t t❤❡ s❤❛r♣
tr❛♥s✐t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✳

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❜❛s✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ t❛❦❡s
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❲✐❝❦✬s t❤❡♦r❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ♠❛tr✐①
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ st❛t❡s✳ ❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r♦t❛t❡❞ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ st❛t❡s ❛r❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ st❛t❡s ❛❣❛✐♥ ✕ t❤❡②
s✐♠♣❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ r♦t❛t❡❞ ✭q✉❛s✐✮♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❚❤♦✉❧❡ss t❤❡♦r❡♠✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜r❛s ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t s②♠♠❡tr②
❣r♦✉♣s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦♥❡✲❜♦❞② ♦♣❡r❛t♦rs✳

❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✼

❛❧✇❛②s t❤❡ ❝❛s❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❞❡♥s✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ t❤❡ ❍♦❤❡♥❜❡r❣✲❑♦❤♥ ♦r ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ t❤✐s
s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ s♦rt ♦❢ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❦❡r♥❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ r❡❝✐♣❡s ❛r❡ ♣❧❛❣✉❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t
✇❡r❡ ♥♦t r❡s♦❧✈❡❞ ②❡t ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳

❋✉rt❤❡r✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✭❡✛❡❝t✐✈❡✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ t✇♦✲❜♦❞② ♦♣❡r❛t♦r✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡
❞✐r❡❝t✱ ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ♣❛✐r✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✭t❤❡ ♠♦st t②♣✐❝❛❧ ❝❛s❡ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ✉s❡
♦❢ t❤❡ ❙❧❛t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❣❧❡❝t
♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❛♥t✐♣❛✐r✐♥❣ ✜❡❧❞✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ♥❛✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❲✐❝❦✬s
t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ s♣✉r✐♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝ ✇❛②s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡✈✐s❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s r❡♣r❡s❡♥t s❡r✐♦✉s ✐♠♣❡❞✐♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♠♦st ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❞❡♥s✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠s✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✭❊❉❋s✮✱ s❡❡
❉✉❣✉❡t ✭✷✵✶✹❛✮❀ ❙❝❤✉♥❝❦ ✭✷✵✶✾✮❀ ❋✉r♥st❛❤❧ ✭✷✵✷✵✮ ❢♦r ❢✉rt❤❡r r❡❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡♥❡✜t
♦❢ s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❙❡❣ré ❝❤❛rt✳ ❱❡r② s✉❝❝❡ss❢✉❧
❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs ✇✐t❤ ❣r❡❛t s✉❝❝❡ss ✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
❜✉❧❦ ♥✉❝❧❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❊❉❋ ♠❡t❤♦❞s ♠♦t✐✈❛t❡❞ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ✭❜❡②♦♥❞ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ st❡♣✮ ❛✐♠❡❞ t♦ ❣❛✐♥ ❛❝❝❡ss t♦ s②♠♠❡tr②✲
❝♦♥s❡r✈✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ t❤✐s r❡✈✐❡✇ ❛r❡ ❢✉❧❧② ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s s♣❡❝✐❛❧✐sts
♠❛② ✜♥❞ ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡✲❢✉♥❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s
❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚❤❡ t✇♦ ❞♦♠❛✐♥s ✇❡r❡ ❡✈♦❧✈✐♥❣ s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥❞❡❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❢❛r ❛s
t❤❡ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ ❛♣♣❛r❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥
❛♥❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛r❡ ❛❜✉♥❞❛♥t✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② ✇❡ ✇❡r❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ r❡✈✐❡✇
✇♦✉❧❞ ♥❡✈❡r ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❡♣❧② ❡♥❝r✉st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢
❜♦t❤ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ♣r♦♠♦t✐♥❣ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡
✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ✐❞❡❛✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡♥ t❤❡ t❡①t ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ❛❧✐❡♥ t♦ ❡✈❡r②❜♦❞②✳ ❲❡
t❤✉s ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❛❧✇❛②s ❦❡❡♣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ❛s ❝❧❡❛r❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛✐♥
✇❤❛t ✈❛r✐♦✉s ♥❛♠❡s ❛♥❞ s②♠❜♦❧s ♠❡❛♥✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t r❡✈✐❡✇ ❛rt✐❝❧❡ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♥♥❡r✳ ❇❛s✐❝ ✐❞❡❛s
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❛♥❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸
♦✉t❧✐♥❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❝t✐♦♥ ✹ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❙②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥
s✐♠♣❧❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✱ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r
♠❡s♦s❝♦♣✐❝ s②st❡♠s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳ ❆ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✽ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣
r❡♠❛r❦s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✾✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❲❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥

t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧✳ ▲❡❢t ✭r✐❣❤t✮ ♣❛♥❡❧s s❤♦✇ ❡①❛❝t ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✮

s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚♦♣ ✭❜♦tt♦♠✮ ♣❛♥❡❧s s❤♦✇ ♣❛r✐t②✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣

✭❜r♦❦❡♥✲♣❛r✐t②✮ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❜r♦❦❡♥✲♣❛r✐t② ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥

t❤❡ ❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜❧❧✐♥❣ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧s✳

✷✳ ❙②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐♥ s✐♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♠❛tt❡r ♦❢ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❛♥❞
r❡st♦r❛t✐♦♥ ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤r❡❡ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❋✐rst❧②✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ♥❡✐t❤❡r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♥♦r ♠❛♥②✲
❜♦❞② ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ ♣r♦❜❧❡♠
✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❆♥❞ t❤✐r❞✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠❛♥②✲❜♦❞② s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡
s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡①❛❝t❧② s♦❧✈❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s②♠♠❡tr②
❜r❡❛❦✐♥❣ ❛♥❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ t♦ ❝❧❡❛r❧② ❞❡❧✐♥❡❛t❡
t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t❤❛t ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥ r❡❛❧✐st✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥s✳

✷✳✶✳ ❉♦✉❜❧② s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞♦✉❜❧② s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧ ✭❙❛❦✉r❛✐✱ ✶✾✾✹✮✱ t❤❛t ✐s✱ ❛ ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥✜♥✐t❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧ ♦❢ ✇✐❞t❤ 2a ✇✐t❤ ❛ st❡♣✲❧✐❦❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❛rr✐❡r ♦❢ ✇✐❞t❤
2b ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t V ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✳ ❚♦ ❧✐♥❦ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ♥✉❝❧❡❛r✲♣❤②s✐❝s s❝❛❧❡s ♦❢
♠❛ss✱ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✱ ❧❡t ✉s ✉s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ℏ2/2m = 20▼❡❱ ❢♠2✱ a = 10 ❢♠✱
b = 1 ❢♠✱ ❛♥❞ V = 40▼❡❱✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❡①❛❝t ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❡❛s✐❧②
❞❡t❡r♠✐♥❡❞❀ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥st❛t❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✭❛✮✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡
❡✐❣❡♥st❛t❡s ❛r❡ ❡✐t❤❡r s②♠♠❡tr✐❝ ♦r ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝✱ Π̂|Ψ±⟩ = ±|Ψ±⟩✱ ✇❤❡r❡ Π̂ ✐s t❤❡
✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r x→ −x✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t
t❤❡ t✇♦ ❧♦✇❡st st❛t❡s r❡s✐❞❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ✇❡❧❧✱ ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ t❤❡
❜❛rr✐❡r r❡❣✐♦♥✳

❚❤❡ t✇♦ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣❛r✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❧✐♥❡❛r
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s✱

|Ψ±⟩ = 1√
2

(
|Ψ❧❡❢t ⟩ ± |Ψr✐❣❤t⟩

)
, ✭✶✮
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❢♦r

|Ψ❧❡❢t ⟩ = 1√
2

(
|Ψ+⟩+ |Ψ−⟩

)
, ✭✷✮

|Ψr✐❣❤t⟩ = 1√
2

(
|Ψ+⟩ − |Ψ−⟩

)
, ✭✸✮

s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✭❜✮✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts ❜✉✐❧t ♦❢ t❤❡ t✇♦
❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡s✐❞❡s ❡✐t❤❡r ✐♥
t❤❡ ❧❡❢t ♦r ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ❢♦✉r st❛t❡s ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ ⟨Ψ+|Ψ−⟩ = 0

❛♥❞ ⟨Ψ❧❡❢t |Ψr✐❣❤t⟩ = 0✱ ❛♥❞ ❜♦t❤✱ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❡①❛❝t st❛t❡s✱ |Ψ+⟩ ❛♥❞ |Ψ−⟩✱ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢
❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts✱ |Ψ❧❡❢t⟩ ❛♥❞ |Ψr✐❣❤t⟩✱ s♣❛♥ t❤❡ s❛♠❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❧♦✇❡st
❡✐❣❡♥st❛t❡s✳

■❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡①❛❝t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧② s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧ ❜② Ĥ✱
✇❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❤❛✈❡

Ĥ|Ψ+⟩ = E+|Ψ+⟩
Ĥ|Ψ−⟩ = E−|Ψ+⟩ ✭✹✮

❛♥❞

⟨Ψ❧❡❢t |Ĥ|Ψ❧❡❢t ⟩ = E ❧♦❝

⟨Ψr✐❣❤t|Ĥ|Ψr✐❣❤t⟩ = E ❧♦❝

⟨Ψ❧❡❢t |Ĥ|Ψr✐❣❤t⟩ = −1
2
δE

⟨Ψr✐❣❤t|Ĥ|Ψ❧❡❢t ⟩ = −1
2
δE

✭✺✮

❢♦r

δE = E− − E+, E ❧♦❝ = 1
2

(
E+ + E−) , ✭✻✮

✇❤❡r❡ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡①❛❝t ❡✐❣❡♥st❛t❡s ❛r❡ s♣❧✐t ✐♥ ❡♥❡r❣② ❜② δE = 75.6 ❦❡❱ ❛♥❞ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❜♦t❤ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts E ❧♦❝ ❛r❡✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛t❡❞ ❡①❛❝t❧②
✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡✐❣❡♥❡♥❡r❣✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✮ ❛♥❞
✭✺✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s

(
⟨Ψ+|, ⟨Ψ−|

)
Ĥ

(
|Ψ+⟩
|Ψ−⟩

)
=

(
E+ 0

0 E−

)
✭✼✮

❛♥❞
(
⟨Ψ❧❡❢t |, ⟨Ψr✐❣❤t|

)
Ĥ

(
|Ψ❧❡❢t ⟩
|Ψr✐❣❤t⟩

)
=

(
E ❧♦❝ −1

2
δE

−1
2
δE E ❧♦❝

)
, ✭✽✮

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
■t ✐s ♥♦✇ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t ❜② ❜r❡❛❦✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱

✇❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ❛ ✈❡r② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts✱ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✭❝✮✳
■♥❞❡❡❞✱ ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❧❡❢t ♦r r✐❣❤t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t
❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr② st❛t❡s✱ |Φ❧❡❢t⟩ ❛♥❞ |Φr✐❣❤t⟩✳ ❚❤❡ ❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr② st❛t❡s ❛r❡ t❤❡ ❡①❛❝t
❡✐❣❡♥st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧s✱ ❜✉t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡② ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
❡✐❣❡♥st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦✉❜❧② s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧✳ ■♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✱ t❤❡②
❝❛♥♥♦t r❡❛❧❧② ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❛❝t ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts |Ψ❧❡❢t⟩ ❛♥❞ |Ψr✐❣❤t⟩✳ ◆♦t❡
t❤❛t |Φ❧❡❢t⟩ ❛♥❞ |Φr✐❣❤t⟩ ❛r❡ st❛t✐♦♥❛r② ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧s✱ ✇❤❡r❡❛s ✇❡ ✉s❡
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t❤❡♠ t♦ ♠♦❞❡❧ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts |Ψ❧❡❢t⟩ ❛♥❞ |Ψr✐❣❤t⟩ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦✉❜❧②
s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ✈❡r② ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♠❛tt❡r ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✳
◆❛♠❡❧②✱ t❤❡ s②♠♠❡tr②✲❜r♦❦❡♥ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡rt❛✐♥ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛♥
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✱ ❝❛♥ s❡r✈❡ ✉s ❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② r❡st♦r✐♥❣ t❤❡✐r s②♠♠❡tr②✱ t❤❛t ✐s✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ st❛t❡s |Φ❧❡❢t⟩ ❛♥❞ |Φr✐❣❤t⟩✱
s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✭❞✮✱

|Φ±⟩ = 1√
2±2ϵ

(
|Φ❧❡❢t⟩ ± |Φr✐❣❤t⟩

)
❢♦r ϵ = ⟨Φ❧❡❢t|Φr✐❣❤t⟩. ✭✾✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ t✇♦ ❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr② st❛t❡s ♦♥❡ ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r✱

Π̂|Φ❧❡❢t⟩ = |Φr✐❣❤t⟩ ❛♥❞ Π̂|Φr✐❣❤t⟩ = |Φ❧❡❢t⟩, ✭✶✵✮

st❛t❡s ✭✾✮ ❤❛✈❡ ❝♦rr❡❝t s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ Π̂|Φ±⟩ = ±|Φ±⟩ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
❢❛❝t♦rs t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ϵ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr② st❛t❡s✳
◆♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ❛ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ϵ✱

ϵ = ⟨Φ❧❡❢t|Φr✐❣❤t⟩ = ⟨Φ❧❡❢t|Π̂|Φ❧❡❢t⟩ = ⟨Φr✐❣❤t|Π̂|Φr✐❣❤t⟩ = ⟨Φr✐❣❤t|Φ❧❡❢t⟩, ✭✶✶✮

✐s r❡❛❧✳
❋♦r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣✱ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

t❤❡ ♣❛r✐t② s②♠♠❡tr② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✱ t❤❡
s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr② st❛t❡s✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮✱ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❜r✐♥❣s
t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠❛tr✐① t♦ ✐ts ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦r♠✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
[Ĥ, Π̂] = 0✱ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✼✮ ❛♥❞ ✭✽✮ r❡❛❞

(
⟨Φ+|, ⟨Φ−|

)
Ĥ

(
|Φ+⟩
|Φ−⟩

)
=

(
E+ 0

0 E−

)
✭✶✷✮

❛♥❞
(
⟨Φ❧❡❢t |, ⟨Φr✐❣❤t|

)
Ĥ

(
|Φ❧❡❢t ⟩
|Φr✐❣❤t⟩

)
=

(
E ❧♦❝ ∆

∆ E ❧♦❝

)
, ✭✶✸✮

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡✐❣❡♥❡♥❡r❣✐❡s E± ❛♥❞ t❤❡✐r s♣❧✐tt✐♥❣ δE ✱

E± =
E ❧♦❝ ±∆

1± ϵ
, ✭✶✹✮

δE = E− − E+ =
2ϵE ❧♦❝ − 2∆

1− ϵ2
, ✭✶✺✮

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱

E ❧♦❝ = ⟨Φ❧❡❢t |Ĥ|Φ❧❡❢t ⟩ = ⟨Φr✐❣❤t|Ĥ|Φr✐❣❤t⟩, ✭✶✻✮

∆ = ⟨Φ❧❡❢t |Ĥ|Φr✐❣❤t⟩ = ⟨Φr✐❣❤t|Ĥ|Φ❧❡❢t ⟩, ✭✶✼✮

✇❤❡r❡✱ ❜② t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❛t ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✮✱ ∆ ✐s r❡❛❧✳
❋✐❣✉r❡ ✷ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❧♦❣✐❝ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❞❡♣✐❝ts

❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ❞✐s❝✉ss❡❞ st❛t❡s✳ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❡①❛❝t
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Exact Approximate

2052.7

2128.3

2090.5

2130.0

2054.5

2092.1

Ψ
+

Ψ
−

Ψ
left

Ψ
right

Φ
+

Φ
−

Φ
left

Φ
right

a) b)

2150

2100

2050

E
n

e
rg

y
 (

k
e
V

)

❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❊♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✭r✐❣❤t✮ st❛t❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳

❡✐❣❡♥st❛t❡s✱ |Ψ+⟩ ❛♥❞ |Ψ−⟩✱ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❡①❛❝t ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts✱
|Ψ❧❡❢t⟩ ❛♥❞ |Ψr✐❣❤t⟩✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✷✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s✱ |Φ❧❡❢t⟩ ❛♥❞ |Φr✐❣❤t⟩✱ ✐s ❜② t❤❡ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
♣❛✐r ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s |Φ+⟩ ❛♥❞ |Φ−⟩✳

■t ✐s ❣r❛t✐❢②✐♥❣ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s E ❧♦❝

❛r❡ ♦♥❧② ✶✳✻ ❦❡❱ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡①❛❝t ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts
E ❧♦❝ ✭✻✮✳ ■t ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❣r❛t✐❢②✐♥❣ t♦ s❡❡ t❤❛t ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❡❞ st❛t❡s✱
❛r❡ ♦♥❧② ✶✳✽ ❛♥❞ ✶✳✼ ❦❡❱ ❛❜♦✈❡ t❤❡✐r ❡①❛❝t ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❡❞ st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛❧s ✼✺✳✺ ❦❡❱✱ ❛❧♠♦st ❡①❛❝t❧② r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡
❡①❛❝t r❡s✉❧t✳

❲❡ s❤♦✉❧❞ ♠❡♥t✐♦♥ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t t❤❛t t❤❡ ❡①❛❝t ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts✱ |Ψ❧❡❢t⟩ ❛♥❞
|Ψr✐❣❤t⟩✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❞♦✉❜❧② s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧✱ ❡✈♦❧✈❡ ✐♥ t✐♠❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ t✐♠❡ ♦❢
T = πℏ/δE✱ t❤❡ ❧❡❢t ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❋♦r
t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤✐s ❧❡❢t✲r✐❣❤t q✉❛♥t✉♠ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ✈❡r②
s❤♦rt✱ T ≃ 3× 10−21 s✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦r r✐❣❤t ✇❡❧❧ ✇✐❧❧
♥♦t r❡❛❧❧② ❦❡❡♣ ✐ts ✐❞❡♥t✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❜❛rr✐❡r ✇✐❞t❤ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠ ✷ t♦ ✹✺ ❢♠✱
t❤✐s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❜❡❝♦♠❡s T ≃ 40 ❞❛②s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧s
✇♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ t❤❡r❡ ❛s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ ❞♦✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐❞❡ ❜❛rr✐❡r✱ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s✱ |Φ❧❡❢t⟩ ❛♥❞ |Φr✐❣❤t⟩✱ ❜❡❝♦♠❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❣♦♦❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡①❛❝t ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts✱ ❛♥❞ t❤❡ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧②
❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♣❡r❢❡❝t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr②✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣ ❡①❛❝t
❡✐❣❡♥st❛t❡s✳

❚❤❡ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❛♥❞
r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✉s❡❢✉❧ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛❧✐t② ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱
❛♥❞ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ✐♥❤❡r❡♥t t♦ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ❢♦r
t❤❡s❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t s②st❡♠s t❤❛t ✐t ✜♥❞s ✐ts ♠♦st ♣r♦♠✐♥❡♥t ❛♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳‡ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣❤②s✐❝s✱ t❤❡r❡ ✐s ♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣
❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❡❞ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ st❛t❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦r ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

‡ ❆♥❛❧②s❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ ❡✳❣✳✱ ✐♥ ❘♦❜❧❡❞♦ ✭✶✾✾✷✮❀ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞

▲❛♥❞♠❛♥ ✭✷✵✵✷❛✱❜✮✳
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✶✷

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ r✐❣♦r♦✉s ❉❋❚ ✭❍♦❤❡♥❜❡r❣
❛♥❞ ❑♦❤♥✱ ✶✾✻✹❀ ❑♦❤♥ ❛♥❞ ❙❤❛♠✱ ✶✾✻✺❀ ❇❛rt❧❡tt✱ ✷✵✶✵❀ ❇❡❝❦❡✱ ✷✵✶✹❀ ❏♦♥❡s✱ ✷✵✶✺✮✱ ❛
❢❡✇ ❝♦♠♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ❡①✐st❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠s ♦❢ ❡①❛❝t ❉❋❚ ✐s t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❤❡r❡❜② ♦♥❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❡①❛❝t ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞
✐ts ❞❡♥s✐t②✳ ❲✐t❤✐♥ ♦✉r s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ❉❋❚ ✐s ❜♦✉♥❞
t♦ ②✐❡❧❞ t❤❡ ❡①❛❝t✱ s②♠♠❡tr② ❝♦♥s❡r✈✐♥❣✱ ♣♦s✐t✐✈❡✲♣❛r✐t② ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
Ψ+(x) = ⟨x|Ψ+⟩ ❛♥❞ ✐ts ❞❡♥s✐t② ρ(x) = |Ψ+(x)|2✱ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
Ψ❧❡❢t(x) = ⟨x|Ψ❧❡❢t⟩ ♦r Ψr✐❣❤t(x) = ⟨x|Ψr✐❣❤t⟩ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ❞❡♥s✐t✐❡s ✭❜❡ t❤❡② ❛✈❡r❛❣❡ ♦r ♠❛①✐♠✉♠✮ ♦❢ ❡①❛❝t ❛♥❞
❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞✐✛❡r ❜② ❛❜♦✉t ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ t✇♦✱ ❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡s ✶✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✳
❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝r❡❛t❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ❢♦r s②st❡♠s✱ ❧✐❦❡ ♥✉❝❧❡✐✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ✭t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✶✻ ❢♠−3✮ ✐s ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r s✉❝❤ s②st❡♠s ✇❡ ❜✉✐❧❞ ✭♦r ❞❡r✐✈❡✮ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥✜♥✐t❡ s❛t✉r❛t❡❞
s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♦r ✜♥✐t❡ s❡❧❢✲❜♦✉♥❞ s②st❡♠s✱
✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧ ✭t②♣✐❝❛❧ ❢♦r ❛ ❞r♦♣ ♦❢ ♠❛tt❡r✮✳ ❙✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s t❤❡♥ ❤❛✈❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥❡r❣✐❡s ❛t s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ♣r♦♣❡r❧② ✇♦r❦ ♦♥❧② ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❡❞
✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t ❢♦r t❤❡ ❡①❛❝t s②♠♠❡tr②✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣ ♦♥❡s✳

❚♦ ❜r✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
♦♥❧② t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❛♥❞ t♦✇❛r❞s ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❝❛s❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡✲♣❛r✐t②
❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ ❛♥ ❛❧♣❤❛✲♣❛rt✐❝❧❡ ❡♠✐tt✐♥❣ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❡❝❛②✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢
♥✉❝❧❡♦♥s ✐s ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❆❢t❡r
t❤❡ ❞❡❝❛②✱ t❤❡ ❡①❛❝t ♣❛r✐t②✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ s②♠♠❡tr✐❝
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❝♦✐❧ ♥✉❝❧❡✉s ♠♦✈✐♥❣ r✐❣❤t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦✈✐♥❣ ❧❡❢t✱ ❛♥❞
t❤❛t ♦❢ t❤❡ r❡❝♦✐❧ ♠♦✈✐♥❣ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ ❛❧♣❤❛ ♠♦✈✐♥❣ r✐❣❤t✳ ■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t s✉❝❤ ❛ st❛t❡
❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛s t❤❛t ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❡❝❛②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦✇ t✇✐❝❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ❛ s②♠♠❡tr②✲❜r♦❦❡♥ st❛t❡✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝♦✐❧
♠♦✈✐♥❣ ❧❡❢t ❛♥❞ ❛❧♣❤❛ ♠♦✈✐♥❣ r✐❣❤t✱ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡♠✐t ♦❢ t❤❛t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱
❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ s✉❜s②st❡♠s ❞♦ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ♥♦t ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡
s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛✲❡♠✐tt✐♥❣ ♥✉❝❧❡✉s ✐❧❧✉str❛t❡s ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✱
✇❤❡r❡✉♣♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ♣❧❛②s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r♦❧❡✳ ■t ❛❧s♦ t❡❧❧s ✉s t❤❛t
t❤❡ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡q✉❛❧❧② ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣✐❡❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱
❛❢t❡r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❉❋❚ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦✐❧ ♠♦✈✐♥❣ ❧❡❢t ❛♥❞ ❛❧♣❤❛ ♠♦✈✐♥❣ r✐❣❤t✱ ✇❡
♠✉st s②♠♠❡tr✐③❡ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛❧♣❤❛✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡t❡❝t♦rs ✇✐❧❧✱ ♦❢
❝♦✉rs❡✱ ♥❡✈❡r s❡❡ ❛♥② ❧❡❢t✲r✐❣❤t ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t❤❡
❉❋❚ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠s ❣✐✈❡s ✉s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❛❝❝❡ss t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❡❞
st❛t❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❜② ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠❡❛♥ s♣❡❝✐✜❝ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢
❝♦♥st✐t✉❡♥ts ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦✇ ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
s❤♦✉❧❞ ♥❡✈❡r ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ ❡①❛❝t ❡✐❣❡♥st❛t❡s✱ ❛s t❤❡② s✐♠♣❧② r❡♣r❡s❡♥t s♣❡❝✐✜❝ ✇❛✈❡
♣❛❝❦❡ts t❤❡r❡♦❢✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❡✐❣❡♥st❛t❡s ✐s t❤❡♥ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡
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✈✐❛ t❤❡ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥✳
❚❤❡r❡ r❡♠❛✐♥s✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡ tr♦✉❜❧✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉❋❚

❛♥❞ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t♦ r❡st♦r❡ t❤❡ s②♠♠❡tr②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss ♥♦t
♦♥❧② t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr② st❛t❡s |Φ❧❡❢t⟩ ♦r |Φr✐❣❤t⟩✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡♠✐t ♦❢ ❉❋❚✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣s✱ ϵ = ⟨Φ❧❡❢t|Φr✐❣❤t⟩✱ ❛♥❞
♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts✱ ∆ = ⟨Φ❧❡❢t|Ĥ|Φr✐❣❤t⟩✱ t❤❡r❡♦❢✱ ♥❡✐t❤❡r ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r✲
❉❋❚ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ✐s ♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ϵ ❛♥❞ ∆ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ st❛t❡s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❲✐❝❦✬s t❤❡♦r❡♠✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ✉s
❛ r✐❝❤ ❛♥❞ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❡r♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❤②❜r✐❞ ♠✐① ♦❢ t❤❡ ❉❋❚ ❛♥❞ ✇❛✈❡✲❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞✱ t♦
♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✐t ❤❛s ❛s ②❡t ♥♦ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥② s♦❧✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡
♠❛♥②✲❜♦❞②✲♣❤②s✐❝s ❝♦♠♠✉♥✐t② ❤❛s ❡①❡❝✉t❡❞ ❛ s♣❡❝t❛❝✉❧❛r tr✐♣❧❡ ❆①❧❡ ❥✉♠♣ ✐♥t♦ ❛ ♣♦♦❧
✇✐t❤♦✉t r❡❛❧❧② ✈❡r✐❢②✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✇❛t❡r ✐s t❤❡r❡ ♦r ♥♦t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❡①❝❡❧❧❡♥t r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✇❡ ♠❛② r❛t❤❡r ✇♦rr② ❛❜♦✉t ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛♥
❛❜♦✉t q✉❡st✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐ts❡❧❢✳

❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ❜❡❣❣❡❞ t♦ ❡①❝✉s❡ ✉s ❢♦r t❤❡ ♣❛rt❧② s✐♠♣❧✐st✐❝ ❛♥❞ ♣❛rt❧② ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧
♥❛rr❛t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ t❤♦✉❣❤t t❤❛t ❡①♣♦s✐♥❣ t❤❡s❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥s
❝♦✉❧❞ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ✉s❡❢✉❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♠♦✈❡ r✐❣❤t ♦♥
t♦ t❤❡ ❢♦r❡❢r♦♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♠❛tt❡r ♦❢ t❤✐s r❡✈✐❡✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t❤❛t ✐s ❝♦♠✐♥❣ ✉♣ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ♦❜s❝✉r❡ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡st
❜❡❤✐♥❞ tr❡❡s✳

✷✳✷✳ ❉✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❤②❞r♦❣❡♥ ❛♥❞ ♦t❤❡r s✐♠✐❧❛r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞✐♠❡rs

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛r❡❛s ♦❢ ❝♦♥❞❡♥s❡❞✲♠❛tt❡r ♣❤②s✐❝s
❛♥❞ ❝❤❡♠✐str②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r♣❛rt✐❝❧❡ ❈♦✉❧♦♠❜✐❝ r❡♣✉❧s✐♦♥ ♣❧❛②s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧
r♦❧❡ ✐♥ ✐♥❞✉❝✐♥❣ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ tr❡❛t♠❡♥ts ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣
❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡ ❛t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛
♣❛✐r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✷❉✮
q✉❛♥t✉♠ ❞♦t ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✭◗❉▼✮✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛ ♠❛♥♠❛❞❡ s②st❡♠ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❍2✲◗❉▼✳ ❚❤❡
❍2✲◗❉▼ s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s tr❛♣♣❡❞ ✐♥s✐❞❡ t✇♦ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts
✭❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝✲♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ℏω0✮ s❡♣❛r❛t❡❞
❜② ❛♥ ✐♥t❡r❞♦t ❞✐st❛♥❝❡ d ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r❞♦t ❜❛rr✐❡r Vb✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧
✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② t❤❛t ♦❢ ❛ ✷❉ t✇♦✲❝❡♥t❡r ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❞♦t s❡♣❛r❛t✐♦♥ d✱
♦r t❤❡ ✐♥t❡r❞♦t ❜❛rr✐❡r Vb✱ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♣r♦❝❡ss ❜❡❛r✐♥❣ ❛♥❛❧♦❣✐❡s t♦ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❍2 ❍②❞r♦❣❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ♦✛❡rs ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s②♠♠❡tr② ❞✐❧❡♠♠❛ ❢❛❝✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❬❝♦✐♥❡❞ ❜② ▲ö✇❞✐♥
✭▲②❦♦s ❛♥❞ Pr❛tt✱ ✶✾✻✸✮❪ s✉❝❝✐♥❝t❧② ❝♦♥✈❡②s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
s②♠♠❡tr✐❡s ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ tr❡❛t♠❡♥t ❬❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❍❛rtr❡❡ ❋♦❝❦
✭❘❍❋✮ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s❀ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✼❪✱ ♣r♦✈✐❞❡s ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡r
s②♠♠❡tr✐❡s✱ ❜✉t ♦❢t❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥
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t❤❡ s②♠♠❡tr② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡ r❡❧❛①❡❞ ❬✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ❍❛rtr❡❡ ❋♦❝❦ ✭❯❍❋✮
♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s❀ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✼❪✳ ■♥ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❞♦t ❡①❛♠♣❧❡ ❤❡r❡✱ t❤❡ ❯❍❋ ❧♦✇❡rs
t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❜② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡♥s✉✐♥❣ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ t♦t❛❧ s♣✐♥
❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛r✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛①✐s✳

❚❤❡ str❡t❝❤❡❞ ♥❛t✉r❛❧ ❍2 ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❘❍❋ ❛♥❞ t❤❡ ❯❍❋ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ t❤❡
❡♥s✉✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✲s②♠♠❡tr②✴❤✐❣❤❡r✲❡♥❡r❣② ✈❡rs✉s ❧♦✇❡r✲❡♥❡r❣②✴✇r♦♥❣✲s②♠♠❡tr② ❞✐❧❡♠♠❛
❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳✽✳✼✳ ♦❢ ❙③❛❜♦ ❛♥❞ ❖st❧✉♥❞ ✭✶✾✽✾✮✳ ■♥ ✇❛✈❡✲❢✉♥❝t✐♦♥✲
❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s②st❡♠s✱ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❞✐❧❡♠♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡
❜② ✉s✐♥❣ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥✳§ ❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❡✛❡❝t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
❛rt✐✜❝✐❛❧ ❍2✲◗❉▼ ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥ ✭✷✵✵✶✱ ✷✵✵✷❜✱❛✮✳ ❇❡❢♦r❡
♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ❢✉rt❤❡r✱ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ ❣r❛s♣✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
♣✐❝t✉r❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❜❡❧♦✇✳ ◆❛♠❡❧②✱
✭■✮ ❚❤❡ ❯❍❋ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s②♠♠❡tr②✲❜r♦❦❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛❧❧ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✳
●✐✈❡♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠❛♥②✲❜♦❞② st❛t❡✱ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦r ❛♥ ❡①❝✐t❡❞ ♦♥❡✱ s②♠♠❡tr②
❜r❡❛❦✐♥❣ ❛♣♣❡❛rs ❛t ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❛♥②✲
❜♦❞② ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❯❍❋ s♦❧✉t✐♦♥s
❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❍❋ ♦♥❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s s✉❜s❡q✉❡♥t s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t✳
❆♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❜❡❧♦✇✱ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
s✐♥❣❧❡t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❍2✲◗❉▼✱ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❈♦✉❧♦♠❜✐❝ r❡♣✉❧s✐♦♥✱ ✐♥t❡r❞♦t s❡♣❛r❛t✐♦♥✱
❛♥❞ ✐♥t❡r❞♦t ❜❛rr✐❡r t❡♥❞ t♦ s✉♣♣r❡ss s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣✳ ✭■■✮ ❚✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s❤❡❧❧ ✐♥ ❜♦t❤ t✇♦ ❛♥❞ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✇❤❡r❡ s❤❡❧❧ ❝❧♦s✉r❡s ♣r❡✈❡♥t s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✭❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r
s❤❛♣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ♣❛✐r✐♥❣✮✱ t❤❡ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ s❤❡❧❧ ❝❧♦s✉r❡ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
s②st❡♠s ✐s ♥♦t ✐♠♠✉♥❡ t♦ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✭❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✮✳

❘❍❋ ❛♥❞ ❯❍❋ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❍2✲◗❉▼ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞
✐♥ ✜❣✉r❡ ✸ ❢♦r ❛ ❝❛s❡ ✇✐t❤ tr❛♣♣✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ℏω0 = 5♠❡❱✱ ✐♥t❡r❞♦t ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢
d = 30 ♥♠ ❛♥❞ ❜❛rr✐❡r ♦❢ Vb = 4.95♠❡❱✳ ■♥ t❤❡ ❘❍❋ r❡s✉❧t ✭❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮✱ ❛ s✐♥❣❧❡
❜♦♥❞✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ✭σg✮ ✐s ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❜♦t❤ t❤❡ s♣✐♥✲✉♣ ❛♥❞ s♣✐♥✲❞♦✇♥ ❡❧❡❝tr♦♥s✳
■♥ t❤❡ ❯❍❋ ❝❛s❡ ✭r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✮✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t♦t❛❧ s♣✐♥ ❛♥❞ ♣❛r✐t② s②♠♠❡tr✐❡s ❛r❡
❜r♦❦❡♥✱ ❛♥❞ t❤❡ s♣✐♥✲✉♣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦❝❝✉♣✐❡s ❛♥ ❛t♦♠✐❝✲❧✐❦❡ ✭1s✮ ♦r❜✐t❛❧ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡
❧❡❢t q✉❛♥t✉♠ ❞♦t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♣✐♥✲❞♦✇♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦❝❝✉♣✐❡s ❛♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠✐❝✲❧✐❦❡
✭1s′✮ ♦r❜✐t❛❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t q✉❛♥t✉♠ ❞♦t✳ ❋♦r t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s✱ t❤❡ ❘❍❋ r❡s✉❧t
✐s ERHF = 13.68♠❡❱✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❯❍❋ ❡♥❡r❣② ②✐❡❧❞s EUHF = 12.83 ♠❡❱✱ ❛♠♦✉♥t✐♥❣
t♦ ❛ ❧♦✇❡r✐♥❣ ✐♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✽✺ ♠❡❱✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ tr✐♣❧❡t st❛t❡ ✐s
EUHF = 13.01♠❡❱✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s✐♥❣❧❡t st❛t❡ ❝♦♥❢♦r♠s t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t ❢♦r t✇♦
❡❧❡❝tr♦♥s ❛t ③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t❤❡ s✐♥❣❧❡t ✐s ❛❧✇❛②s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡❀ ✐♥ s❤❛r♣ ❝♦♥tr❛st✱
t❤❡ ❘❍❋ ♠♦❧❡❝✉❧❛r✲♦r❜✐t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❧s t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤✐s ❡①❛❝t r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳

◆❡①t ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣✐♥
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡st♦r❡ t❤❡ ❜r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❯❍❋ st❡♣✳ ❋♦r ❝❧❛r✐t②✱ ✇❡

§ ■♥ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❉❋❚ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s②st❡♠s✱ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❞✐❧❡♠♠❛ r❡♠❛✐♥s ❛♥ ♦♣❡♥

q✉❡st✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ♠❛✐♥ ♦❜st❛❝❧❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡rr♦r❀ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ P❡r❞❡✇ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✺✮✳
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✶✺

RHF UHF

❋✐❣✉r❡ ✸✳ ▲❛t❡r❛❧ ❍2✲◗❉▼✿ ❖❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧s ✭♠♦❞✉❧✉s sq✉❛r❡✮ ❢♦r t❤❡ s♣✐♥

✉♥♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝❛s❡ ✭Sz = 0✮✳ ▲❡❢t ❝♦❧✉♠♥✿ ❘❡str✐❝t❡❞ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✭❘❍❋✮✳ ❘✐❣❤t

❝♦❧✉♠♥✿ ❯♥r❡str✐❝t❡❞ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✭❯❍❋✮ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ s②♠♠❡tr②

✭♣❛r✐t②✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦r❜✐t❛❧ ❛r❡ t❤❡✐r ❡✐❣❡♥❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ ♠❡❱✳ ❯♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥

❛rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t❡ ✉♣ ♦r ❞♦✇♥ s♣✐♥✳ ❚❤❡ ❘❍❋ ♦r❜✐t❛❧s ❡①t❡♥❞ ♦✈❡r ❜♦t❤ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts❀

t❤❡② ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ✭▼❖✮✳ ❚❤❡ ❯❍❋ ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ ♦♥❡

q✉❛♥t✉♠ ❞♦t ✭❡✐t❤❡r ❧❡❢t ♦r r✐❣❤t✮✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s ✭❆❖✮✳ ❉✐st❛♥❝❡s

❛❧♦♥❣ t❤❡ x ❛♥❞ y ❛①❡s ❛r❡ ✐♥ ♥♠ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ✭✈❡rt✐❝❛❧ ❛①❡s✮ ❛r❡ ✐♥ 10−4

♥♠−2✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡✿ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ m∗ = 0.067me ✭me ✐s t❤❡

❢r❡❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛ss✮✱ tr❛♣♣✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r ❡❛❝❤ q✉❛♥t✉♠ ❞♦t ℏω0 = 5♠❡❱✱ ✐♥t❡r❞♦t

s❡♣❛r❛t✐♦♥ d = 30♥♠✱ ✐♥t❡r❞♦t ❜❛rr✐❡r Vb = 4.95♠❡❱✱ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t

κ = 20✳ ❘❡♣r✐♥t❡❞ ❜② ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❙♣r✐♥❣❡r ◆❛t✉r❡ ❛♥❞ ❈♦♣②r✐❣❤t ❈❧❡❛r❛♥❝❡

❈❡♥t❡r ❢r♦♠ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮✳

❡①♣❧✐❝✐t❧② ✇r✐t❡ ❞♦✇♥ t❤❡ ❯❍❋ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✱ ❝❢✳ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✺✮✱

ΦSz=0
UHF (1, 2) =

1√
2

∣∣∣∣∣
φl(r1)α1 φl(r2)α2

φr(r1)β1 φr(r2)β2

∣∣∣∣∣ , ✭✶✽✮

✇❤❡r❡ φl(r) ❛♥❞ φr(r) ❛r❡ t❤❡ 1s ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ 1s′ ✭r✐❣❤t✮ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦r❜✐t❛❧s ♦❢ t❤❡ ❯❍❋
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✸✱ ❛♥❞ α ❛♥❞ β ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥
s♣✐♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ✉s❡❢✉❧ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❤♦rt❤❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❛❜♦✈❡ ❛s

√
2ΦSz=0

UHF (1, 2) ≡ |φl(1)φr(2)⟩✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❜❛r ♦✈❡r ❛ s♣❛❝❡ ♦r❜✐t❛❧
❞❡♥♦t❡s ❛ s♣✐♥✲❞♦✇♥ ❡❧❡❝tr♦♥❀ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜❛r ❞❡♥♦t❡s ❛ s♣✐♥✲✉♣ ❡❧❡❝tr♦♥✳

ΦSz=0
UHF (1, 2) ✐s ❛♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Sz ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ s♣✐♥ S = s1 + s2✱ ❜✉t

♥♦t ♦❢ S2✳ ❆ ♠❛♥②✲❜♦❞② ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ S2 ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
s(s + 1) ✭❤❡r❡ s = 0✮ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣❧❡t✲st❛t❡ s♣✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
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♦♣❡r❛t♦r✱ ✐✳❡✳✱

P̂ s
spin = (1−ϖ12)/2, ✭✶✾✮

✇❤❡r❡ ϖ12 ✐s ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡s ♦♣♣♦s✐t❡ s♣✐♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s❀ s❡❡ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✶✮ ❜❡❧♦✇✳

❯♣♦♥ t❤❡ s♣✐♥✲s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡t st❛t❡ ♦❢ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ✭✇✐t❤ s = 0✮
✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

2
√
2P̂ s

spinΦ
Sz=0
UHF (1, 2) = |φl(1)φr(2)⟩ − |φl(1)φr(2)⟩. ✭✷✵✮

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❜❡②♦♥❞✲♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♠❛♥②✲❜♦❞② ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✵✮ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r
s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❘❍❋ ❛♥❞ ❯❍❋ ♠❡t❤♦❞s✳

❆ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✵✮ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❡①♣r❡ss✐♦♥

2P̂ s
spinΦ

Sz=0
UHF (1, 2) = (φl(r1)φr(r2) + φl(r2)φr(r1))

× χ(s = 0, Sz = 0), ✭✷✶✮

✇❤❡r❡ χ(s = 0, Sz = 0) ✐s t❤❡ s♣✐♥ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡t st❛t❡✱ ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

χ(s = 0, Sz = 0) = (α1β2 − α2β1)/
√
2 . ✭✷✷✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✶✮ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❍❡✐t❧❡r✲▲♦♥❞♦♥
✭❍❡✐t❧❡r ❛♥❞ ▲♦♥❞♦♥✱ ✶✾✷✼✮ ♦r ✈❛❧❡♥❝❡✲❜♦♥❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❍❡✐t❧❡r✲▲♦♥❞♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ❡♠♣❧♦②s t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ♦r❜✐t❛❧s ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧②
s❡♣❛r❛t❡❞ ❛t♦♠s✱ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❯❍❋ ♦r❜✐t❛❧s t❤❛t ❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ s❡❧❢✲
❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❛t ❛♥② s❡♣❛r❛t✐♦♥ d ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❛rr✐❡r ❤❡✐❣❤t Vb✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣❛rt✱ ♦♥❡ ❛rr✐✈❡s ❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐♠♣r♦✈❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡t st❛t❡✿

Ψs
P❘❏(1, 2) = N+

√
2P̂ s

spinΦ
Sz=0
UHF (1, 2), ✭✷✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

N+ = 1/
√
1 + S2

lr , ✭✷✹✮

Slr ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦r❜✐t❛❧s φl(r) ❛♥❞ φr(r)✱

Slr =

∫
d2rφl(r)φr(r). ✭✷✺✮

❲❡ str❡ss ❛❣❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ψs
P❘❏(1, 2) ❡①❤✐❜✐ts ❛❧❧ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❡s

♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳
❚❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❡❞ s✐♥❣❧❡t st❛t❡ Ψs

P❘❏(1, 2) ❬❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✸✮❪
r❡❛❞s

Es
P❘❏ = N2

+ [hll + hrr + 2Slrhlr + Jlr +Klr] , ✭✷✻✮

✇❤❡r❡ h ✐s t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✶✱ ❛♥❞ J ❛♥❞ K ❛r❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ e − e
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r❡♣✉❧s✐♦♥ e2/κr12✱ ✇❤❡r❡ κ ✐s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✻✮✱ t❤❡
s✉❜s❝r✐♣ts l ❛♥❞ r ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞
r✐❣❤t s♣❛❝❡ ♦r❜✐t❛❧s✱ φl(r) ❛♥❞ φr(r)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❧s♦ ❤❡r❡
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❍❋ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❘❍❋ ❬✇✐t❤
φl(r) = φr(r) = φ(r)❪ ❛♥❞ ❯❍❋ ❬✇✐t❤ ❡✐t❤❡r φl(r) ̸= φr(r) ♦r φl(r) = φr(r) = φ(r)❪
❝❛s❡s✱ ✐✳❡✳✱

Es
❍❋ = hll + hrr + Jlr. ✭✷✼✮

❋♦r t❤❡ tr✐♣❧❡t st❛t❡✱ t❤❡ ❯❍❋ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✇✐t❤ Sz = 1✮ ❞♦❡s ♥♦t ❜r❡❛❦ ❛♥② s②♠♠❡tr✐❡s
❢♦r ❛❧❧ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs d✱ Vb✱ ❛♥❞ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ e✲e r❡♣✉❧s✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡
tr✐♣❧❡t ❍❋ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✱ ♦♥❡ ❤❛s Φt

RHF(1, 2) = Φt
UHF(1, 2) = |φ0n(r)φ1n(r)⟩✱ ✇✐t❤ t❤❡

❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❜❛rs ♦✈❡r t❤❡ φ ♦r❜✐t❛❧s r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❛t ❜♦t❤ ❡❧❡❝tr♦♥s ❤❛✈❡ α ✭✉♣✮ s♣✐♥s✳ ❚❤❡
✐♥❞✐❝❡s ✧✵♥✧ ❛♥❞ ✧✶♥✧ ❞❡♥♦t❡ ③❡r♦✲♥♦❞❡ ❛♥❞ ♦♥❡✲♥♦❞❡ s♣❛❝❡ ♦r❜✐t❛❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞✱
❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❤❡r❡✱ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s✱
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ Ψ+ ❛♥❞ Ψ− ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✭❛✮❀ ❢♦r t❤❡ ♥♦❞❡❧❡ss φ0n✱ s❡❡ ❛❧s♦ t❤❡ ▼❖ ♦r❜✐t❛❧
✭♠♦❞✉❧✉s sq✉❛r❡✮ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✸✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s♣✐♥✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱
P̂ t,Sz=1
spin ≡ 1✱ ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ❬♥♦ ♦♣♣♦s✐t❡ s♣✐♥s t♦ ❜❡ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❞✱ s❡❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛

✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✶✮ ❜❡❧♦✇❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ st❛rt✐♥❣
❍❋ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r t❤❡ tr✐♣❧❡t st❛t❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ✐✳❡✳✱ Et

P❘❏ = Et
❯❍❋ = Et

RHF = Et
HF✱ ✇✐t❤

Et
HF = h0n,0n + h1n,1n + J0n,1n −K0n,1n. ✭✷✽✮

▲✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❍2✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ∆ε = Es − Et✱ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s✐♥❣❧❡t ❛♥❞ t❤❡ tr✐♣❧❡t st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❍2✲◗❉▼✱ ♠✉st ✈❛♥✐s❤ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❛s
t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ♦♥❡ ❝❛♥ ❦❡❡♣ t❤❡ ✐♥t❡r❞♦t ❞✐st❛♥❝❡ d ❝♦♥st❛♥t
❛♥❞ ✈❛r② t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❞♦t ❜❛rr✐❡r Vb✳

❋✐❣✉r❡ ✹ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢∆ε ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Vb ✐♥ ③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞
❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ st❡♣s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❘❍❋ ✭♠♦❧❡❝✉❧❛r✲♦r❜✐t❛❧ t❤❡♦r②✱ t♦♣
❧✐♥❡✮✱ t❤❡ ❯❍❋ ✭❜r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr②✱ ♠✐❞❞❧❡ ❧✐♥❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭s②♠♠❡tr②
r❡st♦r❛t✐♦♥✱ ❜♦tt♦♠ ❧✐♥❡✮✳

❆♥ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❯❍❋ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✲t❡❝❤♥✐q✉❡
✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝s ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t ✭∆ε → 0 ❢♦r Vb → ∞✮
r❛t❤❡r ✇❡❧❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❘❍❋ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢❛✐❧s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s ❧✐♠✐t✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞
✭s②♠♠❡tr② r❡st♦r❡❞✮ s✐♥❣❧❡t ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✵✮ ❛♥❞ ✭✷✶✮❪ ❤❛s t❤❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧② s♣✐♥✲❡♥t❛♥❣❧❡❞ t✇♦✲❢❡r♠✐♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❜② ❉❛✈✐❞ ❇♦❤♠ ✭❇♦❤♠ ❛♥❞ ❆❤❛r♦♥♦✈✱ ✶✾✺✼❀ ❇♦❤♠✱ ✶✾✺✶✮ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r
❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥✲P♦❞♦❧s❦②✲❘♦s❡♥ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ♣❛r❛❞♦①
✭❊✐♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✸✺✮✳ ❚❤✐s ❡①❡♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr②
r❡st♦r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❡♠❡r❣✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
s❝✐❡♥❝❡ ✭❈❧♦ët✱ ✷✵✶✾✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳ ▲❛t❡r❛❧ ❍2✲◗❉▼✿ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆ε = Es−Et ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡t

❛♥❞ tr✐♣❧❡t st❛t❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❘❍❋ ✭♠♦❧❡❝✉❧❛r✲♦r❜✐t❛❧ t❤❡♦r②✱ t♦♣ ❧✐♥❡✮✱ t❤❡ ❯❍❋

✭❜r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr②✱ ♠✐❞❞❧❡ ❧✐♥❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ✭s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥✱

❜♦tt♦♠ ❧✐♥❡✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❞♦t ❜❛rr✐❡r Vb✳ ❋♦r Vb = 25♠❡❱✱ ❝♦♠♣❧❡t❡

s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞♦ts ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ s✐❣♥❛❧❡❞ ❜② ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ∆ε → 0 ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❯❍❋

❛♥❞ Pr♦❥❡❝t✐♦♥✲t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡✿ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡

♠❛ss m∗ = 0.067me✱ tr❛♣♣✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ℏω0 = 5♠❡❱✱ ✐♥t❡r❞♦t ❞✐st❛♥❝❡ d = 30 ♥♠✱

❛♥❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t κ = 40✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇ ♠❛r❦s t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣

❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡t st❛t❡✳ ❘❡♣r✐♥t❡❞ ❜② ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❙♣r✐♥❣❡r ◆❛t✉r❡ ❛♥❞ ❈♦♣②r✐❣❤t

❈❧❡❛r❛♥❝❡ ❈❡♥t❡r ❢r♦♠ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮✳

✷✳✸✳ ❚❤❡ s❡♥✐♦r✐t② ♠♦❞❡❧

❙♦ ❢❛r ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❛♥❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❢♦r ♦♥❡ ♦r t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐s t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡
♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s✱ ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❛ ♣r♦❞✉❝t st❛t❡ |Φ⟩ ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭♦r q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝❧❡s✮ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡✲
♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❜r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr②✳ ❚♦ ❡❧❛❜♦r❛t❡ t❤✐s ❛s♣❡❝t ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ ✇❡
♥♦✇ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss t❤❡ s❡♥✐♦r✐t② ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❑❡r♠❛♥ ✭✶✾✻✶✮ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r N ❢❡r♠✐♦♥s ✐♥ ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ s✐♥❣❧❡ j✲s❤❡❧❧ ✭✇✐t❤ Ω = j + 1

2
✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤

❛ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ Ĥ✱

Ĥ = −GŜ+Ŝ−, ✭✷✾✮

✇❤❡r❡ G ✐s t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✱

Ŝ+ = (Ŝ−)
† =

√
Ω

2
[a†ja

†
j]J=0, ✭✸✵✮
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✇❤❡r❡ a†j ❝r❡❛t❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❥✲t❤ s❤❡❧❧ ❛♥❞ Ŝ+ ❝r❡❛t❡s ❛ ❈♦♦♣❡r✲♣❛✐r ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ J = 0✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Ŝ0 ❝♦♥♥❡❝t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♦♣❡r❛t♦r N̂ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

Ŝ0 =
1

2
(N̂ − Ω), ✭✸✶✮

♦♣❡r❛t♦rs Ŝ+, Ŝ0, ❛♥❞ Ŝ− ❢♦r♠ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ SU(2) ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲s♣✐♥✳ ■t ❤❛s
t❤❡ ❈❛s✐♠✐r ♦♣❡r❛t♦r Ŝ2✱

Ŝ
2 = Ŝ+Ŝ− + Ŝ2

0 − Ŝ0, ✭✸✷✮

✇✐t❤ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ S(S + 1)✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭✷✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

Ĥ = −G(Ŝ2 − Ŝ2
0 + Ŝ0), ✭✸✸✮

❛♥❞ t❤✉s ✐t ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs S, S0 ♦r S,N ✳
❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❛❝✉✉♠ |−⟩ ✇✐t❤ N = 0 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② S = Ω

2
❛♥❞ S0 = −Ω

2
✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s

✈❛❝✉✉♠ |−⟩✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r❛✐s✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r Ŝ+✱ ♦♥❡ ✜♥❞s t❤❡ ❡①❛❝t ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❡✈❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡rs N ✭❍❛r❛✱ ✶✾✻✼✮✱

|Ω
2
, N⟩ ∝ Ŝ

N/2
+ |−⟩. ✭✸✹✮

❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ♦❢ n = N
2
❈♦♦♣❡r ♣❛✐rs✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢❡r♠✐♦♥s t❤✐s ✐s ❛

❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ st❛t❡✳
❲❡ ♥♦✇ ✉s❡ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❇❈❙✲st❛t❡

|Φ⟩ =
∏

m>0

(um + vma
†
jma

†
jm̄)|−⟩ ∝

∏

m

αjm|−⟩, ✭✸✺✮

✇❤❡r❡ α†
jm = uma

†
jm − vmajm̄✳ m̄ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❡❞ st❛t❡✳ |Φ⟩ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛

❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r♦❞✉❝t st❛t❡ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❢♦r t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ♦♣❡r❛t♦rs α†
jm✳ ❲❡✱

t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ❲✐❝❦ t❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✹✼✮ ♦❢ ❘❡❢✳ ✭❘✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉❝❦✱
✶✾✽✵✮✮ ❢♦r t❤❡ t✇♦✲❜♦❞② ♦♣❡r❛t♦r ✭✷✾✮✳ ◆❡❣❧❡❝t✐♥❣✱ ❛s ✉s✉❛❧ ✐♥ t❤❡ ❇❈❙ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
t❤❡ t❡r♠s a†a ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❇❈❙ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

ĤBCS = const.−∆(Ŝ+ + Ŝ−), ✭✸✻✮

✇✐t❤ t❤❡ ❣❛♣ ♣❛r❛♠❡t❡r ∆ = G⟨Φ|S+|Φ⟩✳ ❚❤❡ ❇❈❙ st❛t❡ |Φ⟩ ✐s ❛♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ ĤBCS

❛♥❞ t❤❡ ❇❈❙ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts um ❛♥❞ vm ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲
✜❡❧❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ĤBCS✳

■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ĤBCS ❜r❡❛❦s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r s②♠♠❡tr②❀ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❡ ❧♦♦❦s
❢♦r ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ Ĥ ′

BCS = ĤBCS−λN̂ ✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② t❤❡ s✉❜s✐❞✐❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ⟨Φ|N̂ |Φ⟩ = N ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❇❈❙ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ❣❛♣ ♣❛r❛♠❡t❡r ∆✱ ♦♥❡ ❡♥❞s ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞
✐t❡r❛t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ s❡♥✐♦r✐t② ♠♦❞❡❧ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛rt ✭∼a†a✮ ♦❢
ĤBCS ✈❛♥✐s❤❡s ❛♥❞ t❤✉s ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r m✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡
❇❈❙ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s um ❛♥❞ vm ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ m ❡✐t❤❡r✳

❚❤❡ ❇❈❙ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ĤBCS ❜r❡❛❦s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r s②♠♠❡tr②✱ ❛♥❞ s♦ ✐t ❛❧s♦
❜r❡❛❦s t❤❡ ❣❛✉❣❡ s②♠♠❡tr②✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤✐s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣✱
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✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ ♣r♦❞✉❝t st❛t❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s✱
❝❢✳ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✺✮✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡s❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞
t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t st❛t❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜r✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❛❝❦ ❜② t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr②✳ ❚❤✐s
✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s✱ ❜② ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
|Φ⟩ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡rs ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ N ✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡
❡①♣r❡ss t❤❡ ❇❈❙ st❛t❡ |Φ⟩ ✭✸✺✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Ŝ+ ❛s

|Φ⟩ ∝
∏

m>0

exp(
v

u
a†jma

†
jm̄)|−⟩ = exp(

v

u

∑

m>0

a†jma
†
jm̄)|−⟩ ∝ exp(

v

u
Ŝ+)|−⟩, ✭✸✼✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ sq✉❛r❡s ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦
③❡r♦ ❛♥❞ t❤✉s ♦♥❧② t❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❡♠❛✐♥✱ ❛s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✺✮✳
❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❤❡♥ ❧❡❛❞s t♦

P̂N |Φ⟩ ∝ Ŝ
N/2
+ |−⟩. ✭✸✽✮

❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✭✸✹✮ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t✱ t❤❛t s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥
❜r✐♥❣s ✉s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞s ❞❡✜♥✐t❡❧② ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t✱ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r
Ŝ+ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ♥♦r ♦♥ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✉❝❤ ❛s
t❤❡ str❡♥❣t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r G✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❛❧s♦ ✐♥ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s②♠♠❡tr②
r❡st♦r❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ t❤❛t ❜② r❡st♦r✐♥❣ s②♠♠❡tr✐❡s✱
♦♥❡ ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✳

✸✳ ❙②♠♠❡tr② ❘❡st♦r❛t✐♦♥ ✲ ●❡♥❡r❛❧ ❋♦r♠❛❧✐s♠

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ s♦❧✉t✐♦♥s ♠❛② ❜r❡❛❦ s②♠♠❡tr✐❡s
t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❜❡②s✳ ❋♦r str♦♥❣ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣✱
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s t♦ ❛ ❣♦♦❞
❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❋♦r ✇❡❛❦ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣✱ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡✐r ❜r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr✐❡s
r❡st♦r❡❞✳ ■♥ t❤❡ s✐①t✐❡s ❛♥❞ s❡✈❡♥t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❝❡♥t✉r②✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❡✛♦rts ✇❡r❡ ♠❛❞❡
t♦ ❞❡❝♦✉♣❧❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
✭▲✐♣❦✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✺✺❀ ▲✐♣❦✐♥✱ ✶✾✺✻❀ ❱✐❧❧❛rs✱ ✶✾✺✼❀ ▲✐♣❦✐♥✱ ✶✾✺✽❀ ❱✐❧❧❛rs ❛♥❞ ❈♦♦♣❡r✱ ✶✾✼✵✮✳
❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ●❛❧✐❧❡❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡
♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s❡♣❛r❛t❡s ❡①❛❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡
✐♥tr✐♥s✐❝ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜② ❏❛❝♦❜✐ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤✐s ✐s ✉s❡❞
❢♦r ❢❡✇✲❜♦❞② s②st❡♠s✱ ✐✳❡✳✱ ✐♥ ✈❡r② ❧✐❣❤t ♥✉❝❧❡✐ ✭◆❛✈r❛t✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳ ❋♦r ❤❡❛✈✐❡r ♥✉❝❧❡✐
t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❡❝♦♠❡s q✉✐t❡ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣
♣r♦❞✉❝t st❛t❡s ✐♥ t❤❡s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❖♥❧② r❡❝❡♥t❧② ❛ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ◗✉❛♥t✉♠ ▼♦♥t❡
❈❛r❧♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡①❛❝t tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ●❛❧✐❧❡❛♥
✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❡✈❡♥ ❢♦r ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ r❛♥❣❡ ✭▼❛ss❡❧❧❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮✳ ❇❡❝❛✉s❡
♦❢ ✐ts ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❧✐❣❤t ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ ✐t
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✷✶

❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ♦t❤❡r s②♠♠❡tr② ✈✐♦❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ●❛❧✐❧❡❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t
❛♣♣❧②✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r t❡r♠✐♥♦❧♦❣② r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛♥❞ ❧❛❜♦r❛t♦r②
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❝♦♥❢✉s✐♥❣✱ ♦r ✉s❡❧❡ss✱ ♦r ❜♦t❤✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢
t❤❡ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥✱ ♥♦ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ✐s ❡✈❡r ❝❤❛♥❣❡❞✱ ♥❛♠❡❧②✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❜r♦❦❡♥✲
s②♠♠❡tr② ❛♥❞ r❡st♦r❡❞✲s②♠♠❡tr② ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡s✐❞❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥✐q✉❡ ❍✐❧❜❡rt
s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ ✉♥✐q✉❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
r❡st♦r❡❞✲s②♠♠❡tr② ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr② ♦♥❡ ❜② ❛❝t✐♥❣
♦♥ ✐t ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛♥② r❡❢❡r❡♥❝❡
❢r❛♠❡ ❡✐t❤❡r✱ ❜✉t r❛t❤❡r r♦t❛t❡s t❤❡ ❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr② ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ r♦t❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❜② ♥♦t t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
❢r❛♠❡ ❜✉t t❤❡ st❛t❡s ❛r❡ r♦t❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ✉s❡❞ ❛ ♣❛ss✐✈❡ r♦t❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱
✇❤❡r❡❜② t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ st❛②s t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ✐s r♦t❛t❡❞✱ t❤✐s
✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❢r♦♠ ✐♥tr✐♥s✐❝ t♦
❧❛❜♦r❛t♦r②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ♠❛② ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② s❧✐♣ ✐♥t♦ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡
✐♥tr✐♥s✐❝ ❛♥❞ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡s✱ t❤❡ r❡❛❞❡r s❤♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❜② tr❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ ✧✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✭❧❛❜♦r❛t♦r②✮ ❢r❛♠❡✧ ❛s ✧❜r♦❦❡♥✲
s②♠♠❡tr② ✭r❡st♦r❡❞✲s②♠♠❡tr②✮ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✧✳

❋♦r ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣✱ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥ ❡♥❡r❣②✱ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ▲✐❡ ❣r♦✉♣ ♦♥ t❤❡
✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛❧❧ ◆✐❧ss♦♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡s t❤❛t ❞✐✛❡r ♦♥❧② ❜② r♦t❛t✐♦♥ ✐♥
s♣❛❝❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣②✳ P❡✐❡r❧s ❛♥❞ ❨♦❝❝♦③ ✭✶✾✺✼✮ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡s❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ st❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ s❡❝♦♥❞
✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳
■♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s
♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ st❛t❡s✱ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❛t ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡✳ ❚❤✐s ❞♦✉❜❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❛s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❢t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥✳

■♥ ❛ s✐♥❣❧❡✲st❡♣ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❡❞ tr✐❛❧ st❛t❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♥② ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr②✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✜rst ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥t♦ ❛ st❛t❡ ✇✐t❤ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡s✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱
♣r♦♣♦s❡❞ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❜② ❩❡❤ ✭❩❡❤✱ ✶✾✻✺✮✱ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❧❡❛❞s t♦ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧②
❡①❛❝t r❡s✉❧ts ✭❙❤❡✐❦❤ ❛♥❞ ❘✐♥❣✱ ✷✵✵✵✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦✲st❡♣ ❛♥❞ s✐♥❣❧❡✲st❡♣
✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❡❝♦♠❡s q✉✐t❡ ♦❜✈✐♦✉s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧
s②♠♠❡tr②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ P❡✐❡r❧s ❛♥❞ ❨♦❝❝♦③ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛♥t✐✲
s②♠♠❡tr✐③❡❞ ❍❛rtr❡❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❩❡❤ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❍❋
s♦❧✉t✐♦♥✳

Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ r❡st♦r❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤♦s❡
♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ❛❜❡❧✐❛♥ ❛♥❞ ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣s ✭▲ö✇❞✐♥✱ ✶✾✻✼❀ ▼❛❝❉♦♥❛❧❞✱
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✶✾✼✵❀ ❘✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉❝❦✱ ✶✾✽✵✮✳ ❘❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ s②♠♠❡tr②✱ ❣❛✉❣❡
s②♠♠❡tr② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ ♣❛r✐t② s②♠♠❡tr② ♣❡rt❛✐♥ t♦ t❤❡
❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣s✳ ❋♦r t❤✐s ❝❧❛ss✱ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❤❛✈❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐❞❡♠♣♦t❡♥❝② ❛♥❞ ❤❡r♠✐t✐❝✐t②✳ ❋♦r t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ s②♠♠❡tr②
❣r♦✉♣s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r♦t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r❡st♦r❛t✐♦♥
♦❢ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♦r ✐s♦s♣✐♥✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
✐❞❡♠♣♦t❡♥❝② ❛♥❞ ❤❡r♠✐t✐❝✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❜❡❧♦✇✱ s✉❝❤ ♦♣❡r❛t♦rs ♣r♦❥❡❝t ♦✉t
t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐s ✇❤❛t ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✜rst ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✉s✐♥❣ ❣r♦✉♣✲t❤❡♦r②
❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t♦r✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆s ✐s ❡✈✐❞❡♥t✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❝❛♥
❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❜❛s✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥ s♦♠❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r
✈❛r✐♦✉s s②♠♠❡tr✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❧✐♥❡❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱
♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ ♣❛r✐t② ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳

❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❍❋❇ ❜❛s✐s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❦❡r♥❡❧s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❍❋❇ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❛s✐s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❲✐❝❦✬s
t❤❡♦r❡♠✳ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② s②♠♠❡tr②✲♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ❧❡❛❞s t♦ ❍❋❇✲❧✐❦❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡
✉♥♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❛♥❞ ❍❋ ✜❡❧❞s ❣❡t ♠♦❞✐✜❡❞
❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❛s ✇❡❧❧✳

✸✳✶✳ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❖♣❡r❛t♦r ✲ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛s✐s

❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s
s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♣✲t❤❡♦r② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞✳

✸✳✶✳✶✳ ●r♦✉♣✲❚❤❡♦r② ❆♣♣r♦❛❝❤ ●✐✈❡♥ ❛ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣✱ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ P̂ λ ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ |Φ⟩✱ P̂ λ|Φ⟩ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢
|Φ⟩ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✭s✮
λ✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ✉s✐♥❣
t❤❡ ❣r♦✉♣✲t❤❡♦r② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❧② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ t❡①t❜♦♦❦s ♦❢ ❍❛♠❡r♠❡s❤ ✭❍❛♠❡r♠❡s❤✱
✶✾✻✷✮ ❛♥❞ ●✐❧♠♦r❡ ✭●✐❧♠♦r❡✱ ✷✵✵✽❛✮✳

▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ st❛t❡s |λµ⟩✱ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞ ❜② q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✭s✮ µ✱ s♣❛♥ ❛♥
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✭s✮ λ✳ ❲✐t❤✐♥
t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s {R̂(g)} ❛❝t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✇❛②

R̂(g) |λµ⟩ =
∑

ν

|λν⟩ Dλ
νµ(g), ✭✸✾✮

✇❤❡r❡ g ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❣r♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① ❢✉♥❝t✐♦♥s Dλ
µν(g) ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

s✐♥❣❧❡✲✈❛❧✉❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
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r♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❲✐❣♥❡r D✲❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❊❞♠♦♥❞s✱ ✶✾✺✼❀ ❱❛rs❤❛❧♦✈✐❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✽✮✳
❚❤❡② ♦❜❡② t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② t❤❡♦r❡♠ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r②

∑∫
dg Dλ∗

µν (g)D
λ′

µ′ν′(g) =
V

nI
δλλ′ δµµ′ δνν′ , ✭✹✵✮

✇❤❡r❡ nI ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
❋♦r ✜♥✐t❡ ❣r♦✉♣s✱ V ✐s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✵✮ r✉♥s

♦✈❡r ❛❧❧ ❣r♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♠♣❛❝t ❣r♦✉♣s✱ V ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ❣r♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞
❜② ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ ❣r♦✉♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣ ✐♥ t❤r❡❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤r❡❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s Ω = (α, β, γ)✱ t❤❡
✈♦❧✉♠❡ ✐s V =

∫
dΩ = 8π2 ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②

t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ I ✐s nI = 2I +1✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t ❣r♦✉♣s
✭❧✐❦❡ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣✮✱ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞
t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❞❡❧t❛s ♠✉st ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛s✳

▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✾✮ ❜② Dλ∗
µν(g) ❛♥❞ s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❣r♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❡

❤❛✈❡
∑∫

dg Dλ∗
µν(g)R̂(g) |λ′ν ′⟩ = δλλ′ δνν′

V

nI
|λµ⟩ . ✭✹✶✮

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ ♦♣❡r❛t♦rs P̂ λ
µν ✱

P̂ λ
µν =

nI
V

∑∫
dg Dλ∗

µν(g)R̂(g) ✭✹✷✮

s✉❝❤ t❤❛t

P̂ λ
µν |λ′ν ′⟩ = δλλ′ δνν′ |λµ⟩ ✭✹✸✮

❛♥❞

P̂ λ
µνP̂

λ′

µ′ν′ = δλλ′ δνµ′ P̂
λ
µν′ ,

(
P̂ λ
µν

)†
= P̂ λ

νµ. ✭✹✹✮

■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs✱ P̂ λ
µµ✱ ♣r♦❥❡❝t ♦✉t t❤❡

µ✲t❤ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ λ✲t❤ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦❜❡②

P̂ λ
µµ P̂

λ′

µ′µ′ = δλλ′ δµµ′ P̂
λ
µµ. ✭✹✺✮

■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ❛♥❞ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t✱ ✐✳❡✳✱ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ str✐❝t
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s❡♥s❡✳

❋♦r ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣s✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s |Φλ
µµ⟩ ≡ P̂ λ

µµ|Φ⟩ ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r t❡♥s♦rs
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤✐s ❣r♦✉♣✱ ✐✳❡✳✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ R̂(g) t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❜❡❤❛✈❡ ❛s ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s |λµ⟩ s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✾✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡
♠❛tr✐① ❢✉♥❝t✐♦♥s Dλ

µν(g) ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ g✱ ♦♣❡r❛t♦rs P̂ λ
µµ ♦❜❡② t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❧❛t✐♦♥✱∑

λµ

P̂ λ
µµ = 1̂, ✭✹✻✮

t❤❛t ✐s✱ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦r t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t②✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s✱ t❤❛t ❡✈❡r② ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ |Φ⟩ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥✐q✉❡❧② s♣❧✐t ✐♥t♦ ❛ s✉♠ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts |Φλ

µµ⟩✱ |Φ⟩ =
∑

λµ |Φλ
µµ⟩✱

❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♦r ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✱ ♦r ❡✈❡♥ ✐❢ s♦♠❡
♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥ ✈❛♥✐s❤✳
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✸✳✶✳✷✳ ●❡♥❡r❛t♦r ❈♦♦r❞✐♥❛t❡ ▼❡t❤♦❞ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✷✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
♠❡t❤♦❞ ✭❍✐❧❧ ❛♥❞ ❲❤❡❡❧❡r✱ ✶✾✺✸❀ ●r✐✣♥ ❛♥❞ ❲❤❡❡❧❡r✱ ✶✾✺✼❀ ❘✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉❝❦✱ ✶✾✽✵✮✳
■♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ P❡✐❡r❧s ❛♥❞ ❨♦❝❝♦③ ✭✶✾✺✼✮ st❛rt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ |Φ⟩ ❛♥❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ s✉❜s♣❛❝❡
s♣❛♥♥❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s

|Φ(g)⟩ = R̂(g)|Φ⟩. ✭✹✼✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❛♥s❛t③

|Ψ⟩ =
∫
dgf(g)|Φ(g)⟩, ✭✹✽✮

t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥
f(g) ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ♥♦♥✲
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s st❛t❡s✳ ❚♦ r❡st♦r❡ t❤❡ s②♠♠❡tr②✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ s✉❝❤
❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛♥②✲❜♦❞② ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠s ❛s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✾✮✳ ■t ❝❛♥
❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ s✉❜s♣❛❝❡ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ s②♠♠❡tr② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱
✐✳❡✳✱

R̂(g)|Ψ⟩ =
∫
dg′f(−g + g′)|Φ(g′)⟩. ✭✹✾✮

✇❤❡r❡ (−g + g′) ✐s ❛ s❤♦rt ❤❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥t R̂−1(g)R̂(g′)✳ ❚❤✐s
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r P̂ ♦♥t♦ t❤✐s s✉❜s♣❛❝❡ ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t♦r
R̂(g) ❛♥❞ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ P̂ ĤP̂ ❛♥❞ t❤❡ s②♠♠❡tr②
♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(g) ❡①✐sts t❤❛t ♥♦t ♦♥❧② ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜✉t ❛❧s♦ ❤❛s
t❤❡ ♣r♦♣❡r s②♠♠❡tr②✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ f(g) ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✐t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❈❛s✐♠✐r ♦♣❡r❛t♦rs✳

✸✳✶✳✸✳ ●❡♥❡r✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❖✈❡r t❤❡ ②❡❛rs ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡r❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❢♦r♠ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✭✹✷✮✱

P̂ I =

∫
dg DI∗(g)R̂(g). ✭✺✵✮

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ Ĥ ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t♦r R̂(g)✱ t❤❡
♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

EI =
⟨Φ|ĤP̂ I |Φ⟩
⟨Φ|P̂ I |Φ⟩

=

∫
dg DI∗(g)⟨Φ|ĤR̂(g)|Φ⟩
∫
dg DI∗(g)⟨Φ|R̂(g)|Φ⟩

, ✭✺✶✮

♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❛s ✭❙❤❡✐❦❤ ❛♥❞ ❘✐♥❣✱ ✷✵✵✵✮

EI =

∫
dg y(g)⟨Φ|Ĥ|g⟩, ✭✺✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ r♦t❛t❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ |g⟩ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s✉✐t❛❜❧② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✹✼✮✱

|g⟩ = R̂(g)|Φ⟩
⟨Φ|R̂(g)|Φ⟩

for ⟨Φ|g⟩ = 1, ✭✺✸✮
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❛♥❞ t✇♦ ❛✉①✐❧✐❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥s x(g) ❛♥❞ y(g) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

x(g) = DI∗(g)⟨Φ|R̂(g)|Φ⟩ and y(g) =
x(g)∫
dg x(g)

. ✭✺✹✮

❙✐♠✐❧❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ♦t❤❡r ♦♣❡r❛t♦rs✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ♦♣❡r❛t♦rs
❛♥❞ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ✭❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳

❋♦r t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ I r❡♣r❡s❡♥ts ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦♥ ✇❤✐❝❤
♦♥❡ ♣r♦❥❡❝ts✳ ■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ I r❡♣r❡s❡♥ts s❡✈❡r❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✱ ❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
Kx, Ky, Kz ❢♦r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦r I,M,K ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r♦t❛t✐♦♥s✳

✸✳✷✳ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❱❛r✐♦✉s ❙②♠♠❡tr✐❡s

■♥ ❚❛❜❧❡s ✶✕✷✱ ✇❡ s❤♦✇ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s❡✈❡r❛❧
s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣s✱ ✇✐t❤ ✜✈❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✸✳✷✳✶✕✸✳✷✳✺ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐s♦s♣✐♥ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❢♦r♠❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r✲
♠♦♠❡♥t✉♠ r❡st♦r❛t✐♦♥✱ s❡❝t✐♦♥s ✸✳✷✳✹ ❛♥❞ ✸✳✷✳✺✱ ✐s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱
❛♣❛rt ❢r♦♠ ❧✐st✐♥❣ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✶ ❛♥❞ ✷✳

❚❛❜❧❡ ✶✳ ❱❛r✐♦✉s s②♠♠❡tr✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳

s②♠♠❡tr② s❤✐❢t ❣❡♥❡r❛t♦r ❣r♦✉♣ ♦♣❡r❛t♦r

❣ Ŝ R(g)

r♦t❛t✐♦♥ ✭✶❉✮ α ❛♥❣✳ ♠♦♠✳ Ĵz e−iαĴz

r♦t❛t✐♦♥ ✭✸❉✮ α, β, γ ❛♥❣✳ ♠♦♠✳ Ĵ e−iαĴze−iβĴye−iγĴz

tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✭✸❉✮ a ♠♦♠❡♥t✉♠ P̂ e−ia·P̂

r♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❣❛✉❣❡ s♣❛❝❡ ϕ ♣❛rt✳ ♥✉♠❜❡r N̂ e−iϕN̂

✐s♦r♦t❛t✐♦♥ ✭✶❉✮ φ ✐s♦s♣✐♥ T̂3 e−iφT̂3

✐s♦r♦t❛t✐♦♥ ✭✸❉✮ φ, θ, ψ ✐s♦s♣✐♥ T̂ e−iφT̂3e−iθT̂2e−iψT̂3

♣❛r✐t② ϕ = 0, π N̂− e−iϕN̂−

✸✳✷✳✶✳ P❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ❘♦t❛t✐♦♥s ✐♥ ❣❛✉❣❡ s♣❛❝❡ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

R̂(ϕ) = e−iϕN̂ , ✭✺✺✮

✇❤❡r❡ N̂ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r ♥❡✉tr♦♥s ♦r ♣r♦t♦♥s✳ ❲❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✇✐t❤ ❣♦♦❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❛r❡ ♦♥❧② ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❤❛s❡✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r tr✉❡
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❍❋❇✲ ♦r ❇❈❙✲✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❜❡✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ st❛t❡s ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦♥❡ ❤❛s t♦ r❡st♦r❡ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
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❚❛❜❧❡ ✷✳ ❚❛❜❧❡ ✶ ❝♦♥t✐♥✉❡❞✳

s②♠♠❡tr② ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❥✳ ♦♣❡r❛t♦r

DI∗(g) ■ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥

r♦t❛t✐♦♥ ✭✶❉✮ 1
2π
eiαM M ✭✻✷✮

r♦t❛t✐♦♥ ✭✸❉✮ 2I+1
8π2 D

I∗
MK(α, β, γ) I,M,K ✭✻✹✮

tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✭✸❉✮ 1
(2π)3

eia·P P

r♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❣❛✉❣❡ s♣❛❝❡ 1
2π
eiϕN N ✭✺✻✮

✐s♦r♦t❛t✐♦♥ ✭✶❉✮ 1
2π
eiφT3 T3 =

1
2
(N − Z)

✐s♦r♦t❛t✐♦♥ ✭✸❉✮ 2T+1
8π2 D

T∗
T3,T ′

3

(φ, θ, ψ) T, T3, T
′
3

♣❛r✐t② 1
2
✱p
2

p ✭✺✼✮

♦♥t♦ ❛ ❣♦♦❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❛❜❡❧✐❛♥ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✷ ✇❡
✜♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r

P̂N =
1

2π

∫
dϕ e−iϕ(N̂−N). ✭✺✻✮

P❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ t❤❡ ❇❈❙✲❝❛s❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡✳ ■t ✇❛s
❛♣♣❧✐❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✭❇❛②♠❛♥✱ ✶✾✻✵❀ ❉✐❡tr✐❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✻✹❀ ❋♦♠❡♥❦♦✱ ✶✾✼✵❀
❏❛♥ss❡♥ ❛♥❞ ❙❝❤✉❝❦✱ ✶✾✽✶❀ ❊❣✐❞♦ ❛♥❞ ❘✐♥❣✱ ✶✾✽✷❛✮✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳

✸✳✷✳✷✳ ▲✐♥❡❛r ▼♦♠❡♥t✉♠ ■♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r t❤❡♦r②✱ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ st❛t❡s ❛r❡
❡♠♣❧♦②❡❞ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡
✇❛✈❡s t❤❛t ❛r❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦r ❝❛♥♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ s②st❡♠
♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❆♣❛rt ❢r♦♠ ✈❡r② ❧✐❣❤t ♥✉❝❧❡✐✱ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ✇❛② ♦r ❛♥♦t❤❡r✱ ♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳
❚❤❡② ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥
❚❛❜❧❡s ✶ ❛♥❞ ✷✱ t❤✐s ✐s ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡ ♦♣❡r❛t♦rs P̂ =

∑
i pi

♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛s ❣❡♥❡r❛t♦rs✳
■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❝❛rr② ♦✉t ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ ❣♦♦❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✭P❡✐❡r❧s ❛♥❞

❨♦❝❝♦③✱ ✶✾✺✼✮✳ ❚❤✐s ✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② r❛t❤❡r ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✈❡r② ❢❡✇
❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❤❡r❡ s✉❝❤ ❛♥ ❡①❛❝t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✭❙❝❤♠✐❞✱
✷✵✵✶✱ ✷✵✵✷❛✱❜✱ ✷✵✵✸❀ ❘♦❞rí❣✉❡③✲●✉③♠á♥ ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞✱ ✷✵✵✹❛✮✳ ■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ A ❛s 1/A ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s ♦♥❧② t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✮✳
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✸✳✷✳✸✳ P❛r✐t② ❚❤❡ ♣❛r✐t② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s②♠♠❡tr②✳ ■t
✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♣✐♥ s✐♥❣❧❡t ❛♥❞ tr✐♣❧❡t st❛t❡s ✭✶✾✮✱ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
❛s ✭❊❣✐❞♦ ❛♥❞ ❘♦❜❧❡❞♦✱ ✶✾✾✶✮✱

P̂ p =
1

2
(1 + pΠ̂) , ✭✺✼✮

✇❤❡r❡ p = ±1 ❛♥❞ Π̂ = exp (−iπN̂−) ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❛r✐t② ✭✐♥✈❡rs✐♦♥✮ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❍❡r❡
N̂− =

∑′

k a
†
kak ✐s ❛ r❡str✐❝t❡❞ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ st❛t❡s k ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❛r✐t②✳ ❲❡ ✜♥❞

Π̂2 = 1 ❛♥❞ P̂ p ✐s ❛ tr✉❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳

✸✳✷✳✹✳ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r♦t❛t✐♦♥ ❚❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r♦t❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡ α ❛r♦✉♥❞
t❤❡ z✲❛①✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

R̂(α)|Φ⟩ = e−iαĴz |Φ⟩, ✭✺✽✮

✇❤❡r❡ Ĵz ❞❡♥♦t❡s t❤❡ z ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦r✳∥ ❚❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❣r♦✉♣ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

DM(α) = e−iMα, ✭✺✾✮

✇❤❡r❡ M ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Ĵz✳ ❊①♣r❡ss✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(α) ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✽✮ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ t❤❡s❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱

f(α) =
∑

M

gMD
M∗(α) =

∑

M

gMe
iMα. ✭✻✵✮

❯s✐♥❣ t❤❡ M ✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t DM∗(α) ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✽✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

|ΨM⟩ = 1

2π

2π∫

0

dαDM∗(α)e−iαĴz |Φ⟩ = P̂M |Φ⟩. ✭✻✶✮

✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r

P̂M = δ(Ĵz −M) =
1

2π

2π∫

0

dα e−iα(Ĵz−M). ✭✻✷✮

❚❤✐s ✐s ✐♥ ❢✉❧❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✷✮ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r
❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ❢r♦♠ ❣r♦✉♣✲t❤❡♦r② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ♥♦t❡ ❤❡r❡✱ t❤❛t t❤❡ ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝ts ❞❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡s ♦♥ ❣♦♦❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s M ♦❢
❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ Ĵz✱ ❜✉t ❡❛❝❤ ♣r♦❥❡❝t❡❞ st❛t❡s ✐s st✐❧❧ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤
❣♦♦❞ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛ I ≥M ✳

∥ ■♥ t❤✐s r❡✈✐❡✇✱ ✇❡ ✉s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❧✐♥❡❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛♥❞ s♣✐♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱

✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣s✳ ❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞✴♦r t❤❡✐r ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇❡ t❛❝✐t❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡

P❧❛♥❝❦✲❝♦♥st❛♥t ♣r❡❢❛❝t♦rs ℏ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳
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✸✳✷✳✺✳ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r♦t❛t✐♦♥ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
r♦t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❝❢✳ r❡❝❡♥t ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ r❡✈✐❡✇ ✐♥ ❘❡❢✳ ✭❇❛❧❧② ❛♥❞ ❇❡♥❞❡r✱
✷✵✷✶✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s Ω = (α, β, γ)✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❣r♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r

R̂(Ω) = e−iαĴz e−iβĴy e−iγĴz , ✭✻✸✮

❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✭✹✷✮✿

P̂ I
MK =

2I + 1

8π2

∫
dΩ DI∗

MK(Ω) R̂(Ω), ✭✻✹✮

✇❤❡r❡

DI
MK(Ω) = e−iαM dIMK(β) e

−iγK ✭✻✺✮

❛r❡ ❲✐❣♥❡r D✲❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❊❞♠♦♥❞s✱ ✶✾✺✼❀ ❱❛rs❤❛❧♦✈✐❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✽✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❛♠♠❡
❛♥❞ ❇♦❡❦❡r ✭✶✾✻✽✮✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s❡t ♦❢ ♠❛♥②✲❜♦❞② ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
|IMi⟩ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦rs Ĵ

2 ❛♥❞ Ĵz✱ ❛♥❞ i

❝♦♠❜✐♥❡s ❛❧❧ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✳ ❯s✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✾✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

R̂(Ω)|IMi⟩ =
∑

K

DI
KM(Ω)|IKi⟩, ✭✻✻✮

❛♥❞ ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ st❛t❡s |IMi⟩✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r♦❥❡❝t♦rs ✭✻✹✮ ❛s

P̂ I
MK =

∑

i

|IMi⟩⟨IKi|. ✭✻✼✮

❚❤✐s ❛❣❛✐♥ s❤♦✇s t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠ P̂ I
MM ✐s ❛ tr✉❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ♦♥t♦ t❤❡ s✉❜✲

s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs I ❛♥❞ M ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
st❛t❡s P̂ I

MM |Φ⟩ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s✐s st❛t❡s |IMi⟩✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♦❜❡②
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✻✮✳

❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧¶ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r K ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r
P̂ I
MK ✱ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ ❛ ❞❡❢♦r♠❡❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✭s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣✮ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ |Φ⟩✱ ❛♥❞✱

✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❡q✉❛t✐♦♥✭✻✾✮ ✇❡ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ f(Ω) ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✽✮ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ ❲✐❣♥❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s

f(Ω) =
2I + 1

8π2

∑

IMK

gIMKD
I∗
MK(Ω). ✭✻✽✮

■❢ ✇❡ r❡str✐❝t ✉s ✐♥ t❤✐s s✉♠ t♦ t❤❡ t❡r♠s ✇✐t❤ ✜①❡❞ I ❛♥❞ M ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✱ ❜② ✉s✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✽✮ ❛♥❞ ✭✻✹✮✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♠❛♥②✲❜♦❞② st❛t❡

|ΨI
M⟩ =

∑

K

gIMKP̂
I
MK |Φ⟩. ✭✻✾✮

¶ ■t ✐s ❜❡tt❡r t♦ ❝❛❧❧ K ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r t❤❛♥ t♦ ❝❛❧❧ ✐t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♥

t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛①✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ t❡r♠ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ st❛t❡s ⟨IKi| ❛r❡ ✏❜r❛✑ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢

✏❦❡t✑ st❛t❡s |IMi⟩✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞

q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s✳
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❋r♦♠ ✭✻✼✮ ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t |ΨI
M⟩ ❤❛s ❣♦♦❞ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs I ❛♥❞ M ❢♦r ❛r❜✐tr❛r②

❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts gIMK ✭❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ✭❩❡❤✱ ✶✾✻✼✮✮✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣s✱ ❤❡r❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ f IM(Ω) ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✲

❝♦♦r❞✐♥❛t❡✲♠❡t❤♦❞ ❛♥s❛t③ ✭✹✽✮ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣✳
❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts gIMK ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✐✳❡✳✱ ❜②
❞✐❛❣♦♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦r ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣②✳

❖♥❧② ✐♥ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s✱ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❡✳❣✳✱ ✐❢ t❤❡
✐♥tr✐♥s✐❝ ✭s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣✮ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ |Φ⟩ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ r♦t❛t✐♦♥s
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ z✲❛①✐s✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ Ĵz|Φ⟩ = K0|Φ⟩✱ t❤❡♥ P̂ I

MK |Φ⟩ = 0 ❢♦r K ̸= K0 ❛♥❞
t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t gIMK0

✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆ s✐♠♣❧❡
❝❛s❡ ✐s t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡ |Φ⟩K=0 ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ ❛♥ ❛①✐❛❧❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ ❡✈❡♥✲❡✈❡♥
♥✉❝❧❡✉s✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ st❛t❡s

|ΨI
M⟩ = P̂ I

M0|ΦK=0⟩, ✭✼✵✮

✇❤✐❝❤ ❞♦ ♦❜❡② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✻✮✱
❋✉rt❤❡r✱ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✹✮ ♦✈❡r t❤❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s α ❛♥❞ γ✱ ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✷✮✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r♦❥❡❝t♦r P̂ I
MK ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ st❡♣s✿

P̂ I
MK ∝ δ(Ĵz −M)

1∫

−1

d cos(β)dI∗MK(β)e
iβĴy δ(Ĵz −K). ✭✼✶✮

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤✐s r❡s✉❧t ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✿

✭✐✮ ■♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ♣❛ss✐✈❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛♥❞ t❤❡
❧❛❜♦r❛t♦r② r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡s✱ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r✱ PK = δ(Ĵz−K)✱ ♦♥t♦ t❤❡
q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r K✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠
Ĵ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ z✲❛①✐s✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ❜② ❛♥❣❧❡ β ❛r♦✉♥❞ t❤❡ y✲❛①✐s
❢r♦♠ t❤❡ z ❛①✐s ✐♥ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ s②st❡♠ t♦ t❤❡ z✲❛①✐s ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡✱ ❛♥❞
✜♥❛❧❧② PM = δ(Ĵz −M) ♣r♦❥❡❝ts ♦♥ ❛♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ✇✐t❤ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r M ✐♥ t❤❡
❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡✳

✭✐✐✮ ■♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ s②♠♠❡tr②✲❜r♦❦❡♥ ❛♥❞ s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❡❞ st❛t❡s✱ t❤❡ ✜rst
♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝ts ♦✉t t❤❡ s②♠♠❡tr②✲❜r♦❦❡♥ st❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❣♦♦❞ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r
K ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ z q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s ♦❢ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ st❡♣ ♣r♦❥❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❣♦♦❞ t♦t❛❧✲❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r I✱ ❜✉t
✐t ❞♦❡s t❤❛t ❜② ❛ r♦t❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ y ❛①✐s✱ ❛♥❞ t❤✉s ♠✐①❡s ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
r❡st♦r❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ t❤✐r❞✲st❡♣ ♣r♦❥❡❝t♦r ✐s
r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡st♦r❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ M ♦♥ t❤❡ z q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s ♦❢ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✱ ❛♥❞ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❢✉❧❧② s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ |ΨI
M⟩ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✽✮ ✐s ❛ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞✱ ❛s ✉s✉❛❧ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✭❘✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉❝❦✱ ✶✾✽✵✮✳
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■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡✱ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❤❡r❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s②♠♠❡tr②
❣r♦✉♣✱ ❞❡❛❧s ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ A ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♦r ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡✱ ✐✳❡✳✱ ❜❡❢♦r❡ ♦r ❛❢t❡r t❤❡ s②♠♠❡tr②
r❡st♦r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s✱ ❡♥t❡r ♦♥❧② ✐♥
❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✇❛②✳ ■♥ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥❡ ❤❛s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✧r❡❞✉♥❞❛♥t✧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ♥♦ s♣✉r✐♦✉s st❛t❡s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❖♥❡ st❛②s✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t♦ ❡♥❞✱
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ♥♦ ✧r❡q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥✧ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♦r❜✐ts ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ s✉❜s♣❛❝❡✱ ❜✉t ❜②
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳

■t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r✐③❡ t♦ ♣❛② ❛s t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✇❡r❡ ❛r♦✉♥❞ s✐♥❝❡ ♠♦r❡ t❤❛♥
❤❛❧❢ ❛ ❝❡♥t✉r②✱ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤♦s❡ ✇✐t❤ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ♥♦✇❛❞❛②s ✉s✐♥❣ ♠♦❞❡r♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ✭❇❛❧❧② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✳ ❙♦♠❡
♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s st✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ✇❛✐t ❢♦r ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✭❘♦♠❡r♦ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✾✮✳

✸✳✸✳ ❙②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❋❇ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ st✉❞✐❡s✱ ♦♥❡ st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr② ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ |Φ⟩ ♦❢ t❤❡ ❍❋❇ t②♣❡ ✭❘✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉❝❦✱ ✶✾✽✵❀ ❙❝❤✉♥❝❦✱ ✷✵✶✾✮✳ ❚❤❡s❡
st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✈❛❝✉❛ ♦❢ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s αk|Φ⟩ = 0 ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛
✉♥✐t❛r② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs a†n, an ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s✐s

α†
k =

∑

n

(
Unka

†
n + Vnkan

)
. ✭✼✷✮

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❍❋❇ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♥❡✲❜♦❞② ❞❡♥s✐t✐❡s✱

ρnn′ = ⟨Φ|a†n′an |Φ⟩ and κnn′ = ⟨Φ|an′an |Φ⟩, ✭✼✸✮

❛♥❞ ❲✐❝❦✬s t❤❡♦r❡♠ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ♠❛♥②✲
❜♦❞② ♦♣❡r❛t♦rs ⟨Φ|Ô|Φ⟩ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ■♥ t❤❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❍❋❇ t❤❡♦r②✱ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ |Φ⟩✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s Unk ❛♥❞
Vnk✱ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② E = ⟨Φ|Ĥ|Φ⟩ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t✇♦ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞s

hnn′ =
∂E

∂ρn′n

❛♥❞ ∆nn′ = − ∂E

∂κ∗n′n

, ✭✼✹✮

❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❋❇✲❡q✉❛t✐♦♥s

H′

(
U

V

)
=

(
h− λ ∆

−∆∗ −h∗ + λ

)(
U

V

)
=

(
U

V

)
E, ✭✼✺✮

✇❤❡r❡ H′ = H−λN ✱ E ✐s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧
♣♦t❡♥t✐❛❧ λ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r✳
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✸✳✸✳✶✳ ❘♦t❛t❡❞ ◆♦r♠ ❛♥❞ ❊♥❡r❣② ❑❡r♥❡❧s ❙t❛♥❞❛r❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠ ♦✈❡r❧❛♣
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✱ ✇❤❡r❡❛s t❤♦s❡ t❤❛t s❤♦✇ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ρ ❛♥❞ κ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❤❡✐❦❤ ❛♥❞ ❘✐♥❣ ✭✷✵✵✵✮✿

⟨Φ|R̂(g)|Φ⟩2 = det
(
Rgρ

−1Ag
)
. ✭✼✻✮

❍❡r❡ Rg ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥t g ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❜❛s✐s

(Rg)nn′ = ⟨n|R̂(g)|n′⟩ and Ag = ρRgρ− κR∗
gκ

∗. ✭✼✼✮

❋♦r |g⟩ ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✸✮✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❲✐❝❦✬s t❤❡♦r❡♠ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
❡①♣r❡ss ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ⟨Φ|Ô|g⟩ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥
❞❡♥s✐t✐❡s ✭❖♥✐s❤✐ ❛♥❞ ❨♦s❤✐❞❛✱ ✶✾✻✻❀ ❇❛❧✐❛♥ ❛♥❞ ❇r❡③✐♥✱ ✶✾✻✾❀ ❍❛r❛ ❛♥❞ ■✇❛s❛❦✐✱ ✶✾✼✾❀
❘✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉❝❦✱ ✶✾✽✵✮✿

(ρg)nn′ = ⟨Φ|a†n′an|g⟩ =
(
RgρA

−1
g ρ
)
nn′

, ✭✼✽✮

(κg)nn′ = ⟨Φ|an′an|g⟩ =
(
RgρA

−1
g κ
)
nn′

, ✭✼✾✮

(κ∗g)nn′ = ⟨Φ|a†na†n′ |g⟩ =
(
R∗
gκ

∗A−1
g ρ
)
nn′

. ✭✽✵✮

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
✐♥tr✐♥s✐❝ ❞❡♥s✐t✐❡s ρ ❛♥❞ κ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ Rg ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥t g✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇✐t❤ ❛ t✇♦✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❢♦r♠

Ĥ =
∑

nn′

enn′a†nan′ +
1

4

∑

nn′mm′

vnn′mm′a†na
†
n′am′am, ✭✽✶✮

❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t✿

⟨Φ|H|g⟩ = Tr (eρg) +
1

2
Tr (Γgρg)−

1

2
Tr
(
∆gκ

∗
g

)
✭✽✷✮

✇✐t❤ t❤❡ r♦t❛t❡❞ ✜❡❧❞s

(Γg)nm =
∑

n′m′

vnn′mm′(ρg)m′n′ ✭✽✸✮

(∆g)nm =
∑

m′<n′

vnmn′m′(κg)n′m′ ✭✽✹✮

■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② str❛✐❣❤t❢♦r✲
✇❛r❞✳ ❖♥❡ ♦♥❧② ❤❛s t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐❝❡s ρ✱ κ✱ ❛♥❞ κ∗ ❜② t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❞❡♥s✐t✐❡s ρ(g)✱ κ(g)✱ ❛♥❞ κ∗(g) ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ♠❡s❤✲♣♦✐♥ts ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ t❤✐s ❝❛♥ r❡q✉✐r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r tr✐❛①✐❛❧ ♥✉❝❧❡✐✳ ❆t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t g ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ✐♥✈❡rt ❛
❧❛r❣❡ ✭♦❢t❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✮ ♠❛tr✐① Ag ✭✼✼✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ s♣❛❝❡ ❬s❡❡
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❨❛♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮❪✳

❆s t❤❡ ▼❛❞r✐❞ ❣r♦✉♣ ✭❆♥❣✉✐❛♥♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮ s❤♦✇❡❞✱ ✐t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢
❧❡✈❡❧✲❝r♦ss✐♥❣s t❤❛t ⟨Φ|R̂(g)|Φ⟩ ✈❛♥✐s❤❡s ❛t ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ g✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♣♦❧❡s ✐♥
❝❡rt❛✐♥ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ✭✽✷✮✱ ❡✳❣✳✱ ✐♥ Tr (Γgρg)✱ s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✷✳
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✸✳✸✳✷✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❲✐t❤ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱
✐t ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❢t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✐s ♥♦t ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇❛s
♣r♦♣♦s❡❞ ✭❩❡❤✱ ✶✾✻✺❀ ❨♦❝❝♦③✱ ✶✾✻✻❀ ❘♦✉❤❛♥✐♥❡❥❛❞ ❛♥❞ ❨♦❝❝♦③✱ ✶✾✻✻✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛♥✲
✜❡❧❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ |Φ⟩ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣②✱ ✐✳❡✳✱ ❜② s♦❧✈✐♥❣
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿

⟨δΦ|P̂ I(Ĥ − E)P̂ I |Φ⟩ = 0. ✭✽✺✮

❋♦r t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✿

●r❛❞✐❡♥t ▼❡t❤♦❞
❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♣r♦❞✉❝t st❛t❡ ✐s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ▼❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✻✮✱
❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥✲❛❢t❡r✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❊❣✐❞♦ ❛♥❞ ❘✐♥❣
✭✶✾✽✷❛✱❜✮✳ ■♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦✐♥t |Φ0⟩✱ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞
♦❢ t❤❡ ❍❋❇ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s |Φ⟩ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❚❤♦✉❧❡ss t❤❡♦r❡♠✱

|Φ⟩ ∝ exp(
∑

k<k′

Zkk′α
†
kα

†
k′)|Φ0⟩, ✭✽✻✮

✇❤❡r❡ ♦♣❡r❛t♦rs α†
k ❛r❡ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡

✈❛❝✉✉♠ |Φ0⟩✱ ✐✳❡✳✱ αk|Φ0⟩ = 0✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
♣❛r❛♠❡t❡rs Zkk′ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

γkk′ =
∂EI

∂Z∗
kk′

∣∣∣∣
Z=0

=
⟨Φ0|αk′αk(Ĥ − EI)P̂ I |Φ0⟩

⟨Φ0|P̂ I |Φ0⟩
. ✭✽✼✮

❚❤❡s❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❲✐❝❦✬s t❤❡♦r❡♠✱ ✐♥ ❛
s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ✐t ✐s ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❡r❣②✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ st❡❡♣❡st
❞❡s❝❡♥t ♦♥ t❤✐s ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❜② ❛ st❡♣ s✐③❡ ♦❢ η✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

|Φ1⟩ ∝ exp(−η
∑

k<k′

γkk′α
†
kα

†
k′)|Φ0⟩. ✭✽✽✮

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❍❋❇ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ |Φ1⟩ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❡❞ ❬❢♦r ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❊❣✐❞♦
❛♥❞ ❘✐♥❣ ✭✶✾✽✷❛✮❪✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② EI

1 ❛♥❞ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ st❡♣
s✐③❡ η ✐♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③✐♥❣ ❛♥② ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧✱ ✐❢ ♦♥❡
✇❛♥ts t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ✐s ✉s❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❤②♣❡r✲s✉r❢❛❝❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞
♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡
❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✭❊❣✐❞♦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✮✳

■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❝❛s❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❈♦✈❛r✐❛♥t ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r②✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✧♥♦✲
s❡❛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✧✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✸✸

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❜✉t r❛t❤❡r t♦ ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❍❋❇ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧✳

Pr♦❥❡❝t❡❞ ❍❋❇ ❊q✉❛t✐♦♥s
■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❍❋❇✲❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✺✮ ✇❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❛
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② E = ⟨Φ|Ĥ|Φ⟩ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞❡♥s✐t✐❡s
ρ ❛♥❞ κ✱ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❍❋❇✲❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❙❤❡✐❦❤ ❛♥❞ ❘✐♥❣ ✭✷✵✵✵✮ ❜② ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② EI ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✷✮✳ ❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛s
t❤❡ ✉♥♣r♦❥❡❝t❡❞ ❍❋❇ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✼✺✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❍❋ ❛♥❞ ♣❛✐r✐♥❣ ✜❡❧❞s
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r I✿

hInn′ =
∂EI

∂ρn′n

❛♥❞ ∆I
nn′ = − ∂EI

∂κ∗n′n

. ✭✽✾✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✇r✐t❡ ❞♦✇♥ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
♣r♦❥❡❝t❡❞ EI ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✷✮ ❛♥❞ ✭✽✷✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞❡♥s✐t✐❡s ρ ❛♥❞ κ

❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✼✼✮✕✭✽✵✮✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ĥI ❛♥❞ ∆̂I ✇❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞
✐♥ ❙❤❡✐❦❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t r❡♣❡❛t❡❞ ❤❡r❡✳

■t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭❘✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉❝❦✱ ✶✾✽✵✮ ✐♥ t❤❡ ❇❈❙ ❝❛s❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ r❡s✐❞✉✉♠ ✐♥t❡❣r❛❧s ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❡①❛❝t ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭❉✐❡tr✐❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✻✹✮ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲
♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❛st ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥
str✉❝t✉r❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❇❈❙ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

✹✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱
❧❡❛❞s t♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢ ♥♦r♠ ♦✈❡r❧❛♣s ❛♥❞
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦✈❡r t❤❡ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s❡❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✶✮✳ ■♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡s❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤
✜♥✐t❡ s✉♠s✱+ ✇❤✐❝❤ ❡♥t❛✐❧s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠ ♦✈❡r❧❛♣s ❛♥❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ tr❛♥s✐t✐♦♥
♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡s❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ♦❢ ❣r♦✉♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❋♦r ❡❛❝❤ ♠❡s❤ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ♥♦r♠ ♦✈❡r❧❛♣ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❖♥✐s❤✐ ♦r P❢❛✣❛♥ ♠❡t❤♦❞
❛♥❞ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞②
r♦t❛t❡❞ ❞❡♥s✐t✐❡s ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞❲✐❝❦✬s t❤❡♦r❡♠✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❝♦st ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦st
♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr② st❛t❡ ❜❡✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t❡❞✳

❊st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡s❤ ♣♦✐♥ts ✈❛r② ❛ ❧♦t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛ss ♦r
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❞❡s✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❖♥ t❤❡
♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❢♦r ❛ str♦♥❣ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❝❛s❡✱ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡

+ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦❧✈✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❛s r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❏♦❤♥s♦♥ ❛♥❞
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✸✹

s②♠♠❡tr② ❣❡♥❡r❛t♦rs ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr② st❛t❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ♠♦r❡
♠❡s❤ ♣♦✐♥ts ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡♠✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♥s❡r✈❡❞ s②♠♠❡tr✐❡s
❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡s❤ ♣♦✐♥ts✳

❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❛ ♠❡❞✐✉♠ ❤❡❛✈② ♥✉❝❧❡✉s ✇✐t❤ ♠♦❞❡r❛t❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛❜♦✉t ✶✵
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r♦❥❡❝t ♦♥ ❣♦♦❞ ♣r♦t♦♥ ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ ♥✉♠❜❡rs✱ ❛♥❞
❛❜♦✉t ✺✵ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ t♦ ♣r♦❥❡❝t ♦♥ ❣♦♦❞ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ ❛♥ ❛①✐❛❧ ♥✉❝❧❡✉s✳
❘❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ s②♠♠❡tr② t❤❡♥ r❡q✉✐r❡s ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡♥s❡ s♦♠❡✇❤❛t ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t
r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✺✵✵✵ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ❡✈❡♥ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛
♠♦❞❡st ♠❡s❤ s✐③❡✱ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ s②♠♠❡tr✐❡s ❧❡❛❞ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦st ❧❛r❣❡❧② ❡①❝❡❡❞✐♥❣
t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ✶✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t❤❡ ❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr② st❛t❡ ✐ts❡❧❢✳ ❋♦r ❛
tr✐❛①✐❛❧ st❛t❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s ✐s ♥❡❡❞❡❞✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t♦ ✶✷✱✺✵✵✱✵✵✵ ❛♥❞ t❤✉s ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡
✉♥♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉♣ t♦ ♥♦✇✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ✇❡r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❧✐❣❤t❡r
s②st❡♠s ♦♥❧②✱ s❡❡ ❇❛❧❧② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✳

■♥ t❤❡ ❡❛r❧② ❞❛②s ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ✇❡❧❧ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t♦✉r✲❞❡✲❢♦r❝❡

❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❡♥✈✐s✐♦♥❡❞ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r ✇❛s ♥♦t ②❡t
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♦♥❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
▲✐♣❦✐♥ ♠❡t❤♦❞ ✭▲✐♣❦✐♥✱ ✶✾✻✵✮ ♦r ❑❛♠❧❛❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭❑❛♠❧❛❤✱ ✶✾✻✽✮✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ◆♦❣❛♠✐ ✭◆♦❣❛♠✐✱ ✶✾✻✹✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ❛♥❞
❑❛♠❧❛❤ ✐❞❡❛s ✇❡r❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❑❛♠❧❛❤ ❞✐❞ ♥♦t ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❦♥♦✇ ❛❜♦✉t✱
❛♥❞ ❤❡ ❞✐❞ ♥♦t ❝✐t❡ t❤❡ ♠✉❝❤ ❡❛r❧✐❡r ✇♦r❦ ♦❢ ▲✐♣❦✐♥✳∗

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r
s②♠♠❡tr②✲♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ t♦ ❡♠♣❧♦② t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✲
❛❢t❡r✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞✐✛❡r ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s
t♦ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✿ ❑❛♠❧❛❤ ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣②✱
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ✈❛r✐❡❞❀ ✇❤❡r❡❛s ▲✐♣❦✐♥ ❛✐♠s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
st❛t❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr②✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✐s t❤❛t
❑❛♠❧❛❤ ❞♦❡s ❛♥❞ ▲✐♣❦✐♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ❜r♦✉❣❤t
❛❜♦✉t ❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣✉s❤✐♥❣ ♦r ❝r❛♥❦✐♥❣ t❡r♠s✳

❚❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ❛♥❞ ❑❛♠❧❛❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ s②♠♠❡tr②✲♣r♦❥❡❝t❡❞
st❛t❡s ❛❧✇❛②s ✐♥✈♦❧✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ❜❡t✇❡❡♥ s②♠♠❡tr②✲
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ st❛t❡s✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✷✮✳ ■t ✐s t❤✉s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛ ✉s❡❢✉❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ str❡ss t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ❛♥❞ ❑❛♠❧❛❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❛r❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✲❛❢t❡r✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s②♠♠❡tr②✲
❜r❡❛❦✐♥❣ st❛t❡✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ st❛t❡✳ ❋♦r t❤❛t✱ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✲❛❢t❡r✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ st❛t❡ ✐s ❛❧✇❛②s ♥❡❝❡ss❛r②✳
❖♥❧② t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❝♦rr❡❝t tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s r❡s♣❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ s②♠♠❡tr②

∗ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❑❛♠❧❛❤ ❞✐❞ ❝✐t❡ ●♦♦❞❢❡❧❧♦✇ ❛♥❞ ◆♦❣❛♠✐ ✭✶✾✻✻✮ ✇❤♦ ❤❛❞ ❝✐t❡❞ ▲✐♣❦✐♥ ✭✶✾✻✵✮✳
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♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳

✹✳✶✳ ❚❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭▲✐♣❦✐♥✱ ✶✾✻✵✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ♣r♦♣♦s❛❧
t♦ ✢❛tt❡♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s EI ✭✺✶✮ ✭❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐✱ ✷✵✵✾❀ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✹❀ ●❛♦✱ ❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ❛♥❞ ❚♦✐✈❛♥❡♥✱ ✷✵✶✺✮✱

EI −KI = const. , ✭✾✵✮

✇❤❡r❡

KI =
⟨Φ|K̂P̂ I |Φ⟩
⟨Φ|P̂ I |Φ⟩

❢♦r [K̂, P̂ I ] = 0 , ✭✾✶✮

❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▲✐♣❦✐♥ ♦♣❡r❛t♦r K̂✱ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞
st❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✵✮ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
❧❛❜❡❧s I ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ st❛t❡s✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❛s ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✶✮✱ ♦♥❡
❝❛♥ ✢❛tt❡♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❡♥❡r❣② ❦❡r♥❡❧s✱ ✐✳❡✳✱

⟨Φ|
(
Ĥ − K̂

)
R̂(g)|Φ⟩

⟨Φ|R̂(g)|Φ⟩
= const. , ✭✾✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥st❛♥t ❛s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✵✮✱
❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥t g✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✶✮
r❡❧❛t❡s EI −KI t♦ Ĥ − K̂✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣❧✉❣ t❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✷✮ ❡①♣r❡ss❡❞
t❤♦✉❣❤ ✐ts ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❣✐✈❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✵✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❜② ♣❧✉❣❣✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✵✮ ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✶✮✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
❣r♦✉♣ ❞❡✜♥❡❞ ❜②⟨Φ|(Ĥ−K̂)R̂(g)|Φ⟩−⟨Φ|R̂(g)|Φ⟩×const. ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s
DI(g)✱ ❛♥❞ t❤✉s ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ ♣r♦✈✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✷✮✳

❍♦✇ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♦♣❡r❛t♦r K̂ t❤❛t ❞♦❡s t❤❡ ❥♦❜ ❛s ❞❡s✐r❡❞❄ ❚❤❡ str❛t❡❣② ✐s
♦❜✈✐♦✉s✱ ♥❛♠❡❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs I ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❣❡♥❡r❛t♦rs✱
♦♥❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ K̂ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❣❡♥❡r❛t♦rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✿

• ❋♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r s②♠♠❡tr②✱ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡s✱ s♦ K̂ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♦♣❡r❛t♦rs✱ N̂ ❛♥❞ Ẑ✱ ❢♦r ♥❡✉tr♦♥s
❛♥❞ ♣r♦t♦♥s✿

K̂ =
∑

n+m>0

knm(N̂ −N0)
n(Ẑ − Z0)

m, ✭✾✸✮

✇❤❡r❡ N0 ❛♥❞ Z0 ❛r❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦
❞❡s❝r✐❜❡✳

• ❋♦r t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr②✱ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t♦t❛❧ ♠♦♠❡♥t❛✱ s♦ K̂
♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ P̂x✱ P̂y✱ ❛♥❞ P̂z✿

K̂ =
∑

n+m+l>0

knmlP̂
n
x P̂

m
y P̂

l
z. ✭✾✹✮
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• ❋♦r t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr②✱ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r
♠♦♠❡♥t✉♠✱ s♦ K̂ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱
Ĵx✱ Ĵy✱ ❛♥❞ Ĵz✿

K̂ =
∑

n+m+l>0

knmlĴ
n
x Ĵ

m
y Ĵ

l
z. ✭✾✺✮

• ❋♦r t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❛①✐❛❧ ♥✉❝❧❡✉s ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z ❛①✐s✱ ♣r♦❥❡❝t❡❞
❡♥❡r❣✐❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛✱ s♦ K̂ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r
♠♦♠❡♥t✉♠ Ĵ

2
✿

K̂ =
∑

m>0

km

(
Ĵ2 − I(I + 1)

)m
, ✭✾✻✮

✇❤❡r❡ I ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡✳

■♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✾✸✮✕✭✾✻✮ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇✱ ❝♦♥st❛♥ts k r❡♣r❡s❡♥t ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭t❤❡
▲✐♣❦✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ EI ❜② KI ✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✵✮✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✐s t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝tr❛ EI ♦❢ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ ❣r♦✉♣ ❣❡♥❡r❛t♦rs
KI ✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❞❡❛❧ ❤❡r❡ ✇✐t❤ r❡❛❧ s♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❜✉t ✇✐t❤
❡♥❡r❣✐❡s EI ♦❢ s②♠♠❡tr②✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts P̂ I |Φ⟩ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s②♠♠❡tr②✲
❜r❡❛❦✐♥❣ st❛t❡ |Φ⟩✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ st❛t❡s✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡
♦❢ t❤❡♠✱ t❤❛t ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② EI0 ❛♥❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ P̂ I0 |Φ⟩✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣✱
❡q✉❛t✐♦♥s ✭✾✵✮ ♦r ✭✾✷✮✱ ✐s ♣❡r❢❡❝t ✕ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t✱ ✇❡
❜❡tt❡r ❞♦ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❥♦❜ ❢♦r t❤❡ ♦♥❡ st❛t❡ I0 t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
▲✐♣❦✐♥ ♦♣❡r❛t♦r ❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦ t❤❛t

KI0 ≡ 0 ✭✾✼✮

❣✐✈❡s ✉s ♦❜✈✐♦✉s❧②

EI −KI = EI0 . ✭✾✽✮

■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♦♣❡r❛t♦rs ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✾✸✮ ❛♥❞ ✭✾✻✮✱
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✾✼✮ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s t❤♦s❡ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✾✹✮ ♦r ✭✾✺✮ ❛♣♣❧② t♦ st❛t❡s ❛t r❡st
✭P = 0✮ ♦r ♥♦♥✲r♦t❛t✐♥❣ ✭J = 0✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✷✮ ❛t g = 0✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✏♠❛❣✐❝✑ ▲✐♣❦✐♥
❢♦r♠✉❧❛✿

EI0 = ⟨Φ|Ĥ − K̂|Φ⟩, ✭✾✾✮

♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② EI0 ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Ĥ−K̂ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ st❛t❡ |Φ⟩ ✇✐t❤♦✉t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛t ❛❧❧✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱
✇❡ ❝❛♥ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥❧② ✐❢ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ▲✐♣❦✐♥ ♦♣❡r❛t♦rs
t❤❛t ❝♦rr❡❝t❧② ✢❛tt❡♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✐t ✐s ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ t❤r✉st ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♥♦✇ ❧✐❡s ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✾✸✮✕✭✾✻✮ t❤❛t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
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s②♠♠❡tr② ❣❡♥❡r❛t♦rs✳ ❇❡❢♦r❡ ❣♦✐♥❣ ✐♥t♦ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡
❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t❡r♠s✿

K̂ =
M∑

m=1

kmK̂m. ✭✶✵✵✮

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ P❡✐❡r❧s ❛♥❞ ❨♦❝❝♦③ ✭✶✾✺✼✮✱ ✇❡ ♥♦✇ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✷✮
❛t M + 1 ❣r♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥ts✱ gi✱ ❢♦r i = 0, . . . ,M ✱ g0 = 0✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡❛r
❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs km✱

M∑

m=0

Aimkm = hi, ✭✶✵✶✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ❧✐st ♦❢ s②♠♠❡tr② ❣❡♥❡r❛t♦rs ❜② ❞❡✜♥✐♥❣✱

K̂0 ≡ 1̂ ❛♥❞ k0 ≡ EI0 . ✭✶✵✷✮

❚❤❡♥✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ✭✶✵✶✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❞✉❝❡❞ ❦❡r♥❡❧s✿

Aim =
⟨Φ|K̂mR̂(gi)|Φ⟩
⟨Φ|R̂(gi)|Φ⟩

, ✭✶✵✸✮

hi =
⟨Φ|ĤR̂(gi)|Φ⟩
⟨Φ|R̂(gi)|Φ⟩

, ✭✶✵✹✮

❛♥❞ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥✈❡rt✐♥❣ ♠❛tr✐① A✿

km =
M∑

i=0

A−1
mihi. ✭✶✵✺✮

■♥ ❞♦✐♥❣ s♦✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❛❞❥✉st t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❣r♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥ts gi s♦ ❛s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛
♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐① A✳ ■t ✐s ♥♦t❡❞ ❤❡r❡ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k0 ❣✐✈❡♥
❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✺✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ EI0 ✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✷✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥
❛❧✇❛②s ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐t ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❣✐❝ ▲✐♣❦✐♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✾✾✮✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❡✐❡r❧s✲❨♦❝❝♦③ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♦♥❡
❤❛s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ ❢❡✇ ♥♦r♠ ♦✈❡r❧❛♣s ❛♥❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ✕ t❤❡ s❛♠❡
♦♥❡s t❤❛t ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✶✮✳ ❚❤❡✐r
♥✉♠❜❡r ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛ ❢✉❧❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞
t❤✉s t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ♠✉❝❤ ❧❡ss ✐♥t❡♥s✐✈❡✳

❚❤❡ ❜✐❣❣❡st ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♠❡t❤♦❞ ♠❛♥✐❢❡sts ✐ts❡❧❢ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛tt❡♠♣t t♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✲❛❢t❡r✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♥ ❡①❛❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s
t❤❡♥ t♦ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❣✐❝ ▲✐♣❦✐♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✾✾✮
✐s ❛s ❡❛s② ❛s ❛ ❞✐r❡❝t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ st❛t❡✳ ❈❧❡❛r❧②✱
t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡s ♦♥❧② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤❡r❡❛s✱ ✐❢ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♦t❤❡r
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛♥②❤♦✇ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡♥✱
t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥✲❛❢t❡r✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡
♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✲❛❢t❡r✲✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ st✐❧❧ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧
❣❛✐♥ ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
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❖♥❡ s❤♦✉❧❞ str❡ss ♦♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♠❡t❤♦❞✱ ♥❛♠❡❧②✱ ✇❤❡♥
✈❛r②✐♥❣ st❛t❡ |Φ⟩ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ♠❛❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✾✾✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✲❛❢t❡r✲
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧t✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ tr❡❛t t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs km ❛s ❝♦♥st❛♥ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t
✉♥❞❡r❣♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ♣❛r❛♠❡tr✐❝❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ |Φ⟩ t❤r♦✉❣❤
❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✵✸✮✕✭✶✵✺✮✱ t❤❡✐r r♦❧❡ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❡st ✢❛tt❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ s♣❡❝tr✉♠✱
s♦ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❦❡♣t ✜①❡❞ ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✲❛❢t❡r✲
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦
❛❝❤✐❡✈❡ s✉❝❤ ❛ ❣♦❛❧ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ tr❡❛t ▲✐♣❦✐♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛t ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛s ❝♦♥st❛♥ts✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥ r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡♠ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✵✸✮✕✭✶✵✺✮✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ s✉❝❤ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
②✐❡❧❞s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡s ✇❡ ❞✐s❝✉ss s♦❧✉t✐♦♥s
♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✵✸✮✕✭✶✵✺✮✳

✹✳✷✳ ❚❤❡ ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ♠❡t❤♦❞

■♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣❛♣❡rs✱ ◆♦❣❛♠✐ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦rs ✭◆♦❣❛♠✐✱ ✶✾✻✹❀ ◆♦❣❛♠✐ ❛♥❞ ❩✉❝❦❡r✱
✶✾✻✹❀ ◆♦❣❛♠✐✱ ✶✾✻✺❀ ●♦♦❞❢❡❧❧♦✇ ❛♥❞ ◆♦❣❛♠✐✱ ✶✾✻✻❀ Pr❛❞❤❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✸✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠ ♦✈❡r❧❛♣s ❛♥❞
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❜② ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s
r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ✜rst r❡✇r✐t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✾✷✮✱ ✭✶✵✵✮✱ ❛♥❞ ✭✶✵✷✮ ❛s

⟨Φ|
(
Ĥ −

M∑

m=0

kmK̂m

)
R̂(g)|Φ⟩ = 0. ✭✶✵✻✮

❙✐♥❝❡ ❢♦r ❛♥② g✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r g ♥❡❛r ✵✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦♣❡r❛t♦rs R̂(g) ❛r❡ ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ s②♠♠❡tr② ❣❡♥❡r❛t♦rs K̂i✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✻✮ t❤❛t ❢♦r ❛♥② i ✇❡ ❤❛✈❡✱

⟨Φ|
(
Ĥ −

M∑

m=0

kmK̂m

)
K̂i|Φ⟩ = 0. ✭✶✵✼✮

◆♦✇ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ✇❛② t♦ ❤♦✇ ✐t ✇❛s ❞♦♥❡
✐♥ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✶✵✺✮✿

km =
M∑

i=0

B−1
mi li, ✭✶✵✽✮

❜✉t ❢♦r

Bim = ⟨Φ|K̂mK̂i|Φ⟩, ✭✶✵✾✮

li = ⟨Φ|ĤK̂i|Φ⟩. ✭✶✶✵✮

❍❛❞ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❡❡♥ ❡①❛❝t✱ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦
❜❡ s❛♠❡✱ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❡①❛❝t r❡s✉❧ts✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ❛♥❞ ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐
♠❡t❤♦❞s ♠❛② ❣✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❛② ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✐s s✉♣❡r✐♦r✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
✈❛❧✉❡s✱ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ P❡✐❡r❧s✲❨♦❝❝♦③ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ❡❛s✐❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✸✾

✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ❛ ✷✲❜♦❞② ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❛♥ n✲❜♦❞②
♦♣❡r❛t♦r✱ t❤❡ P❡✐❡r❧s✲❨♦❝❝♦③ ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡s❡ ✷✲❜♦❞② ❛♥❞ n✲❜♦❞② ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥❧②✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ❝❛❧❧s ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣
❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ n✰✷✲❜♦❞② ❛♥❞ 2n✲❜♦❞② ♦♣❡r❛t♦rs✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❛t✱ ❛t s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✭n = 2✮
❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ q✉✐t❡
✇✐❞❡❧②✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✳

✹✳✸✳ ❚❤❡ ❑❛♠❧❛❤ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❑❛♠❧❛❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭❑❛♠❧❛❤✱ ✶✾✻✽✮ ✐s t❤❛t t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜② ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
♦♣❡r❛t♦rs Km ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠ ♦✈❡r❧❛♣s✿

⟨Φ|ĤR̂(g)|Φ⟩ =
M∑

m=0

kmKm⟨Φ|R̂(g)|Φ⟩. ✭✶✶✶✮

❚❤✐s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ✇♦r❦ ❜❡st ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ str♦♥❣ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛t ❧❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❧✐♠✐t✱ t❤❡ ♥♦r♠ ♦✈❡r❧❛♣s ❛♥❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❜♦t❤ str♦♥❣❧② ♣❡❛❦❡❞ ♥❡❛r g = 0✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ❝❤❛♥❝❡ t♦
❝♦♥✈❡r❣❡ r❛♣✐❞❧②✳

❙✐♥❝❡ ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❣r♦✉♣✱ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ s②♠♠❡tr② ❣❡♥❡r❛t♦rs K̂m ❝❛♥
❛❧✇❛②s ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s Km ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱

K̂mR̂(g) ≡ KmR̂(g), ✭✶✶✷✮

❑❛♠❧❛❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭✶✶✶✮ ✐s str✐❝t❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✾✷✮
❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✵✵✮ ❛♥❞ ✭✶✵✷✮✳ ❙✐♥❝❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❑❛♠❧❛❤
♣r♦♣♦s❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts km ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛t g = 0✱ ❤✐s ♠❡t❤♦❞
❣✐✈❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r km t❤❛t ❛r❡ str✐❝t❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ♠❡t❤♦❞ ✭✶✵✼✮✳

❚❤❡r❡ ❛r❡✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❑❛♠❧❛❤ ♣r♦♣♦s❛❧
✐♥✈♦❧✈❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ✭✾✾✮ ✏❛s ✐t ✐s✑✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦✈❡r s②♠♠❡tr②✲
❜r❡❛❦✐♥❣ st❛t❡s |Φ⟩ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐♥✈♦❧✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ km✱ s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✳
❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❑❛♠❧❛❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ t❡r♠s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡
s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t r❡❛❧❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❛❧♠ ♦❢ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥
♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ♣r♦♣❡rt② ♠♦st❧② r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣✉s❤✐♥❣ ❛♥❞ ❝r❛♥❦✐♥❣
t❡r♠s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✳

✹✳✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❚❤❡ ▲✐♣❦✐♥✱ ❑❛♠❧❛❤✱ ❛♥❞ ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ♠❡t❤♦❞s✱ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥s✱ ❛❧❧ r❡❧② ♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ s♣❡❝tr❛ ♦r r❡❞✉❝❡❞ ❦❡r♥❡❧s✳
❚❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝r❡❛t❡s t✇♦ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❋✐rst✱
♦❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉♣ t♦ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ♦r❞❡r✱ s❡❡
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✳ ❆♥❞ s❡❝♦♥❞✱ ❛♥❞ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥♥♦t r❡❛❧❧② ❜❡
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❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s♣❡❝tr❛ t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❧❛tt❡r s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ t✇♦ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝❛s❡s✱ ♥❛♠❡❧②✱
✇❤❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡rs ❛r❡ r❡st♦r❡❞ ✐♥ ✭s❡♠✐✮♠❛❣✐❝ ♥✉❝❧❡✐ ✭❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ❛♥❞ ◆❛③❛r❡✇✐❝③✱
✶✾✾✸❀ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s r❡st♦r❡❞ ✐♥ ✇❡❛❦❧②✲
❞❡❢♦r♠❡❞ s②st❡♠s ✭●❛♦✱ ❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ❛♥❞ ❚♦✐✈❛♥❡♥✱ ✷✵✶✺✮✳

✹✳✹✳✶✳ ❋✐rst✲♦r❞❡r t❡r♠s ❚❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✿

❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥✱ ❑❛♠❧❛❤✱ ♦r ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥❝❡r♥s
t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r s②♠♠❡tr② ✉♣ t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ✐♥
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ✭✾✸✮✱ ✐✳❡✳✱

K̂ = k1(N̂ −N0), ✭✶✶✸✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ tr❡❛t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥s s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥✲
◆♦❣❛♠✐ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✵✽✮ ❛♥❞ ✭✶✶✵✮ ❣✐✈❡

k0 =
⟨Ĥ⟩⟨(N̂ −N0)

2⟩ − ⟨Ĥ(N̂ −N0)⟩⟨N̂ −N0⟩
⟨(N̂ −N0)2⟩ − ⟨N̂ −N0⟩2

, ✭✶✶✹✮

k1 =
⟨Ĥ(N̂ −N0)⟩ − ⟨Ĥ⟩⟨(N̂ −N0)⟩

⟨(N̂ −N0)2⟩ − ⟨N̂ −N0⟩2
, ✭✶✶✺✮

✇❤❡r❡ ❜r❛❝❦❡ts ⟨⟩ ❞❡♥♦t❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r✲s②♠♠❡tr②✲
❜r❡❛❦✐♥❣ st❛t❡ |Φ⟩✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✲❛❢t❡r✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✭✾✾✮✱
♥♦✇ r❡❛❞s

δΦE
N0 = 0 ✭✶✶✻✮

❢♦r

EN0 = ⟨Φ|Ĥ − k1(N̂ −N0)|Φ⟩. ✭✶✶✼✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲✐♣❦✐♥✬s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦✈❡r |Φ⟩ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t ❝♦♥st❛♥t
▲✐♣❦✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t k1✱ ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❑❛♠❧❛❤✬s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r k1
✭✶✶✺✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ ✭✶✶✻✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ✈❛r✐❡❞✳

■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ❛t ✜rst ♦r❞❡r✱ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ❛♥❞ ❑❛♠❧❛❤ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡
s❛♠❡ r❡s✉❧t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t k1 ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ r❡✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡
♠✉❧t✐♣❧✐❡r λ1✱ t❤❛t ✐s✱ ❛s ❛ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ s♦ ❛s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
❝♦rr❡❝t ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✶✶✹✮ ❛♥❞ ✭✶✶✺✮
s✐♠♣❧✐❢② tr❡♠❡♥❞♦✉s❧②✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡

k0 = ⟨Ĥ⟩, ✭✶✶✽✮

k1 =
⟨Ĥ(N̂ −N0)⟩
⟨(N̂ −N0)2⟩

. ✭✶✶✾✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r k0 ✐s t❤✉s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ✭✶✶✼✮ ❛♥❞ t❤❛t ❢♦r k1 st❡♠s ❢r♦♠ ✭✶✶✻✮✱
♣r♦✈✐❞❡❞ δΦ|Φ⟩ = (N̂ −N0)|Φ⟩ ✐s ❛♥ ❛❧❧♦✇❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳
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■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✶✵✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s

k0 =
n1(ϕ1)h(0)− n1(0)h(ϕ1)

n1(ϕ1)− n1(0)
, ✭✶✷✵✮

k1 =
h(ϕ1)− h(0)

n1(ϕ1)− n1(0)
, ✭✶✷✶✮

✇❤❡r❡

nm(ϕi) =
⟨Φ|(N̂ −N0)

m exp(iϕiN̂)|Φ⟩
⟨Φ| exp(iϕiN̂)|Φ⟩

✭✶✷✷✮

❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ❦❡r♥❡❧s ♦❢ t❤❡ s❤✐❢t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♦♣❡r❛t♦r✱ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ❣❛✉❣❡ ❛♥❣❧❡
ϕi✱ ❛♥❞ h(ϕi) = hi ❛r❡ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s r❡❞✉❝❡❞ ❦❡r♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭✶✵✹✮✳ ❆❣❛✐♥
✐t ✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭✶✶✻✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❦❡♣t
❝♦rr❡❝t✱ ⟨N̂⟩ = N0✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s n1(0) = 0✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✷✵✮ r❡❞✉❝❡s
❛❣❛✐♥ t♦ k0 = ⟨Ĥ⟩ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✷✶✮ st❡♠s ❢r♦♠ ✭✶✶✻✮✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❛s ✈❛r✐❛t✐♦♥s δΦ|Φ⟩✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ t❤❛t t❤❡ ▲✐♣❦✐♥✱ ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐✱ ❛♥❞ ❑❛♠❧❛❤ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛t
✜rst✲♦r❞❡r ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✉s✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❢♦r ❛❞❥✉st✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ s②♠♠❡tr② ❣❡♥❡r❛t♦rs✳

❚❤❡ ♣✉s❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❚❤♦✉❧❡ss✲❱❛❧❛t✐♥ ♠❛ss✿

❋♦r t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr②✱ ❛t ✜rst ♦r❞❡r t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♦♣❡r❛t♦r r❡❛❞s✱

K̂ =
∑

n=x,y,z

k1n(P̂n − Pn0) = k1 · (P̂ − P0), ✭✶✷✸✮

✇❤❡r❡ ✭✾✹✮ ✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ♠♦✈✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t♦t❛❧
♠♦♠❡♥t✉♠ P0✳ ❲❡ ♥♦t❡ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡st✲♦r❞❡r ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣
✐s ❡q✉❛❧ t♦ P̂ 2✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ r❡q✉✐r❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲
♦r❞❡r ▲✐♣❦✐♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧ ✭✶✷✸✮ r❛t❤❡r
♣❡rt❛✐♥s t♦ t❤❡ ❑❛♠❧❛❤ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❙✐♥❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦r P̂ ❝♦♠♠✉t❡✱ ✇❡ ❝❛♥ tr❡❛t t❤❡♠
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r✱ ✇❡
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ✐s✱ ❛t ✜rst ♦r❞❡r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ P0✱

EP0 = ⟨Φ|Ĥ − v · (P̂ − P0)|Φ⟩, ✭✶✷✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ▲✐♣❦✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t k1 ❛❝q✉✐r❡s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r
v✱ ✐✳❡✳✱ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❋♦r t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr②✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② EP0 ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ t❤❡
♠♦♠❡♥t✉♠ P0 ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✐♠♣❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ st❛t❡ |ΦP0=0⟩✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛t r❡st✱ ⟨ΦP0=0|P̂ |ΦP0=0⟩ = 0✱ ❛♥❞ ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✲❛❢t❡r✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥
δEP0=0 = 0 ❢♦r v = 0✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ●❛❧✐❧❡❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✱

[
Ĥ, R̂

]
= − iℏP̂

Am
, ✭✶✷✺✮
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✇❤❡r❡ R̂ ✐s t❤❡ ❝❡♥t❡r✲♦❢✲♠❛ss ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♥❞ Am ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛❧❧♦✇s
✉s t♦ ❜♦♦st st❛t❡ |ΦP0=0⟩ t♦ ♠♦♠❡♥t✉♠ P0✱

|ΦP0
⟩ = exp{ i

ℏ
P0 · R̂}|ΦP0=0⟩, ✭✶✷✻✮

s♦ t❤❛t

P0 = ⟨ΦP0
|P̂ |ΦP0

⟩, ✭✶✷✼✮

v =
P0

Am
, ✭✶✷✽✮

EP0 = EP0=0 +
P 2

0

2Am
. ✭✶✷✾✮

❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ❛t ✜rst ♦r❞❡r✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♣✉s❤✐♥❣
♠♦❞❡❧✱ ❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r♦❞✉❝❡s ❛❧❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧✲♠♦t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣
♦❢ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✶✾✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r ❛s✱

v =
⟨Ĥ(P̂ − P0)⟩
⟨(P̂ − P0)2⟩

, ✭✶✸✵✮

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ♠❛ss

M−1 =
|v|
|P0|

=
|⟨Ĥ(P̂ − P0)⟩|

⟨(P̂ − P0)2⟩|⟨P̂ ⟩|
, ✭✶✸✶✮

t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ ❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ tr✉❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱
M = Am ✭❚❤♦✉❧❡ss ❛♥❞ ❱❛❧❛t✐♥✱ ✶✾✻✷✮✳

❚❤❡ ❝r❛♥❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❚❤♦✉❧❡ss✲❱❛❧❛t✐♥ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛✿

❘❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ❛t ✜rst ♦r❞❡r ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝r❛♥❦✐♥❣
♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥ ❛ s❡♠✐❝❧❛ss✐❝❛❧ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❛
s②st❡♠ r♦t❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ω ❛r♦✉♥❞ ❛ ✜①❡❞ ❛①✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡
❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ J ✭■♥❣❧✐s✱ ✶✾✺✹✱ ✶✾✺✻✮✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✈❡r② s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ✐♥
♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
r♦t❛t✐♦♥ ✭❇♦❤r ❛♥❞ ▼♦tt❡❧s♦♥✱ ✶✾✾✽❀ ❘✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉❝❦✱ ✶✾✽✵✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥
♦♣❡r❛t♦r r❡❛❞s✱

K̂ =
∑

n=x,y,z

k1n(Ĵn − Jn0) = k1 · (Ĵ − J0) . ✭✶✸✷✮

❙✐♥❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦r Ĵ ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t
tr❡❛t t❤❡♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✷✮ ❤❛s t❤✉s t♦ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ J0 = |J0| ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♥ ❛
q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❡❝t♦r✱ k1 = ω✳ ■♥ s②st❡♠s ✇✐t❤
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛①✐❛❧ s②♠♠❡tr② ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❛①✐s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ❜❛♥❞s
✐♥ ✇❡❧❧ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❡✈❡♥✲❡✈❡♥ ♥✉❝❧❡✐✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛①✐s ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr②
❛①✐s ❛♥❞ ✉s✉❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲❛①✐s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ J0 = ⟨Jx⟩ =

√
I(I + 1)

✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ I ✭❢♦r ♦❞❞ s②st❡♠s✱ s❡❡ ❘✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹✮✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢
k1 t❤❡♥ ♠❡❛♥ ❛ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s✳ ❚❤✐s
❞❡✜♥❡s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ t✐❧t❡❞✲❛①✐s ❝r❛♥❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭❑❡r♠❛♥ ❛♥❞ ❖♥✐s❤✐✱ ✶✾✽✶❀ ❋r❛✉❡♥❞♦r❢✱
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✶✾✾✸✱ ✷✵✵✶❀ ❙❤✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ⟨Ĵ⟩
✐s ❛r❜✐tr❛r✐❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r♦t❛t✐♦♥❛❧✲s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ st❛t❡✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t
t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ✐s✱ ❛t ✜rst ♦r❞❡r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
♠♦♠❡♥t✉♠ J0✱

EJ0 = ⟨Φ|Ĥ − ω · (Ĵ − J0)|Φ⟩, ✭✶✸✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ▲✐♣❦✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t k1 ❛❝q✉✐r❡s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r
ω✱ t❤❛t ✐s✱ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ✐s t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ❢♦r r♦t❛t✐♦♥s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ t❤❡ ●❛❧✐❧❡❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✶✷✺✮✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t
s✐♠♣❧② ❜♦♦st ❛ ♥♦♥✲r♦t❛t✐♥❣ st❛t❡ t♦ ❤✐❣❤❡r r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣
✐ts str✉❝t✉r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❛♥❛❧♦❣✉❡s ♦❢
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❈♦r✐♦❧✐s ❛♥❞ ❝❡♥tr✐❢✉❣❛❧ ❢♦r❝❡s s❡t ✐♥✱ ❛♥❞ ♠♦❞✐❢② t❤❡ st❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❤❛s ♥♦✇ t♦ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s ❡①❛❝t❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧
✈❡❧♦❝✐t②✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✽✮✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✭♠❛ss✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ⟨Ĵ⟩ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ω ✭❑❡r♠❛♥
❛♥❞ ❖♥✐s❤✐✱ ✶✾✽✶✮✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❝♦♥st❛♥t ✭♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛✮ ❝❛♥ ✈❛r② ❛❧♦♥❣ t❤❡
r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❧♦❝❛❧✱ t❤❛t ✐s✱ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✜rst J (1) ✭❦✐♥❡♠❛t✐❝✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞
J (2) ✭❞②♥❛♠✐❝✮ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ✐♥❡rt✐❛✱

J (1)(ω) =
|⟨Ĵ⟩(ω)|

ω
❛♥❞ J (2)(ω) =

d|⟨Ĵ⟩(ω)|
dω

, ✭✶✸✹✮

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✶✮✱ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡

❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛✱

J (1) =
⟨(Ĵ − J0)

2⟩|⟨Ĵ⟩|
|⟨Ĥ(Ĵ − J0)⟩|

. ✭✶✸✺✮

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ♦♥❧② ❛t ω = 0✳ ❋♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r
✈❛❧✉❡s ♦❢ ω✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❚❤♦✉❧❡ss✲❱❛❧❛t✐♥ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ J (2) = J❚❱ t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ t❤❡♦r② ✭❚❤♦✉❧❡ss ❛♥❞ ❱❛❧❛t✐♥✱ ✶✾✻✷✮✳

■s♦❝r❛♥❦✐♥❣✿

❚♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐s♦s♣✐♥ s②♠♠❡tr②✱ ❋r❛✉❡♥❞♦r❢ ❛♥❞ ❙❤❡✐❦❤
✭❋r❛✉❡♥❞♦r❢ ❛♥❞ ❙❤❡✐❦❤✱ ✶✾✾✾✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝r❛♥❦✐♥❣ ✐♥ ✐s♦s♣✐♥ ✇✐t❤ ❛ ❢♦❝✉s
♦♥ t❤❡ ✐s♦✈❡❝t♦r ♣r♦t♦♥✲♥❡✉tr♦♥ ♣❛✐r ✜❡❧❞ ✇✐t❤♦✉t ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✐s♦s♣✐♥✲
s②♠♠❡tr② ❝♦♥s❡r✈✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐s♦❝r❛♥❦✐♥❣ ❛①✐s ✐♥ t❤❡ ✐s♦s♣✐♥
s♣❛❝❡ ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✳ ❋♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐s♦❝r❛♥❦✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡
✐s♦s♣✐♥ z✲❛①✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣✐❡s
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t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ❙❛t✉➟❛ ❛♥❞ ❲②ss ✭❙❛t✉➟❛ ❛♥❞ ❲②ss✱ ✷✵✵✶❜✱❛❀ ●➟♦✇❛❝③
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮ ✉s❡❞ t❤❡ s❛♠❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ♦❢ ✐s♦❝r❛♥❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡✐r ✐s♦❝r❛♥❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ✇❤❡r❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐s♦❝r❛♥❦✐♥❣ ❛❜♦✉t
t❤❡ ❛①✐s t✐❧t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐s♦s♣✐♥ z✲❛①✐s ❜❡❝❛♠❡ r❡❧❡✈❛♥t✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❝♦✉❧❞
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❜♦t❤ ✐s♦✈❡❝t♦r ❛♥❞ ✐s♦s❝❛❧❛r ♣❛✐r ✜❡❧❞s✳

■♥ t❤❡ ✐s♦s♣✐♥ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♦♣❡r❛t♦r r❡❛❞s ❛s

K̂ =
∑

n=x,y,z

k1n(T̂n − Tn0) = k⃗1 ◦ ( ˆ⃗T − T⃗0), ✭✶✸✻✮

✇❤❡r❡ ❛rr♦✇s ❞❡♥♦t❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ✐s♦s♣❛❝❡ ✭✐s♦✈❡❝t♦rs✮ ❛♥❞ s②♠❜♦❧ ✧◦✧ ❞❡♥♦t❡s t❤❡✐r

s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t✳ ❙✐♥❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐s♦s♣✐♥ ♦♣❡r❛t♦r ˆ⃗
T ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t

tr❡❛t t❤❡♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✻✮ ❤❛s t♦ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ T0 = |T⃗0| ♦❢ t❤❡ ✐s♦s♣✐♥ ♦♥ t❤❡ ✐s♦q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥
❛①✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐s♦✈❡❝t♦r ▲✐♣❦✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t k⃗1✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❡✈❡♥ ✭♦❞❞✮ s②st❡♠s✱
♣r♦❥❡❝t✐♦♥s T0 ❝❛♥ ♦♥❧② ❡q✉❛❧ t♦ ✐♥t❡❣❡r ✭❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r✮ ♥✉♠❜❡rs✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢
k⃗1 t❤❡♥ ♠❡❛♥ ❛ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐s♦q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s✳
❚❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t k⃗1 ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ✐s♦✈❡❝t♦r ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② λ⃗ ✭❙❛t♦ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✸❀ ❙❤❡✐❦❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✱ ✇❤✐❝❤ ✜①❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐s♦s♣✐♥

⟨ ˆ⃗T ⟩✳
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐s♦s♣✐♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐ts z ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s

❡q✉❛❧ t♦ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❡①❝❡ss✱ Tz = 1
2
(N − Z)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ z ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡

✐s♦✈❡❝t♦r ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② λz ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐s♦s❝❛❧❛r ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② λ s✐♠♣❧② ✜①
t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ N ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ Z ♥✉♠❜❡rs✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✐s♦❝r❛♥❦✐♥❣ ❛①✐s ✐s t✐❧t❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠
t❤❡ z ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♠✉st ✉s❡ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❤❡r❡ ♣r♦t♦♥ ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ st❛t❡s ❛r❡ ♠✐①❡❞ ✭❙❛t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❙❤❡✐❦❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✳ ❙✉❝❤ ❛
s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ✐s♦s♣✐♥✲s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ t❡r♠s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭❇→❝③②❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ st❛t❡s ✐♥ 48❈r ✐s♦❝r❛♥❦❡❞
t♦ ⟨Tx⟩ = 0✱ ✷✱ ✹✱ ✻✱ ❛♥❞ ✽✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ⟨Tz⟩ = 0 ✭❙❛t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ♦♥❡
♦❜t❛✐♥s ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② r✐❣✐❞ ✐s♦r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❞ ✭❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❛t❡s ✐♥ 48❈r ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
✐s♦s♣✐♥ T ✮✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❚❤♦✉❧❡ss✲❱❛❧❛t✐♥ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ t❤❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ❝♦❡✣❝✐❡♥t aI ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣②✱ EI(N,Z) = 1

2
aI(N−Z)/A✱ ✐✳❡✳✱

t♦ aI = 2A× 1.39(2)/4 = 33.4(5)▼❡❱✳

✹✳✹✳✷✳ ❙❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r t❡r♠s ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛t ✜rst ♦r❞❡r t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♦r ❑❛♠❧❛❤ ❛♣♣r♦❛❝❤
♣r♦✈✐❞❡s ❝♦rr❡❝t ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡r
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♠❛ss✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❧❧② ❢✉❧✜❧❧ ▲✐♣❦✐♥✬s r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢
✢❛tt❡♥✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t❡❞ st❛t❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧r❡❛❞② ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠❛② r❛t❤❡r ❜❡
q✉❛❞r❛t✐❝ t❤❡♥ ❧✐♥❡❛r✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ t❤✉s ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❡①♣❛♥❞❡❞
✉♣ t♦ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r t❡r♠s ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❣❡♥❡r❛t♦rs✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡
s♣❡❝tr❛ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❈❛s✐♠✐r ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s②♠♠❡tr②
❣r♦✉♣s✳
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48Cr

<Tx>

E = 1.39(2) MeV × <Tx>2

❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ 48❈r ✐s♦❝r❛♥❦❡❞ t♦ ⟨Tx⟩ = 0✱ ✷✱ ✹✱ ✻✱ ❛♥❞ ✽ ✭sq✉❛r❡s✮

✭❙❛t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✜t✳

P❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r r❡st♦r❛t✐♦♥✿

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ♠❡t❤♦❞ ✭◆♦❣❛♠✐✱ ✶✾✻✹❀ ◆♦❣❛♠✐ ❛♥❞ ❩✉❝❦❡r✱ ✶✾✻✹❀
◆♦❣❛♠✐✱ ✶✾✻✺❀ ●♦♦❞❢❡❧❧♦✇ ❛♥❞ ◆♦❣❛♠✐✱ ✶✾✻✻❀ Pr❛❞❤❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✸✮ ✇❛s ✉♣ t♦ ♥♦✇ ♦♥ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r s②♠♠❡tr②✱ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♦♣❡r❛t♦r
✐s ♣♦st✉❧❛t❡❞ ❛s✱

K̂ = k1(N̂ −N0) + k2(N̂ −N0)
2. ✭✶✸✼✮

❆ss✉♠✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❛t k1 ✐s ❛❧✇❛②s ❛❞❥✉st❡❞ s♦ ❛s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r✱
⟨N̂ − N0⟩ = 0✱ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ✭✶✵✺✮ ✭❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ✭✶✵✽✮ ✭❱❛❧♦r
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻✮ ♠❡t❤♦❞s ❣✐✈❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

k2 =
h(ϕ2)− k1n1(ϕ2)− h(0)

n2(ϕ2)− n2(0)
, ✭✶✸✽✮

❛♥❞

λ2 =
⟨Ĥ∆N̂2⟩⟨∆N̂2⟩ − ⟨Ĥ∆N̂⟩⟨∆N̂3⟩ − ⟨Ĥ⟩⟨∆N̂2⟩2

⟨∆N̂4⟩⟨∆N̂2⟩ − ⟨∆N̂3⟩2 − ⟨∆N̂2⟩3
. ✭✶✸✾✮

❍❡r❡ ∆N̂ ≡ N̂ − N0 ✐s t❤❡ s❤✐❢t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♦♣❡r❛t♦r✱ h(ϕ2) ❛♥❞ ni(ϕ2) ❛r❡ t❤❡
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭✶✵✹✮ ❛♥❞ s❤✐❢t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ✭✶✷✷✮ ❦❡r♥❡❧s✱ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ λ2 ≡ k2 ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❋♦r ❛♥ ❍❋❇ ✈❛❝✉✉♠
|0⟩✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r λ2 ✇❛s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❙❛♥❞❤✉ ❛♥❞ ❘✉st❣✐
✭✶✾✼✽✮ ❛s

λ2 =

∑
4⟨0|Ĥ|4⟩⟨4|N̂2|0⟩

∑
4⟨0|N̂2|4⟩⟨4|N̂2|0⟩

, ✭✶✹✵✮

✇❤❡r❡ |4⟩ ≡ α+
µα

+
ν α

+
µ′α

+
ν′ |0⟩ st❛♥❞s ❢♦r ❛❧❧ ❢♦✉r✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ st❛t❡s✳ ❆❢t❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛❧❧

r❡q✉✐r❡❞ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ✭❋❧♦❝❛r❞ ❛♥❞ ❖♥✐s❤✐✱ ✶✾✾✼❀ ❙t♦✐ts♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮

λ2 =
4TrΓ′ρ(1− ρ) + 4Tr∆′(1− ρ)κ

8 [Trρ(1− ρ)]2 − 16Trρ2(1− ρ)2
, ✭✶✹✶✮
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✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s

Γ′
µµ′ =

∑

νν′

Vµνµ′ν′(ρ(1− ρ))ν′ν , ✭✶✹✷✮

∆′
µν = 1

2

∑

µ′ν′

Vµνµ′ν′(ρκ)µ′ν′ , ✭✶✹✸✮

❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❢✉❧❧ ❛♥❛❧♦❣② t♦ Γ ❛♥❞ ∆ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ρ ❛♥❞ κ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✇❤✐❝❤
t❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ρ(1 − ρ) ❛♥❞ ρκ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❡♥✐♦r✐t② ♣❛✐r✐♥❣
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ str❡♥❣t❤ G✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✶✮ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦ ✭Pr❛❞❤❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✸✮✿

λ2 =
G

4

∑
k>0(ukv

3
k)
∑

k>0(u
3
kvk)−

∑
k>0(ukvk)

4

(
∑

k>0u
2
kv

2
k)

2 −∑k>0(ukvk)
4 , ✭✶✹✹✮

✇❤❡r❡ k > 0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r ♦♥❡ st❛t❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✭♦r ❑r❛♠❡rs✲
❞❡❣❡♥❡r❛t❡✮ ♣❛✐r ♦❢ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ st❛t❡s✳

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t k2✱ ❛s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✽✮✱ ✐s ❢❛✐r❧② s✐♠♣❧❡✱ s❡❡
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✱ ❜✉t ✐t ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❆ r✐❣♦r♦✉s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t λ2✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✾✮ ♦r ✭✶✹✶✮✱ ✐s ❢♦r r❡❛❧✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s
r❛t❤❡r ❝✉♠❜❡rs♦♠❡✱ s♦ ✐t ✇❛s r❛r❡❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❢✉❧❧✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❱❛❧♦r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❆
♣r❛❝t✐❝❛❧ ✇♦r❦❛r♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✉s❡❞ q✉✐t❡ ♦❢t❡♥✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❙t♦✐ts♦✈ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✱ ✷✵✵✼✮❀
❑♦rt❡❧❛✐♥❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ✇❛s t♦ ✉s❡ t❤❡ s❡♥✐♦r✐t②✲♣❛✐r✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✹✮ ✇✐t❤
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ str❡♥❣t❤ G ≡ G❡✛ = − ∆̄2

E♣❛✐r
✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❡♥❡r❣② E♣❛✐r ❛♥❞

t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❣❛♣ ∆̄✳
❋✐❣✉r❡ ✻ s❤♦✇s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ❛♥❞ ❑❛♠❧❛❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇✐t❤✐♥

❛ s✐♠♣❧❡ s♦❧✈❛❜❧❡ t✇♦✲❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧ ✭❩❤❡♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷❀ ❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ❛♥❞ ◆❛③❛r❡✇✐❝③✱
✶✾✾✸✮✳ ■♥ t❤❡ str♦♥❣✲♣❛✐r✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❣✐✈❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡①❛❝t r❡s✉❧ts✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❤❛❧❢✲✜❧❧❡❞ s❤❡❧❧ ❬✜❣✉r❡ ✻✭❜✮❪✱ ❛t ♦r ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
♣❛✐r✐♥❣ str❡♥❣t❤ ❜♦t❤ ❢❛✐❧✳ ❚❤✐s ✐s s♦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❦✐♥❦ ✐♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t
❡♥❡r❣✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❛ s❤❡❧❧ ❣❛♣✱ ❝❛♥♥♦t
❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ✭❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ❛♥❞ ◆❛③❛r❡✇✐❝③✱ ✶✾✾✸✮ ♦r ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r
✭❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❆✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s❤❡❧❧ ❣❛♣ ❬✜❣✉r❡ ✻✭❛✮❪✱ t❤❡
▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛✐r✐♥❣ str❡♥❣t❤s✱ ❜✉t t❤❡ ❑❛♠❧❛❤ ❛♣♣r♦❛❝❤
❢❛✐❧s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛✐r✐♥❣ str❡♥❣t❤✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ❢❡❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①❛❝t ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ▲✐♣❦✐♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t λ2 ❜r✐♥❣s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡①❛❝t r❡s✉❧t✳

P❡✐❡r❧s✲❨♦❝❝♦③ ♠❛ss✿

❋♦r t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr②✱ ❛t s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♦♣❡r❛t♦r
r❡❛❞s

K̂ = k1 · (P̂ − P0) +
∑

n=x,y,z

k2n(P̂n − Pn0)
2. ✭✶✹✺✮

❆s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✱ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r t❡r♠s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣✉s❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱
✇❤❡r❡✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ♠♦✈❡s ✐♥ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❛✈❡r❛❣❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ P0 ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② v ≡ k1✳
❚❤✐s ♠♦t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② t❤❛t ✐s q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛♥❞
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(a) (b)

❋✐❣✉r❡ ✻✳ P❛✐r✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ t❤❡ t✇♦✲❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❩❤❡♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭❱❆P✮ ✭❛st❡r✐s❦s✮✱ ❑❛♠❧❛❤ ✭❢✉❧❧ sq✉❛r❡s✮✱ ❛♥❞

▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ✭❢✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r

N0❂Ω❂✶✵ ✭r✐❣❤t✮✱ ❛♥❞ N0❂Ω±✷ ✭❧❡❢t✮✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❛❝t ♣❛rt✐❝❧❡✲

♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❑❛♠❧❛❤ ✭♦♣❡♥ sq✉❛r❡s✮ ❛♥❞ ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ✭♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s✮ st❛t❡s

❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ x ✐s xc❂✶✴✾✳ ❋✐❣✉r❡ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤

♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ❛♥❞ ◆❛③❛r❡✇✐❝③ ✭✶✾✾✸✮✳ ❈♦♣②r✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥

P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❚❤♦✉❧❡ss✲❱❛❧❛t✐♥ ♠❛ss ✭✶✸✶✮✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦rr❡❝t❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠❛ss mA✳

❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts k2n ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✕ t❤❡② ❛r❡ ♠❡❛♥t t♦ ✢❛tt❡♥ t❤❡
s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❡♥❡r❣✐❡s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ n = x✱ y✱ ♦r
z✳ ❚❤❡✐r ✈❛❧✉❡s t❤✉s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧✲
s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ st❛t❡✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♥♦t❤✐♥❣ t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡✈✐❞❡♥t ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ st❛t❡ ❛t r❡st✱ |ΦP0=0⟩✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✐♠♣❧② ❝♦♥s❡r✈✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ s②♠♠❡tr②✳ ❚❤✐s st❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t ♠♦✈❡✱
s♦ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts k2n ❝❛♥♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥❡rt✐❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
✉♥❞❡r ❜♦♦st✳

❈♦❡✣❝✐❡♥ts k2n ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ n = x✱ y✱ ♦r z ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ♦♥❡
❛♥♦t❤❡r ✭●❛♦✱ ❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ❛♥❞ ❚♦✐✈❛♥❡♥✱ ✷✵✶✺✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣❡r ♦r s❤♦rt❡r
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥❛rr♦✇❡r ♦r ✇✐❞❡r✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ t❤✉s ❞✐✛❡r ❢r♦♠
♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❤✐st♦r✐❝❛❧❧②✱ q✉❛♥t✐t✐❡s MP❨♥ =
1
2
k−1
2n ✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧

▲✐♣❦✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts k2n✱ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ P❡✐❡r❧s✲❨♦❝❝♦③ ✭P❡✐❡r❧s ❛♥❞ ❨♦❝❝♦③✱ ✶✾✺✼✮ ♦r ❨♦❝❝♦③
✭❘✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉❝❦✱ ✶✾✽✵✮ ♠❛ss❡s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ n = x✱ y✱
♦r z ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥
♦r ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛s✿

k2n ≡ (2MP❨♥)
−1 =

h(ϕ2n)− k1np1n(ϕ2n)− h(0)

p2n(ϕ2n)− n2(0)
✭✶✹✻✮

♦r

k2n ≡ (2MP❨♥)
−1
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=
⟨Ĥ∆P̂ 2

n⟩⟨∆P̂ 2
n⟩ − ⟨Ĥ∆P̂n⟩⟨∆P̂ 3

n⟩ − ⟨Ĥ⟩⟨∆P̂ 2
n⟩2

⟨∆P̂ 4
n⟩⟨∆P̂ 2

n⟩ − ⟨∆P̂ 3
n⟩2 − ⟨∆P̂ 2

n⟩3
,

✭✶✹✼✮

❝❢✳ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✸✽✮ ♦r ✭✶✸✾✮✳ ❍❡r❡ ∆P̂n = P̂n−Pn0 ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r
n = x✱ y✱ ♦r z ❛♥❞ pin(ϕ2n) ❛r❡ t❤❡✐r r❡❞✉❝❡❞ ❦❡r♥❡❧s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t ❞✐st❛♥❝❡s ϕ2n✳

❋♦r ❝♦♥s❡r✈❡❞ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧✱ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧ ♦❞❞ ♣♦✇❡rs ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛r❡
❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ ❛♥❞ t❤✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✼✮ r❡❞✉❝❡s t♦

k2n ≡ (2MP❨♥)
−1 =

⟨ĤP̂ 2
n⟩ − ⟨Ĥ⟩⟨P̂ 2

n⟩
⟨P̂ 4

n⟩ − ⟨P̂ 2
n⟩2

. ✭✶✹✽✮

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✉s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤r❡❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s n = x✱ y✱ ♦r z ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♦♣❡r❛t♦r
t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ K̂ = k2P̂

2✱ ✇❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡

k2 ≡ (2MP❨)
−1 =

⟨ĤP̂ 2⟩ − ⟨Ĥ⟩⟨P̂ 2⟩
⟨P̂ 4⟩ − ⟨P̂ 2⟩2

. ✭✶✹✾✮

❲❡ s❡❡ t❤❛t ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ k2n ❛♥❞ k2 r❡q✉✐r❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱
⟨P̂ 2

n P̂
2
m⟩ = ⟨P̂ 2

n⟩⟨P̂ 2
m⟩ ❢♦r n ̸= m✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ ✇❤❡♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✹✼✮

❛♥❞ ✭✶✹✽✮✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❖✈❡r❧❛♣ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❘✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉❝❦✱
✶✾✽✵✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ⟨P̂ 4⟩ = 3⟨P̂ 2⟩2✱ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✾✮ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦

2k2 ≡ (MP❨)
−1 =

⟨ĤP̂ 2⟩ − ⟨Ĥ⟩⟨P̂ 2⟩
⟨P̂ 2⟩2

. ✭✶✺✵✮

❋✐❣✉r❡ ✼ s❤♦✇s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ P❡✐❡r❧s✲❨♦❝❝♦③ ❛♥❞ ❚❤♦✉❧❡ss✲❱❛❧❛t✐♥ ✭❡①❛❝t✮
♠❛ss❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❞♦✉❜❧② ♠❛❣✐❝ ♥✉❝❧❡✐✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛r❡ ♥❡✈❡r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
❧❛tt❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ P❡✐❡r❧s✲❨♦❝❝♦③ ♠❛ss❡s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡s ♦❢ ❡♥❡r❣✐❡s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ st❛t❡s
❛t r❡st✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❚❤♦✉❧❡ss✲❱❛❧❛t✐♥ ♠❛ss❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②
✇❤❡♥ t❤❡ s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ st❛t❡s ❛r❡ ❜♦♦st❡❞ t♦ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠♦♠❡♥t❛✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡
✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ P❡✐❡r❧s✲❨♦❝❝♦③ ♠❛ss❡s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r ❡♥❡r❣✐❡s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❖♥❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡s t❤❛t t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
▲✐♣❦✐♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡s ♦❢ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ P❡✐❡r❧s✲❨♦❝❝♦③ ❛♥❞ ❚❤♦✉❧❡ss✲❱❛❧❛t✐♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠❛ss❡s ❞♦ ♥♦t
❡①❝❡❡❞ ✶✵✪ ❛♥❞ ✈❛r② s♠♦♦t❤❧② ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛ss❡s✳ ▼♦r❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
❇❡♥❞❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮❀ ❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ✭✷✵✵✾✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ ❤❡r❡ ❛ ♣♦♣✉❧❛r ✇❛② ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝❡♥t❡r✲
♦❢✲♠❛ss ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♥ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭❇❡♥❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ ❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐✱
✷✵✵✾✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✾✾✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ▲✐♣❦✐♥
♦♣❡r❛t♦r ✭✶✹✺✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❤♦✉❧❡ss✲❱❛❧❛t✐♥ ♠❛ss ✐♥t♦ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡
♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣②✱

EP0 ≃ ⟨Φ|Ĥ|Φ⟩ − ⟨Φ|P̂ 2|Φ⟩
2mA

. ✭✶✺✶✮
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❋✐❣✉r❡ ✼✳ ❊①❛❝t ♠❛ss❡s ✭M = mA✱ ♦♣❡♥ sq✉❛r❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ P❡✐❡r❧s✲❨♦❝❝♦③ ♠❛ss❡s

M = MP❨✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✾✮✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❞♦✉❜❧② ♠❛❣✐❝ ♥✉❝❧❡✐ ❜❡❢♦r❡ ✭❢✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s✮

❛♥❞ ❛❢t❡r ✭❢✉❧❧ sq✉❛r❡s✮ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❘❡♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ♦❢

■♥st✐t✉t❡ ♦❢ P❤②s✐❝s✱ ❢r♦♠ ❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ✭✷✵✵✾✮❀ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥✈❡②❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❈♦♣②r✐❣❤t

❈❧❡❛r❛♥❝❡ ❈❡♥t❡r✱ ■♥❝✳

❚❤❡ P❡✐❡r❧s✲❨♦❝❝♦③ ♠❛ss✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ♥♦t ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜✉t
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❤❡r❡ ❜② t❤❡ tr✉❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋✉rt❤❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ⟨Φ|P̂ 2|Φ⟩ ❛r❡ ❛❧s♦ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ✭❇❡♥❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ ❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐✱
✷✵✵✾✮✳

P❡✐❡r❧s✲❨♦❝❝♦③ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛✿

❋♦r t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr②✱ ❛t s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✱ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♦♣❡r❛t♦r r❡❛❞s

K̂ = k1 · (Ĵ − J0) +
∑

n=x,y,z

k2n(Ĵ
2
n − J2

n0) . ✭✶✺✷✮

❆s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✱ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r t❡r♠s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝r❛♥❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱
✇❤❡r❡✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s r♦t❛t❡s ✐♥ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ J0 ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②
ω ≡ k1✳ ❚❤✐s ♠♦t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✭✐♥ ❞❡❢♦r♠❡❞
♥✉❝❧❡✐✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❚❤♦✉❧❡ss✲❱❛❧❛t✐♥ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ✭✶✸✺✮✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts k2n ❛r❡ ♠❡❛♥t t♦ ✢❛tt❡♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❡♥❡r❣✐❡s
♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ❡✐❣❡♥st❛t❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡✱ t❤❡ t❤r❡❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❛♥❞ t❤r❡❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r
t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♦♣❡r❛t♦r ✭✶✺✷✮ ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✐♥ ❛①✐❛❧ ♥✉❝❧❡✐✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ❜r♦❦❡♥✱ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r
♠♦♠❡♥t❛ ❛r❡ ♠✐①❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr②
❛①✐s ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ▲✐♣❦✐♥
♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✻✮ ✐s ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳

❊①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r P❡✐❡r❧s✲❨♦❝❝♦③ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❢✉❧❧ ❛♥❛❧♦❣②
t♦ t❤♦s❡ ❢♦r P❡✐❡r❧s✲❨♦❝❝♦③ ♠❛ss❡s✱ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✹✼✮✕✭✶✺✵✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❛ ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛①✐❛❧ ♥✉❝❧❡✉s ❛❜♦✉t t❤❡ x ❛①✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr②
❛①✐s✱ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✽✮ r❡❛❞s

(2JP❨)−1 =
⟨ĤĴ2

x⟩ − ⟨Ĥ⟩⟨Ĵ2
x⟩

⟨Ĵ4
x⟩ − ⟨Ĵ2

x⟩2
. ✭✶✺✸✮

Page 49 of 145 AUTHOR SUBMITTED MANUSCRIPT - JPhysG-103839.R1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

A
cc

ep
te

d 
M

an
us

cr
ip

t



❈❖◆❚❊◆❚❙ ✺✵

■♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ✭✶✺✶✮✱ ❛❧s♦ t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧✲♠♦t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✭❋r❛✉❡♥❞♦r❢ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✻✾❀ ❇❡♥❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮
❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ P❡✐❡r❧s✲❨♦❝❝♦③
♠♦♠❡♥ts ♦❢ ✐♥❡rt✐❛✳

■s♦s♣✐♥✿

❆❧♠♦st ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r ◆♦❣❛♠✐✬s ✇♦r❦ ✭◆♦❣❛♠✐✱ ✶✾✻✹✮✱ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s
s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐s♦s♣✐♥ s②♠♠❡tr② ✭❑✐ss❡♥❡r ❛♥❞ ▼ü♥❝❤♦✇✱ ✶✾✻✻✱
✶✾✻✼❀ ●❤♦s❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✺✮✱ ✇❤❡r❡✉♣♦♥ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♦♣❡r❛t♦r✱

K̂ = k⃗1 ◦ ( ˆ⃗T − T⃗0) + k2

(
ˆ⃗
T

2

− T0(T0 + 1)

)
, ✭✶✺✹✮

❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ✐s♦❝r❛♥❦✐♥❣ t❡r♠ ✭✶✸✻✮ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❛s ❧❛t❡r ♥♦t t♦♦ ♦❢t❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡①❛❝t ✐s♦s♣✐♥ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✇❛s
❡❛r❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✭❈❛✉r✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✵❛✱❜❀ ❈❛✉r✐❡r ❛♥❞ P♦✈❡s✱ ✶✾✽✷✮ ❛♥❞ ✐s ♥♦✇
❡✣❝✐❡♥t❧② ✉s❡❞ ✭❙❛t✉➟❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ ✷✵✶✵✱ ✷✵✶✻✮✳

✹✳✹✳✸✳ ❍✐❣❤❡r✲♦r❞❡r t❡r♠s ■♥ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦r ❑❛♠❧❛❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❤✐❣❤❡r✲
♦r❞❡r t❡r♠s ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r r❡st♦r❛t✐♦♥✳ ❘♦❞rí❣✉❡③ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r❡❞✉❝❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥✲❛❢t❡r✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠❡❞ t♦
✐♠♣r♦✈❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ♦r ❑❛♠❧❛❤ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♠❡t❤♦❞ ✉♣ t♦
s✐①t❤ ♦r❞❡r ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛✇❛② ❢r♦♠
s❡♠✐✲♠❛❣✐❝ ♥✉❝❧❡✐✱ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛❧r❡❛❞② ❛t ✹t❤ ♦r❞❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✻t❤ ♦r❞❡r
❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❜r✐♥❣✐♥❣ ❛❧♠♦st ♥♦ ❝❤❛♥❣❡✳ ◆❡❛r t❤❡ s❡♠✐✲♠❛❣✐❝ ♥✉❝❧❡✐✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥♦♥✲
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞✐❞ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❢♦r
♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✇❡❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ r❡s✉❧ts✳

✺✳ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ s✐♠♣❧❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦❞❡❧s

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞②
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr❡❛t t❤❡♠ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✱ t❤❡
❜❡st ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ r✲s♣❛❝❡ ✭❇❛②❡ ❛♥❞ ❍❡❡♥❡♥✱ ✶✾✽✹✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
✐♥ t❤❡ r✲s♣❛❝❡ ❧❡❛❞s t♦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ③❡r♦✲r❛♥❣❡
❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s q✉✐t❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ t♦ s♦❧✈❡ ❡✈❡♥
✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ❤❛s ❛❧s♦ t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡✈❡♥
t❤❡ ❜❛r❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍❋❇ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ s♦❧✈❡ ✐♥ r✲s♣❛❝❡✳ ▼♦st ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✸❉ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ r✲s♣❛❝❡ ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t❤❡ ❍❋✲ ♦r ❍❋✰❇❈❙
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭❘②ss❡♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾✮✱ ✇❤❡r❡❛s ❢✉❧❧ ✸❉✲❍❋❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥
♦s❝✐❧❧❛t♦r s♣❛❝❡ ✭❊❣✐❞♦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✮✳ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍❋❇ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡r❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥
r✲s♣❛❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❧✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❑❡❣❧❡② ❏r✳ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❀ P❡✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ❛♥❞ t❤❡r❡
✇❡r❡ ❛❧s♦ ❛tt❡♠♣ts t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍❋❇ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✇❛✈❡❧❡t
♠❡t❤♦❞ ✭P❡✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✳ ❆s ❡✈✐❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❍❋❇
❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r✲s♣❛❝❡ r❡q✉✐r❡s✱ ❛t ♣r❡s❡♥t✱ ❛ t♦♦ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
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❡✛♦rt t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡❛s♦♥✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❜❛s✐s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ♠❛tr✐① ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐s st❛t❡s✱
♥♦r♠❛❧❧② ❝❤♦s❡♥✱ ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♦r ❲♦♦❞s✲❙❛①♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❆
✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ r❡❧✐❡s ♦♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❍❋❇ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢
t❤❡ ❍❋ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭●❛❧❧ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❀ ❇❡♥❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
r✲s♣❛❝❡✳

❋♦r ❛①✐❛❧ ❛♥❞ tr✐❛①✐❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❜❛s✐s ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
t❤❛t t❤❡s❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②
❧❡ss ♠❡♠♦r② ❢♦r t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s st❛t❡s ❛♥❞✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛ ❜❛s✐s ❝❛♥ ❜❡
❞❡❢♦r♠❡❞✳ ❚❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇s
✉s t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡✱ ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❜❛s✐s ♦❢ r♦✉❣❤❧② ✷✵ ♠❛❥♦r ♦s❝✐❧❧❛t♦r s❤❡❧❧s✱ t❤❡
❡①❛❝t ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✐✳❡✳✱ ✇✐t❤ r♦✉❣❤❧② ✺✵✵
❦❡❱ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉❝❧❡❛r ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ❡✈❡♥ ❢♦r ❤❡❛✈② ♥✉❝❧❡✐ ✭❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✷✮✳ ❋♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s 208P❜ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✶✻✸✻✳✹✹✻ ▼❡❱
t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✵✳✸ ♣❡r♠✐❧❧❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞✱ t❤❛t
t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣②✱ ❜❡✐♥❣ ❛ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❧❛r❣❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ t❤❡
r❡♣✉❧s✐✈❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②✱ r❡q✉✐r❡s ♦❢t❡♥ ♠✉❝❤ ♠♦r❡
❛❝❝✉r❛❝② t❤❛♥ ♦t❤❡r q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♠♦st❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
✈❛❧❡♥❝❡ s❤❡❧❧s✱ ❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❡t❝✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❜❛s✐s
❧❡❛❞s t♦ s❡✈❡r❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✭s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜❛s✐s ✈✐♦❧❛t❡s t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s②♠♠❡tr② ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❇② t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♦❢ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❜❛s✐s✳

■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦❞❡❧s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❉❋❚ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❢t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧②
❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧✳ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜❡❢♦r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡ ❡①❝❡❡❞✐♥❣❧②
❞✐✣❝✉❧t✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ st✉❞✐❡s ✇❡r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡r ♠♦❞❡❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ✉s✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ♠❛❥♦r ♦s❝✐❧❧❛t♦r s❤❡❧❧s ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ❋❡r♠✐ s✉r❢❛❝❡ ✭▼❝❈✉❧❧❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✻✹❀ ▲❛✇s♦♥✱ ✶✾✻✶❀ ❇❛r❛♥❣❡r ❛♥❞ ❑✉♠❛r✱ ✶✾✻✽✮✳

❚❤❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ❛ s✐♠♣❧❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧② ❛ r❡str✐❝t❡❞
s❡t ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ♦r❜✐ts ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐ s✉r❢❛❝❡ ✭✇❤❛t ✐s ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❛s ✏t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ s♣❛❝❡✧✮✱ ✐s t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♠♦st❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❧♦✇
❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞
❜② s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ st❛t❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐ s✉r❢❛❝❡✳ ❊✈❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ ✈❛❧❡♥❝❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ♠❛❥♦r
♦s❝✐❧❧❛t♦r s❤❡❧❧s✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s t❤❛t st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ❢❛r ❛❜♦✈❡ ♦r
❜❡❧♦✇ t❤❡ ❋❡r♠✐ s✉r❢❛❝❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ✐s ❝❧❡❛r❧② ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛t❡s
❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❋❡r♠✐ s✉r❢❛❝❡ ❤❛✈❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ❝❧♦s❡ t♦ ❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦r ③❡r♦ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱
❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ♣❛✐r✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳

❙✉❝❤ ✈❛❧❡♥❝❡ s♣❛❝❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ t♦♦ ❧❛r❣❡ ❢♦r ✇❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✏❢✉❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✺✷

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s♯✱ ❜✉t st✐❧❧ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ❡✈❡♥ ❢♦r s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❆ ❢❛♠♦✉s ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ❇❛r❛♥❣❡r✲❑✉♠❛r ✈❛❧❡♥❝❡ s♣❛❝❡ ✭❇❛r❛♥❣❡r ❛♥❞ ❑✉♠❛r✱
✶✾✻✽✮ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❤❡❧❧s N = 3, 4 ❢♦r ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ N = 4, 5 ❢♦r ♥❡✉tr♦♥s ❛♥❞ ✉s❡❞
❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❘❛r❡ ❊❛rt❤ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❝❤❛rt✳ ■ts
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✼✷ ♥❡✉tr♦♥ ❛♥❞ ✺✵ ♣r♦t♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s ❢♦r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t♦ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✼✷ ❛♥❞ ✺✵✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡❛s② t♦ ❤❛♥❞❧❡✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r s✐❞❡ ✐♥ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡
s❤❡❧❧s r♦✉❣❤❧② 5× 1034 ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❝❛r❡❢✉❧❧② t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ■❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✈❛❧❡♥❝❡ s♣❛❝❡ ✐s ♣r♦♣❡r❧② ❝❤♦s❡♥✱ ♠✉❝❤
♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛♥❞
s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ s♣❛❝❡✱ ♦♥❧② ❣❧♦❜❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s t♦t❛❧ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s✱ r❛❞✐✐✱ ♦r ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ s♣❛❝❡✳

✺✳✶✳ ❚❤❡ ♣❛✐r✐♥❣✲♣❧✉s✲q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❋r♦♠
t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭❉✉❢♦✉r ❛♥❞ ❩✉❦❡r✱ ✶✾✾✻❀ ❈❛✉r✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✱
♦♥❡ ❦♥♦✇s t❤❛t ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ r❡str✐❝t❡❞ s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s
❛ s✉♠ ♦❢ t❡r♠s s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✐✳❡✳✱

V̂ =
1

2

∑

λµ

χλQ̂
†
λµQ̂λµ +

∑

λµ

GλP̂
†
λµP̂λµ, ✭✶✺✺✮

✇❤❡r❡✱

Q̂λµ =
∑

nn′

⟨n|rλYλµ|n′⟩a†nan′ , P̂λµ =
1

2

∑

nn′

⟨n|rλYλµ|n′⟩anan̄′ , ✭✶✺✻✮

t❤❛t ✐s✱ Q̂λµ ❛♥❞ P̂λµ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ ♠✉❧t✐♣♦❧❛r✐t② λ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❛♥❞
♣❛rt✐❝❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤ χλ ❛♥❞ Gλ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s

Ĥ = Ĥ0 + V̂ , ✭✶✺✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞♦✉❜❧② ♠❛❣✐❝ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦r❡ ❡♥t❡rs t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲
♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s εn ✐♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r

Ĥ0 =
∑

n

εna
†
nan . ✭✶✺✽✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s εn ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝♦♥st❛♥ts χλ ❛♥❞ Gλ✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛❜

✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭❉✉❢♦✉r ❛♥❞ ❩✉❦❡r✱ ✶✾✾✻✮✱ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ ✇❤✐❧❡ ❞❡r✐✈✐♥❣ s❡♣❛r❛❜❧❡

♯ ❚❤❡ t❡r♠ r❡❢❡rs t♦ t❤♦s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r ❛s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❋♦❝❦ st❛t❡ ❛❧❧ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ st❛t❡s

❜✉✐❧t ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♦r❜✐ts✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧

❡①❛♠♣❧❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s❤❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ✭❈❛✉r✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✺✸

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡s t❤❛t t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♣❛rt ✇✐t❤ λ = 2 ♣❧❛②s t❤❡
❡ss❡♥t✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ♣❛rt ✇✐t❤ λ = 0 ❞♦♠✐♥❛t❡s
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣❛rts ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♠✉❝❤ ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
❜❛r❡ ♥✉❝❧❡♦♥✲♥✉❝❧❡♦♥ ❢♦r❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ♣❧✉s
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐①t✐❡s ✭❇❛r❛♥❣❡r ❛♥❞ ❑✉♠❛r✱ ✶✾✻✽✮✱ ✇❛s ♣r❡tt②
s✉❝❝❡ss❢✉❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♥✉❝❧❡✐ ✐♥ ❛
✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ✇❛②✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❣r❡❛t ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡
✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♣❛r❛❜❧❡ t❡r♠s✱ s✉❝❤ ❛s ♦❝t✉♣♦❧❡ ✭Q̂3✮ ❛♥❞ ❤❡①❛❞❡❝❛♣♦❧❡ ✭Q̂4✮
♦♣❡r❛t♦rs ♦r t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♣❛✐r✐♥❣ t❡r♠ P̂2✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s
❛r❡✿

✭✐✮ ♦♥❡ ✇♦r❦s ✐♥ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❜❛s✐s ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡r✈❡s✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✱
❛❧❧ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❡s❀

✭✐✐✮ t❤❡ ❜❛s✐s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❛♥❞✱
t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❛s✐❧②❀

✭✐✐✐✮ ✐❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❛❞❥✉st❡❞✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❡①❝❡❧❧❡♥t r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣❤②s✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥
t❤✐s ✇❛②✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛s q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ♣❤②s✐❝s ♦✉ts✐❞❡
♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ s❤❡❧❧s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡✱ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ t♦t❛❧
❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❞r✐✈❡♥ ❜② s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♥tr✉❞❡r st❛t❡s
❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❤✐❣❤❡r s❤❡❧❧s ♦r ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦r❡ ❛t ❧❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ✜ss✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ s✉♣❡r❞❡❢♦r♠❡❞ ✭❙❤❡❧✐♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✷✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣ t♦
t❤✐s ❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❢♦r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❞r✐✈❡♥ ❜② s♣❡❝✐❛❧ ❢♦r❝❡s ♥♦t
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s✉❝❤ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r ❢♦r❝❡ ✭❖ts✉❦❛
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❛❞❥✉st❡❞ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡
❡♥❡r❣✐❡s✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✽✱ ✇❡ s❤♦✇ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝r❛♥❦✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❣❛♣ ❢♦r ♣r♦t♦♥s
❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s 168❍❢ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ I
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤♦✉t
♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ♣❛✐r✐♥❣ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❛t s♣✐♥ I = 24ℏ✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦♥ ❣❛♣
✐s ❛❧s♦ s♦♠❡✇❤❛t q✉❡♥❝❤❡❞ ❛❢t❡r I = 10ℏ✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥✉♠❜❡r
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ s♠♦♦t❤❧②✳

❆♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ tr✐❛①✐❛❧ s②st❡♠s ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❙♦
❢❛r t❤❡r❡ ❛r❡ ✈❡r② ❢❡✇ r❡s✉❧ts ❢♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ ❢❡✇ ❡①t❡r♥❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s ❢♦r ❡❛❝❤
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥❧② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✶✮ ❛❢t❡r ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s✐♠♣❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞
❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✾✱ ✇❡ s❤♦✇ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❬t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❍❛②❛s❤✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✹✮❪✱ t❤❡ ❡♥❡r❣②
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s 188❖s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇♦❤r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
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❋✐❣✉r❡ ✽✳ P❛✐r✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ 168❍❢ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ●❛♣

♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♣r♦t♦♥s ✭❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥s ✭tr✐❛♥❣❧❡s✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥

❛❢t❡r ♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭❢✉❧❧ ❝✉r✈❡s✮ ❛♥❞ ❜② ♣✉r❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ t❤❡♦r② ✭❞❛s❤❡❞ ❝✉r✈❡s✮✳

❘❡♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ P❤②s✐❝s✱ ❢r♦♠ ▼✉t③ ❛♥❞ ❘✐♥❣ ✭✶✾✽✹✮❀

♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥✈❡②❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❈♦♣②r✐❣❤t ❈❧❡❛r❛♥❝❡ ❈❡♥t❡r✱ ■♥❝✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳ ❊♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡ β✲γ ♣❧❛♥❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s 188❖s ✭❛✮ ✇✐t❤♦✉t ❛♥❣✉❧❛r✲

♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❜✮ ✇✐t❤ ❡①❛❝t t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠

♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉♥✐ts ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧✐♥❡s ❛r❡ ✐♥ ▼❡❱✳ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ✇✐t❤

♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❍❛②❛s❤✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✹✮✳ ❈♦♣②r✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳

β ❛♥❞ γ✳ ❚❤❡ ✉♥♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ tr✐❛①✐❛❧✐t② γ✱ ❛♥❞ ❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥str❛✐♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✉♥st❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ I = 0 ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝❧❡❛r tr✐❛①✐❛❧❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇✐t❤ γ ≈ 30◦✳

❙❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ♣❧✉s
q✉❛❞r✉♣♦❧❡✲q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ tr✐❛①✐❛❧ ♣r♦❥❡❝t❡❞ s❤❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ✭❚P❙▼✮ ✭❙❤❡✐❦❤ ❛♥❞ ❍❛r❛✱ ✶✾✾✾✮✱ ✇❤✐❝❤
✇❛s ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❤✐❣❤✲s♣✐♥ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡s
✐♥ tr✐❛①✐❛❧ ♥✉❝❧❡✐✳ ■♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❜❛s✐s st❛t❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡
tr✐❛①✐❛❧ ◆✐❧ss♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ❊①♣❧✐❝✐t t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡♥
❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♣r♦❥❡❝t ♦✉t t❤❡ st❛t❡s ✇✐t❤ ❣♦♦❞ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡
♣r♦❥❡❝t❡❞ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡✱ ♠✉❧t✐✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ st❛t❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r♦❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②
❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❙▼ ❛♣♣r♦❛❝❤✱
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❢♦r ❡✈❡♥✲❡✈❡♥ s②st❡♠s✱ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❜❛s✐s st❛t❡s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛r❡✿

P̂ I
MK |Φ⟩;

P̂ I
MK α+

p1
α+
p2
|Φ⟩;

P̂ I
MK α+

n1
α+
n2
|Φ⟩;

P̂ I
MK α+

p1
α+
p2
α+
n1
α+
n2
|Φ⟩;

P̂ I
MK α+

n1
α+
n2
α+
n3
α+
n4
|Φ⟩;

P̂ I
MK α+

p1
α+
p2
α+
p3
α+
p4
|Φ⟩,

✭✶✺✾✮

✇❤❡r❡ |Φ⟩ ✐s t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡ ❛♥❞ α+
n (α+

p ) ❛r❡ ♥❡✉tr♦♥ ✭♣r♦t♦♥✮ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳
❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜❛s✐s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✾✮ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣✲♣❧✉s✲

q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✺✺✮✕✭✶✺✽✮✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦♥❧② ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ✭λ =

0✮ ❛♥❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✭λ = 2✮ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❝❤❛♥❡❧✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ QQ✲❢♦r❝❡ str❡♥❣t❤ χ2 ✐s ❛❞❥✉st❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ β ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❍❋❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
✭❍❛r❛ ❛♥❞ ❙✉♥✱ ✶✾✾✺✮✳

0.89
1.167

1.524
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10.24

11.33

3.465
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4.393

4.934
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6.387

7.022

7.69

8.486

9.474

10.47

3.263
3.518

3.962

4.514

4.837

5.479

6.202

6.99

7.831

8.716

9.649

2.706

3.065

3.497

4.024

4.634
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭❚P❙▼✮ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s

❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❜❛♥❞s ✐♥ 156❉②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ❜❛♥❞ ✭❊❣✮✱

t✇♦✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❜❛♥❞ ✭❊s✮✱ γ✲❜❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ✭❡✈❡♥✲s♣✐♥ ✭❊❣❛❡✮ ❛♥❞

♦❞❞✲s♣✐♥ ✭❊❣❛♦✮ ❜❛♥❞s ❛r❡ s❤♦✇♥ s❡♣❛r❛t❡❧②✮✱ ❛♥❞ γ✲❜❛♥❞ ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡ ❙✲❜❛♥❞✱ ❞❡♥♦t❡❞

❜② ❊✶✼ ❛♥❞ ❊✷✵ ❢♦r ❡✈❡♥ ❛♥❞ ♦❞❞ s♣✐♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ K = 0 t✇♦✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡

❡①❝✐t❡❞ ❜❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❊❙❱✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❜❛♥❞s t❤❡

r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ▼❛❥♦❧❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✳
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✺✻

❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❚P❙▼ r❡s✉❧ts r❡❝❡♥t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥
❏❡❤❛♥❣✐r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤✲s♣✐♥ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ 156❉②✳ ❋♦r t❤✐s
s②st❡♠✱ r✐❝❤ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ✐♥ ▼❛❥♦❧❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❚❤❡ ❚P❙▼
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛
✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✵✳ ■t ✐s q✉✐t❡ ❡✈✐❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ t❤❛t ❚P❙▼ r❡s✉❧ts r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞❛t❛
q✉✐t❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳ ❆t ✜rst ❣❧❛♥❝❡ ✐t ❧♦♦❦s s♦♠❡✇❤❛t s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ✜①❡❞ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚P❙▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡
❞❛t❛ s♦ ♥✐❝❡❧② ✉♣ t♦ q✉✐t❡ ❤✐❣❤✲s♣✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s t♦ ❜❡ r❡♠✐♥❞❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱
❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♥♦t ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ ③❡r♦✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡✱ ❜✉t
❛❧s♦ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ st❛t❡s✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡
st❛t❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭❍❛r❛ ❛♥❞
❙✉♥✱ ✶✾✾✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♠✐♥♦r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s♣✐♥✳

❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛❞❞ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ♠✐①✐♥❣ ❢r♦♠ t✇♦✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ st❛t❡s
✇✐t❤♦✉t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❚❛♠♠✲❉❛♥❝♦✛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❚❉❆✮ t❤❛t
✐s ❦♥♦✇♥ t♦ s❤♦✇ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❘P❆✮ ✭❘✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉❝❦✱ ✶✾✽✵✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❛s t❤❡ s♠❛❧❧
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✲♠❡❛♥ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ t✇♦✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❚❉❆✱ s❡✈❡r❛❧ ✈❡rs✐♦♥s
♦❢ ❛ s②♠♠❡tr② ❝♦♥s❡r✈✐♥❣ ❘P❆ ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❋❡❞❡rs❝❤♠✐❞t ❛♥❞ ❘✐♥❣ ✭✶✾✽✺✮❀
❙❛♥❣❢❡❧t ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✼✮❀ ❑②♦t♦❦✉ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✵✮❀ ❉✉❦❡❧s❦② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡r❡ r❡str✐❝t❡❞✱ s♦ ❢❛r✱ t♦ ✈❡r② ❧✐❣❤t s②st❡♠s ♦r t♦ s✐♠♣❧❡
❣r♦✉♣✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

✺✳✷✳ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ s♠❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s

❖✈❡r t❤❡ ②❡❛rs ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥
r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ❢♦r ❧✐❣❤t ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤✐s ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡q✉✐r❡ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✛♦rt
❛♥❞ t❤❛t ✐t ✇❛s ♦r ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡♠ ✐♥ ❧❛r❣❡ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ❢♦r ❤❡❛✈② ♥✉❝❧❡✐✳ ❆
s❡❝♦♥❞ r❡❛s♦♥ ✇❛s ❛❧s♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡①❛❝t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ s✉❝❤ s♠❛❧❧ s♣❛❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♣❛❝❡✳

❆ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ❛❧r❡❛❞② ✐♥ t❤❡ ❡✐❣❤t✐❡s ❜② t❤❡ ❚ü❜✐♥❣❡♥ ❣r♦✉♣ ✭❙❝❤♠✐❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✹❛✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞
✇❛s ❝❛❧❧❡❞ ❱❆▼P■❘ ✭✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡s✮✳
❋✐rst ✐t ✇❛s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛①✐❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❍❋❇ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡
s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✵s ❛ ✵❞ ♦r❜✐ts ✭t❤❡ s❞✲s❤❡❧❧ ✈❛❧❡♥❝❡ s♣❛❝❡✮ ❛♥❞ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛❞❥✉st❡❞ t♦ t❤✐s s♣❛❝❡ ✇❡r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲♠✐①✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆t ❧♦✇ s♣✐♥s t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❜❡② t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ s②♠♠❡tr②✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✢❡①✐❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤ ❛s t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❛t ❤✐❣❤ s♣✐♥ ❛♥❞ t❤❡
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✺✼

r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ❛r❡ t♦♦ s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ♣❤②s✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜②
♠✐①✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❜❛♥❞ ✇✐t❤ ♣r♦❥❡❝t❡❞ t✇♦✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s
♠♦❞❡❧ ✭❙❝❤♠✐❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✹❝✱❜✮ ✇❛s ❝❛❧❧❡❞ ▼❖◆❙❚❊❘ ✭♠♦❞❡❧ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♠❛♥② ♥✉♠❜❡r✲
❛♥❞ s♣✐♥✲♣r♦❥❡❝t❡❞ t✇♦✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧
s♣❛❝❡s✮✳ ■♥ ❍❛♠♠❛r❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✺✮ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ♦❞❞✲♠❛ss ♥✉❝❧❡✐ ✐♥
t❤❡ ♠❛ss A = 130 r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ❣r❡❛t s✉❝❝❡ss✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲♠✐①✐♥❣ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t❡❞
♠❛♥②✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✜①❡❞ ❍❋❇ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞
st❛t❡✳ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t❝✳ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♥❡✇
♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❙❝❤♠✐❞ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✻✮✱ t❤❡ ✧❡①❝✐t❡❞ ❱❆▼P■❘✧✳ ❍❡r❡ t❤❡
✐♥tr✐♥s✐❝ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠
✭t❤❡ ②r❛st ❧❡✈❡❧s✮ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ✜rst st❡♣✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♥❣✉❧❛r
♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛ s❡t ♦❢ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♥❡✇ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s✱
❙❝❤♠✐❞t✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r s♦❧✉t✐♦♥s ❛t t❤✐s s♣✐♥✳ ❚❤✉s ♦♥❡
s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❝♦♥str✉❝ts ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ A✲♥✉❝❧❡♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖✈❡r
t❤❡ ②❡❛rs✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ✇✐t❤
r❡❛❧✐st✐❝ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡② ❝♦♠♣❛r❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①❛❝t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲
♠✐①✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋♦r r❡✈✐❡✇s✱ s❡❡ ❙❝❤♠✐❞ ❛♥❞ ●rü♠♠❡r ✭✶✾✽✼✮❀ ❙❝❤♠✐❞ ✭✷✵✵✹✮✳ ❚❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ✐s✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲♠✐①✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s
♦♥❡ st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❇rü❝❦♥❡r ♠❡t❤♦❞ ✭❉❛②✱ ✶✾✻✼❀
❘✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉❝❦✱ ✶✾✽✵✮ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳

■♥ ●❛♦✱ ❍♦r♦✐ ❛♥❞ ❈❤❡♥ ✭✷✵✶✺✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥
s♣✐♥✱ ✐s♦s♣✐♥✱ ❛♥❞ ♠❛ss ♥✉♠❜❡r ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥✲❡✈❡♥ ♥✉❝❧❡✐ ✐♥ t❤❡ s❞✲
s❤❡❧❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❯❙❉❇ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛❞❥✉st❡❞ t♦
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s s♣❛❝❡ ✭❇r♦✇♥ ❛♥❞ ❘✐❝❤t❡r✱ ✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡
❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ✐♥ ❝❛s❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞
✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❝❧♦s❡ ♦r ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
s♣❛❝❡✳ ❋♦r t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡ ♦♥❡ ✜♥❞s ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ✉♣ t♦ ✺✵✵ ❦❡❱✳ ❆♥❣✉❧❛r✲
♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥❣✉❧❛r✲
♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧❡❛❞ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s t♦ tr✐❛①✐❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝
st❛t❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t J ✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ s②st❡♠❛t✐❝ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ●♦❣♥②✲❢♦r❝❡ ✇✐t❤♦✉t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥
❧❛r❣❡ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡s ✭❉❡❧❛r♦❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳

■♥tr✐♥s✐❝ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ●❛♦ ❛♥❞ ❍♦r♦✐ ✭✷✵✵✾✮ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛t
❡❛❝❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❧♦✇❡st ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛ ❧❛r❣❡
♥✉♠❜❡r n♣✲n❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ st❛t❡s ♦♥ ❣♦♦❞ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳
❚❤✐s ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤
❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♥✉❝❧❡✐ ✐♥ t❤❡ s❞✲ ❛♥❞ ♣❢✲s❤❡❧❧ ❛♥❞ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s✱
❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❇✭❊✷✮ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❜❛s✐s✳
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■t ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ q✉❡st✐♦♥✱ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❡①❛❝t ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲♠✐①✐♥❣
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❝❛s❡s✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ✜♥❞s ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ st❛t❡s ❛♥❞
t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ♦t❤❡r ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞
♠❡❛♥ ✜❡❧❞ st❛t❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡
✐♥tr✐♥s✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡
✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ t❤❡♦r②✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
t❤❛t t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣②
s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ✈❡r② ✢❛t ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱
❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳

❚❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❙❤❡❧❧ ▼♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❚♦❦②♦ ❣r♦✉♣ ✭❖ts✉❦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮ ✭s❡❡ ❛❧s♦
▼✐③✉s❛❦✐ ❛♥❞ ■♠❛❞❛ ✭✷✵✵✹✮✮ ✉s❡s ❛ ✜①❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①❛❝t
s♦❧✉t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♠✐①✐♥❣ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥
❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❜❛s✐s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❍✉❜❜❛r❞✲❙tr❛t♦♥♦✈✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❍✉❜❜❛r❞✱ ✶✾✺✾❀
❙tr❛t♦♥♦✈✐❝❤✱ ✶✾✺✽✮ t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❙❤❡❧❧ ▼♦❞❡❧ ✉s❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r✲
♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ♣❛r✐t② ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s

|ΨIπ
M ⟩ =

∑

σ

cσ
∑

K

gσKP̂
I
MKP̂

π|Φ(σ)⟩ , ✭✶✻✵✮

✇❤❡r❡ σ r✉♥s ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❙❧❛t❡r✲❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts |Φ(σ)⟩ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts gσK ✱ ❜② ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ Ĥ✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts cσ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡
❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Ĥ✳ ❊❛❝❤ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡ ❤❛s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ♦❢
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts |cσ|2 ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t st❛t❡ |ΨIπ

M ⟩✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♥❡❡❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦rs✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❧❡❛❞ t♦ ❡✐❣❡♥st❛t❡s
✇✐t❤ ❣♦♦❞ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✱ ✐✳❡✳✱ ✇♦✉❧❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r
t❤❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r K✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✐t t✉r♥s ♦✉t✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❢❛st❡r ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱
t❤❡ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❤❡r❡ ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♦s❝✐❧❧❛t♦r s❤❡❧❧s ❛s ✐s ✉s✉❛❧ ✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲
♠✐①✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋♦r r❡❝❡♥t r❡✈✐❡✇s ♦♥ ♠♦❞❡r♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡s ❛♥❞ t♦ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦
❙❤✐♠✐③✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✱ ✷✵✶✼✮✳

✺✳✸✳ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ❞❡❝❛❞❡s✱ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s✱
❞❡r✐✈❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❢✉rt❤❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛r❡ ♥✉❝❧❡♦♥✲♥✉❝❧❡♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❛❞❥✉st❡❞ t♦ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ✭❲✐r✐♥❣❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❀ ❊♥t❡♠ ❛♥❞ ▼❛❝❤❧❡✐❞t✱ ✷✵✵✸✮✱ ❣❛✐♥❡❞
♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r str✉❝t✉r❡ ♣❤②s✐❝s✳ ❆t s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡s t❤❡s❡ r❡❛❧✐st✐❝
♣♦t❡♥t✐❛❧s ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r② str♦♥❣ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❝♦r❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣✱ ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠✐①✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱
t♦ t❤❡ ❛❞♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✈❡r② ❤✐❣❤ ♠♦♠❡♥t❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ s✉❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
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❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ s♠❛❧❧ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❇♦❣♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ✷✵✶✵✮ t♦ ❞❡❞✉❝❡✱ ✇✐t❤♦✉t ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
❢r♦♠ t❤❡s❡ ❜❛r❡ ❢♦r❝❡s✱ ❡✛❡❝t✐✈❡ s♦❢t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ s♠❛❧❧ ♠♦❞❡❧
s♣❛❝❡s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❢✉❧❧ s♣❛❝❡✳

❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t❤❡s❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ✈❡r② s♠❛❧❧ s♣❛❝❡s ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦r ✈❡r② ❧✐❣❤t s②st❡♠s✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇❡r❡ ❢✉❧❧② ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞
❜② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠✐①✐♥❣ ✭❇❛rr❡tt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ ❡①❛❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡s❡ ❢❡✇✲❜♦❞② ♣r♦❜❧❡♠s ✭❈❛r❧s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳

❋♦r ❤❡❛✈✐❡r s②st❡♠s t❤✐s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t
❝♦r❡ ♦♥❡ ♥❡❡❞s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❜❛s✐s✳ ❍❡r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❜❛s❡❞
♦♥ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠❡
❛♣♣❧✐❡s t♦ ❤❡❛✈② ♥✉❝❧❡✐ ✇❤❡r❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ✈❛❧❡♥❝❡ s❤❡❧❧s ✐♥ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ♠❛❣✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧r❡❛❞② ❢♦r ♠❡❞✐✉♠ ❤❡❛✈② ♥✉❝❧❡✐ t❤❡s❡
✈❛❧❡♥❝❡ s❤❡❧❧s ❜❡❝♦♠❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢✉❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲♠✐①✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
r❡q✉✐r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡♥s❡ ❜♦t❤ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r②✳ ❍❡r❡ ❛❧s♦
♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❢✉❧✳

◆♦✲❝♦r❡ s❤❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❝❤✐r❛❧ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❢♦r❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t
✇✐t❤ s②♠♠❡tr② ❛❞❛♣t❡❞ ❜❛s✐s s❡ts ❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ 6▲✐✱ 8❇❡✱ ❛♥❞ 6❍❡ ✐♥ ❉②tr②❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮
❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r ❤❡❛✈✐❡r ♥✉❝❧❡✐ ✐♥ ❉②tr②❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮❀ ▲❛✉♥❡② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✱ ✷✵✷✶✮✳ ❙✉❝❤
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ ❉②tr②❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ❢♦r ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s 6▲✐✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s s②♠♠❡tr②✲❛❞❛♣t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦♥❡ ❝❛♥
❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ r❡t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

❇r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠ ❛❧s♦ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡✲
❈❛r❧♦ ❙❤❡❧❧✲▼♦❞❡❧ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✵✮✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ♥♦✲❝♦r❡ s❤❡❧❧
♠♦❞❡❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❧✐❣❤t ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ ❢♦r ✈❛❧❡♥❝❡ s❤❡❧❧s ✐♥ ❤❡❛✈✐❡r ♥✉❝❧❡✐✳ ■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs
✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭❙❤✐♠✐③✉ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✷✮✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❙❤✐♠✐③✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ❢♦r ❤❡❛✈✐❡r
♥✉❝❧❡✐ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣✐❝ s❤❡❧❧s ✇✐t❤ ◆ ❂ ✷✽✱ ✹✵✱ ❛♥❞ ✺✵✳ ■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✉s❡s ❛ ❜❛s✐s ✇✐t❤ ❣♦♦❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r✳ P❛✐r✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡
✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✻✵✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❤❡❛✈✐❡r
♥✉❝❧❡✐ ✇❤❡r❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❡①t❡♥❞ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡r r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐ s✉r❢❛❝❡✱
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧❡♥❝❡ s❤❡❧❧s ❛r❡ ♥♦t ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥
❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
s②♠♠❡tr② ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✐s r❡st♦r❡❞ ❜② ♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❙❤✐♠✐③✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✶✮✳ ❘❡❝❡♥t❧②
t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧s♦ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❧✉st❡r str✉❝t✉r❡s ✐♥ ♥✉❝❧❡✐ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✉s✐♥❣
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭◆❡✛ ❛♥❞ ❋❡❧❞♠❡✐❡r✱ ✷✵✵✽✮✳

❈♦✉♣❧❡❞ ❈❧✉st❡r ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✈❡r② s✉❝❝❡ss❢✉❧ t♦♦❧ ✐♥ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s②st❡♠s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ❢♦r ❛❜ ✐♥✐t✐♦

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭❍❛❣❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✳ ▼♦❞❡r♥ ✈❡rs✐♦♥ ✉s❡s ❜❛s✐s s❡ts ✇✐t❤ s②♠♠❡tr②
✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ❜r♦❦❡♥ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ✭❉✉❣✉❡t✱
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✻✵

✷✵✶✹❜✮ ♦r ❜r♦❦❡♥ ❣❛✉❣❡ s②♠♠❡tr② ✭❙✐❣♥♦r❛❝❝✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❀ ❉✉❣✉❡t ❛♥❞ ❙✐❣♥♦r❛❝❝✐✱ ✷✵✶✻❀
◗✐✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾✮

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡✲♠❡t❤♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ s②♠♠❡tr② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
✐♥ ❞❡❢♦r♠❡❞ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ❙✐♠✐❧❛r✐t② ❘❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ●r♦✉♣ ♠❡t❤♦❞
❢♦r ❡✈❡♥ ❝❛❧❝✐✉♠ ❛♥❞ ♥✐❝❦❡❧ ✐s♦t♦♣❡s ✭❍❡r❣❡rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✳ ❘❡❝❡♥t❧② t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s
❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ♥❡✉tr✐♥♦❧❡ss ❞♦✉❜❧❡
❜❡t❛ ✭0νββ✮ ❞❡❝❛② ✭❨❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽✱ ✷✵✷✵✮✳ ❙♦ ❢❛r✱ t❤✐s ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡
❞❡❝❛② ❢r♦♠ 48❚✐ t♦ 48❈❛✱ ❜✉t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦♣❡♥s ✉♣ ♥❡✇ ✇❛②s t♦✇❛r❞s ❢✉❧❧② ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❤❡❛✈✐❡r ✐s♦t♦♣❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤✐s ❞❡❝❛② ✐s ✉♥❞❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❤❡❛✈② ♥✉❝❧❡✐ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r ♥✉❝❧❡❛r
♣❤②s✐❝s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ♣❤②s✐❝s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
♠♦❞❡❧✳ ❊❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ✭0νββ✮ ❞❡❝❛② ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥❧② ✇✐t❤
♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦r❝❡s ♦❢ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳

✻✳ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❛r❡ ♥✉❝❧❡♦♥✲♥✉❝❧❡♦♥ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ str♦♥❣ ✐♥✲♠❡❞✐✉♠ ❡✛❡❝ts
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ❧❡❛❞ ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡s ♦r
r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞✱ s❡❡ t❤❡ r❡✈✐❡✇s ✐♥
❇❡♥❞❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮❀ ❱r❡t❡♥❛r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮❀ ❘♦❜❧❡❞♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮❀ ❙❝❤✉♥❝❦ ✭✷✵✶✾✮✳ ❚❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❍❋ ♦r ❍❋❇ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ ❜❛s✐s✱ ❛s ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♦r ❲♦♦❞s✲❙❛①♦♥ ❜❛s✐s✱ ♦r ❜② ✉s✐♥❣ ♠❡s❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥
t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❜❛s✐s ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ s❡❡ ❇❛②❡ ❛♥❞
❍❡❡♥❡♥ ✭✶✾✽✹✮✮✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❞❡♥s✐t② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t s✉❝❤ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡s ❞♦ ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛✈❡r❛❣❡
✈❛❧✉❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭❊❉❋✮✱ ✇❤❡r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ t✇♦✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✮ ❛♥❞
t❤❡ r❡st ✐s ♣✉r❡❧② ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧✳ ❉❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠ ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ✐s ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞
✐♥ t❤❡ ❙❧❛t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡①❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡s❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
♥✉❝❧❡❛r ❊❉❋ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢
s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥✿

• ❚❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♦r ❲♦♦❞s✲❙❛①♦♥ ❜❛s❡s ❝❛♥ ❜r❡❛❦ s♣❛t✐❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s ❧✐❦❡
r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞✴♦r tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡s❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❤❛s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡
❢♦r♠❛❧✐s♠ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳

• ❚❤❡ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❊❉❋ ✐s ♦♥❧② ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s✳
❋♦r ❡♥❡r❣② ♦✈❡r❧❛♣s ❛ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳
■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ♣♦♣✉❧❛r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❧❡❛❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦♠♣❧❡① q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t
❛r❡ ♦❢t❡♥ r❛✐s❡❞ t♦ ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r ♣♦✇❡rs✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❝✉ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡✳
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✻✶

• ❉✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ♦❢t❡♥
✉s❡❞ r❛✐s✐♥❣ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐ss✉❡s✳

❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ st✐❧❧
♥♦t s❛t✐s❢❛❝t♦r✐❧② ❛❞❞r❡ss❡❞✱ s❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❊❉❋s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s
t❤❛t s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♦✉r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♠❛♥② ♥✉❝❧❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦ ❢❛r ❣♦ ✐♥
t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳

✻✳✶✳ ❉✐✣❝✉❧t✐❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ r❡st♦r✐♥❣ s②♠♠❡tr✐❡s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r ❊❉❋

✻✳✶✳✶✳ ❇❛s✐s ♥♦t ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛❝t✐♦♥ ❙②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭r♦t❛t✐♦♥✱ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ❡t❝✮ ♦♥ ❛♥
✐♥tr✐♥s✐❝ s②♠♠❡tr② ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❖❢t❡♥✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❜❛s✐s ✉s❡❞ ❢♦r
t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡ ✐s ♥♦t ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡
✏r♦t❛t❡❞✧ ❜❛s✐s ❞♦❡s ♥♦t s♣❛♥ t❤❡ s❛♠❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❜❛s✐s✳ ■♥ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❧❡♥❣t❤s
❛❧♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡✱ ♦r ✇❤❡♥ ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♠❡s❤ ✐s ✉s❡❞
✐♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❇❛②❡ ❛♥❞ ❍❡❡♥❡♥ ✭✶✾✽✹✮✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♦✈❡r❧❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ r♦t❛t❡❞ ❍❋❇ st❛t❡s ✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞ ❛♥❞ ❤❛s t♦
❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✕ s❡❡ ❜❡❧♦✇✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r✲
♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ✉s❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❜❛s❡s ✇✐t❤ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧②
❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❛❥♦r s❤❡❧❧s✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st✱ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥ s♦♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ✜ss✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t②
♦❢ s❤❛♣❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛ ❤✉❣❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜❛s✐s✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❡✳❣✳✱ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❛s r❡q✉✐r❡❞
✐♥ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞✴♦r ●❛❧✐❧❡❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❙❝❤♠✐❞ ❛♥❞ ❘❡✐♥❤❛r❞✱
✶✾✾✶❀ ❘♦❞rí❣✉❡③✲●✉③♠á♥ ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞✱ ✷✵✵✹❛❀ ❘♦❞rí❣✉❡③✲●✉③♠á♥ ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞✱ ✷✵✵✹❜✮✳
❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r❡❛s♦♥✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❜❛s✐s ❝♦♥t❛✐♥s ❥✉st ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ●❛✉ss✐❛♥ st❛t❡ φ0(x) = e−x

2

✳ ❆❢t❡r tr❛♥s❧❛t✐♦♥
φ0(x) → φ0(x − x0) = ex

2

0e−x
2∑

k=0,∞
(−2xx0)k

k!
❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❛✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥s e−x
2

xk ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥
❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ ✐❢ ❛♥♦t❤❡r ❜❛s✐s✱ ❧✐❦❡ ❲♦♦❞s✲❙❛①♦♥ ♦r ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♠❡s❤ ✐♥ s♣❛❝❡ ✭❇❛②❡
❛♥❞ ❍❡❡♥❡♥✱ ✶✾✽✹✮✱ ✐s ✉s❡❞✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❲✐❝❦✬s t❤❡♦r❡♠✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡
❛s ✐t ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✭s❡❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❇❛❧✐❛♥ ❛♥❞ ❇r❡③✐♥ ✭✶✾✻✾✮✮
t❤❛t ❜♦t❤ ❍❋❇ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❛r❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐s✳ ❚♦
❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✜♥✐t❡ ❜❛s✐s ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② ✶✮ ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❡①♣❛♥❞❡❞✱
❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② ✷✮✱ ❛s t♦ s♣❛♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡
✭❇♦♥❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✵❀ ❘♦❜❧❡❞♦✱ ✶✾✾✹❀ ❱❛❧♦r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ t❤❡ ✏r♦t❛t❡❞✧ ❜❛s✐s ✭1′✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ U ❛♥❞ V ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❤❛✈❡ ❛ ❜❧♦❝❦
❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦r♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❜❛s✐s ✷ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠ ✇✐t❤ ❛♥
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✻✷

✉♥✐❢♦r♠ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ♦❢ ✵✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❜❛s✐s✱ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❲✐❝❦✬s t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ q✉❛♥t✐t✐❡s r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❜❛s✐s ✷
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡❡①♣r❡ss❡❞ ✭❘♦❜❧❡❞♦✱ ✶✾✾✹❀ ❱❛❧♦r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❜❛s✐s ✶✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❲✐❝❦✬s t❤❡♦r❡♠ t❤❛t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥❡
❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐t❛r② ♦✈❡r❧❛♣ ♠❛tr✐① ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❜❛s✐s✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❘♦❜❧❡❞♦ ✭✶✾✾✹✮❀ ❱❛❧♦r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮❀ ▼❛r❡✈✐➣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮❀ ▼❛r❡✈✐➣ ❛♥❞
❙❝❤✉♥❝❦ ✭✷✵✷✵✮✳

✻✳✶✳✷✳ ❙❡❧❢✲❡♥❡r❣② ❛♥❞ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❘❡❞✉❝❡❞ ❦❡r♥❡❧s ♦❢ ❛ t✇♦✲❜♦❞② ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❍❋❇ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s |Φ0⟩ ❛♥❞ |Φ1⟩ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❲✐❝❦✬s t❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ρ01 ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥
♣❛✐r✐♥❣ t❡♥s♦rs κ01∗ ❛♥❞ κ01 ❛s††

ρ01k3k1 =
⟨Φ0|a+k1ak3 |Φ1⟩

⟨Φ0|Φ1⟩
, κ01∗k1k2

=
⟨Φ0|a+k1a

+
k2
|Φ1⟩

⟨Φ0|Φ1⟩
, κ01k3k4 =

⟨Φ0|ak4ak3 |Φ1⟩
⟨Φ0|Φ1⟩

, ✭✶✻✶✮

⟨Φ0|a+k1a
+
k2
ak4ak3 |Φ1⟩

⟨Φ0|Φ1⟩
=
[
ρ01k3k1ρ

01
k4k2

− ρ01k4k1ρ
01
k3k2

+ κ01∗k1k2
κ01k3k4

]
, ✭✶✻✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ t❤r❡❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ t❡r♠s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✷✮ ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❞✐r❡❝t✱
❡①❝❤❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ♣❛✐r✐♥❣ t❡r♠s✳ ❆s t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ⟨Φ0|a+k1a

+
k2
ak4ak3 |Φ1⟩ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ q✉❛♥t✐t②✱

t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✷✮ ♠✉st ❞✐✈❡r❣❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ⟨Φ0|Φ1⟩ ✈❛♥✐s❤❡s✳
❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛♣♣❧✐❡s t♦ ⟨Φ0|a+k1ak3 |Φ1⟩✱ ❡t❝ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ρ01k3k1 ✱ κ

01∗
k1k2

❛♥❞ κ01k3k4
❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐✈❡r❣❡♥t q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥
❛❧❧ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❦❡r♥❡❧✱ ♠✉st ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ③❡r♦ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✷✮ t❤❡r❡
♠✉st ❜❡ ❛ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧❡s✱ s♦ ❛s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts
♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ♣❛✐r✐♥❣ t❡♥s♦rs✳ ❚❤❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❞❡❡❞ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ ✐s
❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭❙tr✐♥❣❛r✐ ❛♥❞ ❇r✐♥❦✱ ✶✾✼✽✮✳ ❚❤❡
s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡✲❜♦❞② ❛♥❞ ♠❛♥②✲❜♦❞② ♦♣❡r❛t♦rs✳
❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s❡r✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ✐❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✭t②♣✐❝❛❧❧② ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞✴♦r
♣❛✐r✐♥❣✮ ❢♦r s♦♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠s ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ■♥ ❚❛❥✐♠❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮ ❛ s♦♠❡❤♦✇
❛r❜✐tr❛r② ✏r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✧ s❝❤❡♠❡ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ✏r❡❣✉❧❛r✐③❡❞✧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ❞✐r❡❝t✱ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ♣❛✐r✐♥❣ t❡r♠s✳ ■♥ ❉ö♥❛✉ ✭✶✾✾✽✮✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❛❧s♦
❞✐s❝✉ss❡❞✱ r❛✐s✐♥❣ s❡r✐♦✉s ❞♦✉❜ts ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ♣❧✉s
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ♣❛✐r✐♥❣ ♣❛rts ♦❢ t❤❡
q✉❛❞r✉♣♦❧❡✲q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❢♦r❝❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣
❢♦r❝❡✱ ❛r❡ ❛❧❧ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

■♥ ❆♥❣✉✐❛♥♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ●♦❣♥② ❢♦r❝❡✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮❀
❉✉❣✉❡t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮❀ ❇❡♥❞❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮❀ ❍✉♣✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮❀ ❉✉❣✉❡t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ❢♦r
❢♦❧❧♦✇✲✉♣ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❙❦②r♠❡ ❢♦r❝❡s✳ ■♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ●♦❣♥② ❢♦r❝❡✱

††❈♦♠♣❛r❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✼✽✮✕✭✽✵✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✈❛❧✐❞ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥
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t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐s tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❧❛t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ❛♥❞ s♣✐♥✲
♦r❜✐t ♣❛✐r✐♥❣ ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❣❣r❛✈❛t❡❞ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ❝♦✉❧❞ ❣❡t ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r
♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ tr❛❝❡ ❜❛❝❦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✈❛♥✐s❤✐♥❣
♦✈❡r❧❛♣s ❛t t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❛♥❣❧❡ φ = π/2✱ ❞✉❡ t♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♦❝❝✉♣❛♥❝② v2k = 1/2✳
❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s♦❧✈❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ❜② ✉♣ t♦ t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ♣❛✐r✐♥❣ ❈♦✉❧♦♠❜
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥t❛❝t ❝❡♥tr❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❧❡t ✉s ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✷✮ ✇✐t❤ |Φ1⟩ = exp(−iφN̂)|Φ0⟩ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ❛♥❞ ♣❛✐r✐♥❣
t❡♥s♦r t❛❦❡ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
✭s❡❡ ▼❛♥❣ ✭✶✾✼✺✮❀ ❘✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉❝❦ ✭✶✾✽✵✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ■❢ c+k r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❍❋❇ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ |Φ0⟩✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
⟨Φ0|c+k1c

+
k2
ck4ck3 exp(−iφN̂)|Φ0⟩

⟨Φ0| exp(−iφN̂)|Φ0⟩
=

v2k1e
−2iφ

u2k1 + v2k1e
−2iφ

· v2k2e
−2iφ

u2k2 + v2k2e
−2iφ

× (δk3k1δk2k4 − δk4k1δk3k2)

+
uk1vk1

u2k1 + v2k1e
−2iφ

· uk3vk3e
−2iφ

u2k3 + v2k3e
−2iφ

× δk2k̄1δk4k̄3 . ✭✶✻✸✮

❲❤❡♥ φ = π/2 ✭e−i2φ = −1✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s k ✐s u2k = v2k = 1/2✱
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs ✐♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣♦ t♦ ③❡r♦✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣
⟨Φ0| exp(−iφN̂)|Φ0⟩ =

∏
k>0(u

2
k + v2ke

−2iφ) ❛❧s♦ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡r❡ ✐s
❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦❧❡✱ ♦r t✇♦ ♣♦❧❡s ❜✉t ✇✐t❤ k1 ̸= k2 ✭♦r k3 ̸= k1✮ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥ t❤❡
♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❧✳❤✳s✳ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✸✮ r❡♠❛✐♥s ✜♥✐t❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❝❛s❡
✐s ⟨Φ0|c+k c+k̄ ck̄ck exp(−iφN̂)|Φ0 ⟩ ✇❤❡r❡ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✸✮ ❛♣♣❛r❡♥t❧②
❤❛s ❛ ♣♦❧❡ ♦❢ ♦r❞❡r t✇♦ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ ♥♦r♠ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ t❡r♠s ❤❛✈❡ ❛♥ ♦r❞❡r t✇♦ ♣♦❧❡✱ t❤❡ s✉♠ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ❛ ♦r❞❡r ♦♥❡ ♣♦❧❡✳
❲❤❡♥ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② t❤❡ ♥♦r♠ ♦✈❡r❧❛♣✱ t❤❡ s✉♠ ❣✐✈❡s ❛ ✜♥✐t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧②
v2k · e−2iφ ·∏m>0,m ̸=k(u

2
m+v2me

−2iφ)✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❞✐r❡❝t✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣
t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❲✐❝❦✬s ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✷✮ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ♥♦ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s
❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❚❤✐s ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏s❡❧❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✧ ♣r♦❜❧❡♠ ✭P❡r❞❡✇ ❛♥❞ ❩✉♥❣❡r✱ ✶✾✽✶❀ ▲❛❝r♦✐① ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✾✮✿ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ t❡r♠s ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ③❡r♦ t✇♦ ❜♦❞② ❡♥❡r❣② ❢♦r ❛ ❙❧❛t❡r
❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❥✉st ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s✐♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ✐t ✐s r♦✉t✐♥❡❧② ✉s❡❞
✇✐t❤ ●♦❣♥② ❢♦r❝❡s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐t ❢♦r t❤♦s❡ ♥✉❝❧❡❛r
❊❉❋s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡
t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣♦❧❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t
t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ❡t ❛❧✳✱
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✷✵✵✼❀ ❉✉❣✉❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❇❡♥❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❍✉♣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❉✉❣✉❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮
❛♥❞ ❛tt❡♠♣ts t♦ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❚❛❥✐♠❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮❀
▲❛❝r♦✐① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮❀ ❙❛t✉➟❛ ❛♥❞ ❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ✭✷✵✶✹✮✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡② ♦♥❧② ✇♦r❦
❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐♥t❡❣❡r ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❛ ❝❧❡❛r r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
❝r✐t❡r✐❛ ✐s ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡s✳ ❚❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ✐s t❤❡ ♠❛❥♦r r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡
r❡❝❡♥t ✐♥t❡r❡st ✐♥ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❊❉❋s ❜② ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ tr✉❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ✭❇❡♥♥❛❝❡✉r ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✹❀ ❙❛❞♦✉❞✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❇❡♥♥❛❝❡✉r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ r❛t❤❡r ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡② ❛❧s♦
❛♣♣❧② t♦ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r s②♠♠❡tr✐❡s ❧✐❦❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✭❩❞✉➠❝③✉❦✱ ❙❛t✉➟❛✱
❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ❛♥❞ ❑♦s♠✉❧s❦✐✱ ✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡② ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❢♦r❝❡✱ ♦r t❤❡
❦✐♥❞ ♦❢ t✇♦ ❜♦❞② ♦♣❡r❛t♦r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✳ ❖♥❧② ❢♦r str✐❝t❧② ❞❡♥s✐t②✲
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r❝❡s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✸✮ ❧✐❦❡ ❙❦②r♠❡ ❙❱ ✭❇❡✐♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✺✮ ❛♥❞ ♥♦
♣❛✐r✐♥❣✱ ❛❧❧ s②♠♠❡tr✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✐s♦s♣✐♥ s②♠♠❡tr②✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② r❡st♦r❡❞
✭❙❛t✉➟❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♦♥❡✲❜♦❞②
♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ♥❡✈❡r ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳

✻✳✶✳✸✳ ❉❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❊❉❋ ✉s❡❞ ♥♦✇❛❞❛②s ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ ♦♥❡
✇❛② ♦r ❛♥♦t❤❡r ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡✱ ✐t
✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ♠♦❝❦✲✉♣ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡
✇❛②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❞❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
✭❇❡✐♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✺✮✱ t❤✐s ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛ss
✭❉❛✈❡s♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽✮✳ ■♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡✱ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
❡✛❡❝t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❝❛❧❛r ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛r②♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡✳ ❍❡r❡✱
t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❞❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✭❲❛❧❡❝❦❛✱ ✶✾✼✹✮✳
◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡
♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts✳

■♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❛s❡s✱ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r❝❡s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ st❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
✇❛②✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ρ(r) = ⟨Φ|ρ̂(r)|Φ⟩ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❍❋❇ ❡♥❡r❣②
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❍❋❇ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ |Φ⟩✳ ❋♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✱
t❤❡ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s str♦♥❣❧② r❡♣✉❧s✐✈❡✱ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧②
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ δ(r1 − r2) ✭❝♦♥t❛❝t t❡r♠✮ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss
❞❡♥s✐t② ρ((r1 + r2)/2) r❛✐s❡❞ t♦ s♦♠❡ ♣♦✇❡r α ✇❤✐❝❤ ✐s✱ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✱ ❛ ♥♦♥
✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡r ✭✉s✉❛❧❧② ✶✴✸✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✶✴✻ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝❤♦✐❝❡✮✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❢♦r♠
♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛rt ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❛❞s

VDD(ρ) = t3(1 + x0P̂σ)δ(r1 − r2)ρ
α(
1

2
(r1 + r2)), ✭✶✻✹✮

✇❤❡r❡ t3 ❛♥❞ x3 ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ P̂σ ✐s t❤❡ s♣✐♥✲❡①❝❤❛♥❣❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ s❡❡ ❇❡♥❞❡r ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✸✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳

❲❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❍❋ ♦r ❍❋❇ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡
❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛rt ❤❛s ❛❧s♦ t♦ ❜❡ ✈❛r✐❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
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t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∂Γij =
1

2

∑
⟨k1k2|

δVDD
δρji

|k3k4⟩ρk3k1ρk4k2 . ✭✶✻✺✮

●✐✈❡♥ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t3✱ t❤✐s r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❍❋ ♦r ❍❋❇ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦✈❡r❧♦♦❦❡❞✳ ■t ❡♥t❡rs ✐♥ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ♠❛♥② q✉❛♥t✐t✐❡s ❧✐❦❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱
❡t❝✳✳

■♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❍❋❇ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡s✱
✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❍❋❇ t❤❡♦r② ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❦❡r♥❡❧s ♦❢ t❤❡
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❍❋❇ st❛t❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r❝❡s
s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❦❡r♥❡❧s✳
❚❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❛❧s♦ ❛r✐s❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❢❡✇ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts t❤❛t ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ t❤❡ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥✿

• ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ❤❛s t♦ ❜❡ ❛ r❡❛❧ q✉❛♥t✐t②✳

• ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ❤❛s t♦ r❡♠❛✐♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t✐♦♥s
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡✳

• ■♥ t❤❡ str♦♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞
t❤❡♦r② s❤♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t♦ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❘♦❜❧❡❞♦✱ ✷✵✵✼✮✳

❆♠♦♥❣ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦♣♦s❛❧s ♠❛❞❡ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs ✭❇♦♥❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✵❀ ❱❛❧♦r ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✵❀ ❘♦❞rí❣✉❡③✲●✉③♠á♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❜❀ ❉✉❣✉❡t ❛♥❞ ❇♦♥❝❤❡✱ ✷✵✵✸❀ ❙❝❤♠✐❞✱ ✷✵✵✹✮✱ ✇❡
♦♥❧② ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ t❤❡ t✇♦ t❤❛t ❛r❡ ✐♥ ✈♦❣✉❡✿

▼✐①❡❞✲❞❡♥s✐t② ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥✿
❚❤❡ ✏♠✐①❡❞✧ ♦r ✏tr❛♥s✐t✐♦♥✧ ❞❡♥s✐t② ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ ❡❛r❧② ♥✐♥❡t✐❡s
✭❇♦♥❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✵✮ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❝❛s❡ ✐♥ ❱❛❧♦r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮❀ ❘♦❞rí❣✉❡③✲●✉③♠á♥
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷❜✮✱ ❡♠♣❧♦②s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✱

ρq,q′ = ⟨Φ(q)|ρ̂|Φ(q′)⟩/⟨Φ(q)|Φ(q′)⟩, ✭✶✻✻✮

✇❤❡r❡ ρ̂ ✐s t❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ❞❡♥s✐t② ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡♥✱ ρq,q′ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❦❡r♥❡❧

h(q, q′) = ⟨Φ(q)|Ĥ{ρq,q′}|Φ(q′)⟩/⟨Φ(q)|Φ(q′)⟩, ✭✶✻✼✮

✇❤❡r❡ Ĥ{ρ} ❞❡♥♦t❡s ❛♥② ❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❡r♠s s✐♠✐❧❛r t♦
VDD ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✹✮✳ ❚❤✐s ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❲✐❝❦✬s t❤❡♦r❡♠ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤r❡❡✲❜♦❞② ❢♦r❝❡s✳ ■t s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ t❤❡
❝♦♥s✐st❡♥❝② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✭❘♦❞rí❣✉❡③✲●✉③♠á♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❜❀ ❊❣✐❞♦ ❛♥❞
❘♦❜❧❡❞♦✱ ✷✵✵✹✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ ❝♦♠♣❧❡① q✉❛♥t✐t②✱
t❤✐s ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r✉❧❡s ✇❤❡♥ ✐t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡♥s✐t② r❛✐s❡❞
t♦ ❛ ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r ♣♦✇❡r✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✳ ❱❛r✐♦✉s ♣♦s✐t✐✈❡✲♣❛r✐t② ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t

♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ●♦❣♥② ❢♦r❝❡ ❛r❡

♣❧♦tt❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛①✐❛❧ ♦❝t✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s 224❘❛✳ ❚❤❡ ❜r♦✇♥

❞♦✇♥s❧♦♣✐♥❣ ❝✉r✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❛r✐t②✲♣r♦❥❡❝t❡❞ ❞❡♥s✐t② ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s

t❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠✐①❡❞✲❞❡♥s✐t② ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❡♥❡r❣✐❡s

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣❧♦tt❡❞ ✇✐t❤ ❞❛s❤❡❞ ❝✉r✈❡s✿ ❜❧✉❡ ❢♦r

t❤❡ ♠✐①❡❞✲❞❡♥s✐t② ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ✭♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❜r♦✇♥ ❝✉r✈❡✮ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞✲

❞❡♥s✐t② ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❘❡♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ P❤②s✐❝s✱ ❢r♦♠ ❘♦❜❧❡❞♦

✭✷✵✶✵✮❀ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥✈❡②❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❈♦♣②r✐❣❤t ❈❧❡❛r❛♥❝❡ ❈❡♥t❡r✱ ■♥❝✳

Pr♦❥❡❝t❡❞✲❞❡♥s✐t② ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥✿
❚❤❡ ❞❡♥s✐t② t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ✭✶✻✼✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ρPq,q′ =
⟨Φ(q)|P̂ ρ̂P̂ |Φ(q′)⟩
⟨Φ(q)|P̂ |Φ(q′)⟩

, ✭✶✻✽✮

✇❤❡r❡ P̂ r❡♣r❡s❡♥ts ❣❡♥❡r✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✭✺✵✮✳ ❚❤✐s ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❛
❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ❜r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr✐❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣✱ t❤✐s ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❞❡♥s✐t② ρPq,q′
t❤❛t ✐s s♣❤❡r✐❝❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ ✐t ✇❛s ❛❞✈♦❝❛t❡❞ ❜② ❙❝❤♠✐❞ ✭✷✵✵✹✮✳
❚❤✐s ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✜rst t✇♦ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❜✉t t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡
✐s ♠♦r❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳

❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❞❡♥s✐t② ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❧② ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
✐♥tr✐♥s✐❝ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ✭❘♦❜❧❡❞♦✱ ✷✵✶✵✮ ✇❤❡♥ s♣❛t✐❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ♣❛r✐t② ✭s❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮ ♦r r♦t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r❡ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ t❤❡ ❝❛t❛str♦♣❤✐❝ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✶✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r✐t②✲♣r♦❥❡❝t❡❞
❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s 224❘❛ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❝t✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t Q30 ❢♦r t❤❡
t✇♦ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡✳ ❋♦r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞✲❞❡♥s✐t② ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
♦❝t✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳
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❲❡ ♥♦t❡ ❤❡r❡✱ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦❥❡❝t❡❞✲❞❡♥s✐t② ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts ♦♥❧② t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s✐♥❣❧❡✲
♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ st❛t❡s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛ s♣❛t✐❛❧ ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞
r✐❣❤t st❛t❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ✭✶✻✼✮ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❚❤❡ ▼❛❞r✐❞ ❣r♦✉♣
r♦✉t✐♥❡❧② ✉s❡s ❛ ❤②❜r✐❞ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♠✐①❡❞✲❞❡♥s✐t② ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧
s②♠♠❡tr✐❡s ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞✲
❞❡♥s✐t② ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛s ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❱❛❧♦r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✱ t❤❡
▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮ ❧❡❛❞s t♦ r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦
t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✐①❡❞✲❞❡♥s✐t② ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❛♥❞♦♠
♣❤❛s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ✭❏❛♥❝♦✈✐❝✐ ❛♥❞ ❙❝❤✐✛✱
✶✾✻✹✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✲❞❡♥s✐t② ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥
✭❘♦❜❧❡❞♦✱ ✷✵✵✼✮✳

✻✳✶✳✹✳ ◆♦♥✲✐♥t❡❣❡r ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✲❞❡♥s✐t② ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t♦
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② r❛✐s❡❞ t♦ s♦♠❡ ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r ♣♦✇❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❞❡♥s✐t② ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① q✉❛♥t✐t②✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤♦✇
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
❜r❛♥❝❤ ❝✉t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡♥♦r♠♦✉s ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t
❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
t❡r♠✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦✈❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜r❛♥❝❤ ❝✉ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛rt ❜r❡❛❦ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦
s♣✉r✐♦✉s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr②
❣r♦✉♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r r❡st♦r❛t✐♦♥✱ t❤✐s ✐ss✉❡ ✇❛s
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❣r❡❛t ❞❡t❛✐❧ ❜② ❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮❀ ❉✉❣✉❡t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❙✐♠✐❧❛r
♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r s②♠♠❡tr✐❡s✳ ❚r❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t②
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐s st✐❧❧ ❛♥ ✉♥s♦❧✈❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s❡r✐♦✉s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲♠✐①✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇✐t❤✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ❊❉❋✳

✻✳✶✳✺✳ ❋✉t✉r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ t❤❡ ✐❞❡❛ t♦ ❣✐✈❡ ✉♣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧
❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠s ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ r❡❛❧ ✭♠✉❧t✐❜♦❞②✮ ♦♣❡r❛t♦rs ✐s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧②
♣♦♣✉❧❛r ✐♥ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✭❇❡♥♥❛❝❡✉r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❀ ❙❛❞♦✉❞✐
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❇❡♥♥❛❝❡✉r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ t❤r❡❡✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭♥♦t
❡①❝❧✉❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s✮ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②
t❤❡ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐s ♥♦t s♣♦✐❧✐♥❣ ♣❛✐r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
P❧❛✐♥ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❲✐❝❦✬s t❤❡♦r❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♦♥❧② t❤✐♥❣ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣♦ss✐❜❧❡ t❡r♠s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t❡r♠s✱ s❡✈❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❛❞❡✱ ❜✉t s♦ ❢❛r✱ t❤❡ t❤r❡❡✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞
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❛r❡ ♥♦t ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s s❡❡♠

t♦ ❜❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♥❛rr♦✇ ❛♥❞ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❢t❡r
✈❛r✐❛t✐♦♥✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡r ♠❡s❤ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡
✈❛r✐♦✉s ❛♥❣❧❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
♠❡s❤✱ ❜✉t ❛t t❤❡ ❡♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦rs ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❞♦ ♥♦t
♣❧❛② ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ r♦❧❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ❤❡❛✈② ♥✉❝❧❡✐✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ✜♥❞s ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♠❛♥② ✈❡r② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❢t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s✉❝❤ ♣♦❧❡s ✐♥ t❤❡
♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞♦ ♥♦t s♣♦✐❧ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳

✻✳✷✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r ❊❉❋s

❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r str✉❝t✉r❡ ✇❛s ♥♦t✐❝❡❞ ✈❡r② ❡❛r❧②
✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ✭❇❛②♠❛♥✱ ✶✾✻✵❀ ❉✐❡tr✐❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✻✹✮✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞
t♦ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✸✳✷✳✶ ❛♥❞ ✺✳ ❖t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡❞
s❤❡❧❧✲♠♦❞❡❧✲❧✐❦❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ r❡str✐❝t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦r❜✐ts✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠ ✇❡ ❝❛♥ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② t❤❡
❚ü❜✐♥❣❡♥ ❣r♦✉♣ ✉s✐♥❣ ✈❡r② s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♠❛♥② ❜♦❞② t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠✐①✐♥❣ ♦❢
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ♦✉t ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❛❢t❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭❙❝❤♠✐❞✱ ✷✵✵✹✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞✇❡❧❧ ♦♥ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛s
✇❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ r❡❛❧✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳

✻✳✷✳✶✳ ◆♦♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❊❉❋s ❚❤❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥
❊❉❋ ♣♦ss✐❜❧② ❞❛t❡s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❈❛✉r✐❡r ❛♥❞ ●r❛♠♠❛t✐❝♦s ✭❈❛✉r✐❡r ❛♥❞
●r❛♠♠❛t✐❝♦s✱ ✶✾✼✼✮ ✇❤❡r❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❞s ♦❢ ❧✐❣❤t ♥✉❝❧❡✐ ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣
s❡✈❡r❛❧ ✢❛✈♦rs ♦❢ t❤❡ ❙❦②r♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❆ ❢❡✇
②❡❛rs ❧❛t❡r✱ t❤❡ ♣❛r✐t②✲♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡①❝✐t❡❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ 20◆❡ ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞
✭▼❛r❝♦s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✸✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❑◆ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❇♦♥❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✻✮✳ ■♥ t❤❛t
✇♦r❦✱ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ✇❛s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ●♦❣♥② ❉✶❙
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❊❣✐❞♦ ❛♥❞ ❘♦❜❧❡❞♦ ✭✶✾✾✶✮ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ♣❛r✐t② ❞♦✉❜❧❡ts ❛♥❞
♦❝t✉♣♦❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P❛r✐t② r❡st♦r❛t✐♦♥ ✇❛s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝r❛♥❦✐♥❣ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♦❝t✉♣♦❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❤✐❣❤ s♣✐♥s ✭●❛rr♦t❡ ❡t ❛❧✳✱
✶✾✾✼✱ ✶✾✾✽✮✳ P❛r✐t② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥ ❛①✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧
♠❡r❝✉r② ❛♥❞ ❧❡❛❞ ✐s♦t♦♣❡s ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❝♦♥t❡①t ✭❙❦❛❧s❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸✮✳
❙②st❡♠❛t✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❊✸ tr❛♥s✐t✐♦♥ str❡♥❣t❤s ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞
st❛t❡ ♦❝t✉♣♦❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♣❛r✐t② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭❘♦❜❧❡❞♦ ❛♥❞ ❇❡rts❝❤✱ ✷✵✶✶❀ ❘♦❜❧❡❞♦✱ ✷✵✶✺❛✮
✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ✢❛✈♦rs ♦❢ t❤❡ ●♦❣♥② ❢♦r❝❡✱ ❞❡♣✐❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧
♦❝t✉♣♦❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r str✉❝t✉r❡✳

❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❛r✐t② st❛t❡s✱ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜r❡❛❦✐♥❣
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r❡✢❡❝t✐♦♥ s②♠♠❡tr② ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❝t✉♣♦❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❆t t❤❡ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♥✉❝❧❡✐ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐♥✐❞❡
❛♥❞ r❛r❡ ❡❛rt❤ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ♦❝t✉♣♦❧❡ ❞❡❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥✉❝❧❡✐ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡s
s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ✐❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣❛r✐t② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
s❝❤❡♠❡✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❡①❛❝t❧② ♦r ✐♥ ❛ r❡str✐❝t❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧
s♣❛❝❡ ✭❘♦❜❧❡❞♦ ❛♥❞ ❇❡rts❝❤✱ ✷✵✶✶❀ ❘♦❜❧❡❞♦✱ ✷✵✶✺❜✮✳ ❖❝t✉♣♦❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❡tt❡r
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❝t✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛s ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭❇❡r♥❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀ ❇✉❝❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀ ❇❡r♥❛r❞ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✼✮✳

P❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐s ❛♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s②♠♠❡tr②
r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r str✉❝t✉r❡ ❛s ♣❛✐r✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ r❛t❤❡r ✇❡❛❦
✐♥ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❇❈❙ ♦r
❍❋❇ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ❥✉st✐❢②✳ ❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ♣❛✐r✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ⟨∆N2⟩✮ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❛✉❣❡ ❛♥❣❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛r❡
✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❢♦r ❛ ♣r♦♣❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐r✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦✲♣❛✐r✐♥❣
r❡❣✐♠❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
❛ ❍❋❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r ❞❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r❝❡s ✭❱❛❧♦r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢
❢✉❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ●♦❣♥② ❢♦r❝❡✱ ♠♦st❧②
✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤
r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❡❛r❧② ❡①❛♠♣❧❡s ✭❆♥❣✉✐❛♥♦ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✶✮ ❛✐♠❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢
✐♥❡rt✐❛ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❞s ♦r ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✭❆♥❣✉✐❛♥♦ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✷✮✳ P❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s
♣❛✐r✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡r❡❜② t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ r♦t❛t✐♦♥❛❧ 2+ st❛t❡s✳

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s♦♠❡ ❙r ✭❍❡❡♥❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸✮ ♦r P❜ ✐s♦t♦♣❡s ✭❍❡❡♥❡♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✶✮ ✇❛s ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ ❙❦②r♠❡ ❊❉❋ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦r
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ❙t♦✐ts♦✈ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✱ ❛ ♠❛ss t❛❜❧❡ ❢r♦♠ ♣r♦t♦♥ t♦ ♥❡✉tr♦♥
❞r✐♣❧✐♥❡ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲②✹ ❊❉❋ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣
▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ♠❡t❤♦❞ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❢✉❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦❞❡ t❤❛t ✐s ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭❙t♦✐ts♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳
❙✐♠✐❧❛r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❇r✉ss❡❧s ❣r♦✉♣ ✐♥ t❤❡✐r q✉❡st ❢♦r ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡
♠❛ss ♠♦❞❡❧ ✭❙❛♠②♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳

❆ ❢✉❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❙❦②r♠❡
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣❧✉s ❛ ③❡r♦ r❛♥❣❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❙t♦✐ts♦✈ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❙❤❡✐❦❤ ❛♥❞ ❘✐♥❣ ✭✷✵✵✵✮✱
s♦❧❡❧② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❛❜♥♦r♠❛❧ ♣❛✐r✐♥❣ t❡♥s♦r✱ s❡❡
❙❡❝t ✸✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ♠❡t❤♦❞
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ♠❛❣✐❝ ♦r ♥❡❛r ♠❛❣✐❝ ♥✉❝❧❡✐✳
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❙♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❛ ❞❡✜♥✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢r✉✐t❢✉❧ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
✭❈❛s✐♠✐r✱ ✶✾✸✺✮ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ❧✐❦❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
t❤❡ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❞s ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r s♣❡❝tr❛ ✭❇♦❤r ❛♥❞ ▼♦tt❡❧s♦♥✱
✶✾✺✸✱ ✶✾✺✺✮✳ ▼♦st ♦❢ ♥✉❝❧❡✐ ✐♥ t❤❡ ❙❡❣ré ❝❤❛rt ❛r❡ t❤♦✉❣❤t t♦ ❡①❤✐❜✐t r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr②
❜r❡❛❦✐♥❣ ✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡✐r q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s✱ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♦r ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t ❛ ❧♦t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡s ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ str♦♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t ❬s❡❡ ▼❛♥❣ ✭✶✾✼✺✮❀ ❘✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉❝❦ ✭✶✾✽✵✮ ❛♥❞
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸❪✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✇❡❛❦❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡s ❛♥❞✴♦r t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
t②♣❡s ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣✐❡s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t r❡st♦r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr②✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
tr❛♥s✐t✐♦♥ str❡♥❣t❤s ✐♥ ✇❡❛❦❧②✲❞❡❢♦r♠❡❞ ♥✉❝❧❡✐ ✭❘♦❜❧❡❞♦ ❛♥❞ ❇❡rts❝❤✱ ✷✵✶✷✮✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s t❤❡ t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s✳ ❖❢t❡♥✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛①✐❛❧ s②♠♠❡tr②
✐s ♠❛❞❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧s t♦ ❥✉st ♦♥❡✱ ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✺✳ ❆①✐❛❧ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤
♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇❛s ✜rst ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❱❛❧♦r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙❦②r♠❡ ❊❉❋✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❍❡❡♥❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✱
❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦r ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞
❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♥
✜ss✐♦♥ ❜❛rr✐❡rs ✭❇❡♥❞❡r✱ ❍❡❡♥❡♥ ❛♥❞ ❇♦♥❝❤❡✱ ✷✵✵✹✮ ♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❧♦✇ ❧②✐♥❣
str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❑r ✭❇❡♥❞❡r✱ ❇♦♥❝❤❡ ❛♥❞ ❍❡❡♥❡♥✱ ✷✵✵✻✮ ♦r P❜ ✐s♦t♦♣❡s ✭❇❡♥❞❡r✱ ❇♦♥❝❤❡✱
❉✉❣✉❡t ❛♥❞ ❍❡❡♥❡♥✱ ✷✵✵✹✮✳ ❖t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❜✉❜❜❧❡ str✉❝t✉r❡s
✐♥ 34❙✐ ✭❨❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✷✮ t❤❛t s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞❡♥s✐t② s❤♦✇s ❛ ❜✉❜❜❧❡
str✉❝t✉r❡ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r t❤❛t ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ●♦❣♥② ❉✶❙ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢
❘♦❞rí❣✉❡③✲●✉③♠á♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵❛✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡r♦s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ N = 20 ♠❛❣✐❝ ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡
♠❛❣♥❡s✐✉♠ ✐s♦t♦♣✐❝ ❝❤❛✐♥ ✇❛s ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ s✉♣❡r✲❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ s✉❧❢✉r
✐s♦t♦♣❡s ✇❛s ❛❧s♦ ❛♥❛❧②③❡❞ ✭❘♦❞rí❣✉❡③✲●✉③♠á♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❝✮ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤
t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ♠♦r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❣ ✐s♦t♦♣❡s ✭❘♦❞rí❣✉❡③✲●✉③♠á♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❜✱ ✷✵✵✷❜✮✱
t❤❡ ❡r♦s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ N = 28 s❤❡❧❧ ❝❧♦s✉r❡ ✭❘♦❞rí❣✉❡③✲●✉③♠á♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❛✮ ❛♥❞ tr✐♣❧❡
s❤❛♣❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥ ❞❡✜❝✐❡♥t ❧❡❛❞ ✐s♦t♦♣❡s ✭❘♦❞rí❣✉❡③✲●✉③♠á♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳

❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss t❛❜❧❡s ♦❢ ❡✈❡♥✲❡✈❡♥ ♥✉❝❧❡✐ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛①✐❛❧ s②♠♠❡tr② ♣❧✉s ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❛①✐❛❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✇✐t❤ ❙❦②r♠❡
✭❇❡♥❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❇❡♥❞❡r✱ ❇❡rts❝❤ ❛♥❞ ❍❡❡♥❡♥✱ ✷✵✵✻❀ ❇❡♥❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ♦r ●♦❣♥②
❢♦r❝❡s ✭❘♦❞rí❣✉❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮ ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❖t❤❡r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ st✉❞✐❡s
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✼✶

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳ ❯♣♣❡r ♣❛rt✿ t❤❡ ♣r♦t♦♥✱ ♥❡✉tr♦♥ ❛♥❞ t♦t❛❧ r❛❞✐❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥ 34❙✐ ❛r❡

♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s r ❢♦r ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✿ ❛✮ ♣✉r❡

❍❋ ✐♠♣♦s✐♥❣ s♣❤❡r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr② ❜✮ ❍❋❇ ♣❧✉s ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ❛❧s♦ ✐♠♣♦s✐♥❣ s♣❤❡r✐❝❛❧

s②♠♠❡tr② ❝✮ P❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❞❡♥s✐t② ❞✮ P❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r✲

♠♦♠❡♥t✉♠ ✭I = 0✮ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ▲♦✇❡r ♣❛rt✿ t❤❡

❝♦♥t♦✉r ♣❧♦ts ♦❢ ♥❡✉tr♦♥ ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t❡❞

✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ✭β2 = 0.26✮ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡ ✭♣❛♥❡❧s

❛✮ ❛♥❞ ❞✮✮❀ P❛♥❡❧s ❜✮ ❛♥❞ ❡✮✱ s❛♠❡ ❛s ♣❛♥❡❧s ❛✮ ❛♥❞ ❞✮ ❜✉t ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ❛♥❞

❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ✭I = 0✮ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s❀ t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥ ♣❛♥❡❧s ❝✮ ❛♥❞

❢✮ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♣r♦❥❡❝t❡❞ t♦ ❣♦♦❞

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❋✐❣✉r❡s r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠

❨❛♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❈♦♣②r✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳

✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ 2+ st❛t❡ ❛♥❞ ✐ts ❇✭❊✷✮ tr❛♥s✐t✐♦♥ str❡♥❣t❤
t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✭❙❛❜❜❡② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❘♦❞rí❣✉❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦✲❧❡ss ❞♦✉❜❧❡ ❜❡t❛ ❞❡❝❛② ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❡①tr❛❝t
r❡❧❡✈❛♥t ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ♠❡❞✐✉♠ ♠❛ss ❛♥❞ ❤❡❛✈② ♥✉❝❧❡✐ ✭❘♦❞rí❣✉❡③ ❛♥❞
▼❛rtí♥❡③✲P✐♥❡❞♦✱ ✷✵✶✵✮✱ s❡❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✸✳

❆♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ tr✐❛①✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡s ✇❛s ✜rst ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥
❛♥ ❡❛r❧② ✇♦r❦ ❜② ❈❛✉r✐❡r ❛♥❞ ●r❛♠♠❛t✐❝♦s ✭❈❛✉r✐❡r ❛♥❞ ●r❛♠♠❛t✐❝♦s✱ ✶✾✼✼✮ ✇✐t❤ t❤❡
❙❦②r♠❡ ❙■■■ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❆ r❡str✐❝t❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐✐
❛♥❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛s ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❆ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡
✇❛s ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ✈❡r② ❧✐❣❤t ♥✉❝❧❡✐✳ ◗✉✐t❡ ❛
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❋✐❣✉r❡ ✶✸✳ ◆❡✉tr✐♥♦❧❡ss ❞♦✉❜❧❡ ❜❡t❛ ❞❡❝❛② ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♥✉❝❧❡✐

♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t❡❞

❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ●♦❣♥② ❉✶❙ ❢♦r❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡

❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❘♦❞rí❣✉❡③ ❛♥❞ ▼❛rtí♥❡③✲P✐♥❡❞♦

✭✷✵✶✵✮✳ ❈♦♣②r✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳

❢❡✇ ②❡❛rs ❧❛t❡r✱ ❇♦♥❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✶✮ ✉s❡❞ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❝❤♦s❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝
st❛t❡s ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛①❡s t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ tr✐❛①✐❛❧
✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡s ♦♥ I = 0+✳ ❆ ❢✉❧❧ tr✐❛①✐❛❧ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ✇✐t❤ ❙❦②r♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❇❛②❡ ❛♥❞ ❍❡❡♥❡♥ ✭✶✾✽✹✮✱ ❜✉t r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❍❋ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❍❋ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ ♠❡s❤ ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛r❡ ✇❛s t❛❦❡♥ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✳ ■♥
❇❡♥❞❡r ❛♥❞ ❍❡❡♥❡♥ ✭✷✵✵✽✮ tr✐❛①✐❛❧ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦❢ ❍❋❇ st❛t❡s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❙❦②r♠❡ ❙▲②✹ ❢♦r ❧✐❣❤t ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
✇❛s t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ tr✐❛①✐❛❧✐t② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❞s ❛s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛①✐❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❤❡❛✈✐❡r
s②st❡♠s ✐♥ ❨❛♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ r❛♥❣❡ ●♦❣♥② ❢♦r❝❡s✱ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦
♣r♦❥❡❝t tr✐❛①✐❛❧ st❛t❡s ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❘♦❞rí❣✉❡③ ❛♥❞ ❊❣✐❞♦ ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡
st✉❞② ♦❢ 44❙✐ ✐♥ ❘♦❞rí❣✉❡③ ❛♥❞ ❊❣✐❞♦ ✭✷✵✶✶❛✮ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♥✉❝❧❡✉s 80❩r ✐♥
❘♦❞rí❣✉❡③ ❛♥❞ ❊❣✐❞♦ ✭✷✵✶✶❜✮✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s s♦ ❢❛r ✇❡r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❛❢t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ t②♣❡ ✇✐t❤ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡s ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❞s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❡r❡ str❡t❝❤❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
❜② ❛ t②♣✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✶✳✹ ✭❘♦❞rí❣✉❡③✲●✉③♠á♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❛❀ ▲✐✱ ◆✐❦➨✐➣✱ ❘✐♥❣✱ ❱r❡t❡♥❛r✱
❨❛♦ ❛♥❞ ▼❡♥❣✱ ✷✵✶✷✮✱ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ P❡✐❡r❧s✲❨♦❝❝♦③ ♠♦♠❡♥t ♦❢
✐♥❡rt✐❛ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❚❤♦✉❧❡ss✲❱❛❧❛t✐♥ ♦♥❡✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s
❞✐✣❝✉❧t②✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡s ✐s r❡q✉✐r❡❞✳

❈r❛♥❦❡❞ ❍❋ st❛t❡s ✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛s ❡❛r❧② ❛s ✐♥ ❇❛②❡ ❛♥❞ ❍❡❡♥❡♥ ✭✶✾✽✹✮ ✇✐t❤
❛ s✐♠♣❧❡ ❙❦②r♠❡ ❧✐❦❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❇❑◆✰❈♦✉❧♦♠❜✮✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❛s ✐♥tr✐♥s✐❝
st❛t❡s ✐♥ ❛ ❢✉❧❧ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❦②r♠❡ ❙▲②✹
❢♦r❝❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ✭✐✮ ❜❛♥❞ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ♥✉❝❧❡✐ ❛r♦✉♥❞ A = 44 ✭❩❞✉➠❝③✉❦✱ ❙❛t✉➟❛✱
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❋✐❣✉r❡ ✶✹✳ P♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ✭β, γ✮ ♣❧❛♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡

♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝r❛♥❦❡❞ ❍❋❇

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✭β, γ✮ ❛♥❞ ω ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤♦s❡ st❛t❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r

❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❞s ✐♥
44❙ ✇✐t❤ t❤❡ ●♦❣♥② ❉✶❙ ❢♦r❝❡✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝r❛♥❦✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ω ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r

❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②✳ ❋✐❣✉r❡ r❡♣r✐♥t❡❞

✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❊❣✐❞♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❈♦♣②r✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❤②s✐❝❛❧

❙♦❝✐❡t②✳

❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ❛♥❞ ❑♦s♠✉❧s❦✐✱ ✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ 156●❞
❛♥❞ 155❊r ✭❩❞✉➠❝③✉❦✱ ❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ❛♥❞ ❙❛t✉➟❛✱ ✷✵✵✼✮✳ ▲❛t❡r✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❍❋❇
❝r❛♥❦✐♥❣ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ t❤❡ ●♦❣♥② ❢♦r❝❡ ✐♥ ❇♦rr❛❥♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮❀
❊❣✐❞♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮ ❬s❡❡ ❛❧s♦ ❘♦❞rí❣✉❡③ ✭✷✵✶✻✮ ❢♦r ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦♠❡♥ts
♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s❪✳ ■♥ ❊❣✐❞♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✱ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
❛♥❞ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s 44❙✳ ■♥tr✐♥s✐❝ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s |Φ(β, γ, ω)⟩ ♦❢ t❤❡ ❍❋❇ t②♣❡ ✇✐t❤ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs β ❛♥❞
γ✱ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠✐①✐♥❣
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❣♦♦❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✭s❡❡
✜❣✉r❡ ✶✹✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛♥❦✐♥❣ st❛t❡s ✐♠♣r♦✈❡s ♥♦t❛❜❧② t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
♠♦♠❡♥ts ♦❢ ✐♥❡rt✐❛✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ st❛t❡s ✇✐t❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ γ ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ✐♥t❡r✈❛❧
♦❢ −60◦ ≤ γ ≤ 120◦ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❧✐❦❡ t❤♦s❡ t❤❛t
❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ 44❙✳

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝r❛♥❦✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ω ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥
❙❤✐♠❛❞❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✱ ✷✵✶✻✮ ✇✐t❤♦✉t ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱
t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝r❛♥❦✐♥❣ st❛t❡ ✇❛s r♦t❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛①✐s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ ❚❛❣❛♠✐ ❛♥❞
❙❤✐♠✐③✉ ✭✷✵✶✻✮ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❝r❛♥❦✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
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❋✐❣✉r❡ ✶✺✳ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ str❡♥❣t❤s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡

❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❜❛♥❞ ♦❢ 25▼❣ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ t❤❡♦r②

r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲

♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡s ❜r❡❛❦✐♥❣ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t②✲

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙▲②▼❘✵ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s ✉s❡❞ ❜♦t❤ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲

♣❛rt✐❝❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧s t♦ ❛✈♦✐❞ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳ ❋✐❣✉r❡ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❇❛❧❧② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✳

❈♦♣②r✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳

ωi ❛❧♦♥❣ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r❛♥❦✐♥❣ ❛①❡s✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ γ ❜❛♥❞s
❛♥❞ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥ 164❊r✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ✇♦❜❜❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ✐♥
♦❞❞✲A ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ t♦ ❝❤✐r❛❧ ❞♦✉❜❧❡t ❜❛♥❞s ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❤✐♠❛❞❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽❛✮ ❛♥❞
❙❤✐♠❛❞❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽❜✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❖❞❞ ♠❛ss ♥✉❝❧❡✐ ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡s ❢♦r t❤❡✐r
❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ③❡r♦s ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ r♦t❛t❡❞ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s s❡❡♠ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❛♥ ✇❤❡♥ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ✭❖✐ ❛♥❞ ❚❛❥✐♠❛✱
✷✵✵✺❀ ❩❞✉➠❝③✉❦✱ ❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ❛♥❞ ❙❛t✉➟❛✱ ✷✵✵✼✮✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡
♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ s❡❧❢✲❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ✐❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r❝❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡
♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ♦❞❞ ♠❛ss ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❧❡❞ ❇❛❧❧② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
❢♦r t❤❡✐r ✜rst ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦❞❞ ♠❛ss ♥✉❝❧❡✉s ❛ ❙❦②r♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
✐s ❢✉❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭❙❛❞♦✉❞✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r 25▼❣ ❧♦♦❦
r❡❛s♦♥❛❜❧❡✱ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✺✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
●♦❣♥② ❢♦r❝❡ ✭❇♦rr❛❥♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❀ ❇♦rr❛❥♦ ❛♥❞ ❊❣✐❞♦✱ ✷✵✶✽✮ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛♥②
❛♣♣❛r❡♥t ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ▼❣ ✐s♦t♦♣❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❤❡❛✈✐❡r s②st❡♠s
❛♥❞ ❢♦r ❤✐❣❤ s♣✐♥ st❛t❡s ✇❡r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❤✐♠❛❞❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽❛✮ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts
✐♥ 45❙❝ ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡ ●r♦♦t❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮✳

■s♦s♣✐♥ s②♠♠❡tr② ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜r♦❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✉s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t✐♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐s♦s♣✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ t❤❡
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♥✉❝❧❡♦♥✲♥✉❝❧❡♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛ss ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ u ❛♥❞
d q✉❛r❦s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧✱ ✐s♦s♣✐♥ s②♠♠❡tr② ✐s ❛❧s♦
s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❜r♦❦❡♥ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❊♥❣❡❧❜r❡❝❤t ❛♥❞ ▲❡♠♠❡r✱ ✶✾✼✵❀
❇r✐♥❦ ❛♥❞ ❙✈❡♥♥❡✱ ✶✾✼✵✮✳ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❜r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr②✱ ✇♦r❦✐♥❣
✐♥ ❛ ❜❛s✐s ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✐s♦s♣✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ♦❢ ✐s♦s♣✐♥ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦s♣✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥✲❛❢t❡r✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❈❛✉r✐❡r ❛♥❞ P♦✈❡s ✭✶✾✽✷✮ ✉s✐♥❣ ❛ ❞❡♥s✐t②✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤
❛ ❇r✐♥❦✲❇♦❡❝❦❡r ❝❡♥tr❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❈♦✉❧♦♠❜ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
❡♥❡r❣✐❡s✳ ▲❛t❡r✱ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❙❦②r♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✐♥ ❙❛t✉➟❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✱
✷✵✶✵✱ ✷✵✶✷✮ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❍❋ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♥♦t ♠✐①✐♥❣ ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥s ❛t t❤❡
s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❧❡✈❡❧✳

❚❤❡ ♣r♦♣❡r tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ✐s♦s♣✐♥ r❡❧❛t❡❞ ❡✛❡❝ts ♦❢t❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❊❉❋
♠✐①✐♥❣ ♣r♦t♦♥ ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝r❛♥❦✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ t❤❡ ✐s♦s♣✐♥ s♣❛❝❡
✭✐s♦❝r❛♥❦✐♥❣✮ ✭❙❛t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❙❤❡✐❦❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✳

❚❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❢♦r ❊❉❋ ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
✭❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♣❛✐r✐♥❣ ❣❛♣s✱ ❡t❝✮ s♦ ❛s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ st❛t❡s✳
❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t♦ ✉s❡ ♠✉❧t✐✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛s ❞✐s❝r❡t❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
✭❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ Pr♦❥❡❝t❡❞ ❙❤❡❧❧ ▼♦❞❡❧ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✮ t♦ ❣❛✐♥ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❇♦t❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ s❤❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❙❤❡❧❧ ▼♦❞❡❧
❡♠♣❧♦② r❡str✐❝t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s t❤❛t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡s✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛ ◆♦ ❈♦r❡ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭◆❈❈■✮ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❱ ❙❦②r♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❙❛t✉➟❛ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✻✮✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ❝♦r❡ ❛♥❞✴♦r
❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❈❈■ ✉s❡❞ ♣✲❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❧❛t❡r
❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♣r♦❥❡❝t❡❞ t♦ ❣♦♦❞ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ✐s♦s♣✐♥ ❛♥❞ ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦
st✉❞② ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ N ≈ Z ♥✉❝❧❡✐ ❛s ✇❡❧❧ ❛s β✲❞❡❝❛② ❛♥❞ ❡①♦t✐❝✲♣r♦❝❡ss❡s
♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ✭❑♦♥✐❡❝③❦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✱ ✷✵✶✽✮✳

✻✳✷✳✷✳ ❘❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❊❉❋s ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❈♦✈❛r✐❛♥t
❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r②✱ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ■ts ♠❛✐♥ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ✐s t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ♥✉❝❧❡♦♥ ♦r❜✐ts✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❡♥t❡r✐♥❣ ❉✐r❛❝✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
✇❛②s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞✳ ■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡
♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② ♥✉❝❧❡♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ✉♣♦♥ s❡✈❡r❛❧ ♠❡s♦♥ ✜❡❧❞s
✭❘❡✐♥❤❛r❞✱ ✶✾✽✾❀ ❘✐♥❣✱ ✶✾✾✻✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s
❛♥❞ ❝✉rr❡♥ts✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✭❲❛❧❡❝❦❛✱ ✶✾✼✹✮ ❝❛♥♥♦t r❡♣r♦❞✉❝❡
t❤❡ r✐❣❤t ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❞❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇❛s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❡s♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✭❇♦❣✉t❛ ❛♥❞ ❇♦❞♠❡r✱ ✶✾✼✼✮ ♦r ❜② ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t
❞❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦♥✲♥✉❝❧❡♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ✭▲❛❧❛③✐ss✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳
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■♥ ❞❡❢♦r♠❡❞ ♥✉❝❧❡✐ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡s♦♥ ✜❡❧❞s ϕi(r) ❛r❡ ❞❡❢♦r♠❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡st♦r❡
s②♠♠❡tr✐❡s t❤❡ ♠❡s♦♥ ✜❡❧❞s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ q✉❛♥t✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❜♦s♦♥✐❝ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦rs✱ b†i (r) ❛♥❞ bi(r)✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ |Φ̃⟩ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡
♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t |Φ⟩ ✐♥ ❋❡r♠✐♦♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡ ✐♥ ❜♦s♦♥
s♣❛❝❡✱ t❤❛t ✐s✱

|Φ̃⟩ ∝ |Φ⟩ exp
(
∑

i

∫
d3rϕi(r)b

†
i (r)

)
|0⟩. ✭✶✻✾✮

❆ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡s♦♥ ✜❡❧❞ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠❡❛♥✲
✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✱ ♦♥❡ ❤❛s
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢ ♥♦r♠ ❛♥❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦✈❡r❧❛♣ ❦❡r♥❡❧s✱ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✷✮ ❛♥❞ ✭✺✹✮✱
♥♦t ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❜♦s♦♥ s♣❛❝❡✳ ❊①♣r❡ss✐♦♥s ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦
t❤❡ ❜♦s♦♥ s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❇❛❧✐❛♥ ❛♥❞ ❇r❡③✐♥ ✭✶✾✻✾✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ✜♥✐t❡✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
♦❢ ❨✉❦❛✇❛✲t②♣❡✱ s✉❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♥♦t ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t s♦ ❢❛r✳

❆ s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ ❜②♣❛ss t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣♦✐♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣
♠♦❞❡❧s✳ ❍❡r❡ t❤❡ ♠❡s♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♠❡s♦♥ ♠❛ss❡s ❛r❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥
♠♦♠❡♥t✉♠ s♣❛❝❡ ✉♣ t♦ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✐♥ q/mi✱ ✇❤❡r❡ q ✐s t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞
mi ❛r❡ ♠❡s♦♥ ♠❛ss❡s✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❡♥❞s ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✇✐t❤♦✉t ♠❡s♦♥s✱ ❜✉t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
③❡r♦✲r❛♥❣❡ ❢❡r♠✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ③❡r♦✲r❛♥❣❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠s✱ ✐♥ ❢✉❧❧ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡
♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❙❦②r♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✭❇ür✈❡♥✐❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❞❡♥s✐t②✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥t❛❝t t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡ ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ ❤❡r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛
❣♦♦❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛ ❞❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❜② ❡✐t❤❡r t❤r❡❡✲ ❛♥❞ ❢♦✉r✲❜♦❞② ❝♦♥t❛❝t t❡r♠s ✭❇ür✈❡♥✐❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ◆✐❦➨✐➣
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❩❤❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ ♦r ❜② ❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ t✇♦✲
❜♦❞② ❝♦♥t❛❝t t❡r♠s ✭◆✐❦➨✐➣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
✐♥t❡❣❡r ♣♦✇❡rs ♦❢ ❞❡♥s✐t② ♦♥❧②✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✹
r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ♥♦♥✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❝♦♠♣❧❡① ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ s❡❧❢✲
❡♥❡r❣② ❛♥❞ s❡❧❢✲♣❛✐r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✷ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♣r❡s❡♥t ❜❡❝❛✉s❡✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
t❤❡ ❋♦❝❦ t❡r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧s♦ ♦❢ ③❡r♦ r❛♥❣❡✱ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

❆ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s❡r✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❇❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❧❛r❣❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s❝❛❧❛r ❛♥❞ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s✱ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r❝❡
✐♥ t❤❡ ❍❋ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭❑✉❝❤❛r❡❦ ❛♥❞ ❘✐♥❣✱ ✶✾✾✶✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐♥ t❤❡
r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣♦✐♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✐t ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ✉s❡ ♣❛✐r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ♣r♦❜❧❡♠s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t✱ ❛s ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡s✱
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ s♦♠❡ s♣✉r✐♦✉s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡✐r st❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❜❡
❝❛r❡❢✉❧❧② ❝❤❡❝❦❡❞✳

P♦✐♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❝♦♥t❛❝t t❡r♠s ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡♥s✐t②
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GCM EXP X(5)

s=1

s=2

113

178

226

277

322

147

208

115(2)

182(2)

210(2)

278(25)

204(12)

114(23)

170(51)

115

182

228

261

300

91

138

150
Nd

❋✐❣✉r❡ ✶✻✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r✲♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦r✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡✲♠❡t❤♦❞ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢
150◆❞ ✭❧❡❢t✮✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭♠✐❞❞❧❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡ X(5)✲s②♠♠❡tr② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

✭r✐❣❤t✮✳ ❋✐❣✉r❡ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ◆✐❦➨✐➣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❈♦♣②r✐❣❤t❡❞ ❜②

t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ✰ ❇❈❙ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❜❡②♦♥❞ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ✭❛♥❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠✐①✐♥❣✮ ✐♥ ◆✐❦➨✐➣ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✻❛✮✱ ✇✐t❤ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛①✐❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡s✱ ❛♥❞
❛❧s♦ ✐♥ ◆✐❦➨✐➣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻❜✮ ✇✐t❤ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r
♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❆♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛❢t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ✇❛s tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❛t ❛♥ ❡①❛❝t ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ■♥
t❤✐s ✇❛② ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ X(5) q✉❛♥t✉♠✲
♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ ❣r♦✉♣✲t❤❡♦r② ♠♦❞❡❧ ❜② ■❛❝❤❡❧❧♦ ✭✷✵✵✶✮✳ ■t
❞❡s❝r✐❜❡s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ s♣❤❡r✐❝❛❧ t♦ ❛①✐❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❞❡❢♦r♠❡❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ s❤❛♣❡s ❛♥❞
✐t ✐s r❡❛❧✐③❡❞✱ ❡✳❣✳✱ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ◆❞✲✐s♦t♦♣❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✉s 142◆❞ ❛♥❞
t❤❡ ❛①✐❛❧❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ ♥✉❝❧❡✉s 152◆❞✳ ❆t 150◆❞✱ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❛♥❞
t❤✐s ♥✉❝❧❡✉s ❤❛s ❛ ✈❡r② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s♣❡❝tr✉♠ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✻✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ t❤❡ X(5) ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♦♥❧② t✇♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

■♥ ◆✐❦➨✐➣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✱ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ st❛t❡s ✐♥ 152◆❞ ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❢✉❧❧②
♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s✉❜s❡q✉❡♥t ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞
♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ✇❛s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② s❝❛❧❡❞ t♦
♠❛t❝❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ 2+ ❡♥❡r❣②✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❡✈❡♥ ✐♥
❛ ❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ❣r♦✉♣✲t❤❡♦r② s♣❡❝tr✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❛t t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s 150◆❞ ✐s ♥♦t ❡①❛❝t❧② ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ X(5) ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ r❛t❡s ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✇✐t❤♦✉t ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡s
❛♥❞ s❤♦✇ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈♦✈❛r✐❛♥t ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r② ✇❛s ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥❞❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✶✼✳ ◆✉❝❧❡❛r ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ 0νββ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ 150◆❞ ✐♥t♦
150❙♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♦❝t✉♣♦❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s

✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✲❊❉❋ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❧✐tt❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❋✐❣✉r❡ r❡♣r✐♥t❡❞

✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❨❛♦ ❛♥❞ ❊♥❣❡❧ ✭✷✵✶✻✮✳ ❈♦♣②r✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❤②s✐❝❛❧

❙♦❝✐❡t②✳

t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✭✐✮ tr✐❛①✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡s ✭❨❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ ✷✵✶✵✱ ✷✵✶✶✮✱ ✭✐✐✮ r❡✢❡❝t✐♦♥
❛s②♠♠❡tr✐❝ st❛t❡s ✐♥ ❨❛♦✱ ❩❤♦✉ ❛♥❞ ▲✐ ✭✷✵✶✺✮❀ ❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮❀ ❨❛♦ ❛♥❞ ❍❛❣✐♥♦
✭✷✵✶✻✮✱ ✭✐✐✐✮ ❛❞♠✐①t✉r❡s ♦❢ ♣r♦❥❡❝t❡❞ t✇♦✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✭❩❤❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮
✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❜❛♥❞✲❝r♦ss✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ r♦t❛t✐♥❣ ♥✉❝❧❡✐✱ ❛♥❞ ✭✐✈✮ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tr✐①
❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r 0νββ ❞❡❝❛② ✭❙♦♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❀ ❨❛♦✱ ❙♦♥❣✱ ❍❛❣✐♥♦✱ ❘✐♥❣ ❛♥❞ ▼❡♥❣✱
✷✵✶✺✮✳ ■♥ ❨❛♦ ❛♥❞ ❊♥❣❡❧ ✭✷✵✶✻✮✱ t❤❡ 0νββ ❞❡❝❛② ♦❢ 150◆❞ t♦ 150❙♠ ✇❛s st✉❞✐❡❞
❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦❝t✉♣♦❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❧♦✇❡st✲❧②✐♥❣
0+ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✶✼✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tr✐①
❡❧❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ 0+1 → 0+1 0νββ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦❝t✉♣♦❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ ♦t❤❡r s✐♠✐❧❛r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭❘♦❞rí❣✉❡③
❛♥❞ ▼❛rtí♥❡③✲P✐♥❡❞♦✱ ✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♦❝t✉♣♦❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞
st❛t❡s ♦❢ ❜♦t❤ ♠♦t❤❡r ❛♥❞ ❞❛✉❣❤t❡r ♥✉❝❧❡✐ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ M0ν ❜② ✼✪✱ ✇❤✐❝❤✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡❞✉❝❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣
❛ s✐♠✐❧❛r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♦r ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ r❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❜♦s♦♥ ♠♦❞❡❧✳

✻✳✸✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r ♥✉❝❧❡❛r ❊❉❋

❆s ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✱ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲♠✐①✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤✐♥ ♥✉❝❧❡❛r✲❊❉❋ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ q✉✐t❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❧❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ♠❛❦❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤❡❛✈② ♥✉❝❧❡✐ q✉✐t❡ ❞✐✣❝✉❧t✳ ▼❛♥② ♦❢
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❧✐❣❤t ♥✉❝❧❡✐✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❤❛s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
❛❧s♦ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦r ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❧✉st❡r
♠❡t❤♦❞s✳ ▼❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ✇♦r❦ ❜❡tt❡r
✐♥ ❤❡❛✈② s②st❡♠s✱ ✇❤❡r❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❤❡❛✈② ♥✉❝❧❡✐✱
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❋✐❣✉r❡ ✶✽✳ ▲♦✇✲❧②✐♥❣ s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ ❇✭❊✷✮ ✈❛❧✉❡s ✭✐♥ ❡2 ❢♠4✮ ♦❢ 76❑r✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛

✭❛✮ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉❧❧ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦r✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡✲♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭❜✮ ❛♥❞

✇✐t❤ ✜✈❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❇♦❤r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ r❡s✉❧ts ✭❝✮✳ ❋✐❣✉r❡ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥

❢r♦♠ ❨❛♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❈♦♣②r✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ♥✉❝❧❡❛r ❊❉❋s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t✱
t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ⟨Φ(q)|Φ(q′)⟩ ❛♥❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ⟨Φ(q)|Ĥ{ρq,q′}|Φ(q′)⟩ ❦❡r♥❡❧s ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❍❋❇ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❝❢✳ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✼✮✱ ❛r❡ s❤❛r♣❧② ♣❡❛❦❡❞ ❛t q = q′✳

❋♦r ❤❡❛✈② s②st❡♠s✱ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❖✈❡r❧❛♣ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❘✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉❝❦✱ ✶✾✽✵✮
✐s ✇❡❧❧ ❥✉st✐✜❡❞✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✭❍❛✛ ❛♥❞ ❲✐❧❡ts✱ ✶✾✼✸❀ ●✐r❛✉❞ ❛♥❞ ●r❛♠♠❛t✐❝♦s✱ ✶✾✼✹✮
t❤❛t ✉♥❞❡r t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
✈❛r✐❛❜❧❡s q✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② V (q) = ⟨Φ(q)|Ĥ{ρq,q}|Φ(q)⟩✱ ❛ ❦✐♥❡t✐❝
t❡r♠ ✇✐t❤ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥❡rt✐❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ③❡r♦✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❬❢♦r
❞❡t❛✐❧s s❡❡ ▲✐❜❡rt ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮❪✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠
♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❡♥❞s ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ r✐❣✐❞✲r♦t♦r ❇♦❤r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭❯♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✻✮✱ ✇❤❡r❡
❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡✲♠❡t❤♦❞
❛♥s❛t③ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s q✉❛❞r✉♣♦❧❡✲❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs β ❛♥❞ γ✱ ♦♥❡ ✜♥❞s ✐♥ t❤✐s
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❡ ✜✈❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r♦t❛t✐♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❇♦❤r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭Pró❝❤♥✐❛❦
❛♥❞ ❘♦❤♦③✐➠s❦✐✱ ✷✵✵✾✮✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❍❋ t❤❡♦r② ✭❇❛r❛♥❣❡r ❛♥❞ ❱é♥ér♦♥✐✱ ✶✾✼✽✮✳

❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛❜♦✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♦♥❡ ♦♥❧② ❤❛s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs q ❛♥❞
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❡✳❣✳✱ ⟨Φ(q)|Ĥ{ρq,q}|Φ(q)⟩ ♦r
⟨Φ(q)|Ĥ{ρq,q}Ĵ2|Φ(q)⟩✳ ❖♥❡ ❛✈♦✐❞s t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✽✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜②
❨❛♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✱ ✇❤❡r❡ ❢✉❧❧ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r
♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦r✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡✲♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜✈❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❇♦❤r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭s❡❡
❛❧s♦ ❛♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❉❡❧❛r♦❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✮✳ ❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ♥✉❝❧❡✉s 74❑r ✐s ❡①❝❡❧❧❡♥t✳
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❍❛✈✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞✱ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡✲♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s s♣❡❝tr✉♠
r❡q✉✐r❡❞ ✷✵✵ ❈P❯ ❤♦✉rs ✇✐t❤ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t ♥♦✇❛❞❛②s ♦♥❡
❝❛♥ ✜♥❞ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
❘♦❞rí❣✉❡③ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❧s♦ ❤❛s ✐ts ❞♦✇♥s✐❞❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
③❡r♦✲♣♦✐♥t✲❡♥❡r❣② ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳

✼✳ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♦t❤❡r ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ s②st❡♠s ❜❡②♦♥❞ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐

❚❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ❞❡❝❛❞❡s ✇✐t♥❡ss❡❞ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❞ ♥❛♥♦s❝♦♣✐❝ ♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠s ✇✐t❤
✉♥♣❛r❛❧❧❡❧❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❞✐✈❡rs✐t② ♦✈❡r t❤❡ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s✱
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐♥t❡r♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✱ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t②✱ st❛t✐st✐❝s
✭❢❡r♠✐♦♥s ✈❡rs✉s ❜♦s♦♥s✮✱ ❛♥❞ s♣✐♥ ✭❊❧❧❡♥❜❡r❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❍❛♥s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❙❡r✇❛♥❡
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❩ür♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ▼✉r♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❀ ❚❛✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀ ❲✐♥❡❧❛♥❞
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✼❀ ▲✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀ ◆♦❣✉❝❤✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✳ ❙✉❝❤ ♠❛♥♠❛❞❡ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡
✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡② ♦✛❡r ✉♥♣r❡❝❡❞❡♥t❡❞ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ♥♦✈❡❧ ❛♥❞ ❡①♦t✐❝ ♠❛♥②✲❜♦❞② st❛t❡s ❛♥❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s ❢♦r t❡st✐♥❣ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♣❤②s✐❝s t❤❛t ❛r❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ r❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥❞❡♥s❡❞✲♠❛tt❡r s②st❡♠s✳ ❚❤❡s❡ ♥❛♥♦s②st❡♠s ✐♥❝❧✉❞❡ t✇♦✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ✭❍❛♥s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✵✼✮ ❛♥❞
❣r❛♣❤❡♥❡ ✭❘♦♠❛♥♦✈s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts ❝♦♥✜♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ✉❧tr❛❝♦❧❞
tr❛♣s ❝♦♥✜♥✐♥❣ ♥❡✉tr❛❧ ❛t♦♠s ✭❙❡r✇❛♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❩ür♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ▼✉r♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✺❀ ❘❛♠❛♥❛t❤❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ♦r ✐♦♥s ✭❲✐♥❡❧❛♥❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✼❀ ▲✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀ ◆♦❣✉❝❤✐
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ tr❛♣ s❤❛♣❡s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ r✐❝❤ ♣❤②s✐❝s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡s❡
s②st❡♠s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠❡♥t✐♦♥ ❲✐❣♥❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥❞ ❲✐❣♥❡r ❝r②st❛❧s t♦ t❤❡
q✉❛♥t✉♠ r❡❣✐♠❡✮✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✉♠ ❍❛❧❧ ❡✛❡❝t ❢♦r ❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞s✱ ❆❤❛r♦♥♦✈✲❇♦❤♠ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❝r②st❛❧s ✐♥ r✐♥❣✲s❤❛♣❡❞
❞❡✈✐❝❡s✱ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t†✱ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❝❛t✲st❛t❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ str✐♥❣s
♦❢ ✉❧tr❛❝♦❧❞ ✐♦♥s ✐♥ ❧✐♥❡❛r tr❛♣s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧✉❝✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥
❛ss❡♠❜❧✐❡s ♦❢ str♦♥❣❧② r❡♣❡❧❧✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ✭❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮ ♦r str♦♥❣❧②
✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♥❡✉tr❛❧ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♦r r❡♣✉❧s✐✈❡ ❝♦♥t❛❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❆r❡❛s ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥‡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✐♠♣r♦✈❡❞
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s✱ ❛t♦♠✐❝ ❝❧♦❝❦s✱ ♠❡tr♦❧♦❣②✱ ❡t❝✳

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛tt❛✐♥♠❡♥ts ♦❢ s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ s②st❡♠s ❜❡②♦♥❞ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐✳ ❋♦r ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❡①♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♥♦t❡ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r r❡✈✐❡✇ ✐♥ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥ ✭✷✵✵✼✮✳

† ❆ ♣✉r❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❡♥t❛♥❣❧❡❞ ✐❢ ✐t ✐s ✉♥❢❛❝t♦r✐③❛❜❧❡✳ ❆ ♠✐①❡❞

st❛t❡ ✐s ❡♥t❛♥❣❧❡❞ ✐❢ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❢❛❝t♦r✐③❛❜❧❡ ♣✉r❡ st❛t❡s ✭❲♦♦tt❡rs✱ ✶✾✾✽✮❀ s❡❡

❢✉rt❤❡r ❊❝❦❡rt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮❀ ❆s♣❡❝t ✭✷✵✵✹✮✳
‡ ❋♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❝✐❡♥❝❡✱

s❡❡ ❛❧s♦ ❈❧♦ët ✭✷✵✶✾✮
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✽✶

To
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Restricted Hartree-Fock (RHF)

All spin and space symmetries are preserved

Single Slater determinant (mean field)

 Single-particle densities: circularly symmetric

Unrestricted Hartree-Fock (UHF)

Single Slater determinant (mean field)

Total-spin and space symmetries (rotational or

parity) are broken
   Repulsive: Different orbitals for different spins

Each orbital is doubly/multiply occupied 

Solutions with lower point-group symmetry
Lower symmetry explicit in single-particle densities

Restoration of symmetry via projection techniques

Superposition of UHF Slater det.'s (beyond mean field)
sp-densities: circularly symmetric

Good total spin and angular momenta

Lower symmetry is HIDDEN (or EMERGENT)

A HIERARCHY OF APPROXIMATIONS

   Attractive: Each orbital doubly/multiply occupied

Configuration interaction (EXACT)

Converged superposition of  arbitrary-basis Slater det.'s 
sp-densities: circularly symmetric

Good total spin and angular momenta

Lower symmetry is HIDDEN (or EMERGENT)

Correlations

❋✐❣✉r❡ ✶✾✳ ❙②♥♦♣s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣

t❤❛t s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧ ✭s✐♥❣❧❡ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✮ ♠✉st ❜❡

❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣♦st✲❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ st❡♣ ♦❢ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞✐♥❣

❛ ❧✐♥❡❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❯❍❋ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts✳ ❚❤❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❛rr♦✇ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t

❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ s②st❡♠ ✐s ❧♦✇❡r❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ s✉❝❝❡ss✐✈❡

st❡♣✱ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②❀ s❡❡

✜❣✉r❡ ✷✶ ❜❡❧♦✇ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❛t t❤❡

st❡♣s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❘❡str✐❝t❡❞ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❘❡♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✇✐t❤

♣❡r♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ P❤②s✐❝s✱ ❢r♦♠ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥ ✭✷✵✵✼✮❀ ♣❡r♠✐ss✐♦♥

❝♦♥✈❡②❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❈♦♣②r✐❣❤t ❈❧❡❛r❛♥❝❡ ❈❡♥t❡r✱ ■♥❝✳

✼✳✶✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳

❙②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝ s②st❡♠s ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r st❡♣ ✐♥
❛ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❧♦✇❡r t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❛t ❡❛❝❤ st❡♣❀
s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✾ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤✐s ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❖♥❡ st❛rts ✇✐t❤
t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❍❛rtr❡❡ ❋♦❝❦ ✭❘❍❋✮ ✇❤♦s❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬❛ s✐♥❣❧❡ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t
❢♦r ❢❡r♠✐♦♥s ♦r ♣❡r♠❛♥❡♥t ❢♦r ❜♦s♦♥s ✭❘♦♠❛♥♦✈s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ✷✵✵✻✮✮❪ ♣r❡s❡r✈❡s ❛❧❧
t❤❡ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐♠♣♦s❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧
s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛♥②✲❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❍❋ ♦r❜✐t❛❧✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❧❡✈❡❧ ✐s
❛♥ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ❍❛rtr❡❡ ❋♦❝❦ ✭❯❍❋✮ ✇❤♦s❡ s✐♥❣❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❜r❡❛❦✐♥❣
♦❢ s♦♠❡ ✭♦r ❛❧❧✮ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲
❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❯❍❋ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ❧♦✇❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❘❍❋
♦♥❡✱ ❜✉t t❤❡ ❯❍❋ s♣❛❝❡ ♦r❜✐t❛❧s ❞♦ ♥♦t r❡✢❡❝t t❤❡ s♣❛❝❡ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞②
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t ✐s ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✧▲ö✇❞✐♥✬s s②♠♠❡tr② ❞✐❧❡♠♠❛✧
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✭▲②❦♦s ❛♥❞ Pr❛tt✱ ✶✾✻✸✮✳
■♥ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t st❡♣✱ t❤❡ ❜r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ❯❍❋ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s r❡st♦r❡❞ ❛♥❞

t❤❡ s②♠♠❡tr② ❞✐❧❡♠♠❛ ✐s r❡s♦❧✈❡❞✳ ❚❤✐s ❧❡✈❡❧ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♠✉❧t✐✲❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❛❧ ✭♦r
♠✉❧t✐✲♣❡r♠❛♥❡♥t✮ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✲♦♣❡r❛t♦r t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦♥ t❤❡
❯❍❋ s✐♥❣❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✳ ❚❤✐s ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ✐t❡♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✾✱
❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ s✉❜st❡♣s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ st❡♣ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ st❡♣ ♦❢
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✲❛❢t❡r✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ st❡♣ ♣r♦❞✉❝❡s
❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠✉❧t✐✲❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❛❧
str✉❝t✉r❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✲❜❡❢♦r❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡
t✇♦ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛♥ts ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s str♦♥❣❡r✳ ■♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✲❛❢t❡r✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ st❡♣ ✐s ♦✛❡r❡❞ ❜②
❘♦♠❛♥♦✈s❦② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✱ ✷✵✵✻✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞✲♣❛rt✐❝❧❡ ♦r❜✐t❛❧s ❬❞✐s♣❧❛❝❡❞ ●❛✉ss✐❛♥s
♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✻✮ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs❪ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❯❍❋
❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❢♦r ❢❡r♠✐♦♥s ✭♦r ♣❡r♠❛♥❡♥t ❢♦r ❜♦s♦♥s✮✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ tr❡❛t♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐♥
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❡①❛❝t ♠❛♥②✲❜♦❞② ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❘❍❋ ❛♥❞
❯❍❋ ❛r❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s❀ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❜❡②♦♥❞✲♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❲❡ ♥♦t❡ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ✐♠♣❧② ❛ s✐♠✐❧❛r ❤✐❡r❛r❝❤② ❛s t❤❡ ♦♥❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✾✳

✼✳✷✳ ◗✉❛♥t✉♠ ❞♦ts

❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ♥❛♥♦❧✐t❤♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡♥❛❜❧❡❞ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
s♠❛❧❧ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡✈✐❝❡s ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥❛♥♦s❝❛❧❡ r❛♥❣❡❀ t❤❡② ❛r❡ ❦♥♦✇♥
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts ❛♥❞ t❤❡② ♣❧❛② ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ✜❡❧❞ ♦❢
♥❛♥♦t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ q✉❛♥t✉♠
❞♦ts ✭❑♦✉✇❡♥❤♦✈❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✮✳ ◗✉❛♥t✉♠ ❞♦ts ❛r❡ ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✧❛rt✐✜❝✐❛❧
❛t♦♠s✧ ✭❑❛st♥❡r✱ ✶✾✾✸❀ ❑♦✉✇❡♥❤♦✈❡♥ ❛♥❞ ▼❛r❝✉s✱ ✶✾✾✽✮ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡
s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡✐r ✜♥✐t❡ s✐③❡✳ ❙✉❝❤ ❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ✐♥✈♦❦❡s ❛
✷❉ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ✸❉ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s❤❡❧❧s ✭✇❤❡t❤❡r ❝❧♦s❡❞ ♦r ♦♣❡♥✮ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❡♥❞❡❧❡❡✈ ♣❡r✐♦❞✐❝ t❛❜❧❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❑♦✉✇❡♥❤♦✈❡♥ ❛♥❞
▼❛r❝✉s✱ ✶✾✾✽✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇❛s r❛t❤❡r ❡❛r❧② r❡❛❧✐③❡❞ ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✶✾✾✾✱ ✷✵✵✵❝✱ ✷✵✵✶✱
✷✵✵✷❜✱❛✮✱ t❤r♦✉❣❤ ❯❍❋ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♥ ✷❉ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s②♠♠❡tr②
❜r❡❛❦✐♥❣ ✐s ❤✐❣❤❧② ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❬s❡❡ ❛❧s♦ ▼ü❧❧❡r ❛♥❞ ❑♦♦♥✐♥ ✭✶✾✾✻✮❪✳ ❚❤✐s ✐s ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❛t♦♠s✱ ✇❤❡r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣ ❈♦✉❧♦♠❜ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧
♥✉❝❧❡✉s✱ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧✲s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ✭❋❡rt✐❣ ❛♥❞ ❑♦❤♥✱ ✷✵✵✵✮✳
❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ✷❉ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts ♦✈❡r❧❛♣s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞
▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✵✼✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛♥②✲❜♦❞② ♣r♦❜❧❡♠✱ tr❛♥s♣♦s❡❞ ❤♦✇❡✈❡r ✐♥ t❤❡ ♠✐❧❧✐✲
❡❱ ✭♠❡❱✮ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡❣❛✲❡❱ ✭▼❡❱✮ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐✳
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✼✳✷✳✶✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❇❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❛ ❜r✐❡❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s♣✐♥✲♦r❜✐t
❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✳ ❆s ✉s✉❛❧ ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣❤②s✐❝s✱ t❤❡ L✲S ❝♦✉♣❧✐♥❣
s❝❤❡♠❡✱ ✇❤❡r❡ L st❛♥❞s ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ S ❢♦r s♣✐♥✱ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞
❢♦r ❝♦♥❞❡♥s❡❞✲♠❛tt❡r ♥❛♥♦s②st❡♠s ❛♥❞ tr❛♣♣❡❞ ✉❧tr❛❝♦❧❞ ❛t♦♠s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡
r❡st♦r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ s♣✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✭♦r❜✐t❛❧ ❛♥❞ s♣✐♥✮ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r
♠♦♠❡♥t✉♠ J = L+S ✭J✲J ❝♦✉♣❧✐♥❣✮ ✐s ♣❡rt✐♥❡♥t ✐♥ ♥✉❝❧❡✐ ❞✉❡ t♦ t❤❡ str♦♥❣ s♣✐♥✲♦r❜✐t
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ s♣✐♥✲♦r❜✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ ❛t♦♠✐❝✱ ♠♦❧❡❝✉❧❛r✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
s②st❡♠s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ✐s ♦❢t❡♥ ✇❡❛❦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ ♥✉❝❧❡✐✳

❚❤❡ s♣✐♥✲♦r❜✐t ✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❡❞✲♠❛tt❡r s②st❡♠s ✭❧✐❦❡ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts✮ ✐s tr❡❛t❡❞ ✐♥ t✇♦
✈❛r✐❡t✐❡s✿ ✭✐✮ t❤❡ ❘❛s❤❜❛ t②♣❡ ✭❇②❝❤❦♦✈ ❛♥❞ ❘❛s❤❜❛✱ ✶✾✽✹✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ❉r❡ss❡❧❤❛✉s t②♣❡
✭❉r❡ss❡❧❤❛✉s✱ ✶✾✺✺✮✳ ❚❤❡ ❘❛s❤❜❛ ♦r ❉r❡ss❡❧❤❛✉s ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ st❡♣s ♦❢ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ❜r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr✐❡s✳ ❋♦r ❛♥
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ❘❛s❤❜❛ ❛♥❞ ❉r❡ss❡❧❤❛✉s s♣✐♥✲♦r❜✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✷❉✮ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts✱ s❡❡ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥
❙③❛❢r❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳

❚❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ N ❢❡r♠✐♦♥s ♦r ❜♦s♦♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✈✐❛ ❛
t✇♦✲❜♦❞② ♣♦t❡♥t✐❛❧ U(ri − rj) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Ĥ =
N∑

i=1

Ĥs♣(ri,pi) +
N∑

i=1

N∑

j>i

U(ri − rj), ✭✶✼✵✮

✇❤❡r❡ Ĥs♣(ri,pi) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
ri ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ pi ♦❢ t❤❡ it❤ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❋♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ✉❧tr❛❝♦❧❞ ✐♦♥s✱ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜
r❡♣✉❧s✐♦♥ ✐s ♣❡rt✐♥❡♥t ❛s t❤❡ t✇♦✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✵✮✱ ♥❛♠❡❧②

U(ri − rj) =
e2

κ|ri − rj|
, ✭✶✼✶✮

✇❤❡r❡ e ✐s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❤❛r❣❡ ✭✇❡ ❛ss✉♠❡ s✐♥❣❧❡✲✐♦♥✐③❡❞ ✐♦♥s✮ ❛♥❞ κ ✐s t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts❀ ❢♦r tr❛♣♣❡❞
✉❧tr❛❝♦❧❞ ✐♦♥s✱ κ = 1✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ tr❛♣♣❡❞ ✉❧tr❛❝♦❧❞
✐♦♥s ❛r❡✿ ❇❡+✱ ❈❛+✱ ❛♥❞ ❨❜+✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤✉s✱ ❢♦r r =

(x, y, z)✱ ✐t ✐s ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ z = 0 ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ ❛
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞ B = (0, 0, B) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Ĥs♣(r,p) =
(p− ηA(r))2

2m
+ V (x, y), ✭✶✼✷✮

✇❤❡r❡ m ❛♥❞ p ❞❡♥♦t❡ ♠❛ss ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧✲
❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❝t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ z = 0 ♣❧❛♥❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② V (x, y)✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
s②♠♠❡tr✐❝ ❣❛✉❣❡✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ A(r) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

A(r) =
1

2
B × r =

1

2
(−By,Bx, 0). ✭✶✼✸✮
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✽✹

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ B ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ η = e/c✳
❋♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ❝♦♥✜♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❞♦t✱ t❤❡ ♠❛ss m s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛ss m∗✳

❯♥❧✐❦❡ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s✱ ✐♥ ✜♥✐t❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s ❧✐❦❡ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts✱ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ s♣❛t✐❛❧ s✐③❡✳ ❚❤✐s
❛❧❧♦✇s t❤❡ ❢✉❧❧ r❛♥❣❡ ♦❢ ♦r❜✐t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡✛❡❝ts t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ❢♦r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s t❤❛t
❛r❡ r❡❛❞✐❧② ❛tt❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ✭❧❡ss t❤❛♥ ✹✵ ❚✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢♦r ♥❛t✉r❛❧ ❛t♦♠s ❛♥❞
♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ♦❢ ❡①tr❡♠❡❧② ❧❛r❣❡ str❡♥❣t❤ ✭✐✳❡✳✱ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 105 ❚✮ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞
t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♥♦✈❡❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦r❜✐t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐s♠ ✭❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡
r❡❣✐♠❡✮✳ ❙✉❝❤ str♦♥❣ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ♦❝❝✉r ♦♥❧② ✐♥ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts
✭❡✳❣✳✱ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥ st❛rs✮ ✭❘✉❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹✮✳ ❆ ♠❛✐♥ ♦r❜✐t❛❧ ❡✛❡❝t ✐s t❤❡
♣r♦❣r❡ss✐✈❡ s♣❛t✐❛❧ s❤r✐♥❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ♦r❜✐t❛❧s ❛s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡s❀
t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ✇✐❞t❤ λ ❬❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✼✮❪ ♦❢ t❤❡
❞✐s♣❧❛❝❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✻✮✳ ❆♥♦t❤❡r ♦r❜✐t❛❧ ❡✛❡❝t ✐s t❤❡
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ P❡✐❡r❧s ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦r ❬s❡❡ ❛❣❛✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✻✮❪✳ ❚❤❡s❡ ♦r❜✐t❛❧ ❡✛❡❝ts ❛r❡
♣r❡r❡q✉✐s✐t❡s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❝❡❧❡❜r❛t❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝✲✜❡❧❞✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱
❧✐❦❡ t❤❡ ❆❤❛r♦♥♦✈✲❇♦❤♠ ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✐③❡❞ ▲❛♥❞❛✉ ❧❡✈❡❧s s✉♣♣♦rt✐♥❣
✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✉♠ ❍❛❧❧ ❡✛❡❝ts✳

❚♦ ♠♦❞❡❧ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♦r ❡❧❧✐♣t✐❝ q✉❛♥t✉♠ ❞♦t✱ ♦r ✉❧tr❛❝♦❧❞ ❝♦♥✜♥✐♥❣ tr❛♣✱
♦r ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✲❧✐❦❡ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧✱ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧✲❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧ V (x, y) ❝❛♥ ❛ss✉♠❡
✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✐♥ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝✲♦s❝✐❧❧❛t♦r
♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ♦♥❡ ❤❛s

V (x, y) =
1

2
m(ω2

xx
2 + ω2

yy
2), ✭✶✼✹✮

✇❤❡r❡ ωx ✭ωy✮ ✐s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤❡ x ✭y✮ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ωx = ωy = ω0✱
t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ✭♣❛r❛❜♦❧✐❝✮ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ V (x, y) ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳
❖❢t❡♥ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✷❉ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ t✇♦✲❝❡♥t❡r ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✇✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤
♥❡❝❦✐♥❣ ✐s ✉s❡❞✳ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲♣♦t❡♥t✐❛❧✲✇❡❧❧ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥ ✭✷✵✵✷❜✮❀ ▲✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳

✼✳✷✳✷✳ ▼❡❛♥✲✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s✿ ❯❍❋ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ P♦♣❧❡✲◆❡s❜❡t

❡q✉❛t✐♦♥s ♦r ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ✇✐t❤ ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ●❛✉ss✐❛♥s✳ ❚❤❡ ❯❍❋ ♠❛♥②✲❜♦❞② ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r N ❢❡r♠✐♦♥s ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✱

ΦUHF(1, . . . , N) =
1√
N !

det[χk(xj)], ✭✶✼✺✮

✇❤❡r❡ χk(x) st❛♥❞s ❢♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ k = 1, . . . , N s♣✐♥ ♦r❜✐t❛❧s✱ ✇✐t❤ t❤❡ s②♠❜♦❧ xj
❞❡♥♦t✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ s♣✐♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ jt❤ ♣❛rt✐❝❧❡✳

❲❡ str❡ss ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ s♣✐♥ ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❝♦♥s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♣✐♥ ♦♥ t❤❡ z ❛①✐s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ s♣❛t✐❛❧ ♦r❜✐t❛❧s✱
φαn(r) ❛♥❞ φ

β
n̄(r)✱ ❛♥❞ s♣✐♥♦rs✱ α ✭✉♣✮ ❛♥❞ β ✭❞♦✇♥✮✱ ❛s χk=n(x) = φαn(r)α, n = 1, . . . , Nα

❢♦r s♣✐♥✲✉♣ ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ χk=n̄+Nα(x) = φβn̄(r)β, n̄ = 1, . . . , Nβ ❢♦r s♣✐♥✲❞♦✇♥ ❢❡r♠✐♦♥s✳
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✽✺

❚❤✉s t❤❡ ❯❍❋ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ✭✶✼✺✮ ❛r❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Ŝz ♦❢ t❤❡
t♦t❛❧ s♣✐♥ ♦♥ t❤❡ z ❛①✐s ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ Sz = (Nα−Nβ)/2✱ ✇❤❡r❡ Nα ✭Nβ✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣✐♥ ✉♣ ✭❞♦✇♥✮ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧② s♣✐♥✲♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝❛s❡
♦❢ ♦♥❧② s♣✐♥✲✉♣ ✭Nα = N✮ ♦r ♦♥❧② s♣✐♥✲❞♦✇♥ ✭Nβ = N✮ ♦r❜✐t❛❧s ❜❡✐♥❣ ♦❝❝✉♣✐❡❞✱ t❤❡s❡
❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ❛r❡ ♥♦t ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ s♣✐♥✱ Ŝ2✳

❚♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ s♣✐♥ ♦r❜✐t❛❧s ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❯❍❋ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✭✶✼✺✮✱ ♦♥❡
✉s✉❛❧❧② s♦❧✈❡s t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t P♦♣❧❡✲◆❡s❜❡t ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r
✸✳✽ ♦❢ ❙③❛❜♦ ❛♥❞ ❖st❧✉♥❞ ✭✶✾✽✾✮❀ s❡❡ ❛❧s♦ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥ ✭✷✵✵✼✮✳ ❚♦ ❞❡r✐✈❡
t❤❡♠✱ ♦♥❡ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ⟨ΦUHF(1, . . . , N)|Ĥ|ΦUHF(1, . . . , N)⟩ ❜② ✈❛r②✐♥❣
t❤❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ♦r❜✐t❛❧s {φαn(r)} ❛♥❞ {φβn̄(r)} ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t ❜♦t❤ s❡ts
❝♦♥s✐st ♦❢ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦
❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ t❤❡ P♦♣❧❡✲◆❡s❜❡t ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ✏❞✐✛❡r❡♥t
♦r❜✐t❛❧s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣✐♥s✳✑ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❯❍❋ s♣❛t✐❛❧ ♦r❜✐t❛❧ ✭t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡
P♦♣❧❡✲◆❡s❜❡t ❡q✉❛t✐♦♥s✮ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❜r❡❛❦ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ❢♦r Nα = Nβ = N/2 ❛♥❞ ❢♦r r♦t❛t✐♦♥❛❧✲s②♠♠❡tr②✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ♦r❜✐t❛❧s t❤❛t
❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ φαn(r) = φβn̄(r) ≡ φk(r)✱ t❤❡ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✺✮
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❘❍❋ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ s❡❡ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞✐s♣❧❛②❡❞
✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✾ ❛♥❞ ❈❤❛♣t❡r ✸✳✹ ✐♥ ❙③❛❜♦ ❛♥❞ ❖st❧✉♥❞ ✭✶✾✽✾✮✳

❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr② ❯❍❋ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✵
❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ N = 9 ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ q✉❛♥t✉♠ ❞♦t ❛t B = 0✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ r❡♣✉❧s✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❬❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱
✷✵✵✼✮❪✱ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② t♦ ❛ ♣♦✐♥t✲❣r♦✉♣ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❤✉♠♣s ✐♥ t❤❡ ❯❍❋
❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✵ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ❛✈♦✐❞ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❞✉❡
t♦ t❤❡✐r str♦♥❣ ♠✉t✉❛❧ r❡♣✉❧s✐♦♥✳ ❋♦r ❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t
✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❤r✐♥❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦r❜✐t❛❧s✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳

❚✇♦ ❯❍❋ ✐s♦♠❡rs ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✐♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷
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❋✐❣✉r❡ ✷✵✳ ❯❍❋ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ❢♦r t✇♦ ✐s♦♠❡rs ✐♥ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ q✉❛♥t✉♠ ❞♦t

✇✐t❤ N = 9 ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ Sz = 9/2✱ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r s②♠♠❡tr②

❛t RW = 6.365♥♠ ❬s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✽✮❪ ❛♥❞ B = 0✳ ✭❛✮ ❚❤❡ ✭✷✱✼✮ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡

✐s♦♠❡r ✇✐t❤ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✺✼✵✳✵✵✾✸♠❡❱✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ✭✶✱✽✮ ✜rst✲❡①❝✐t❡❞ ✐s♦♠❡r ✇✐t❤ t♦t❛❧

❡♥❡r❣② ✺✼✵✳✷✸✼✶♠❡❱✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s✿ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t

ℏω0 = 5♠❡❱✱ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t κ = 3✱ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛ss ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ m∗ = 0.067me✳

❉✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ✐♥ ♥❛♥♦♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ ♥♠−2✳
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❞❡♥♦t❡❞ ❛s ✭✷✱✼✮ ❛♥❞ ✭✶✱✽✮✱ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✵✳ ❙✉❝❤ ♥❡st❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧✲r✐♥❣ ✐s♦♠❡rs
❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛s (n1, n2, . . . , nr)✱ ✇✐t❤ nr ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s
✐♥ t❤❡ rt❤ r✐♥❣✳ ❚❤❡② ♠❛② ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t♦ t❤❡ ♣r♦❧❛t❡ ❛♥❞
♦❜❧❛t❡ ♥✉❝❧❡❛r s❤❛♣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t
P♦♣❧❡✲◆❡s❜❡t ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✶✾✾✾✮✱ s✉❣❣❡sts ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t
❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧❧② tr❛♥s♣❛r❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr② ❯❍❋ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆❛♠❡❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t Φ❛♣♣

UHF(1, . . . , N) ♠❛❞❡ ♦✉t ♦❢ ♥♦♥✲
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s♣❛t✐❛❧ ♦r❜✐t❛❧s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛t
♣♦s✐t✐♦♥s Rj ✭▲✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✱ ✐✳❡✳✱

u(r,Rj) =
1√
πλ

exp
(
−(r −Rj)

2

2λ2
− iψ(r,Rj;B)

)
, ✭✶✼✻✮

✇❤❡r❡ λ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r str♦♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱
♦♥❡ ❝❛♥ ✜① ✐t ❛s

λ =
√

ℏ/mω̃ ❢♦r ω̃ =
√
ω2
0 + ω2

c/4, ✭✶✼✼✮

✇❤❡r❡ ωc = ηB/m ✐s t❤❡ ❝②❝❧♦tr♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❢❛♠✐❧✐❛r ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠s ✉♥❞❡r t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ tr❛♣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢r♦♠ ω0

t♦ ω̃ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞✐❛♠❛❣♥❡t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❞♦t ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♥❛t✉r❛❧ ❛t♦♠s✮✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✻✮ ✐s ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ✭P❡✐❡r❧s✱ ✶✾✸✸❀ ▲♦♥❞♦♥✱ ✶✾✸✼❀ ❉✐t❝❤✜❡❧❞✱
✶✾✼✹❀ P❛✉s❝❤ ❛♥❞ ❑❧♦♣♣❡r✱ ✷✵✷✵✮ ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ψ(r,Rj;B) = (xYj−yXj)/(2l

2
B)✱ ✇✐t❤

lB =
√
ℏ/ηB =

√
ℏ/(mωc) ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈❡❞ t♦

❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❜②♣❛ss❡s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✛♦rt ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡
s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t P♦♣❧❡✲◆❡s❜❡t ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❆t ③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ❛ ❝♦♥t❛❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❛ ❈♦✉❧♦♠❜
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥ ❢r♦♠ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r ❢♦r
str♦♥❣❡r r❡♣✉❧s✐♦♥✳ ❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤✐s ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥ ✭t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✮ ✐s t❤❡
r❛t✐♦ Rδ ✭❢♦r ❛ ❝♦♥t❛❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧✮ ❛♥❞ RW ✭❢♦r ❛ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ③❡r♦✲♣♦✐♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❛
✷❉ tr❛♣✱ ♦♥❡ ❤❛s

Rδ = gm/(2πℏ2) and RW = Z2e2/(ℏω0l0), ✭✶✼✽✮

✇✐t❤ l0 =
√
ℏ/(mω0) ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❤❛r♠♦♥✐❝✲♦s❝✐❧❧❛t♦r ❧❡♥❣t❤✳ ❬❚❤❡ s✉❜s❝r✐♣t

W st❛♥❞s ❢♦r ✏❲✐❣♥❡r✑ ✭❲✐❣♥❡r✱ ✶✾✸✹✮✳❪

✼✳✷✳✸✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ s♣✐♥ ❛♥❞ t♦t❛❧✲❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ r❡st♦r❛t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥s
❛r❡ ♥♦t ❢✉❧❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞✱ t❤❡ s②♠♠❡tr②✲❜r♦❦❡♥ P♦♣❧❡✲◆❡s❜❡t ❯❍❋ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s
❞♦ ❤❛✈❡ t❤❡ t♦t❛❧ s♣✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Sz ❛s ❣♦♦❞ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t♦t❛❧ s♣✐♥
Ŝ =

∑N
i=1 ŝi ✐s ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❯❍❋ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✇❤✐❝❤

❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ Sz = 0 ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ q✉❛♥t✉♠ ❞♦t ❢♦r
RW = 2.40 ✭❛♥❞ B = 0✮✳ ✜❣✉r❡ ✷✶✭❛✮ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❘❍❋ ❡❧❡❝tr♦♥
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0

14
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0

14

7

0

RHF   UHF SP SAP EXD(a) (b) (c) (d) (e)

      0
  1.3 1.68 2.15 2.94

(44.3%) (57.2%) (73.1%) (100%)

x

y
40

❋✐❣✉r❡ ✷✶✳ ❱❛r✐♦✉s s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st s✐♥❣❧❡t st❛t❡ ♦❢

❛ ✜❡❧❞✲❢r❡❡ ✭B = 0✮ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ❝✐r❝✉❧❛r q✉❛♥t✉♠ ❞♦t ✇✐t❤ RW = 2.40✳ ❚❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❛✐♥ ✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✭✐♥ ♠❡❱ ❛♥❞ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✇✐s❡✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛t t❤❡

❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ✭❛✮✿ ❊❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❘❍❋ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r

s②♠♠❡tr② ✭❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ s②♠♠❡tr② r❡str✐❝t✐♦♥ ✉♣♦♥ t❤❡ ❍❋ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ Ecorr = 2.94 ♠❡❱✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②

♦❢ t❤❡ ❘❍❋ st❛t❡ ✭✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ✷✷✳✼✹ ♠❡❱✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t ✭❊❳❉✮ s♦❧✉t✐♦♥ ❬✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r

❡♥❡r❣② ♦❢ ✶✾✳✽✵ ♠❡❱✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✭❡✮❪✳ ✭❜✮✿ ❊❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr②✲

❜r♦❦❡♥ ✏s✐♥❣❧❡t✑ ❯❍❋ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ♥♦♥✲❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❯❍❋

s♦❧✉t✐♦♥ s❤♦✇s ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ ✹✹✳✸✪ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ✭❝✮✿ ❊❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡

s♣✐♥✲♣r♦❥❡❝t❡❞ s✐♥❣❧❡t ✭❙P✮ s❤♦✇✐♥❣ ❜r♦❦❡♥ s♣❛t✐❛❧ s②♠♠❡tr②✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

❣❛✐♥ ✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ✭❞✮✿ t❤❡ s♣✐♥✲❛♥❞✲❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t❡❞ st❛t❡ ✭❙❆P✮

❡①❤✐❜✐t✐♥❣ r❡st♦r❡❞ ❝✐r❝✉❧❛r s②♠♠❡tr② ✇✐t❤ ❛ ✼✸✳✶✪ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡

❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s✿ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t κ = 8✱ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ℏω0 = 5 ♠❡❱✱

❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛ss m∗ = 0.067me✳ ❉✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ✐♥ ♥❛♥♦♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥

10−4 ♥♠−2✳ ❘❡♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ P❤②s✐❝s✱ ❢r♦♠ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞

▲❛♥❞♠❛♥ ✭✷✵✵✼✮❀ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥✈❡②❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❈♦♣②r✐❣❤t ❈❧❡❛r❛♥❝❡ ❈❡♥t❡r✱ ■♥❝✳

❞❡♥s✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ t❤❡ s②♠♠❡tr②✲❜r♦❦❡♥ ❯❍❋ ♦♥❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✶✭❜✮✳
❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❯❍❋ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✮ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐♥ r❡st♦r✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ s♣✐♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥ ❛ s = 0✱ s✐♥❣❧❡t st❛t❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✸✮❀ ✐t ✐s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❯❍❋ ❙❧❛t❡r
❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ s②♠♠❡tr② ✭♣❛r✐t②✮ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
r❡st♦r❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s♣✐♥ s②♠♠❡tr② ✭❋✉❦✉t♦♠❡✱ ✶✾✽✶✮✳

❋♦r t❤❡ ❡①❛❝t s✐♥❣❧❡t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
♣r♦❥❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❣♦♦❞ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞
❛③✐♠✉t❤❛❧❧②✲✉♥✐❢♦r♠ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦♣❡r❛t♦r✱

O ≡ P̂LP̂
s
spin . ✭✶✼✾✮

❚❤❡ s✐♥❣❧❡t s♣✐♥✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r P̂ s
spin ✭✶✾✮ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s✐♥❣❧❡t ✇❛✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✸✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ t♦t❛❧✲❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱

P̂L =
1

2π

∫ 2π

0

eiγ(L−L̂)dγ, ✭✶✽✵✮

❛❝ts ✉♣♦♥ t❤✐s t✇♦✲❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ r❡st♦r❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✷❉ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠
L✳§ ■♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✵✮✱ L̂ =

∑N
i=1 l̂i✱ i = 1, 2, . . . , N ✱ ℏL̂ ✐s t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦t❛❧

§ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✲♦♣❡r❛t♦r ❢♦r♠❛❧✐s♠ r❡❣❛r❞✐♥❣ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐s
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❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛♥❞ γ ✐s t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤✐s ❞♦✉❜❧❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❞❡s❝r✐❜❡s ❛❧❧ t❤❡ ❧♦✇❡st✲❡♥❡r❣② st❛t❡s ❬②r❛st ❜❛♥❞ ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✵✵❛✮❪
✇✐t❤ ❣♦♦❞ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ L = 0, 2, 4, . . .✳ ✭❚❤❡ ②r❛st✲❜❛♥❞ st❛t❡s ✇✐t❤ ♦❞❞
✈❛❧✉❡s✱ L = 1, 3, 5, . . .✱ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✈✐❛ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧②✲♣♦❧❛r✐③❡❞ ❯❍❋ st❛t❡✳✮

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ (L = 0) ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ❘❍❋✱ ❯❍❋✱ s♣✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭❙P✮✱ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s♣✐♥✲❛♥❞✲
❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭❙❆P✮ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✶✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞
▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✵✵❛✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥
✜❣✉r❡ ✷✶✭❡✮✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❧♦✇❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ✐s ❛❧s♦ ❞✐s♣❧❛②❡❞✳

✼✳✷✳✹✳ ▼♦r❡ ♦♥ s♣✐♥ r❡st♦r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ s♣✐♥ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐♥ s②st❡♠s ♦t❤❡r
t❤❛♥ ♥✉❝❧❡✐ ❤❛s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❤✐st♦r② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ ✷❉ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳
▲ö✇❞✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ s♣✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭▲ö✇❞✐♥✱ ✶✾✺✺❜✮

P̂spin(S) ≡
∏

s′ ̸=S

Ŝ2 − s′(s′ + 1)

S(S + 1)− s′(s′ + 1)
, ✭✶✽✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞❡① s′ r✉♥s ♦✈❡r t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
s′(s′ + 1) ♦❢ Ŝ2 ✭✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ℏ2✮✱ ✇✐t❤ Ŝ ❜❡✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ s♣✐♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❲❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣
Ŝ2 ♦♥ ❛ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✱ ♦♥❡ ✉s❡s✿

Ŝ2ΦUHF = ℏ
2

[
(Nα −Nβ)

2/4 +N/2 +
∑

i<j

ϖij

]
ΦUHF, ✭✶✽✷✮

✇❤❡r❡ ϖij ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡s t❤❡ s♣✐♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s i ❛♥❞ j ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t❀
Nα ❛♥❞ Nβ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣✐♥✲✉♣ ❛♥❞ s♣✐♥✲❞♦✇♥ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❧❡
N = Nα +Nβ✳

❋♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
▲ö✇❞✐♥✬s s♣✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❛s r❡❝❡♥t❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ P♦♥s ❱✐✈❡r ✭✷✵✶✽✮✳

❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r P̂spin(S) ✇❛s ✉s❡❞ ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✵✷❜❀ ❉❡ ●✐♦✈❛♥♥✐♥✐
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ✷❉
q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r N ≥ 3✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s♣✐♥ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r
❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ S ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ s♣✐♥✱ ❛♥❞ t❤✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛
❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ②r❛st ❜❛♥❞✮✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳
❚❤❡ s♣✐♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t✐❡s ❛r❡ t❛❜✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ✭▲✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀
P❛✉♥❝③✱ ✷✵✵✵❀ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀ ❙❛❧♠♦♥✱ ✶✾✼✹✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r N = 3 ❢❡r♠✐♦♥s✱
t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s♣✐♥ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ S = 1/2✳ ❋♦r ❛ s♣✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Sz = 1/2 ❛♥❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ S(S, Sz; i) ✭✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞❡① i ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝✐❡s✮✱ ❛

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❚❛❜❧❡s ✶ ❛♥❞ ✷✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r✲st②❧❡ ♥♦t❛t✐♦♥ Ĵz ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✷❉

❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ L̂✱ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❡❞✲♠❛tt❡r ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝✲♣❤②s✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❍❡r❡

✇❡ r❡♣❡❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✵✮ ❢♦r ❝❧❛r✐t② ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t

✧✶❉✧ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✶ ❛♥❞ ✷ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧✱ ❛♥❞ ♥♦t t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

s②st❡♠✳ ❋♦r ❛ ❢✉❧❧ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦ t❤❡ ✷❉ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝

s②st❡♠s✱ s❡❡ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥ ✭✷✵✵✼✮✳
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✽✾

♣❛✐r ♦❢ ❜❛s✐s s♣✐♥ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t s♣❛♥s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣✐♥ s♣❛❝❡
✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

√
6S(1

2
, 1
2
; 1) = 2| ↑↓↑ ⟩ − | ↑↑↓ ⟩ − | ↓↑↑ ⟩, ✭✶✽✸✮

√
2S(1

2
, 1
2
; 2) = | ↑↑↓ ⟩ − | ↓↑↑ ⟩. ✭✶✽✹✮

❋♦r N > 3 ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ s♣✐♥ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜②
s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ HH =

∑
i,j JijŜi · Ŝj ✭▲✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮✱ ✇❤♦s❡ ♣✉r❡❧②✲s♣✐♥ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s♣✐♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡s
|σ1σ2 . . . σN⟩✱ ✇❤❡r❡ σ st❛♥❞s ❡✐t❤❡r ❢♦r α ✭s♣✐♥✲✉♣✮ ♦r β ✭s♣✐♥✲❞♦✇♥✮✳ ❚❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ❡❛❝❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ s♣❛❝❡ ♦r❜✐t❛❧✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡
❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ s♣✐♥ ♦r❜✐t❛❧s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ s♣✐♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡✱ t❤✉s
❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ ✭❙❤✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❉❛✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮ t❤❡ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ❍❡✐t❧❡r✲▲♦♥❞♦♥✲t②♣❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✸✮✳

◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡ t♦t❛❧✲s♣✐♥ r❡st♦r❛t✐♦♥∥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞
▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✵✼❀ ❋✉❦✉t♦♠❡✱ ✶✾✽✶❀ ❍❛s❤✐♠♦t♦✱ ✶✾✽✷❀ ■❣❛✇❛✱ ✶✾✾✺✮ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✲
♦♣❡r❛t♦r ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t r❡st♦r❡ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✸❉✮ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛✱ s❡❡
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✺✳

✼✳✷✳✺✳ ▼♦❧❡❝✉❧❛r s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❯❍❋ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛❣✐❝ ❛♥❣✉❧❛r

♠♦♠❡♥t❛✳ ❚❤❡ ✷❉ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❣♦♦❞ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ L✱
❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥❞ ❛③✐♠✉t❤❛❧❧② ✉♥✐❢♦r♠✳
❚❤✉s ❛♥② ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❛ ♣♦✐♥t✲❣r♦✉♣ s②♠♠❡tr②
✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② t❤❛t ✐s ♥♦t ❛③✐♠✉t❤❛❧❧② ✉♥✐❢♦r♠✮ ✐s
❝♦✉♥t❡r✐♥t✉✐t✐✈❡✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ tr✐❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞♦
❡♠❜♦❞② ❛♥❞ r❡✢❡❝t ❤✐❞❞❡♥ ✭♦r ❡♠❡r❣❡♥t✮ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦✐♥t✲❣r♦✉♣ s②♠♠❡tr✐❡s s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ CN ♣♦✐♥t✲❣r♦✉♣ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡
✏❝❧❛ss✐❝❛❧✑ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❜② t❤❡ s②♠♠❡tr②✲❜r♦❦❡♥ ♠❡❛♥✲
✜❡❧❞ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ΦUHF(1, . . . , N)✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✺✮✱ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ΨPRJ

L ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ③❡r♦ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♠❛❣✐❝
❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛ Lm✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤✐s ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♦❢ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❢♦r t❤❡
❡①❛❝t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲♠❛❣✐❝ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉❧❧ s❡t ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❡♣ ✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✶✵✱
✷✵✶✶✮❀ s❡❡ ❛❧s♦ ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✵✵❛✮✳ ❆♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r
t❤❡♦r② ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛
❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✐❝t s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✈✐❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❋♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡r ❝❛s❡ ♦❢ N r❡♣❡❧❧✐♥❣ ❢❡r♠✐♦♥s ✇✐t❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ s♣✐♥s ♦♥ ❛ r✐♥❣ ❬✐✳❡✳✱
✇✐t❤ Sz = N/2 ❛♥❞ ❛ (0, N) ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❪✱ t❤❡ ♠❛❣✐❝ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛

∥ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❯❍❋ ✇✐t❤ ❛ ❜r♦❛❞❡r s❡t ♦❢ ✉♥r❡str✐❝t✐♦♥s✱ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡

t♦t❛❧ s♣✐♥ Ŝ ❛♥❞ ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Sz ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜r❡❛❦ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡

s②♠♠❡tr✐❡s✮ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❋✉❦✉t♦♠❡ ✭✶✾✽✶✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✷✳ ✭❛✮ ❊①❛❝t✲❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ②r❛st✲❜❛♥❞ ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r N = 6 ❧♦✇❡st✲▲❛♥❞❛✉✲

❧❡✈❡❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✭✇✐t❤ 15 ≤ L ≤ 55✮✳ ❖♥❧②

t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ t❡r♠ ✇❛s r❡t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❚❤❡ ❝✉s♣ st❛t❡s ❛r❡

♠❛r❦❡❞ ❜② ❛rr♦✇s❀ t❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡✐t❤❡r ❛ ✭✶✱✺✮ ✭✉♣✇❛r❞ ❛rr♦✇s✮ ♦r t♦ ❛ ✭✵✱✻✮

✭❞♦✇♥✇❛r❞ ❛rr♦✇s✮ ❲✐❣♥❡r✲♠♦❧❡❝✉❧❡ r✐♥❣ ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✵✸❜✱ ✷✵✵✼✮✳

❊♥❡r❣② ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ e2/κlB ✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣❧♦❜❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ✭✇❤❡♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡

❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✱ ✇✐t❤ ℏω0 = 3.6 ♠❡❱✱ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝

✜❡❧❞ B ✭✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ❚❡s❧❛✮✳ ❚❤❡ ❝✉s♣ st❛t❡s ✐♥ ✭❛✮ ✇✐t❤ L = 39 ✭✵✱✻✮✱ ✹✵ ✭✶✱✺✮✱ ✹✺ ✭✶✱✺✮✱

✺✵ ✭✶✱✺✮✱ ✺✶ ✭✵✱✻✮ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝✉r✈❡s ✭♠❛r❦❡❞ ❜② t❤❡ L ✈❛❧✉❡s✮ ✐♥

t❤✐❝❦ ❞❛s❤❡❞✲❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✳ P❛r❛♠❡t❡rs✿ κ = 13.1 ❛♥❞ m∗ = 0.067me✳ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞

✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✶✶✮✳ ❈♦♣②r✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥

P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳

❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t✲❣r♦✉♣ s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t♦r R̂(2π/N) ≡
exp(−i2πL̂/N) t❤❛t r♦t❛t❡s ♦♥ t❤❡ r✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜② ❛♥ ❛♥❣❧❡
2π/N ✳ ■♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ st❛t❡ ΨPRJ

L ✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r R̂(2π/N) ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈♦❦❡❞ ✐♥ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✱ ♥❛♠❡❧②✱ ❡✐t❤❡r ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ✐t ♦♥ t❤❡ ✏✐♥tr✐♥s✐❝✑ ✭s②♠♠❡tr②✲❜r♦❦❡♥✮ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ΦUHF(1, . . . , N) ♦r ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦r exp(iγL) ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✏❧❛❜♦r❛t♦r②✑
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✭s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❡❞✮ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ΨPRJ
L ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✵✮✱ s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✹✲✷❝ ✐♥ ❇♦❤r

❛♥❞ ▼♦tt❡❧s♦♥ ✭✶✾✾✽✮✳ ❖♥❡ ❣❡ts

R̂(2π/N)ΨPRJ
L = (−1)N−1ΨPRJ

L , ✭✶✽✺✮

❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♥❞

R̂(2π/N)ΨPRJ
L = exp(−2πLi/N)ΨPRJ

L , ✭✶✽✻✮

❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ (−1)N−1 ❢❛❝t♦r ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✺✮ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡ 2π/N r♦t❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ N − 1 r♦✇s ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t
ΦUHF(1, . . . , N)✳ ◆♦✇✱ ✐❢ ΨPRJ

L ̸= 0✱ t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✽✺✮ ❛♥❞ ✭✶✽✻✮ ❝❛♥ ❜❡
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✈❛❧✐❞ ✐s ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ exp(2πLi/N) = (−1)N−1 ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s
t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣✐❝ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛✱

Lm = kN ; k = 0,±1,±2,±3, . . . , ✭✶✽✼✮

❢♦r N ♦❞❞✱ ❛♥❞

Lm = (k + 1
2
)N ; k = 0,±1,±2,±3, . . . , ✭✶✽✽✮

❢♦r N ❡✈❡♥✳
❚❤❡ ♣❤②s✐❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠❛❣✐❝✲❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ②r❛st st❛t❡s ✇❛s ❡①t❡♥s✐✈❡❧②

❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✷❉ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✵✼✱ ✷✵✵✻❛✱
✷✵✵✸❜❀ ❘✉❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❀ ▼❛❦s②♠✱ ✶✾✾✻❀ ❙❡❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❀ ▼❛❦s②♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳ ❆♥
✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ✐s t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡♥❡r❣② st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡
s♣❡❝tr✉♠ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✮ t❤❛t t❤❡② ❛❝q✉✐r❡ ✐♥
t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ RW ✱ Rδ✱ s❡❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✽✮✱ ♦r ❢♦r ❧❛r❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✮✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ str♦♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡
r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st ▲❛♥❞❛✉ ❧❡✈❡❧✱ ✐t ✐s ❝✉st♦♠❛r② t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛ ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞②
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ■♥ s✉❝❤ ♣❛rt✐❛❧ s♣❡❝tr❛✱ t❤❡ ♠❛❣✐❝ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❝✉s♣✑ st❛t❡s ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✵✸❜✱ ✷✵✵✹❛❀ ❏❛✐♥✱ ✷✵✵✼✮ ❬s❡❡
✜❣✉r❡ ✷✷✭❛✮❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡❝✉rs♦rs ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✉♠✲❍❛❧❧✲❡✛❡❝t ❜✉❧❦ st❛t❡s
✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✵✸❜✱ ✷✵✵✹❛❀ ❏❛✐♥✱ ✷✵✵✼✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✭✐✳❡✳✱ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♣❧✉s ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✮✱ ♦♥❡
♦❜t❛✐♥s ❣❧♦❜❛❧ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ B❀ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✷✭❜✮✳
■♥ t❤❡s❡ ❣❧♦❜❛❧ s♣❡❝tr❛✱ ❛❧❧ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝✉s♣ st❛t❡s✱ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡
r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❣✐❝ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛ ✐♥ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❡♥❡r❣② st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥✳

❋♦r ♠❛❣♥❡t✐❝✲✜❡❧❞✲❢r❡❡ s②st❡♠s✱ t❤✐s ❡♥❡r❣② st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢
❡♥❡r❣② s❝❛❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥s ✭❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡❛r✲r✐❣✐❞
r♦t♦r✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢❛♠✐❧✐❛r ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ t❤❡♦r✐❡s
✭P❛♣❡♥❜r♦❝❦ ❛♥❞ ❲❡✐❞❡♥♠ü❧❧❡r✱ ✷✵✶✺✮✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡s
✐s ♣♦rtr❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶ ♦❢ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥ ✭✷✵✵✵❛✮ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s
✐♥ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✷❉ q✉❛♥t✉♠ ❞♦t✳

■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢✉❧❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❢❡r♠✐♦♥s ♦♥❧②✱ t❤❛t ✐s ❝❛s❡s
✇❤❡♥ S = Sz = N/2✱ ✇❤❡r❡ S ✐s t❤❡ t♦t❛❧ s♣✐♥ ❛♥❞ Sz ✐s ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✾✷

✇✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r s♣✐♥ ✈❛❧✉❡s Sz < N/2 ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❀ ✐t r❡q✉✐r❡s✱
❤♦✇❡✈❡r✱ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ t♦t❛❧ s♣✐♥ S2 ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❆♥
❡①♣❧✐❝✐t ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r N = 3 ❢❡r♠✐♦♥s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥ ✭✷✵✵✸❛✮✳

✼✳✷✳✻✳ ❆ t♦✉r ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❲✐❣♥❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❦❡②
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ✷❉ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐✱ ✇❤✐❝❤
❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts ✐s r❡♣✉❧s✐✈❡✱
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❛s ✐♥ ♥✉❝❧❡✐✱ ❛♥❞ t❤❛t q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts ❝♦♥s✐st ♦❢ ♦♥❡ ❦✐♥❞ ♦❢
❢❡r♠✐♦♥s ✭❡❧❡❝tr♦♥s✮✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t✇♦ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥s✮✳ ❆s
❛ r❡s✉❧t✱ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✲❡❧❡❝tr♦♥
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ s♣❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❢r❛♠❡ ✭❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✮✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❛r s❤❛♣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❝❡♥tr❛❧ ♠❡❛♥✲
✜❡❧❞ ❝♦♥✜♥✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳

❙✉❝❤ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts ❬s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✜❣✉r❡ ✷✵❪ ❛r❡
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✧❲✐❣♥❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✧ ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✶✾✾✾✮✳ ❆❢t❡r r❡st♦r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ s②♠♠❡tr✐❡s✱ t❤❡② ❛r❡ ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞
▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✵✹❜✮ ❛s ✧r♦t❛t✐♥❣ ❲✐❣♥❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✧¶✱ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t✇♦ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢
✧r♦t❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✧ ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✵✸❜✮ ♦r ✧r♦t❛t✐♥❣ ❜♦s♦♥
♠♦❧❡❝✉❧❡s✧ ✭❘♦♠❛♥♦✈s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ▲♦❝❛❧✐③❡❞ ❝♦r♣✉s❝✉❧❛r ♣❛tt❡r♥s ♦r ❝❧✉st❡r
str✉❝t✉r❡s ❛r✐s❡ ❛❧s♦ ✐♥ s②♠♠❡tr②✲❜r♦❦❡♥ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ❧✐❣❤t❡r
♥✉❝❧❡✐ ✭■❝❤✐❦❛✇❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ●✐r♦❞ ❛♥❞ ❙❝❤✉❝❦✱ ✷✵✶✸❀ ❊❜r❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✱ ✷✵✶✼✮❀ t❤❡②
❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ α✲♣❛rt✐❝❧❡ ♠✉❧t✐✲♥✉❝❧❡♦♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳

❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❛r❧② ✷✵✵✵✬s✱ t❤❡ t✇♦✲st❡♣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s s②♠♠❡tr②
❜r❡❛❦✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜s❡q✉❡♥t s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲ö✇❞✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r r❡st♦r✐♥❣ t❤❡
t♦t❛❧ s♣✐♥✱ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
♦❢ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲✇❡❧❧ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✭❛rt✐✜❝✐❛❧ ❍2 ♠♦❧❡❝✉❧❡✮✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ s♣✐♥ r❡st♦r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ r♦t❛t✐♥❣ ❲✐❣♥❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥ ✭✷✵✵✷❜✮ ❜② r❡st♦r✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
t❤❡ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝
✭❝✐r❝✉❧❛r❧② s②♠♠❡tr✐❝✮ s✐♥❣❧❡✲✇❡❧❧ q✉❛♥t✉♠ ❞♦t✳

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ③❡r♦ ♦r ❧♦✇ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲st❡♣ ♠❡t❤♦❞✱
s✉❜s❡q✉❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ st✉❞✐❡❞ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts ✭✐♥

¶ ❚❤❡ r♦t❛t✐♥❣✲❲✐❣♥❡r✲♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ st❛t✐♦♥❛r②✱ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐♥❣❧❡✲

♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ t❡r♠ ✧r♦t❛t✐♥❣✧ ❤❡r❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡s❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ❣♦♦❞ q✉❛♥t❛❧ t♦t❛❧

❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛✱ ✉♥❧✐❦❡ ❛ s②♠♠❡tr②✲❜r♦❦❡♥ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❯❍❋ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡

♣❛❝❦❡ts ❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ r♦t❛t✐♥❣ ❲✐❣♥❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞

▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✶✼✮ r❡✐♥tr♦❞✉❝❡s ✭❜❡②♦♥❞ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞✮ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛

q✉❛♥t✉♠ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❝r②st❛❧ ✭❲✐❧❝③❡❦✱ ✷✵✶✷❀ ▲✐✱ ●♦♥❣✱ ❨✐♥✱ ◗✉❛♥✱ ❨✐♥✱ ❩❤❛♥❣✱ ❉✉❛♥ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣✱ ✷✵✶✷❀

❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✶✼✮ ❛♥❞ t♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❢ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡✈✐✈❛❧ ✭❙❡✐❞❡♠❛♥✱ ✶✾✾✾❀

❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✶✼❀ ❊r✐❦ss♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽✮❀ s❡❡ ❛❧s♦ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✱ ✷✵✶✾✮ ❢♦r ❛♥❛❧♦❣♦✉s

s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s t❤❛t ❜r❡❛❦ ❛♥❞ r❡st♦r❡ s②♠♠❡tr✐❡s✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞

❛t♦♠s✳
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t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ 3 ≤ N ≤ 10✮✳ ❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡
✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❯❍❋ ♦♥❡ ✇❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ▼✐❦❤❛✐❧♦✈
❛♥❞ ❩✐❡❣❧❡r ✭✷✵✵✷✮ ❢♦r N = 2− 8 ❢✉❧❧② s♣✐♥✲♣♦❧❛r✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❋♦r N = 3 ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❛
❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣♦✐♥t✲❣r♦✉♣ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❯❍❋ ❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr②
♠♦❧❡❝✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✉♣♦♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠✲r❡st♦r❡❞ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❛s ❛❧s♦ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✵✸❛✮✳ ❚❤❡ r✐❝❤♥❡ss ♦❢
t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❡♠❜♦❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞
▲❛♥❞♠❛♥ ✭✷✵✵✹❜✮✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ❲✐❣♥❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝❛♥ ❛tt❛✐♥
t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ ❧✐♠✐ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ◆❛♠❡❧② t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢
❛ r✐❣✐❞ ✷❉ r♦t♦r ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r str♦♥❣ ❈♦✉❧♦♠❜ r❡♣✉❧s✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ RW = 200 >> 1✮ ✐♥
t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞❀ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ✭②r❛st ❜❛♥❞✮ ✐♥ t❤✐s
❝❛s❡ ❡①❤✐❜✐ts ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ∝ L2✳ ❆♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛ ❤②♣❡r ✢♦♣♣② r♦t♦r ✐s r❡❛❝❤❡❞
❢♦r s♠❛❧❧❡r RW ∼ 10✱ ❜✉t ✈❡r② ❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✭t❤❡ ❧♦✇❡st✲▲❛♥❞❛✉✲❧❡✈❡❧ r❡❣✐♠❡✮❀
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ✭②r❛st ❜❛♥❞✮ ❤❛✈❡ ❛♥ AL + B/

√
L ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥

t❤❡ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ L✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛ ✷❉ r✐❣✐❞ r♦t♦r ❢♦r RW → ∞ ❛♥❞ ❧♦✇
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇❛s ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ N = 9 ❛♥❞ N = 8 ✉❧tr❛❝♦❧❞
✐♦♥s ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ✷❉ r✐♥❣✲s❤❛♣❡❞ tr❛♣ ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✶✼✮✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢
t❤❡ ✷❉ r✐❣✐❞✲r♦t♦r r♦t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ❡①tr❛❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡rs ❛❜♦✈❡ ✐s r❡♠✐♥✐s❝❡♥t ♦❢
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞✲❡♥❡r❣② ❑❛♠❧❛❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥+ ✐♥ ✐♥t❡❣❡r ♣♦✇❡rs ♦❢ L ❢♦r str♦♥❣ s②♠♠❡tr②
❜r❡❛❦✐♥❣ ✐♥ r♦t❛t✐♥❣ ♥✉❝❧❡✐ ❬s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹ ❛♥❞ ❈❤❛♣t❡r ✶✶✳✹✳✹ ♦❢ ❘✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉❝❦ ✭✶✾✽✵✮❪❀
✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❧② t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t t❡r♠ ∝ L2 s✉r✈✐✈❡s ❢♦r RW → ∞✳

❯s✐♥❣ ❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr② ❯❍❋ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ▲ö✇❞✐♥ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ t♦t❛❧✲s♣✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❬s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✶✮❪ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♣✐♥
❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙♠✐t❤ ❏r✳ ✭✶✾✻✹✮✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t♦t❛❧✲
s♣✐♥ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✭❉❡
●✐♦✈❛♥♥✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱ ✷✵✵✽✮ ❛t ③❡r♦ ❛♥❞ ❧♦✇ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ B ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✷❉
♣❛r❛❜♦❧✐❝ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts ✇✐t❤ ✉♣ t♦ N = 12 ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r B = 0✱ ✐t ✇❛s
❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t ❍✉♥❞✬s r✉❧❡s ❛♣♣❧② ❢♦r ✇❡❛❦❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ RW ≤ 2❀ ❢♦r str♦♥❣❡r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭RW > 4✮✱ ❍✉♥❞✬s r✉❧❡s ❛r❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ ❛ str♦♥❣
❲✐❣♥❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✶✾✾✾✮✳

❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♣✉r✐♦✉s
❘P❆ st❛t❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡st♦r❡ t❤❡ ❜r♦❦❡♥ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ♦❢ ❯❍❋ s♦❧✉t✐♦♥s
✐♥ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ N = 2 ❡❧❡❝tr♦♥s ✇❛s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② st✉❞✐❡❞
✭❙❡rr❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❇✐r♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❚❤✐s ❘P❆✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝♦♠❡s
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r N ✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❘P❆ ♠♦❞❡s
t❤❛t ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳

❚❤❡ s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇❛s ❛❧s♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡

+ ❚❤❡ ❑❛♠❧❛❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ CN ❲✐❣♥❡r✲♠♦❧❡❝✉❧❡ ❧♦✇❡r

s②♠♠❡tr②❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✭▼ü❧❧❡r ❛♥❞ ❑♦♦♥✐♥✱ ✶✾✾✻✮ t❤❡ ♠✉❧t✐❢❛❝❡t❡❞ ❡✛❡❝ts ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❣✐❝

❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛ ❛r❡ ♠✐ss❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st✲▲❛♥❞❛✉✲❧❡✈❡❧ r❡❣✐♠❡✱ ✉s❡ ✭▼ü❧❧❡r ❛♥❞ ❑♦♦♥✐♥✱

✶✾✾✻✮ ♦❢ t❤❡ ❑❛♠❧❛❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❛♥♥♦t r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ 1/
√
L ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡

❤②♣❡r✲s♦❢t r♦t♦r ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✵✹❜❀ ▲✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳
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❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❢❡✇ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ▲❛♥❞❛✉ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s
❧❡✈❡❧ ❢♦r♠s ❛t ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s B → ∞✱ ❛♥❞ ✐t ❝♦♥s✐sts ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦❢ ❛❧❧
s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❧❡✈❡❧s ∝ rℓeiℓϕe−r

2/2λ2c ✇✐t❤ ③❡r♦ r❛❞✐❛❧ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡
❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ℓ✳ ❚❤❡s❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ♦❢ ℏωc/2✱ ✇❤❡r❡ ωc ✐s
t❤❡ ❝②❝❧♦tr♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ωc = eB/m∗c✱ ❛♥❞ λc = lB

√
2 =

√
2ℏ/(m∗ωc)❀ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡

❆♣♣❡♥❞✐① ✐♥ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥ ✭✷✵✵✼✮✳
❇② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♦r❜✐t❛❧s ✐♥

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✻✮ ✭✇✐t❤ λ = λc✮✱ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❣♦♦❞ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠
L✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s
❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✵✷❝✮ ❢♦r ❛♥② ♥✉♠❜❡r N ♦❢ ❢✉❧❧② s♣✐♥✲♣♦❧❛r✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✭✐✳❡✳✱ ✇✐t❤ S =

Sz = N/2✮ ❛♥❞ ❛♥② L✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❧❛r❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞
st❛t❡ ❛r❡ ❢✉❧❧② s♣✐♥✲♣♦❧❛r✐③❡❞✳ ❆♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢
r♦t❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤ (0, N) ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✵✷❝✮ ❛♥❞ (1, N−1)

✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✵✸❜✮ r✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢
❧♦✇❡st✲▲❛♥❞❛✉✲❧❡✈❡❧ r♦t❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ r ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ r❡❣✉❧❛r ♣♦❧②❣♦♥s
✭n1, n2, . . . , nr✱ N =

∑r
i ni✮ ✇❛s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✵✹❛✮✳

❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r r♦t❛t✐♥❣ ❜♦s♦♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢♦r N s♣✐♥❧❡ss ❜♦s♦♥s
✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ▲❛♥❞❛✉ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲r✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ (n1, n2) ✇✐t❤ n1 + n2 = N ✱
✇❡r❡ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❞❡r✐✈❡❞ ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✶✵✮✳

●♦✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ r♦t❛t✐♥❣✲❡❧❡❝tr♦♥ ♦r r♦t❛t✐♥❣✲❜♦s♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r st❛t❡s ✭✇❤✐❝❤
❞❡s❝r✐❜❡ ♣✉r❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❧❡ss r♦t❛t✐♦♥s✮✱ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ tr✐❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♣♦rtr❛②✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❡❞
r♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ♦❢ ❲✐❣♥❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ r✐♥❣s
✇❛s ❢✉rt❤❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✶✵✱ ✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡s❡ tr✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s r♦✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥s
❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❜❛s✐s t❤❛t s♣❛♥s t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st✲
▲❛♥❞❛✉✲❧❡✈❡❧ s♣❡❝tr❛ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ②r❛st ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ ❧♦✇❡st✲▲❛♥❞❛✉✲❧❡✈❡❧ st❛t❡s✱ ❛♥❞ ❢♦r
❜♦t❤ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛ ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✶✵✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱
t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t♦t❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st✲
▲❛♥❞❛✉✲❧❡✈❡❧ st❛t❡s ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❝✉s♣ st❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s
❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ♠❛❣✐❝ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛ t❤❛t ❛r❡ ♣r❡❝✉rs♦rs ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✉♠ ❍❛❧❧
❡✛❡❝t st❛t❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❢r❛❝t✐♦♥s ν✳

❆ ♠❛❥♦r s✉❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st✲▲❛♥❞❛✉✲❧❡✈❡❧ ♣❤②s✐❝s ✇❛s t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✉❛❧
❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr② ❲✐❣♥❡r✲s♦❧✐❞ ❝r②st❛❧ st❛t❡s✳ ❙✉❝❤ ❲✐❣♥❡r✲s♦❧✐❞ ❝r②st❛❧s ✇❡r❡ ❡①♣❡❝t❡❞
t♦ ❛♣♣❡❛r ❢♦r s♠❛❧❧❡r ❢r❛❝t✐♦♥s ν ≤ 1/5✳ ■t ✇❛s t❤✉s s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t ❛ ❲✐❣♥❡r✲
❝r②st❛❧ r❡❣✐♠❡ ✇❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✭❩❤✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢
ν = 1/3 ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✈❡r② ❝❧❡❛♥ s❛♠♣❧❡s✳ ❆♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s ✭✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts✮ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠✲r❡st♦r❡❞
✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ♦♥❡s ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✮✳ ❚❤❡s❡
s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ❝✉s♣ st❛t❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❣✐❝ ❛♥❣✉❧❛r
♠♦♠❡♥t❛❀ t❤❡② ♥❛t✉r❛❧❧② ❜r❡❛❦ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② t♦ ❡①❤✐❜✐t ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡
❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇✐t❤♦✉t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡✈❡rt✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❯❍❋ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ tr✐❣❣❡r✐♥❣
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✾✺

❛❣❡♥t ❢♦r t❤❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ❲✐❣♥❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♦❢ s②♠♠❡tr②
❜r❡❛❦✐♥❣ ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ❛♥❞ ❞✐s♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳

❋♦r ♥♦♥✲❢✉❧❧② s♣✐♥ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st
▲❛♥❞❛✉ ❧❡✈❡❧ ♠✉st ✐♥✈♦❧✈❡ ❜♦t❤ t❤❡ t♦t❛❧ s♣✐♥ S ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ L✳ ❙✉❝❤
❝♦♠❜✐♥❡❞ S ❛♥❞ L ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s♣✐♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r♦t❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤
S < N/2 ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r N = 4 − 5 ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ▲❛♥❞❛✉ ❧❡✈❡❧
✭❙❤✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❉❛✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s♣✐♥ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❛❧s♦
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❢♦r N ❧♦✇❡st✲▲❛♥❞❛✉✲❧❡✈❡❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ ❛ r✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ✭❨❛♥❣
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳

❖❢ ✐♥t❡r❡st ✐s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t t❤❡ ❡❞❣❡ st❛t❡s ❛t ③❡r♦✲♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r
❣r❛♣❤❡♥❡ ❞♦t ✇✐t❤ ❛ ③✐❣✲③❛❣ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r♠ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st✲▲❛♥❞❛✉✲
❧❡✈❡❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞❀ t❤❡s❡ ❡❞❣❡ st❛t❡s ❛♣♣❡❛r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ✈❛❧❧❡②s ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲
♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ③❡r♦✲♠❛ss ❲❡②❧✲❉✐r❛❝ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
r♦t❛t✐♥❣ ❲✐❣♥❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤✐s ♥♦✈❡❧ ❧♦✇❡st✲▲❛♥❞❛✉✲❧❡✈❡❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭❲✉♥s❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀
❘♦♠❛♥♦✈s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳

✼✳✸✳ ❚r❛♣♣❡❞ ✉❧tr❛❝♦❧❞ ♥❡✉tr❛❧ ❛t♦♠✐❝ ❣❛s❡s ❛♥❞ ✐♦♥s

❯❧tr❛❝♦❧❞ tr❛♣♣❡❞ ♥❡✉tr❛❧ ❛t♦♠s ✐♥t❡r❛❝t ✈✐❛ ❛ ❉✐r❛❝✲❞❡❧t❛ ❝♦♥t❛❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧✱
♥❛♠❡❧②✱ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✵✮ ♦♥❡ t❛❦❡s

U(ri − rj) = gδ(ri − rj). ✭✶✽✾✮

■♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✾✮ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r g ❝❛♥ t❛❦❡ ❜♦t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭❛ttr❛❝t✐✈❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭r❡♣✉❧s✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮ ✈❛❧✉❡s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r
❝❛♥ ❜❡ ✈❛r✐❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ r❡❣✐♠❡❀ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❩ür♥
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮❀ ❇r❛♥❞t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❋♦r ✉❧tr❛❝♦❧❞ ♥❡✉tr❛❧ ❛t♦♠s✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ B ✐♥
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✵✮ ❝❛♥ ❜❡ ♠✐♠✐❝❦❡❞ ✇✐t❤ ❛rt✐✜❝✐❛❧ s②♥t❤❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✭●♦❧❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮ ♦r
t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② Ω ♦❢ ❛ r♦t❛t✐♥❣ ❤❛r♠♦♥✐❝ tr❛♣ ✭❘♦♠❛♥♦✈s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ❬✇✐t❤
❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✵✮❪✳ 6▲✐ ✭❢❡r♠✐♦♥✐❝✮ ❛♥❞
87❘❜ ✭❜♦s♦♥✐❝✮ ❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ tr❛♣♣❡❞ ♥❡✉tr❛❧ ❛t♦♠s✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉❧tr❛❝♦❧❞ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ t✇♦✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
✇❡r❡ ❛❧s♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② r❡❛❧✐③❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦ s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ❞✐♣♦❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❛s ②❡t✳

❚❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✭❘♦♠❛♥♦✈s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮
t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r N ♦❢ s♣✐♥❧❡ss ♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡❞ ❜♦s♦♥s
✭✐♦♥s✮ ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ✷❉ ❤❛r♠♦♥✐❝ tr❛♣✳ ❚❤❡ ❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr② ❯❍❋✲t②♣❡ ♦r❜✐t❛❧s ✇❡r❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✻✮✱ tr❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞t❤s ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡❞
●❛✉ss✐❛♥s ❛s ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥✲❛❢t❡r✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥
s❝❤❡♠❡✮✳ ❲✐❣♥❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❡r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡❞ ❜♦s♦♥s ✐♥
t❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ str♦♥❣ ✐♥t❡r♣❛rt✐❝❧❡ r❡♣✉❧s✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥❡✉tr❛❧ ❜♦s♦♥s✱ t❤❡ ❲✐❣♥❡r✲
♠♦❧❡❝✉❧❡ r❡❣✐♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✷❉ ❢❡r♠✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ str♦♥❣ r❡♣✉❧s✐♦♥
❦❡❡♣s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦✈❡rt❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡♥s✐t② ♦❢ ❜♦s♦♥s t♦ ❜✉♥❝❤
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✾✻

❋✐❣✉r❡ ✷✸✳ ❙✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❢♦r N = 8 ❜♦s♦♥s ✐♥ ❛ r♦t❛t✐♥❣ t♦r♦✐❞❛❧ tr❛♣✱ s❡❡ ❘♦♠❛♥♦✈s❦② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ❢♦r

❞❡t❛✐❧s✳ ✭❛✮ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t②✳ ✭❜✮ ❯❇❍❋ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t②

❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r s②♠♠❡tr②✳ ✭❝✮ ❘♦t❛t✐♥❣✲❜♦s♦♥✲♠♦❧❡❝✉❧❡ s✐♥❣❧❡✲

♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛r s②♠♠❡tr②✳ ✭❞✮ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❢♦r t❤❡ r♦t❛t✐♥❣✲❜♦s♦♥✲♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❘❏ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❡❞✮

r❡✈❡❛❧✐♥❣ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ♣♦✐♥t✲❣r♦✉♣ s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡

✜①❡❞ ✭♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✮ ♣♦✐♥t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❛ ✇❤✐t❡ ❞♦t✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♥❣✲❜♦s♦♥✲♠♦❧❡❝✉❧❡

❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s L = 16✳ ❋✐❣✉r❡ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠

❘♦♠❛♥♦✈s❦② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❈♦♣②r✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳

t♦❣❡t❤❡r ❞✉❡ t♦ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤✐s ❢❡r♠✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❢♦r str♦♥❣❧②
r❡♣❡❧❧✐♥❣ str✐❝t❧② ✶❉ ❜♦s♦♥s ✭●✐r❛r❞❡❛✉✱ ✶✾✻✵✮❀ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✐t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥
r❡❝❡♥t❧② ❢✉rt❤❡r ✈❡r✐✜❡❞ ✈✐❛ ❡①❛❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t✇♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❜♦s♦♥s
✭▼✉❥❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽✮✳

❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢ N s♣✐♥❧❡ss ❜♦s♦♥s ✐♥ r♦t❛t✐♥❣ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❞ t♦r♦✐❞❛❧ tr❛♣s ✇❛s ❛❧s♦
st✉❞✐❡❞ ✭❘♦♠❛♥♦✈s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ✉s✐♥❣ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ r❡st♦r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✷✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ t✇♦✲❜♦❞② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛s t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ st❡♣s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✾ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❬s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺ ✐♥ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥ ✭✷✵✵✼✮❪ ❛s t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ r ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❛♥♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞
✭✜①❡❞✮ ❛t ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t rf ✳ ❚♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ ✐s t❤❡ ❢❛❝t✱ s❡❡ ✭❘♦♠❛♥♦✈s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✱
t❤❛t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❤❛s ③❡r♦ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♥❧② ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧
❢r❡q✉❡♥❝② Ω ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❢♦r s♠❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ B✮❀ ❢♦r ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ Ω✱ t❤❡
❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ st❡♣s ♦❢ N ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❤❛❧❧♠❛r❦ ♦❢ t❤❡
❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣✐❝ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛✳

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❘♦♠❛♥♦✈s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❜r♦❦❡♥✲
s②♠♠❡tr② ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ ✈♦rt✐❝❡s ✐♥ r♦t❛t✐♥❣ tr❛♣s✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ t❤❡ s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❡❞ ♠❛♥②✲❜♦❞② ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s r♦t❛t✐♥❣
✈♦rt❡① ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦rt✐❝❡s ✐s ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢
t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ✈♦rt❡① ❝❧✉st❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❀ t♦ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✈♦rt✐❝❡s✱ ♦♥❡
♥❡❡❞s t♦ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ ✈♦rt❡①
st❛t❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s✉❝❤ r♦t❛t✐♥❣✲✈♦rt❡①✲❝❧✉st❡r st❛t❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ✭✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢
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✧❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✧✮ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ✭❆❧♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥
❛ttr❛❝t✐✈❡ ❇♦s❡ ❣❛s ♦♥ ❛ r✐♥❣✳ ❋♦r str♦♥❣ ❛ttr❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❢✉❧❧✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✈❡r② s❧♦✇❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❞✐s❝r❡t❡
s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❜❛s✐s✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr② ✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s✱
②✐❡❧❞✐♥❣ ❧♦✇❡r t♦t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥❝♦♥✈❡r❣❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♦♥❡s✳

✼✳✹✳ ❙♣✐♥✲♣r♦❥❡❝t❡❞ ❯❍❋✱ ❍✉❜❜❛r❞ s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♥♦✈❡❧ str♦♥❣❧②✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠❛♥②✲❜♦❞② ♣❤❛s❡s ❛♥❞
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✵✼✱ ✷✵✵✻❛✮ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts ❛♥❞
tr❛♣♣❡❞ ✉❧tr❛❝♦❧❞ ♥❡✉tr❛❧ ❛t♦♠s ❛♥❞ ✐♦♥s✱ t❤❡ t✇♦✲st❡♣ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣
❛♥❞ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❜❡②♦♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ✐s ❛❧s♦ ❜❡✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦❢ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❝❛♥ r✐✈❛❧ ✐♥ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠
❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥❧②
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♣✐♥✲♣r♦❥❡❝t❡❞ ❯❍❋ ✭r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦♥❧② ♦❢ s♣✐♥✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
❝♦♥❞❡♥s❡❞✲♠❛tt❡r ❍✉❜❜❛r❞ s②st❡♠s ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦
t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝❤❡♠✐str②✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ t♦ r❡st♦r❡ t❤❡ t♦t❛❧ s♣✐♥ ✐s s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❛t ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✸❉ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ✭❘✐♥❣
❛♥❞ ❙❝❤✉❝❦✱ ✶✾✽✵✮✳ ❚❤✐s ❤❛s ❞❡✜♥✐t❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✭❚s✉❝❤✐♠♦❝❤✐ ❛♥❞ ❱❛♥
❱♦♦r❤✐s✱ ✷✵✶✺✮ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❜②
▲ö✇❞✐♥ ✭▲ö✇❞✐♥✱ ✶✾✺✺❜✮❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ s❡❡ P♦♥s ❱✐✈❡r ✭✷✵✶✽✮✳ ■♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥
t❤❛t✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❛❧ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠
❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢❛✐❧s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ st❛t❡s
✭❑❛♣❧❛♥✱ ✷✵✶✽✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♣r♦♣❡r❧② t❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ str♦♥❣ st❛t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❬✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ st❛t❡s✱ ❛s ✐♥ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❲✐❣♥❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s❀ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❈♦❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮❀ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥
✭✷✵✵✼✱ ✷✵✵✻❛✮❪✳

❚❤❡ ❍✉❜❜❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✭❍✉❜❜❛r❞✱ ✶✾✻✸✮ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ str♦♥❣❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣
❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✭❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥❛t✉r❛❧ ✐♦♥✐❝ ❧❛tt✐❝❡s ✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❡❞✲
♠❛tt❡r s②st❡♠s✮ ❛♥❞ ♠♦st r❡❝❡♥t❧② ✉❧tr❛❝♦❧❞ ❛t♦♠s tr❛♣♣❡❞ ✐♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♦♣t✐❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡s✳
❚❤❡ ❍✉❜❜❛r❞ ♠♦❞❡❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r N ❢❡r♠✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

H = −t
∑

<i,j>,σ

(a+i,σaj,σ + a+j,σai,σ) + U
N∑

i=1

ni↑ni↓, ✭✶✾✵✮

✇❤❡r❡ < i, j > ❞❡♥♦t❡s s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦r s✐t❡s ❛♥❞ σ s✉♠s ♦✈❡r t❤❡ ✉♣
✭↑✮ ❛♥❞ ❞♦✇♥ ✭↓✮ s♣✐♥s✱ ✇✐t❤ niσ = a+i,σai,σ✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t ❛♥❞ U ❛r❡ t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦♥✲s✐t❡ r❡♣✉❧s✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❡❛r❧② ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✭■❣❛✇❛✱ ✶✾✾✺✮✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢
r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ s♣✐♥ s②♠♠❡tr✐❡s ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦♣❤✐st✐❝❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍✉❜❜❛r❞ ❝❤❛✐♥s ✭❚♦♠✐t❛✱ ✷✵✵✹✱ ✷✵✵✾❀ ❙❝❤♠✐❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀
❘♦❞rí❣✉❡③✲●✉③♠á♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ P❛rt✐❛❧❧② t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍✉❜❜❛r❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✭❡✳❣✳✱
✷×✷ ❛♥❞ ✷×✹ ♣❧❛q✉❡tt❡s✮ ✇❡r❡ ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ ✭❘♦❞rí❣✉❡③✲●✉③♠á♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮ ✉s✐♥❣ t❤❡
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s♣✐♥✲♣r♦❥❡❝t❡❞ ❍❋ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❡①❛❝t ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡
✐♥ ❛ ❢♦✉r✲s✐t❡ ❍✉❜❜❛r❞ ♣❧❛q✉❡tt❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ s♣✐♥✲♣r♦❥❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ str❡♥❣t❤ ✭▲❡♣ré✈♦st ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✳ ❆ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s♣✐♥
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ●✉t③✇✐❧❧❡r✲t②♣❡ ❞♦✉❜❧❡✲♦❝❝✉♣❛♥❝② s❝r❡❡♥✐♥❣ ✇❛s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✷❉
❍✉❜❜❛r❞ ❧❛tt✐❝❡s ✭❲❛❤❧❡♥✲❙tr♦t❤♠❛♥ ❛♥❞ ❙❝✉s❡r✐❛✱ ✷✵✶✻✮✳

❚❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧✲s♣✐♥ s②♠♠❡tr② ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢✉rt❤❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭❙❝✉s❡r✐❛ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✶❀ ❏✐♠é♥❡③✲❍♦②♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ❏✐♠é♥❡③✲❍♦②♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮ ❢❛♠✐❧✐❛r ❢r♦♠ q✉❛♥t✉♠
❝❤❡♠✐str②✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s②st❡♠s ✇❡r❡ ❖2✱ ◆2✱ ❍2❖✱ ❬❈✉2❖2❪2+ ❝♦r❡✱ ❡t❝✳
❆ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❧✉st❡r t❤❡♦r② ✐s ❜❡✐♥❣ ❛❧s♦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ♥❛t✉r❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s
❛♥❞ t❤❡ ❍✉❜❜❛r❞ ♠♦❞❡❧✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✭◗✐✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮ t❤❛t s♣✐♥ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✈✐❛
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡s ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❧✉st❡r✲♠❡t❤♦❞ r❡s✉❧ts
✇❤✐❧❡ r❡✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❣♦♦❞ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳

✼✳✺✳ ❖t❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s②st❡♠s

■♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✶✾✽✵✬s✱ ✐t ✇❛s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞♦✉❜❧②✲❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❍❡❧✐✉♠
❛t♦♠ ❡①❤✐❜✐t r♦✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❝tr❛ t❤❛t r❡✢❡❝t t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥r✐❣✐❞ ❧✐♥❡❛r
s②♠♠❡tr✐❝ ❳❨❳ ✧♠♦❧❡❝✉❧❛r✧ str✉❝t✉r❡ ✭❑❡❧❧♠❛♥ ❛♥❞ ❍❡rr✐❝❦✱ ✶✾✽✵❀ ❇❡rr②✱ ✶✾✽✾✮✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❳✬s st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❨ ❢♦r t❤❡ ❍❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦
♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✭❇❡rr②✱ ✶✾✽✾✮✱ t❤❡s❡ r♦✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ✸❉ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠
r❡st♦r❛t✐♦♥ ✭■✇❛✐ ❛♥❞ ◆❛❦❛♠✉r❛✱ ✶✾✽✾✮✳ ❙✉❝❤ ♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❤✐❣❤❧② ❡①❝✐t❡❞
❛t♦♠s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❞✐s♠✐ss❡❞ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❛t♦♠s❀ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜r✐❞❣❡ ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞
▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✵✼✱ ✷✵✵✻❛✮ t♦ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❲✐❣♥❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✉♠
❞♦ts✳

❆♥♦t❤❡r ♥♦t❛❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❡②♦♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ✐s
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✶ ❛♥❞ ❘♦ss✐❣♥♦❧✐ ✭✶✾✾✺✮✱ t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧✲❡♥s❡♠❜❧❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♠❡t❛❧ ❝❧✉st❡rs
❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝✲s❤❡❧❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✭❋r❛✉❡♥❞♦r❢
❛♥❞ P❛s❤❦❡✈✐❝❤✱ ✶✾✾✻✮✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐♥
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ✜ss✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②✲❝❛t✐♦♥✐❝ ❛♥❞
♣♦❧②✲❛♥✐♦♥✐❝ ❝❧✉st❡rs ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✶✾✾✼✱ ✷✵✵✵❜❀ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳

P❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❡t❛❧ ❣r❛✐♥s ✭❋❡r♥á♥❞❡③ ❛♥❞ ❊❣✐❞♦✱ ✷✵✵✸❀ ❋❡r♥á♥❞❡③ ❛♥❞ ❊❣✐❞♦✱
✷✵✵✺✮✳

❋✐♥❛❧❧② ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✲♦♣❡r❛t♦r t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡r ❡✛❡❝t ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❞✐st♦rt❡❞ ❡♥❡r❣②✲♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②
s✉r❢❛❝❡ ✭❍❛❧❧❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷❀ ❉✉♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♠❛ss❡s ♦❢
t❤❡ ✐♦♥✐❝ ❝♦r❡s✱ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s②♠♠❡tr②✲❜r♦❦❡♥ ✇❛✈❡✲♣❛❝❦❡t st❛t❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡
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♠✐♥✐♠✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞ ✭❇❡rs✉❦❡r✱ ✷✵✶✻✮✳ ❚❤✐s
✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✐♥♥❡❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❲✐❣♥❡r ❝r②st❛❧s ♦❢ tr❛♣♣❡❞ ✉❧tr❛❝♦❧❞
✐♦♥s ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✶✼❀ ❚❤♦♠♣s♦♥✱ ✷✵✶✺✮✳

✼✳✻✳ ❖t❤❡r ❡♠❡r❣✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s

✼✳✻✳✶✳ ❘❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❝✐❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢
♠♦❞❡r♥ q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✐s ❜❡✐♥❣ ❜✉✐❧t ❛r♦✉♥❞ ❡①♦t✐❝ ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡r✐♥t✉✐t✐✈❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts✱ s✉❝❤ ❛s ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ✭❆s♣❡❝t✱ ✷✵✵✹❀ ❲♦♦tt❡rs✱ ✶✾✾✽✮ ❛♥❞
q✉❛♥t✉♠♥❡ss ✭P✐❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❀ ▼♦❞✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ ♥♦♥✲❢❛❝t♦r✐③❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦
♦r ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✮✱ ♦r ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛t ❛ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s❡r✈❡ s②♠♠❡tr✐❡s
♦❢ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ✭❩❡♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮ t❤❛t
t❤❡ ❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr② ❇❈❙ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡
r❡q✉✐r❡❞ q✉❛♥t✉♠♥❡ss ✇❛s ❧♦st✳ ■t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦st q✉❛♥t✉♠♥❡ss ❬✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
♣r♦♣❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ✭❲♦♦tt❡rs✱ ✶✾✾✽✮ ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ❞✐s❝♦r❞ ✭❖❧❧✐✈✐❡r
❛♥❞ ❩✉r❡❦✱ ✷✵✵✶✮❪ ✐s r❡st♦r❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✇✐t❤ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r
s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❇❈❙ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❊❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧✲s♣✐♥✱ s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
♣r♦♣❡r❧② t❤❡ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❬✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❛♥❞ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡♥tr♦♣②
✭❲♦♦tt❡rs✱ ✶✾✾✽✮❪ ❢♦r t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❛ ❞♦✉❜❧❡ q✉❛♥t✉♠ ❞♦t ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢
❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇❛s ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱
✷✵✵✻❜✱❛✱ ✷✵✵✼✮✳

✼✳✻✳✷✳ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ✜♥✐t❡ s②st❡♠s ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ s♠❛❧❧✲
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✈✐❜r❛t✐♦♥s✱ ❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr② ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭s✐♥❣❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts
♦r ♣❡r♠❛♥❡♥ts✮ ❢❛✐❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦♣❡r t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞
✐♥ t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭▲✐❝❤t♥❡r ❛♥❞ ●r✐✣♥✱ ✶✾✼✻❀
❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✶✼✮❀ s❡❡ ❛❧s♦ ❈❤❛♣t❡r ✶✷✳✷✳✹ ✐♥ ❘✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉❝❦ ✭✶✾✽✵✮✳
❚❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ✜♥✐t❡ s②st❡♠s ✇❛s ❡❛r❧✐❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❤❡❛✈②✲✐♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ✭▲✐❝❤t♥❡r ❛♥❞ ●r✐✣♥✱ ✶✾✼✻✮✳
■t ✐s ❡❛s✐❧② ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr② ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ ✇❛✈❡
♣❛❝❦❡t ✭s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✮ ♦❢ s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
✐♥ t✐♠❡ ✭❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❤❛s❡✮ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡
♣❛❝❦❡t✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦t❤❡r s②♠♠❡tr②✲❜r♦❦❡♥ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts ✭❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡
❯❍❋ s♦❧✉t✐♦♥s✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❞ t❤❛t ❡①❤✐❜✐t s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
♣❡r✐♦❞✐❝✐t✐❡s ✐♥ ❜♦t❤ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✱ ❛s ✇❛s r❡❝❡♥t❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢
✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ q✉❛♥t✉♠ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❝r②st❛❧ ♦❢ ✉❧tr❛❝♦❧❞ ❛t♦♠s ♦r ✐♦♥s ✐♥ ❛ r✐♥❣✲s❤❛♣❡❞
tr❛♣ ✭❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ✷✵✶✼✮✳ ■❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❯❍❋
♦r ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ ❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr② s♦❧✉t✐♦♥✱ r❡✈✐✈❛❧ ❛♥❞ r❡❝✉rr❡♥❝❡ ✐♥✲t✐♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✭❊r✐❦ss♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽✮✳
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✽✳ Pr♦❥❡❝t❡❞ st❛t✐st✐❝s

❙②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ q✉❛♥t❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧
❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡s r❡q✉✐r❡s t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ❜② tr❛❝❡s ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❋♦❝❦ s♣❛❝❡ ✧✇❡✐❣❤t❡❞✧ ❜② ❛ ❞❡♥s✐t②
♠❛tr✐① ♦♣❡r❛t♦r D̂ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❑❛❞❛♥♦✛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❀
❍✉❛♥❣✱ ✶✾✽✼❀ ❙❤✐❡✈❡ ❛♥❞ ❍♦r✇✐t③✱ ✷✵✵✾❀ ❆tt❛r❞✱ ✷✵✶✺✮✳ ❚❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞ ❜✉t ✐t ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦❢
t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♣❧✉s s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡
♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ♦♣❡r❛t♦r ✐s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ♠❡❛♥✲
✜❡❧❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣❛✐r✐♥❣ ✜❡❧❞s✳ ■♥ t❤❡ tr❛❝❡✱ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠✉❧t✐✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

■♥ t❤♦s❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s t❤❛t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢
♣❛✐r✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ♦♣❡r❛t♦r t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♥❞
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣
♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✧r❡s❡r✈♦✐r✧✳ ❲❤❡♥ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❛t ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✱ D̂ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ❜♦❞② ❍❋❇
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ HHFB

D̂HFB = Z−1 exp
[
−β(ĤHFB − λN̂)

]
✭✶✾✶✮

✇✐t❤ β = 1/(kBT ) ❛♥❞ Z = Tr[D̂HFB] t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆s ĤHFB − λN̂ ✐s ❛
q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs

ĤHFB − λN̂ =
1

2
(a+ a)(H− λN )

(
a

a+

)
=

1

2
(a+ a)

(
h− λ ∆

−∆∗ −h∗ + λ

)(
a

a+

)

✐ts ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ D̂HFB ✐s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡
q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ♦♣❡r❛t♦rs s❛t✐s❢②✐♥❣

(
a

a+

)
D̂HFB = D̂HFB exp [−βH′]

(
a

a+

)
✭✶✾✷✮

✇✐t❤ H′ = H − λN ✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡s H ❛♥❞ N ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✼✺✳
❚❤✐s ✐❞❡♥t✐t② ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② st❛t✐st✐❝❛❧ tr❛❝❡ ❜② ✉s✐♥❣ ●❛✉❞✐♥✬s t❤❡♦r❡♠
❢♦r ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ st❛t❡s ✭●❛✉❞✐♥✱ ✶✾✻✵✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡s
♦❢ ❲✐❝❦✬s t❤❡♦r❡♠✳ ■ts ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ ❍❋❇ st❛t❡s ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✭❘✐♥❣ ❡t ❛❧✳✱
✶✾✽✹❀ ❘♦ss✐❣♥♦❧✐ ❛♥❞ ❘✐♥❣✱ ✶✾✾✹✮✳ ▲✐❦❡ ❲✐❝❦✬s t❤❡♦r❡♠✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✇r✐t❡ t❤❡
tr❛❝❡ ♦❢ ❛♥② ♦♣❡r❛t♦r t✐♠❡s t❤❡ ❍❋❇ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ❛s ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✬s ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♣❛✐r✐♥❣ t❡♥s♦rs ❢♦r t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
❡♥s❡♠❜❧❡✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs aµ = (a1, . . . , aN , a

+
1 , . . . , a

+
N) ♦♥❡ ❣❡ts ❢♦r

t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥

Tr[aµaνD̂HFB] =
∑

ρ

{aρ, aν}
(

I

I+ exp [−βH′]

)

µρ

✭✶✾✸✮
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✶✵✶

❚❤❡ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ s♦rt ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❲✐❝❦✬s t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ♠✉❧t✐q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ♦✈❡r❧❛♣s ✭P❡r❡③✲▼❛rt✐♥ ❛♥❞ ❘♦❜❧❡❞♦✱ ✷✵✵✼✮✳ ■❢
✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②

W =

(
U V ∗

V U∗

)

t❤❡ ♠❛tr✐① ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③✐♥❣ H′ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✼✺ ✮ t❤❡♥

I

I+ exp [−βH′]
= W

(
1− f 0

0 f

)
W+ ✭✶✾✹✮

✇❤❡r❡ fµ = 1/(1+exp(βEµ)) ❛r❡ t❤❡ ❋❡r♠✐ st❛t✐st✐❝❛❧ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s Eµ✱ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❍❋❇✲❡q✉❛t✐♦♥s✱ s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✼✺✳
■♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✾✸ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ❛rr✐✈❡ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♥s✐t② ρ = V ∗(1− f)V T + UfU+ ❛♥❞ κ = UfV +V ∗(1− f)UT ✳

✽✳✶✳ ❙②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛t ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦r st❛t✐st✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥
♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ♦♣❡r❛t♦r D̂ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s❡❧❡❝t ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ tr❛❝❡ ♦♥❧② t❤♦s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s❡t ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳
❚❤❡ ❡❛s✐❡st ✇❛② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ❜② s❛♥❞✇✐❝❤✐♥❣ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ♦♥t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ s❡❧❡❝t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r
♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r r❡st♦r❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ♦♣❡r❛t♦r D̂ ❜②

D̂N = P̂N+D̂P̂N . ✭✶✾✺✮

❋♦r ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ♦♣❡r❛t♦r ❣❡ts ❛ ❜✐t ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❞❡r
✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❘♦ss✐❣♥♦❧✐ ❛♥❞ ❘✐♥❣ ✭✶✾✾✹✮ ❢♦r t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r D̂N ✐s r❛t❤❡r ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ❜✉t ✐t s✐♠♣❧✐✜❡s ❡♥♦r♠♦✉s❧② ✐❢ D̂ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❜❡
t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛♥ ♦♥❡✲❜♦❞② ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
t♦ t❤❡ ❡①❛❝t D̂✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❞ ❥✉st t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡str✐❝t t❤❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛❜❡❧✐❛♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r PN ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ♦❢ ♦♥❡ ❜♦❞② ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ P̂N+D̂HFBP̂

N ❜❡❝♦♠❡s
❛ ✭✈❡r② ✐♥✈♦❧✈❡❞✮ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ♦❢ ♦♥❡ ❜♦❞② ♦♣❡r❛t♦rs✳
❆s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✷✮ t❤♦s❡ ♣r♦❞✉❝ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

T̂+
1 T̂

+
2

(
a

a+

)
T̂2T̂1 = exp(T1) exp(T2)

(
a

a+

)
✭✶✾✻✮

✇❤❡r❡ Ti ❛r❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡ ❜♦❞② ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥ts ♦❢ T̂i✱

T̂i = exp

[
1

2

∑

µν

a+µ (Ti)µνaν
]

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ ●❛✉❞✐♥✬s t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❥✉st r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡
exp[−βH′] ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✸✮ ❜② t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✭s❡❡ ❘♦ss✐❣♥♦❧✐
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❛♥❞ ❘✐♥❣ ✭✶✾✾✹✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t t❤✐s ♣r♦❣r❛♠ ✐s ✐♥
t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣②✱ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② F = H − TS✳
❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐①
♦♣❡r❛t♦r✳ ■♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡♥tr♦♣② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s
✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥
❣❡♥❡r❛❧ ❛s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣②
❜❡❝♦♠❡s ❛ ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❛s❦ ✭❊s❡❜❜❛❣ ❛♥❞ ❊❣✐❞♦✱ ✶✾✾✸✮✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t❡❞ st❛t✐st✐❝s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ♦✈❡r ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤❡♥
❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❢t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ✭❋❛♥t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳ ❚❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐✣❝✉❧t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐❣♥
❛♠❜✐❣✉✐t② ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❋❛♥t♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮
✐♥ ❛ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ P❢❛✣❛♥ ♠❡t❤♦❞
✭❘♦❜❧❡❞♦✱ ✷✵✵✾✮ t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡s
✭❋❛♥t♦✱ ✷✵✶✼✮✳

❚❤❡ s❤❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ ✭▲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❀ ❑♦♦♥✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❛✱❜✮ ✐s
♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡✐ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡ s❤❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t♦
❝❛rr② ♦✉t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭❆❧❤❛ss✐❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✮
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤✐s ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥♦t❤❡r ✜❡❧❞ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✐s❝✉ss❡❞
❤❡r❡✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✇❛s ❛❧s♦ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ▼❛❣♥✉s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✳

✽✳✷✳ ❚❤❡r♠♦✲✜❡❧❞ ❞②♥❛♠✐❝s

❚♦ ✜♥✐s❤ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ❜r✐❡✢② ♠❡♥t✐♦♥ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❦♥♦✇♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡r♠♦✲✜❡❧❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■t
❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ tr❛❝❡s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❜② ✉s✐♥❣ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣✉r❡
st❛t❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❋♦❝❦ s♣❛❝❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t✇✐❝❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳
❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ❜② ❚❛❦❛❤❛s❤✐ ❛♥❞
❯♠❡③❛✇❛ ✭❚❛❦❛❤❛s❤✐ ❛♥❞ ❯♠❡③❛✇❛✱ ✶✾✾✻✮✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢
❛♥ ♦♣❡r❛t♦r F̂ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s pn

⟨F̂ ⟩st❛t =
∑

n

⟨n|F̂ |n⟩pn, ✭✶✾✼✮

✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ F̂ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

|Φ⟩ =
∑

n

√
pn|nñ⟩ =

√
p1|11̃⟩+

√
p2|22̃⟩+ · · · ✭✶✾✽✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s |nñ⟩ = |n⟩ ⊗ |ñ⟩ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞
❋♦❝❦ s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❋♦❝❦ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ❦❡t
|ñ⟩ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢ st❛t❡s ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛s |n⟩✳ ■♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞
❋♦❝❦ s♣❛❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s F̂ ⊗ I ✇❤❡r❡ I ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡
s♣❛♥♥❡❞ ❜② |ñ⟩✳ ❆ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ♦♣❡r❛t♦rs ã+k ❛♥❞
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ãk s❛t✐s❢②✐♥❣ ❢❡r♠✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ a+k ❛♥❞ ak s❡t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦♦✳ ❆♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠
✐s t❤❛t |Φ⟩ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❍❋❇ st❛t❡✱ ✈❛❝✉✉♠ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ã+k ✱ãk✱ a+k ❛♥❞ ak ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❇❈❙ ❧✐❦❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ✈❡r❜❛t✐♠ ❛❧❧ t❤❡ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❡❢♦r❡
✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞❲✐❝❦✬s t❤❡♦r❡♠✮ t♦ r❡st♦r❡ s②♠♠❡tr✐❡s ❜✉t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
♣r♦♣❡r❧② t❤❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❋♦❝❦ s♣❛❝❡✳ ■t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤✐s
♠❡t❤♦❞ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥② ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ♦❢ ♠❛tr✐①
s✐③❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❜② t❛❦✐♥❣
t❤❡ tr❛❝❡ ♦✈❡r ❛ s✉❜s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ ♣✉r❡ st❛t❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐①
♦♣❡r❛t♦r✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛♥❛❜❡ ❛♥❞ ◆❛❦❛❞❛ ✭✷✵✵✺✮ ❜✉t ♦♥❧② ❢♦r♠❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡
♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡✳

✾✳ ❙✉♠♠❛r②✱ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠s ✇✐t♥❡ss❡❞ ❛ ❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡
♣r♦❣r❡ss ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ t❤❡♦r② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛r❡
♥♦✇ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t♦ ❡❧✉❝✐❞❛t❡ r✐❝❤ ❛♥❞ ❢❛s❝✐♥❛t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❛♥②✲
❜♦❞② s②st❡♠s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ st✐❧❧
r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❧✐❣❤t❡r s②st❡♠s ♦♥❧②✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ s②st❡♠s ♦❢ ❛♥② s✐③❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s✱ t❤❡
❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛❧❧
♥✉❝❧❡❛r s♣❡❝✐❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❡①✐st ✐♥ t❤❡ ❙❡❣ré ❝❤❛rt✳

❙♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❜❛s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ♣❧❛②❡❞ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠s✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ r♦t❛t✐♥❣ ♥✉❝❧❡✐✱ t❤❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ❧❡❞ t♦ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♥✉❝❧❡✐✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ q✉❛♥t❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❛❜s❡♥t ✐♥ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❜❡❝♦♠❡ q✉✐t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♠❡s♦s❝♦♣✐❝
s②st❡♠s✳

❚♦ ❜✉✐❧❞ q✉❛♥t❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❆ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐s t❤r♦✉❣❤ t❤❡
r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡❧✉❞❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡✈✐❡✇✱ t❤❡
s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤r❡❡ s✐♠♣❧❡
❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t r❡✈✐❡✇ ✇❛s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡
r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛♥❞✱ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t♦ ❜r✐♥❣ t♦ ❢♦❝✉s t❤❡ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦s ✐♥ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ♦r✐❣✐♥ ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❡❞ ✐♥
❣r♦✉♣ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❛s ❧❛✐❞ ♦✉t ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❚❤❡r❡ ✇❡
❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣s ✭♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r✱
❧✐♥❡❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ♣❛r✐t②✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✶✵✹

✈❡rs✉s t❤❡ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣s✱ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧
s②♠♠❡tr②✱ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ s♣✐♥✱ ♦r ✐s♦t♦♣✐❝ s♣✐♥✳ ■♥ t❤❡ ❧❛t❡r ❝❛s❡✱
t❤❡ s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❞♦ ♥♦t ♦❜❡② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱
❜✉t t❤❡② ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♣r♦❥❡❝t ♦✉t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t s②♠♠❡tr② q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳ ❋✉rt❤❡r✱
✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡✐t❤❡r ❜❡❢♦r❡
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦r ❛❢t❡r ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱
❝♦♠♠♦♥❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ st❛t❡s ✭♦❢t❡♥
❝❛❧❧❡❞ ✏✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡s✧✮ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦♥
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ✭✐✳❡✳✱ ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮✳ ■♥ t❤✐s
♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡
r❡st♦r❡❞ s②♠♠❡tr②✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❢t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ t❤❡
✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② q✉✐t❡
❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ s❡✈❡r❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ♥❡❡❞
t♦ ❜❡ r❡st♦r❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢
✈❛r✐❛t✐♦♥✲❛❢t❡r✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡s❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❛❝t✐✈❡❧② ♣✉rs✉❡❞ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ s❤❛r♣
❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❦❡r♥❡❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛t❡ str♦♥❣❧② ❜r❡❛❦s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
s②♠♠❡tr②✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♣♦♣✉❧❛r ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐
❛♥❞ ❑❛♠❧❛❤✱ ❛♥❞ ✇❡r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❧❡❛❞
t♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❝r❛♥❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✕ ❛ ✉s❡❢✉❧ ❝♦♥❝❡♣t t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❞s✳ ❙②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❛❧s♦
s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s✐♠♣❧❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s s❡♣❛r❛❜❧❡ ♦r
t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ ❢❡✇ ♦s❝✐❧❧❛t♦r s❤❡❧❧s✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞
❢♦r s②st❡♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡
❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡ ❙❡❣ré ❝❤❛rt✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥✲♠❡❞✐✉♠ ❡✛❡❝ts t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠s✱ r❡q✉✐r❡❞
t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤
s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❢✉rt❤❡r ❛❣❣r❛✈❛t❡❞
✇❤❡♥ s❡♣❛r❛t❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡
❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡r❡ ✇❡r❡ s❡✈❡r❛❧ ❛tt❡♠♣ts t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ❜✉t
❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❜♦t❤ s♦✉r❝❡s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐s st✐❧❧ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❆
♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡✐♥❣ ✈✐❣♦r♦✉s❧② ♣✉rs✉❡❞✱ ✐s t♦ ❜❛s❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦♥ t❤❡
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♣✐❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t t❤r❡❡✲❜♦❞② t❡r♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t
②❡t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ❛♥s✇❡rs ❛t t❤✐s st❛❣❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♠❛♥②
s②♠♠❡tr② r❡st♦r❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡s❡♥t✲❞❛② ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s
s❡❡♠ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ♥✉❝❧❡❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱
❛s ✇❛s ❡❧✉❝✐❞❛t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✇✐t❤ ❛ ♣✐♥❝❤ ♦❢
s❛❧t ❛s t❤❡② ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ ✇✐t❤ s♣✉r✐♦✉s ❡✛❡❝ts✳
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▼❡s♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♠❛tt❡r s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ss❡♠❜❧✐❡s ♦❢ tr❛♣♣❡❞ ✉❧tr❛❝♦❧❞ ✐♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr❛❧ ❛t♦♠s✱ ❛r❡ ♠♦st❧② ❢r❡❡
❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ ❥✉st t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♦r
❛ ❝♦♥t❛❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ s②♠♠❡tr②
r❡st♦r❛t✐♦♥ t♦ t❤♦s❡ ❛r❡❛s s❤❛r❡ ♠❛♥② t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s✱
❜✉t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❧❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ s♣✐♥ ✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♠❛tt❡r
♣❤②s✐❝s✳ ▼❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇❤❡r❡ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❛♥❞ r❡st♦r❛t✐♦♥
r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡❛s② ✇❛② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥s ✻ ❛♥❞
✼✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✶ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❧♠ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✇❤❡r❡ ♣✉r❡ st❛t❡s ❛r❡
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞
♦❢ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞
❢r✉✐t❢✉❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ✉s✐♥❣ ❛
s✐♠♣❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥❡ st❛②s
✇✐t❤✐♥ ❛ ❢✉❧❧② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t♦ ❡♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥✈♦❦❡❞✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s②♠♠❡tr②
r❡st♦r❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ q✉❛♥t❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ❢✉t✉r❡✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇✐t❤ s②♠♠❡tr② ♣r♦❥❡❝t❡❞
st❛t❡s ❛s t❤❡ ❜❛s✐❝ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♠✉❧t✐✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❜❛s✐s
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞✱ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❤❡❧❧✲♠♦❞❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❡①❝✐t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛♥❞
❛❧s♦ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜②
t❤❡ s✉❝❝❡ss❡s ♦❢ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❛♥❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r
♣❤②s✐❝s ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❛❧s♦ r❡❝❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❉✉❣✉❡t ✭✷✵✶✹❜✮❀ ❉✉❣✉❡t ❛♥❞
❙✐❣♥♦r❛❝❝✐ ✭✷✵✶✻✮❀ ◗✐✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮❀ ❨❛♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮ ❛♥❞ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳

✶✵✳ ❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❏❉ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ▼✐❝❤❛➟ ❇→❝③②❦ ❢♦r ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞♦✉❜❧②✲s②♠♠❡tr✐❝✲
♣♦t❡♥t✐❛❧✲✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❏❉ ✇❛s ♣❛rt❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❙❚❋❈ ●r❛♥ts
◆♦✳ ❙❚✴▼✵✵✻✹✸✸✴✶ ❛♥❞ ◆♦✳ ❙❚✴P✵✵✸✽✽✺✴✶ ❛♥❞ ❜② t❤❡ P♦❧✐s❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❈❡♥tr❡
✉♥❞❡r ❈♦♥tr❛❝t ◆♦✳ ✷✵✶✽✴✸✶✴❇✴❙❚✷✴✵✷✷✷✵✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▲▼❘ ✇❛s ♣❛rt❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜②
❙♣❛♥✐s❤ ▼■◆❊❈❖ ●r❛♥t ◆♦✳ P●❈✷✵✶✽✲✵✾✹✺✽✸✲❇✲■✵✵✳ P❘ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡s ♣❛rt✐❛❧ s✉♣♣♦rt
❢r♦♠ t❤❡ ❉❡✉ts❝❤❡ ❋♦rs❝❤✉♥❣s❣❡♠❡✐♥s❝❤❛❢t ✭❉❋●✱ ●❡r♠❛♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥✮ ✉♥❞❡r
●❡r♠❛♥②✬s ❊①❝❡❧❧❡♥❝❡ ❙tr❛t❡❣② ✕ ❊❳❈✲✷✵✾✹ ✕ ✸✾✵✼✽✸✸✶✶✳ ❈❨ ✇✐s❤❡s t♦ t❤❛♥❦ ❤✐s
❝♦✲❛✉t❤♦rs ❛t ●❡♦r❣✐❛ ❚❡❝❤✱ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❯③✐ ▲❛♥❞♠❛♥✱ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❈❡♥t❡r ❢♦r
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❈❨ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs ❜②

Page 105 of 145 AUTHOR SUBMITTED MANUSCRIPT - JPhysG-103839.R1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

A
cc

ep
te

d 
M

an
us

cr
ip

t



❈❖◆❚❊◆❚❙ ✶✵✻

t❤❡ ❖✣❝❡ ♦❢ ❇❛s✐❝ ❊♥❡r❣② ❙❝✐❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❯❙ ❉✳❖✳❊✳ ✭●r❛♥t ◆♦✳ ❋●✵✺✲✽✻❊❘✹✺✷✸✹✮
❛♥❞ ❜② t❤❡ ❆✐r ❋♦r❝❡ ❖✣❝❡ ♦❢ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❘❡s❡❛r❝❤ ✭❯❙❆✮ ✭●r❛♥t ◆♦✳ ❋❆✾✺✺✵✲✶✺✲✶✲✵✺✶✾✮✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❖✈❡r❧❛♣s ❛♥❞ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❍❋❇ st❛t❡s

❚❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❡s ❜r♦❦❡♥ ❜② ✐♥tr✐♥s✐❝ ❍❋❇ st❛t❡s r❡q✉✐r❡s t♦
❝♦♥s✐❞❡r ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♦♣❡r❛t♦rs ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❍❋❇ st❛t❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛
r❛t❤❡r ❣❡♥❡r❛❧ st❛t❡♠❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♦♣❡r❛t♦r ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr②
❣r♦✉♣ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❍❋❇ st❛t❡ ✐s ❛❣❛✐♥ ❛♥♦t❤❡r ❍❋❇ st❛t❡✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②
❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ ♦♥❡✲❜♦❞② ♦♣❡r❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♠❛tr✐① ▲✐❡ ❛❧❣❡❜r❛ ✭●✐❧♠♦r❡✱ ✷✵✵✽❜✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s②♠♠❡tr②
♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜r❛✮
❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ♦❢ ♦♥❡ ❜♦❞② ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❚❤♦✉❧❡ss t❤❡♦r❡♠ ✭❚❤♦✉❧❡ss
❛♥❞ ❱❛❧❛t✐♥✱ ✶✾✻✷❀ ▼❛♥❣✱ ✶✾✼✺✮ ❛♣♣❧✐❡s✳

❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ❜❡st ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❲✐❝❦✬s t❤❡♦r❡♠✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t
✇❛②s ✭▲ö✇❞✐♥✱ ✶✾✺✺❛❀ ❖♥✐s❤✐ ❛♥❞ ❨♦s❤✐❞❛✱ ✶✾✻✻❀ ❇❛❧✐❛♥ ❛♥❞ ❇r❡③✐♥✱ ✶✾✻✾❀ ❍❛r❛ ❛♥❞
❙✉♥✱ ✶✾✾✺❀ ❇❡rts❝❤ ❛♥❞ ❘♦❜❧❡❞♦✱ ✷✵✶✷❀ ❘✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉❝❦✱ ✶✾✽✵✮✱ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐①
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♦♣❡r❛t♦r Ô ❜❡t✇❡❡♥ ❛r❜✐tr❛r②✱ ♥♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ ❍❋❇ st❛t❡s |Φ0⟩
❛♥❞ |Φ1⟩✱ ⟨Φ0|Ô|Φ1⟩/⟨Φ0|Φ1⟩✱ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
t✇♦✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s✱

⟨Φ0|βµβν |Φ1⟩
⟨Φ0|Φ1⟩

= Cµν ,
⟨Φ0|βµβ+

ν |Φ1⟩
⟨Φ0|Φ1⟩

= δµν , ✭❆✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ βµ ❛♥❞ β+
µ ❛r❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ |Φ0⟩✳ ❚❤❡

♦♥❧② ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s❦❡✇✲s②♠♠❡tr② ♠❛tr✐① Cµν ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ A = U+

0 U1 + V +
0 V1 t✐♠❡s B = U+

0 V1 + V +
0 U1✱ ✐✳❡✳✱

C = A−1B✳ ❚❤❡ U0✱ V0 ❛♥❞ U1✱ V1 ❛r❡ t❤❡ ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❋❇ st❛t❡s✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
♦✈❡r❧❛♣s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

⟨Φ0|βµβνβσβρ|Φ1⟩
⟨Φ0|Φ1⟩

= CµνCσρ − CµσCνρ + CµρCνσ ✭❆✳✷✮

■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ n ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥
q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ s✉♠ ❣r♦✇s ✈❡r② q✉✐❝❦❧②
❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② (n − 1)!!✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭s❡❡
❍✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✮ t❤❛t ❤❛♠♣❡rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♠✉❧t✐✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ❇❡rts❝❤ ❛♥❞ ❘♦❜❧❡❞♦ ✭✷✵✶✷✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ P❢❛✣❛♥s ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳

❚❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ⟨Φ0|Φ1⟩ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❖♥✐s❤✐ ❢♦r♠✉❧❛ ✭❖♥✐s❤✐ ❛♥❞ ❨♦s❤✐❞❛✱ ✶✾✻✻❀ ❇❛❧✐❛♥
❛♥❞ ❇r❡③✐♥✱ ✶✾✻✾❀ ❍❛r❛ ❛♥❞ ❙✉♥✱ ✶✾✾✺✮✱

⟨Φ0|Φ1⟩ = ±
√
detA, ✭❆✳✸✮
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s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❛ s✐❣♥ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛❝② t❤❛t r❡q✉✐r❡s ❢✉rt❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢
t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❛✛❡❝ts t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦r
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲♠✐①✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆ ✇r♦♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐❣♥ ❡✈❡♥ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❝❛♥ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧✳ ❚❤❡ s✐❣♥
♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❧✐❦❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛r❣✉♠❡♥ts ♦r
❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❛tr✐① ✭◆❡❡r❣år❞ ❛♥❞ ❲üst✱
✶✾✽✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡
s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ P❢❛✣❛♥ ♦❢ ❛ s❦❡✇✲s②♠♠❡tr✐❝
♠❛tr✐① ✭❘♦❜❧❡❞♦✱ ✷✵✵✾✱ ✷✵✶✶❀ ❇❡rts❝❤ ❛♥❞ ❘♦❜❧❡❞♦✱ ✷✵✶✷❀ ❆✈❡③ ❛♥❞ ❇❡♥❞❡r✱ ✷✵✶✷✮✱

⟨Φ0|Φ1⟩ = sN♣❢(M) = sN♣❢

(
M (1) −I

I −M (0) ∗

)
, ✭❆✳✹✮

❢♦r t❤❡ s❦❡✇✲s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐❝❡s M (i) = (ViU
−1
i )∗ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈

❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❋♦r♠✉❧❛ ✭❆✳✹✮ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❜♦t❤ ❍❋❇ st❛t❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s ⟨0|Φi⟩ = 1

❛♥❞ t❤❛t t❤❡✐r ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❜❛s✐s ♦❢
❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦r sN = (−1)N(N+1)/2❀ s❡❡ ❆✈❡③ ❛♥❞ ❇❡♥❞❡r
✭✷✵✶✷✮ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ r❡❧❛①✐♥❣ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t r❡❝❡♥t❧② ▼✐③✉s❛❦✐
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮❀ ❇❛❧❧② ❛♥❞ ❉✉❣✉❡t ✭✷✵✶✽✮ ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✐♥t♦ t❤❡
s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ P❢❛✣❛♥ ♦❢ ❛ s❦❡✇✲s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① ✐s ❛ q✉❛♥t✐t② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❛♥❞ s❤❛r❡s ✇✐t❤ ✐t ♠❛♥② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
P❢❛✣❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ✇✐t❤ ❛
❝♦st s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✭●♦♥③á❧❡③✲❇❛❧❧❡st❡r♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❲✐♠♠❡r✱
✷✵✶✷✮✳
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❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆❧❤❛ss✐❞ ❨✱ ▲✐✉ ❙ ❛♥❞ ◆❛❦❛❞❛ ❍ ✶✾✾✾ P❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❤❡❧❧ ♠♦❞❡❧
▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♥✉❝❧❡❛r ❧❡✈❡❧ ❞❡♥s✐t✐❡s P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✽✸✱ ✹✷✻✺✕
✹✷✻✽✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈▲❡tt✳✽✸✳✹✷✻✺

❆❧♦♥ ❖ ❊✱ ❙tr❡❧ts♦✈ ❆ ■✱ ❙❛❦♠❛♥♥ ❑ ❛♥❞ ❈❡❞❡r❜❛✉♠ ▲ ❙ ✷✵✵✹ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ✐♥ ❛ r✐♥❣ ❊P▲ ✻✼✱ ✽✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✷✵✾✴❡♣❧✴✐✷✵✵✹✲✶✵✵✹✼✲✸

❆♥❣✉✐❛♥♦ ▼✱ ❊❣✐❞♦ ❏ ❛♥❞ ❘♦❜❧❡❞♦ ▲ ✷✵✵✶ P❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡✛❡❝t✐✈❡
❢♦r❝❡s ◆✉❝❧❡❛r P❤②s✐❝s ❆ ✻✾✻✭✸✮✱ ✹✻✼ ✕ ✹✾✸✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴❙✵✸✼✺✾✹✼✹✵✶✵✶✷✶✾✷

❆♥❣✉✐❛♥♦ ▼✱ ❊❣✐❞♦ ❏ ❛♥❞ ❘♦❜❧❡❞♦ ▲ ✷✵✵✷ ▼❡❛♥✲✜❡❧❞ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♣❛✐r✐♥❣
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐ P❤②s✐❝s ▲❡tt❡rs ❇ ✺✹✺✭✶✮✱ ✻✷ ✕ ✼✷✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴❙✵✸✼✵✷✻✾✸✵✷✵✷✺✺✼✶

❆s♣❡❝t ❆ ✷✵✵✹ ✧❏♦❤♥ ❇❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✉♠ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✱✧ ❢♦r❡✇♦r❞ ♦❢ ❙♣❡❛❦❛❜❧❡
❛♥❞ ✉♥s♣❡❛❦❛❜❧❡ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✿ ❏✳❙✳ ❇❡❧❧ ♣❛♣❡rs ♦♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s

❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✳

❆tt❛r❞ P ✷✵✶✺ ◗✉❛♥t✉♠ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ● ✲ ❘❡❢❡r❡♥❝❡✱ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
■♥t❡r❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r② ❙✉❜❥❡❝ts ❙❡r✐❡s ■❖P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
❤tt♣s✿✴✴❜♦♦❦s✳❣♦♦❣❧❡✳❡s✴❜♦♦❦s❄✐❞❂❆❧✾❇❥❣❊❆❈❆❆❏

❆✈❡③ ❇ ❛♥❞ ❇❡♥❞❡r ▼ ✷✵✶✷ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❛r❜✐tr❛r② ❢❡r♠✐♦♥✐❝
q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ✈❛❝✉❛ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✽✺✱ ✵✸✹✸✷✺✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✽✺✳✵✸✹✸✷✺

❇❛❧✐❛♥ ❘ ❛♥❞ ❇r❡③✐♥ ❊ ✶✾✻✾ ◆♦♥✉♥✐t❛r② ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
❲✐❝❦ t❤❡♦r❡♠ ■❧ ◆✉♦✈♦ ❈✐♠❡♥t♦ ❇ ✭✶✾✻✺✲✶✾✼✵✮ ✻✹✱ ✸✼✕✺✺✳
❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✼✴❇❋✵✷✼✶✵✷✽✶

❇❛❧❧② ❇✱ ❆✈❡③ ❇✱ ❇❡♥❞❡r ▼ ❛♥❞ ❍❡❡♥❡♥ P ❍ ✷✵✶✹ ❇❡②♦♥❞ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r
♦❞❞✲♠❛ss ♥✉❝❧❡✐ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✶✶✸✱ ✶✻✷✺✵✶✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈▲❡tt✳✶✶✸✳✶✻✷✺✵✶
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▼❡❞❞✳ ✸✵✱ ♥♦✳ ✶✳
❤tt♣✿✴✴❣②♠❛r❦✐✈✳s❞✉✳❞❦✴▼❋▼✴❦❞✈s✴♠❢♠✸✵✲✸✾✴♠❢♠✲✸✵✲✶✳♣❞❢

❇♦❤r ➴ ❛♥❞ ▼♦tt❡❧s♦♥ ❇ ✶✾✾✽ ◆✉❝❧❡❛r ❙tr✉❝t✉r❡ ❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝✱ ❙✐♥❣❛♣♦r❡✱ ❱♦❧✳ ■■✳

❇♦♥❝❤❡ P✱ ❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ❏✱ ❋❧♦❝❛r❞ ❍ ❛♥❞ ❍❡❡♥❡♥ P ❍ ✶✾✾✶ ●❡♥❡r❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞
❢♦r tr✐❛①✐❛❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ str♦♥t✐✉♠ ✐s♦t♦♣❡s ◆✉❝❧❡❛r P❤②s✐❝s ❆
✺✸✵✭✶✮✱ ✶✹✾ ✕ ✶✼✵✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴✵✸✼✺✾✹✼✹✾✶✾✵✼✻✵✹

❇♦♥❝❤❡ P✱ ❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ❏✱ ❋❧♦❝❛r❞ ❍✱ ❍❡❡♥❡♥ P ❍ ❛♥❞ ▼❡②❡r ❏ ✶✾✾✵ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❛ st✉❞② ♦❢ s❤❛♣❡ ✐s♦♠❡r✐s♠ ✐♥ 194❍❣ ◆✉❝❧❡❛r P❤②s✐❝s
❆ ✺✶✵✭✸✮✱ ✹✻✻ ✕ ✺✵✷✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴✵✸✼✺✾✹✼✹✾✵✾✵✵✻✷◗

❇♦♥❝❤❡ P✱ ❑♦♦♥✐♥ ❙ ❛♥❞ ◆❡❣❡❧❡ ❏ ❲ ✶✾✼✻ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥✉❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡
t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✶✸✱ ✶✷✷✻✕✶✷✺✽✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✶✸✳✶✷✷✻

❇♦rr❛❥♦ ▼ ❛♥❞ ❊❣✐❞♦ ❏ ▲ ✷✵✶✽ ❙②♠♠❡tr② ❝♦♥s❡r✈✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠✐①✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ ♦❞❞ ♠❛ss ♥✉❝❧❡✐ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✾✽✱ ✵✹✹✸✶✼✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✾✽✳✵✹✹✸✶✼

❇♦rr❛❥♦ ▼✱ ❘♦❞rí❣✉❡③ ❚ ❘ ❛♥❞ ❊❣✐❞♦ ❏ ▲ ✷✵✶✺ ❙②♠♠❡tr② ❝♦♥s❡r✈✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
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❘❊❋❊❘❊◆❈❊❙ ✶✶✷

♠✐①✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❝r❛♥❦❡❞ st❛t❡s P❤②s✐❝s ▲❡tt❡rs ❇ ✼✹✻✱ ✸✹✶ ✕ ✸✹✻✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴❙✵✸✼✵✷✻✾✸✶✺✵✵✸✻✼✻

❇r❛♥❞t ❇ ❇✱ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❈ ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥ ❯ ✷✵✶✺ ❉♦✉❜❧❡✲✇❡❧❧ ✉❧tr❛❝♦❧❞✲❢❡r♠✐♦♥s
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✿ ❲❛✈❡✲❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❛t♦♠② ♦❢ ❛ttr❛❝t✐✈❡✲♣❛✐r✐♥❣ ❛♥❞ ❲✐❣♥❡r✲
♠♦❧❡❝✉❧❡ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ ♦r❜✐t❛❧s ◆❛♥♦ ▲❡tt✳ ✶✺✱ ✼✶✵✺✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✷✶✴❛❝s✳♥❛♥♦❧❡tt✳✺❜✵✸✶✾✾

❇r✐♥❦ ❉ ❛♥❞ ❙✈❡♥♥❡ ❏ ✶✾✼✵ ■s♦s♣✐♥ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ s♦❧✉t✐♦♥s ◆✉❝❧❡❛r P❤②s✐❝s ❆
✶✺✹✭✸✮✱ ✹✹✾ ✕ ✹✺✼✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴✵✸✼✺✾✹✼✹✼✵✾✵✶✶✼❳

❇r♦✇♥ ❇ ❆ ❛♥❞ ❘✐❝❤t❡r ❲ ❆ ✷✵✵✻ ◆❡✇ ✏❯❙❉✑ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❢♦r t❤❡ sd s❤❡❧❧ P❤②s✳ ❘❡✈✳
❈ ✼✹✱ ✵✸✹✸✶✺✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✼✹✳✵✸✹✸✶✺

❇✉❝❤❡r ❇✱ ❩❤✉ ❙✱ ❲✉ ❈ ❨✱ ❏❛♥ss❡♥s ❘ ❱ ❋✱ ❇❡r♥❛r❞ ❘ ◆✱ ❘♦❜❧❡❞♦ ▲ ▼✱ ❘♦❞rí❣✉❡③ ❚ ❘✱
❈❧✐♥❡ ❉✱ ❍❛②❡s ❆ ❇✱ ❆②❛♥❣❡❛❦❛❛ ❆ ❉✱ ❇✉❝❦♥❡r ▼ ◗✱ ❈❛♠♣❜❡❧❧ ❈ ▼✱ ❈❛r♣❡♥t❡r ▼ P✱
❈❧❛r❦ ❏ ❆✱ ❈r❛✇❢♦r❞ ❍ ▲✱ ❉❛✈✐❞ ❍ ▼✱ ❉✐❝❦❡rs♦♥ ❈✱ ❍❛r❦❡r ❏✱ ❍♦✛♠❛♥ ❈ ❘✱ ❑❛②
❇ P✱ ❑♦♥❞❡✈ ❋ ●✱ ▲❛✉r✐ts❡♥ ❚✱ ▼❛❝❝❤✐❛✈❡❧❧✐ ❆ ❖✱ P❛r❞♦ ❘ ❈✱ ❙❛✈❛r❞ ●✱ ❙❡✇❡r②♥✐❛❦
❉ ❛♥❞ ❱♦♥❞r❛s❡❦ ❘ ✷✵✶✼ ❉✐r❡❝t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ♦❝t✉♣♦❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ 146Ba ❛♥❞ t❤❡
♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ E1 ♠♦♠❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ r❡✢❡❝t✐♦♥✲❛s②♠♠❡tr✐❝ ♥✉❝❧❡✐ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳
✶✶✽✱ ✶✺✷✺✵✹✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈▲❡tt✳✶✶✽✳✶✺✷✺✵✹

❇ür✈❡♥✐❝❤ ❚✱ ▼❛❞❧❛♥❞ ❉ ●✱ ▼❛r✉❤♥ ❏ ❆ ❛♥❞ ❘❡✐♥❤❛r❞ P ● ✷✵✵✷ ◆✉❝❧❡❛r ❣r♦✉♥❞ st❛t❡
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛♥❞ ◗❈❉ s❝❛❧✐♥❣ ✐♥ ❛ r❡✜♥❡❞ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣♦✐♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ P❤②s✳ ❘❡✈✳
❈ ✻✺✱ ✵✹✹✸✵✽✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✻✺✳✵✹✹✸✵✽

❇②❝❤❦♦✈ ❨ ❆ ❛♥❞ ❘❛s❤❜❛ ❊ ■ ✶✾✽✹ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ✷❉ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s ✇✐t❤ ❧✐❢t❡❞ s♣❡❝tr❛❧
❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❏❊❚P ▲❡tt✳ ✸✾✱ ✼✽✳
❤tt♣✿✴✴❥❡t♣❧❡tt❡rs✳r✉✴♣s✴✶✷✻✹✴❛rt✐❝❧❡❴✶✾✶✷✶✳s❤t♠❧

❈❛r❧s♦♥ ❏✱ ●❛♥❞♦❧✜ ❙✱ P❡❞❡r✐✈❛ ❋✱ P✐❡♣❡r ❙ ❈✱ ❙❝❤✐❛✈✐❧❧❛ ❘✱ ❙❝❤♠✐❞t ❑ ❊ ❛♥❞ ❲✐r✐♥❣❛
❘ ❇ ✷✵✶✺ ◗✉❛♥t✉♠ ♠♦♥t❡ ❝❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ❘❡✈✳ ▼♦❞✳ P❤②s✳

✽✼✱ ✶✵✻✼✕✶✶✶✽✳

❈❛s✐♠✐r ❍ ✶✾✸✺ Ü❜❡r ❞✐❡ ❤②♣❡r❢❡✐♥str✉❦t✉r ❞❡s ❊✉r♦♣✐✉♠s P❤②s✐❝❛ ✷✭✶✮✱ ✼✶✾ ✕ ✼✷✸✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✶✻✴❙✵✵✸✶✲✽✾✶✹✭✸✺✮✾✵✶✹✽✲✸

❈❛✉r✐❡r ❊ ❛♥❞ ●r❛♠♠❛t✐❝♦s ❇ ✶✾✼✼ Pr♦❥❡❝t❡❞ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❧✐❣❤t ♥✉❝❧❡✐ ✇✐t❤ ❙❦②r♠❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ◆✉❝❧❡❛r P❤②s✐❝s ❆ ✷✼✾✭✷✮✱ ✸✸✸ ✕ ✸✹✻✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴✵✸✼✺✾✹✼✹✼✼✾✵✷✸✷✾

❈❛✉r✐❡r ❊✱ ▼❛rtí♥❡③✲P✐♥❡❞♦ ●✱ ◆♦✇❛❝❦✐ ❋✱ P♦✈❡s ❆ ❛♥❞ ❩✉❦❡r ❆ P ✷✵✵✺ ❚❤❡ s❤❡❧❧ ♠♦❞❡❧
❛s ❛ ✉♥✐✜❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r str✉❝t✉r❡ ❘❡✈✳ ▼♦❞✳ P❤②s✳ ✼✼✱ ✹✷✼✕✹✽✽✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴❘❡✈▼♦❞P❤②s✳✼✼✳✹✷✼

❈❛✉r✐❡r ❊ ❛♥❞ P♦✈❡s ❆ ✶✾✽✷ ❆♥ ✐s♦s♣✐♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t♦♥
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❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ❏✱ ❙❛t✉➟❛ ❲✱ ❈❛r❧ss♦♥ ❇✱ ❊♥❣❡❧ ❏✱ ❖❧❜r❛t♦✇s❦✐ P✱ P♦✇❛➟♦✇s❦✐ P✱ ❙❛❞③✐❛❦
▼✱ ❙❛r✐❝❤ ❏✱ ❙❝❤✉♥❝❦ ◆✱ ❙t❛s③❝③❛❦ ❆✱ ❙t♦✐ts♦✈ ▼✱ ❩❛❧❡✇s❦✐ ▼ ❛♥❞ ❩❞✉➠❝③✉❦ ❍
✷✵✵✾ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❦②r♠❡✲❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✲❇♦❣♦❧②✉❜♦✈ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥
❞❡❢♦r♠❡❞ ❤❛r♠♦♥✐❝✲♦s❝✐❧❧❛t♦r ❜❛s✐s✳✿ ✭❱■✮ ❤❢♦❞❞ ✭✈✷✳✹✵❤✮✿ ❆ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❣r❛♠ ❈♦♠♣✉t❡r P❤②s✐❝s ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✶✽✵✭✶✶✮✱ ✷✸✻✶ ✕ ✷✸✾✶✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴❙✵✵✶✵✹✻✺✺✵✾✵✵✷✺✾✽

❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ❏✱ ❙t♦✐ts♦✈ ▼ ❱✱ ◆❛③❛r❡✇✐❝③ ❲ ❛♥❞ ❘❡✐♥❤❛r❞ P ● ✷✵✵✼ P❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✼✻✱ ✵✺✹✸✶✺✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✼✻✳✵✺✹✸✶✺

❉ö♥❛✉ ❋ ✶✾✾✽ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✺✽✱ ✽✼✷✕✽✼✼✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✺✽✳✽✼✷

❉r❡ss❡❧❤❛✉s ● ✶✾✺✺ ❙♣✐♥✲♦r❜✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❩✐♥❝ ❇❧❡♥❞❡ str✉❝t✉r❡s P❤②s✳ ❘❡✈✳

✶✵✵✱ ✺✽✵✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈✳✶✵✵✳✺✽✵

❉✉❢♦✉r ▼ ❛♥❞ ❩✉❦❡r ❆ P ✶✾✾✻ ❘❡❛❧✐st✐❝ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♥✉❝❧❡❛r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈

✺✹✱ ✶✻✹✶✕✶✻✻✵✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✺✹✳✶✻✹✶

❉✉❣✉❡t ❚ ✷✵✶✹❛ ✐♥ ❈ ❙❝❤❡✐❞❡♥❜❡r❣❡r ❛♥❞ ▼ P❢üt③♥❡r✱ ❡❞s✱ ❵❚❤❡ ❊✉r♦s❝❤♦♦❧ ♦♥ ❊①♦t✐❝
❇❡❛♠s✱ ❱♦❧✳ ■❱✳✬ ❱♦❧✳ ✽✼✾ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ P❤②s✐❝s ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣
♣♣✳ ✷✾✸ ✕ ✸✺✵✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✼✴✾✼✽✲✸✲✻✹✷✲✹✺✶✹✶✲✻❴✼

❉✉❣✉❡t ❚ ✷✵✶✹❜ ❙②♠♠❡tr② ❜r♦❦❡♥ ❛♥❞ r❡st♦r❡❞ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❧✉st❡r t❤❡♦r②✿ ■✳ ❘♦t❛t✐♦♥❛❧
s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s ●✿ ◆✉❝❧❡❛r ❛♥❞ P❛rt✐❝❧❡ P❤②s✐❝s
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❘❊❋❊❘❊◆❈❊❙ ✶✶✺

✹✷✭✷✮✱ ✵✷✺✶✵✼✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✽✽✴✵✾✺✹✲✸✽✾✾✴✹✷✴✷✴✵✷✺✶✵✼

❉✉❣✉❡t ❚✱ ❇❡♥❞❡r ▼✱ ❇❡♥♥❛❝❡✉r ❑✱ ▲❛❝r♦✐① ❉ ❛♥❞ ▲❡s✐♥s❦✐ ❚ ✷✵✵✾ P❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r
r❡st♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠✿ ◆♦♥ ✈✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❡r♠s
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♥♦♥ ✐♥t❡❣❡r ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐❝❡s P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✼✾✱ ✵✹✹✸✷✵✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✼✾✳✵✹✹✸✷✵

❉✉❣✉❡t ❚✱ ❇❡♥❞❡r ▼✱ ❊❜r❛♥ ❏ P✱ ▲❡s✐♥s❦✐ ❚ ❛♥❞ ❙♦♠à ❱ ✷✵✶✺ ❆❜ ✐♥✐t✐♦✲❞r✐✈❡♥ ♥✉❝❧❡❛r
❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❚❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❆ ✺✶✭✶✷✮✱ ✶✻✷✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✹✵✴❡♣❥❛✴✐✷✵✶✺✲✶✺✶✻✷✲✹

❉✉❣✉❡t ❚ ❛♥❞ ❇♦♥❝❤❡ P ✷✵✵✸ ❉❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❢♦r ❜❡②♦♥❞✲
♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✻✼✱ ✵✺✹✸✵✽✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✻✼✳✵✺✹✸✵✽

❉✉❣✉❡t ❚ ❛♥❞ ❙✐❣♥♦r❛❝❝✐ ❆ ✷✵✶✻ ❙②♠♠❡tr② ❜r♦❦❡♥ ❛♥❞ r❡st♦r❡❞ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❧✉st❡r t❤❡♦r②✿
■■✳ ●❧♦❜❛❧ ❣❛✉❣❡ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s ●✿ ◆✉❝❧❡❛r ❛♥❞

P❛rt✐❝❧❡ P❤②s✐❝s ✹✹✭✶✮✱ ✵✶✺✶✵✸✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✽✽✴✵✾✺✹✲✸✽✾✾✴✹✹✴✶✴✵✶✺✶✵✸

❉✉❦❡❧s❦② ❏✱ ●❛r❝✐❛✲❘❛♠♦s ❏✱ ❆r✐❛s ❏✱ P❡r❡③✲❋❡r♥❛♥❞❡③ P ❛♥❞ ❙❝❤✉❝❦ P ✷✵✶✾ ◆✉♠❜❡r
❝♦♥s❡r✈✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❘P❆ ❢♦r s✉♣❡r✢✉✐❞ ♥✉❝❧❡✐ P❤②s✳ ▲❡tt✳ ❇ ✼✾✺✱ ✺✸✼✕✺✹✶✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳♣❤②s❧❡t❜✳✷✵✶✾✳✵✼✳✵✵✸

❉✉♥♥ ❏ ▲✱ ▲❛❦✐♥ ❆ ❏ ❛♥❞ ❍❛♥❞s ■ ❉ ✷✵✶✷ ▼❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡r
❞✐st♦rt✐♦♥s ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ s❝❛♥♥✐♥❣ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡
❢✉❧❧❡r❡♥❡ ❛♥✐♦♥ ❈−

60 ◆❡✇ ❏✳ P❤②s✳ ✶✹✱ ✵✽✸✵✸✽✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✽✽✴✶✸✻✼✲✷✻✸✵✴✶✹✴✽✴✵✽✸✵✸✽

❉②tr②❝❤ ❚✱ ❍❛②❡s ❆ ❈✱ ▲❛✉♥❡② ❑ ❉✱ ❉r❛❛②❡r ❏ P✱ ▼❛r✐s P✱ ❱❛r② ❏ P✱ ▲❛♥❣r ❉ ❛♥❞
❖❜❡r❤✉❜❡r ❚ ✷✵✶✺ ❊❧❡❝tr♦♥✲s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦rs ❢♦r 6Li ✐♥ t❤❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ s②♠♠❡tr②✲
❣✉✐❞❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✾✶✱ ✵✷✹✸✷✻✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✾✶✳✵✷✹✸✷✻

❉②tr②❝❤ ❚✱ ▲❛✉♥❡② ❑ ❉✱ ❉r❛❛②❡r ❏ P✱ ▼❛r✐s P✱ ❱❛r② ❏ P✱ ❙❛✉❧❡ ❊✱ ❈❛t❛❧②✉r❡❦ ❯✱
❙♦s♦♥❦✐♥❛ ▼✱ ▲❛♥❣r ❉ ❛♥❞ ❈❛♣r✐♦ ▼ ❆ ✷✵✶✸ ❈♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡s ✐♥ ❧✐❣❤t ♥✉❝❧❡✐ ❢r♦♠
✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✶✶✶✱ ✷✺✷✺✵✶✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈▲❡tt✳✶✶✶✳✷✺✷✺✵✶

❉②tr②❝❤ ❚✱ ▼❛r✐s P✱ ▲❛✉♥❡② ❑ ❉✱ ❉r❛❛②❡r ❏ P✱ ❱❛r② ❏ P✱ ▲❛♥❣r ❉✱ ❙❛✉❧❡ ❊✱ ❈❛♣r✐♦
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●❛♦ ❩ ❈✱ ❍♦r♦✐ ▼ ❛♥❞ ❈❤❡♥ ❨ ❙ ✷✵✶✺ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ tr✐❛①✐❛❧❧②
❞❡❢♦r♠❡❞ ♥✉❝❧❡❛r ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✾✷✱ ✵✻✹✸✶✵✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✾✷✳✵✻✹✸✶✵

●❛rr♦t❡ ❊✱ ❊❣✐❞♦ ❏ ▲ ❛♥❞ ❘♦❜❧❡❞♦ ▲ ▼ ✶✾✾✽ ❋✐♥❣❡r♣r✐♥ts ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛s②♠♠❡tr② ❛t
❤✐❣❤ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✽✵✱ ✹✸✾✽✕✹✹✵✶✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈▲❡tt✳✽✵✳✹✸✾✽

●❛rr♦t❡ ❊✱ ❊❣✐❞♦ ❏ ❛♥❞ ❘♦❜❧❡❞♦ ▲ ✶✾✾✼ ❆ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♦❝t✉♣♦❧❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
❢r❡❡❞♦♠ ❛t ❤✐❣❤ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ P❤②s✐❝s ▲❡tt❡rs ❇ ✹✶✵✭✷✮✱ ✽✻ ✕ ✾✹✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴❙✵✸✼✵✷✻✾✸✾✼✵✵✾✹✷✽

●❛✉❞✐♥ ▼ ✶✾✻✵ ❯♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❲✐❝❦ ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡
st❛t✐st✐q✉❡ ◆✉❝❧❡❛r P❤②s✐❝s ✶✺✭❙✉♣♣❧❡♠❡♥t ❈✮✱ ✽✾ ✕ ✾✶✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴✵✵✷✾✺✺✽✷✻✵✾✵✷✽✺✻

●❤♦s❤ ▼✱ ●♦s✇❛♠✐ ❆ ❛♥❞ ▼❛❥✉♠❞❛r ❙ ✶✾✼✺ ❙❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❇❈❙ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛✐r✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✶✷✱ ✶✻✺✵✕
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✶✻✺✽✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✶✷✳✶✻✺✵

●✐❧♠♦r❡ ❘ ✷✵✵✽❛ ▲✐❡ ●r♦✉♣s✱ P❤②s✐❝s✱ ❛♥❞ ●❡♦♠❡tr②✿ ❆♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r P❤②s✐❝✐sts✱

❊♥❣✐♥❡❡rs ❛♥❞ ❈❤❡♠✐sts ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳
❤tt♣s✿✴✴❜♦♦❦s✳❣♦♦❣❧❡✳❡s✴❜♦♦❦s❄✐❞❂▼❍❊①▼❦▼❋③✈❝❈

●✐❧♠♦r❡ ❘ ✷✵✵✽❜ ▲✐❡ ●r♦✉♣s✱ P❤②s✐❝s✱ ❛♥❞ ●❡♦♠❡tr②✿ ❆♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r P❤②s✐❝✐sts✱

❊♥❣✐♥❡❡rs ❛♥❞ ❈❤❡♠✐sts ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳
❤tt♣s✿✴✴❜♦♦❦s✳❣♦♦❣❧❡✳❡s✴❜♦♦❦s❄✐❞❂▼❍❊①▼❦▼❋③✈❝❈

●✐r❛r❞❡❛✉ ▼ ✶✾✻✵ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ s②st❡♠s ♦❢ ✐♠♣❡♥❡tr❛❜❧❡ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥s
✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❏✳ ▼❛t❤✳ P❤②s✳ ✶✱ ✺✶✻✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✻✸✴✶✳✶✼✵✸✻✽✼

●✐r❛✉❞ ❇ ❛♥❞ ●r❛♠♠❛t✐❝♦s ❇ ✶✾✼✹ ❊♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s✱ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
✐♥❡rt✐❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❆ ✷✸✸✱ ✸✼✸ ✕ ✸✽✹✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✶✻✴✵✸✼✺✲✾✹✼✹✭✼✹✮✾✵✹✻✸✲✶

●✐r♦❞ ▼ ❛♥❞ ❙❝❤✉❝❦ P ✷✵✶✸ α✲P❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢r♦♠ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ s❡❧❢✲❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♥✉❝❧❡✐
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✲❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ ❛♣♣r♦❛❝❤ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✶✶✶✱ ✶✸✷✺✵✸✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈▲❡tt✳✶✶✶✳✶✸✷✺✵✸

●➟♦✇❛❝③ ❙✱ ❙❛t✉➟❛ ❲ ❛♥❞ ❲②ss ❘ ❆ ✷✵✵✹ ❈r❛♥❦✐♥❣ ✐♥ ✐s♦s♣❛❝❡ ❚❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ P❤②s✐❝❛❧

❏♦✉r♥❛❧ ❆ ✲ ❍❛❞r♦♥s ❛♥❞ ◆✉❝❧❡✐ ✶✾✭✶✮✱ ✸✸✕✹✹✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✹✵✴❡♣❥❛✴✐✷✵✵✸✲✶✵✶✶✶✲✻

●♦❧❞♠❛♥ ◆✱ ❏✉③❡❧✐✄✉♥❛s ●✱ Ö❤❜❡r❣ P ❛♥❞ ❙♣✐❡❧♠❛♥ ■ ✷✵✶✹ ▲✐❣❤t✲✐♥❞✉❝❡❞ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞s
❢♦r ✉❧tr❛❝♦❧❞ ❛t♦♠s ❘❡♣✳ Pr♦❣✳ P❤②s✳ ✼✼✱ ✶✷✻✹✵✶✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✽✽✴✵✵✸✹✲✹✽✽✺✴✼✼✴✶✷✴✶✷✻✹✵✶

●♦♥③á❧❡③✲❇❛❧❧❡st❡r♦ ❈✱ ❘♦❜❧❡❞♦ ▲ ❛♥❞ ❇❡rts❝❤ ● ✷✵✶✶ ◆✉♠❡r✐❝ ❛♥❞ s②♠❜♦❧✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❢❛✣❛♥ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ s❦❡✇✲s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐❝❡s ❈♦♠♣✉t❡r P❤②s✐❝s ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s

✶✽✷✭✶✵✮✱ ✷✷✶✸ ✕ ✷✷✶✽✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴❙✵✵✶✵✹✻✺✺✶✶✵✵✶✻✷✼

●♦♦❞❢❡❧❧♦✇ ❏ ❛♥❞ ◆♦❣❛♠✐ ❨ ✶✾✻✻ ❖♥ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
♥✉❝❧❡❛r ♣❛✐r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s ✹✹✭✻✮✱ ✶✸✷✶✕✶✸✷✼✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♥r❝r❡s❡❛r❝❤♣r❡ss✳❝♦♠✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✸✾✴♣✻✻✲✶✶✶

●r✐✣♥ ❏ ❏ ❛♥❞ ❲❤❡❡❧❡r ❏ ❆ ✶✾✺✼ ❈♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥s ✐♥ ♥✉❝❧❡✐ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦r
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s P❤②s✳ ❘❡✈✳ ✶✵✽✱ ✸✶✶✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈✳✶✵✽✳✸✶✶

❍❛✛ P ❑ ❛♥❞ ❲✐❧❡ts ▲ ✶✾✼✸ ▼✐❝r♦s❝♦♣✐❝ t❤❡♦r② ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ P❤②s✳ ❘❡✈✳

❈ ✼✱ ✾✺✶✕✾✻✽✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✼✳✾✺✶

❍❛❣❡♥ ●✱ P❛♣❡♥❜r♦❝❦ ❚✱ ❍❥♦rt❤✲❏❡♥s❡♥ ▼ ❛♥❞ ❉❡❛♥ ❉ ❏ ✷✵✶✹ ❈♦✉♣❧❡❞✲❝❧✉st❡r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐ ❘❡♣♦rts ♦♥ Pr♦❣r❡ss ✐♥ P❤②s✐❝s ✼✼✭✾✮✱ ✵✾✻✸✵✷✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✽✽✴✵✵✸✹✲✹✽✽✺✴✼✼✴✾✴✵✾✻✸✵✷
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❍❛❧❧❛♠ ▲ ❉✱ ❇❛t❡s ❈ ❆ ❛♥❞ ❉✉♥♥ ❏ ▲ ✶✾✾✷ ❙②♠♠❡tr②✲❛❞❛♣t❡❞ st❛t❡s ❢♦r ❚✭❳✮✭❡✰t2✮
❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡r s②st❡♠s ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s✿ ❈♦♥❞❡♥s❡❞ ▼❛tt❡r ✹✱ ✻✼✼✺✳
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♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛①✐❧❧❛r② s②♠♠❡tr✐❝ s②st❡♠s ❏♦✉r♥❛❧
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♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s ✶✷✽✭✶✮✱ ✶✾✼ ✕ ✷✵✽✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴❙✵✵✷✶✾✾✾✶✾✻✾✵✷✵✸❳

❑❡❧❧♠❛♥ ▼ ❊ ❛♥❞ ❍❡rr✐❝❦ ❉ ❘ ✶✾✽✵ ❘♦✲✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢
s✉♣❡r♠✉❧t✐♣❧❡t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥tr❛s❤❡❧❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ❛t♦♠s P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❆
✷✷✱ ✶✺✸✻✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❆✳✷✷✳✶✺✸✻

❑❡r♠❛♥ ❆ ❑ ✶✾✻✶ P❛✐r✐♥❣ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ❆♥♥✳ P❤②s✳ ✭◆✳❨✳✮

✶✷✭✷✮✱ ✸✵✵ ✕ ✸✷✾✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✶✻✴✵✵✵✸✲✹✾✶✻✭✻✶✮✾✵✵✵✽✲✷

❑❡r♠❛♥ ❆ ❛♥❞ ❖♥✐s❤✐ ◆ ✶✾✽✶ ◆✉❝❧❡❛r r♦t❛t✐♦♥s st✉❞✐❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ ◆✉❝❧❡❛r P❤②s✐❝s ❆ ✸✻✶✭✶✮✱ ✶✼✾ ✕ ✶✾✶✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴✵✸✼✺✾✹✼✹✽✶✾✵✹✼✺✾

❑✐ss❡♥❡r ❍ ❛♥❞ ▼ü♥❝❤♦✇ ▲ ✶✾✻✼ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❇❈❙ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡①❛❝t
♦♥❡s ❢♦r ❝❤❛r❣❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t (J = 0, T = 1) ♣❛✐r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ P❤②s✐❝s ▲❡tt❡rs ❇

✷✺✭✽✮✱ ✹✾✸✕✹✾✻✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴✵✸✼✵✷✻✾✸✻✼✾✵✷✶✼✶

❑✐ss❡♥❡r ❍ ❘ ❛♥❞ ▼ü♥❝❤♦✇ ▲ ✶✾✻✻ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r
♣r♦t♦♥✲♥❡✉tr♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s P❤②s✐❝s ▲❡tt❡rs ✶✾✭✽✮✱ ✻✻✺✕✻✻✼✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴✵✵✸✶✾✶✻✸✻✻✾✵✹✸✹✸

❑♦❤♥❲ ❛♥❞ ❙❤❛♠ ▲ ❏ ✶✾✻✺ ❙❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❡✛❡❝ts P❤②s✳ ❘❡✈✳ ✶✹✵✱ ❆✶✶✸✸✕❆✶✶✸✽✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈✳✶✹✵✳❆✶✶✸✸

❑♦♥✐❡❝③❦❛ ▼✱ ❇→❝③②❦ P ❛♥❞ ❙❛t✉➟❛ ❲ ✷✵✶✻ β✲❞❡❝❛② st✉❞② ✇✐t❤✐♥ ♠✉❧t✐r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❡♥s✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✾✸✱ ✵✹✷✺✵✶✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✾✸✳✵✹✷✺✵✶

❑♦♥✐❡❝③❦❛ ▼✱ ❑♦rt❡❧❛✐♥❡♥ ▼ ❛♥❞ ❙❛t✉➟❛ ❲ ✷✵✶✽ ●❛♠♦✇✲❚❡❧❧❡r r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❤❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✲t❤❡♦r②✕r♦♦t❡❞ ♥♦✲❝♦r❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✾✼✱ ✵✸✹✸✶✵✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✾✼✳✵✸✹✸✶✵

❑♦♦♥✐♥ ❙✱ ❉❡❛♥ ❉ ❛♥❞ ▲❛♥❣❛♥❦❡ ❑ ✶✾✾✼❛ ❙❤❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s P❤②s✐❝s
❘❡♣♦rts ✷✼✽✭✶✮✱ ✶ ✕ ✼✼✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴❙✵✸✼✵✶✺✼✸✾✻✵✵✵✶✼✽

❑♦♦♥✐♥ ❙ ❊✱ ❉❡❛♥ ❉ ❏ ❛♥❞ ▲❛♥❣❛♥❦❡ ❑ ✶✾✾✼❜ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ s❤❡❧❧✲♠♦❞❡❧ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
st✉❞✐❡s ❆♥♥✉❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ◆✉❝❧❡❛r ❛♥❞ P❛rt✐❝❧❡ ❙❝✐❡♥❝❡ ✹✼✭✶✮✱ ✹✻✸✕✺✵✹✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✹✻✴❛♥♥✉r❡✈✳♥✉❝❧✳✹✼✳✶✳✹✻✸

❑♦rt❡❧❛✐♥❡♥ ▼✱ ▲❡s✐♥s❦✐ ❚✱ ▼♦ré ❏✱ ◆❛③❛r❡✇✐❝③ ❲✱ ❙❛r✐❝❤ ❏✱ ❙❝❤✉♥❝❦ ◆✱ ❙t♦✐ts♦✈ ▼ ❱
❛♥❞ ❲✐❧❞ ❙ ✷✵✶✵ ◆✉❝❧❡❛r ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✽✷✱ ✵✷✹✸✶✸✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✽✷✳✵✷✹✸✶✸

❑♦✉✇❡♥❤♦✈❡♥ ▲ ❛♥❞ ▼❛r❝✉s ❈ ✶✾✾✽ ◗✉❛♥t✉♠ ❞♦ts P❤②s✳ ❲♦r❧❞ ✶✶✱ ✸✺✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✽✽✴✷✵✺✽✲✼✵✺✽✴✶✶✴✻✴✷✻
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❑♦✉✇❡♥❤♦✈❡♥ ▲ P✱ ▼❛r❝✉s ❈✱ ▼❝❊✉❡♥ P✱ ❚❛r✉❝❤❛ ❙✱ ❲❡st❡r✈❡❧t ❘ ▼ ❛♥❞ ❲✐♥❣r❡❡♥ ◆ ❙
✶✾✾✼ ✧❊❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts✱✧ ✐♥ ▼❡s♦s❝♦♣✐❝ ❊❧❡❝tr♦♥ ❚r❛♥s♣♦rt✱ ▲✳ ▲✳
❙♦❤♥✱ ▲✳ P✳ ❑♦✉✇❡♥❤♦✈❡♥✱ ❛♥❞ ●✳ ❙❝❤ö♥ ✭❡❞s✮✱ ◆❆❚❖ ❆❙■ ❙❡r✐❡s ✭❙❡r✐❡s ❊✿ ❆♣♣❧✐❡❞
❙❝✐❡♥❝❡s✮✱ ✈♦❧ ✸✹✺✱ ♣✳ ✶✵✺ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❉♦r❞r❡❝❤t✳

❑✉❝❤❛r❡❦ ❍ ❛♥❞ ❘✐♥❣ P ✶✾✾✶ ❘❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ✐♥ ♥✉❝❧❡✐ ❩✳ P❤②s✳
❆ ✸✸✾✭✶✮✱ ✷✸✕✸✺✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✼✴❇❋✵✶✷✽✷✾✸✵

❑②♦t♦❦✉ ▼✱ ❙❝❤♠✐❞ ❑ ❲✱ ●rü♠♠❡r ❋ ❛♥❞ ❋❛❡ss❧❡r ❆ ✶✾✾✵ ◆✉♠❜❡r✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣ r❛♥❞♦♠
♣❤❛s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈

✹✶✱ ✷✽✹✕✷✾✼✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✹✶✳✷✽✹

▲❛❝r♦✐① ❉✱ ❉✉❣✉❡t ❚ ❛♥❞ ❇❡♥❞❡r ▼ ✷✵✵✾ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠✐①✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠✿ ❘❡♠♦✈✐♥❣ s♣✉r✐♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ♥♦♥❞✐❛❣♦♥❛❧
❡♥❡r❣② ❦❡r♥❡❧s P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✼✾✱ ✵✹✹✸✶✽✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✼✾✳✵✹✹✸✶✽

▲❛❧❛③✐ss✐s ● ❆✱ ◆✐❦➨✐➣ ❚✱ ❱r❡t❡♥❛r ❉ ❛♥❞ ❘✐♥❣ P ✷✵✵✺ ◆❡✇ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡s♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣s P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✼✶✱ ✵✷✹✸✶✷✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✼✶✳✵✷✹✸✶✷

▲❛♠♠❡ ❍ ❛♥❞ ❇♦❡❦❡r ❊ ✶✾✻✽ ❊①❛❝t ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❢♦r ❧✐❣❤t ♥✉❝❧❡✐ ◆✉❝❧❡❛r P❤②s✐❝s ❆ ✶✶✶✭✸✮✱ ✹✾✷ ✕ ✺✶✷✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴✵✸✼✺✾✹✼✹✻✽✾✵✷✸✺✷

▲❛♥❣ ● ❍✱ ❏♦❤♥s♦♥ ❈ ❲✱ ❑♦♦♥✐♥ ❙ ❊ ❛♥❞ ❖r♠❛♥❞ ❲ ❊ ✶✾✾✸ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ ♣❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧s ❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s❤❡❧❧ ♠♦❞❡❧ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✹✽✱ ✶✺✶✽✕✶✺✹✺✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✹✽✳✶✺✶✽

▲❛✉♥❡② ❑ ❉✱ ❉②tr②❝❤ ❚✱ ❙❛r❣s②❛♥ ● ❍✱ ❇❛❦❡r ❘ ❇ ❛♥❞ ❉r❛❛②❡r ❏ P ✷✵✷✵ ❊♠❡r❣❡♥t
s②♠♣❧❡❝t✐❝ s②♠♠❡tr② ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐✿ ❆❜ ✐♥✐t✐♦ s②♠♠❡tr②✲❛❞❛♣t❡❞ ♥♦✲❝♦r❡ s❤❡❧❧
♠♦❞❡❧ ❊✉r✳ P❤②s✳ ❏✳ ❙♣❡❝✳ ❚♦♣✳ ✷✷✾✱ ✷✹✷✾✕✷✹✹✶✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✹✵✴❡♣❥st✴❡✷✵✷✵✲✵✵✵✶✼✽✲✸

▲❛✉♥❡② ❑ ❉✱ ▼❡r❝❡♥♥❡ ❆ ❛♥❞ ❉②tr②❝❤ ❚ ✷✵✷✶ ◆✉❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛❜
✐♥✐t✐♦ s②♠♠❡tr②✲❛❞❛♣t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❆♥♥✉❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ◆✉❝❧❡❛r ❛♥❞ P❛rt✐❝❧❡ ❙❝✐❡♥❝❡

✼✶✭✶✮✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✹✻✴❛♥♥✉r❡✈✲♥✉❝❧✲✶✵✷✹✶✾✲✵✸✸✸✶✻

▲❛✇s♦♥ ❘ ❉ ✶✾✻✶ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥✉❝❧❡✐ ✇✐t❤ ♥❡✉tr♦♥s ❛♥❞ ♣r♦t♦♥s ✐♥ t❤❡ 1f 7

2

s❤❡❧❧ P❤②s✳
❘❡✈✳ ✶✷✹✱ ✶✺✵✵✕✶✺✵✺✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈✳✶✷✹✳✶✺✵✵

▲❡♣ré✈♦st ❆✱ ❏✉✐❧❧❡t ❖ ❛♥❞ ❋rés❛r❞ ❘ ✷✵✶✹ ❊①❛❝t ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ str♦♥❣❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞
❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠s ❢r♦♠ s②♠♠❡tr②✲❡♥t❛♥❣❧❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❆♥♥❛❧❡♥ ❞❡r P❤②s✐❦

✺✷✻✱ ✹✸✵✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✷✴❛♥❞♣✳✷✵✶✹✵✵✶✷✾
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❘❊❋❊❘❊◆❈❊❙ ✶✷✺

▲✐ ❍ ❑✱ ❯r❜❛♥ ❊✱ ◆♦❡❧ ❈✱ ❈❤✉❛♥❣ ❆✱ ❳✐❛ ❨✱ ❘❛♥s❢♦r❞ ❆✱ ❍❡♠♠❡r❧✐♥❣ ❇✱ ❲❛♥❣ ❨✱ ▲✐ ❚✱
❍ä✛♥❡r ❍ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ❳ ✷✵✶✼ ❘❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ✐♥ tr❛♣♣❡❞ ❝♦❧❞
✐♦♥ r✐♥❣s P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✶✶✽✱ ✵✺✸✵✵✶✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈▲❡tt✳✶✶✽✳✵✺✸✵✵✶

▲✐ ❚✱ ●♦♥❣ ❩ ❳✱ ❨✐♥ ❩ ◗✱ ◗✉❛♥ ❍ ❚✱ ❨✐♥ ❳✱ ❩❤❛♥❣ P✱ ❉✉❛♥ ▲ ▼ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ❳ ✷✵✶✷
❙♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❝r②st❛❧s ♦❢ tr❛♣♣❡❞ ✐♦♥s P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✶✵✾✱ ✶✻✸✵✵✶✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈▲❡tt✳✶✵✾✳✶✻✸✵✵✶

▲✐ ❨✱ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❈ ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥ ❯ ✷✵✵✻ ❋r♦♠ ❛ ❢❡✇ t♦ ♠❛♥② ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts
✉♥❞❡r str♦♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✿ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r♦t❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡
r✐♥❣s P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇ ✼✸✱ ✵✼✺✸✵✶✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❇✳✼✸✳✵✼✺✸✵✶

▲✐ ❨✱ ❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❈ ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥ ❯ ✷✵✵✾ ❆rt✐✜❝✐❛❧ q✉❛♥t✉♠✲❞♦t ❍❡❧✐✉♠ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✿
❊❧❡❝tr♦♥✐❝ s♣❡❝tr❛✱ s♣✐♥ str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥❞ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❝❧✉st❡rs P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇ ✽✵✱ ✵✹✺✸✷✻✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❇✳✽✵✳✵✹✺✸✷✻

▲✐ ❩✱ ◆✐❦➨✐➣ ❚✱ ❘✐♥❣ P✱ ❱r❡t❡♥❛r ❉✱ ❨❛♦ ❏ ❛♥❞ ▼❡♥❣ ❏ ✷✵✶✷ ❊✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❚❤♦✉❧❡ss✲❱❛❧❛t✐♥ ✐♥❡rt✐❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✽✻✱ ✵✸✹✸✸✹✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✽✻✳✵✸✹✸✸✹

▲✐❜❡rt ❏✱ ●✐r♦❞ ▼ ❛♥❞ ❉❡❧❛r♦❝❤❡ ❏ P ✶✾✾✾ ▼✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ s✉♣❡r❞❡❢♦r♠❡❞
❜❛♥❞s ✇✐t❤ t❤❡ ●♦❣♥② ❢♦r❝❡✿ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠✐①✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❆❂✶✾✵ ♠❛ss
r❡❣✐♦♥ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✻✵✱ ✵✺✹✸✵✶✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✻✵✳✵✺✹✸✵✶

▲✐❝❤t♥❡r P ❈ ❛♥❞ ●r✐✣♥ ❏ ❏ ✶✾✼✻ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠✿ ▲✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛
❞❡t❡r♠✐♥❛♥t P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✸✼✱ ✶✺✷✶✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈▲❡tt✳✸✼✳✶✺✷✶

▲✐♣❦✐♥ ❍ ❏ ✶✾✺✻ ❖♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✉♣❡r✢✉♦✉s ❝♦✲
♦r❞✐♥❛t❡s ❙✉♣♣❧✳ ◆♦✉✈♦ ❈✐♠✳ ✹✱ ✶✶✹✼✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✼✴❇❋✵✷✼✹✹✸✸✽

▲✐♣❦✐♥ ❍ ❏ ✶✾✺✽ ❈❡♥t❡r✲♦❢✲♠❛ss ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s❤❡❧❧ ♠♦❞❡❧ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ✶✶✵✱ ✶✸✾✺✕
✶✸✾✼✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈✳✶✶✵✳✶✸✾✺

▲✐♣❦✐♥ ❍ ❏ ✶✾✻✵ ❈♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ ♠❛♥②✲♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠s✿ P❛rt ✶✳ ❚❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ❆♥♥❛❧s ♦❢ P❤②s✐❝s ✾✭✷✮✱ ✷✼✷ ✕ ✷✾✶✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴✵✵✵✸✹✾✶✻✻✵✾✵✵✸✷✹

▲✐♣❦✐♥ ❍ ❏✱ ❞❡ ❙❤❛❧✐t ❆ ❛♥❞ ❚❛❧♠✐ ■ ✶✾✺✺ ❖♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ❜② t❤❡
✉s❡ ♦❢ s✉♣❡r✢✉♦✉s ❝♦✲♦r❞✐♥❛t❡s ■❧ ◆✉♦✈♦ ❈✐♠❡♥t♦ ✭✶✾✺✺✲✶✾✻✺✮ ✷✭✹✮✱ ✼✼✸✕✼✾✽✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✼✴❇❋✵✷✼✷✺✵✸✾

▲✐✉ ❈ ▼✱ ▼❛♥③ ❏✱ ❖❤♠♦r✐ ❑✱ ❙♦♠♠❡r ❈✱ ❚❛❦❡✐ ◆✱ ❚r❡♠❜❧❛② ❏ ❈ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ❨ ✷✵✶✽
❆tt♦s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ s②♠♠❡tr② P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳

✶✷✶✱ ✶✼✸✷✵✶✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈▲❡tt✳✶✷✶✳✶✼✸✷✵✶
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▲✐✉ ❈ ▼✱ ▼❛♥③ ❏ ❛♥❞ ❚r❡♠❜❧❛② ❏ ❈ ✷✵✶✾ ❋r♦♠ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✈✐❛ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥
t♦ s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✿ ◗✉❛♥t✉♠ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥
t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ❆♣♣❧✳ ❙❝✐✳ ✾✱ ✾✺✸✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✸✸✾✵✴❛♣♣✾✵✺✵✾✺✸

▲♦♥❞♦♥ ❋ ✶✾✸✼ ❚❤é♦r✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❝♦✉r❛♥ts ✐♥t❡r❛t♦♠✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s
❛r♦♠❛t✐q✉❡s ❏✳ P❤②s✳ ❘❛❞✐✉♠ ✽✱ ✸✾✼✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✺✶✴❥♣❤②sr❛❞✿✵✶✾✸✼✵✵✽✵✶✵✵✸✾✼✵✵

▲ö✇❞✐♥ P ❖ ✶✾✺✺❛ ◗✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r② ♦❢ ♠❛♥②✲♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠s✳ ■✳ P❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐❝❡s✱ ♥❛t✉r❛❧ s♣✐♥✲♦r❜✐t❛❧s✱ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ✾✼✱ ✶✹✼✹✕✶✹✽✾✳
❤tt♣✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈✳✾✼✳✶✹✼✹

▲ö✇❞✐♥ P ❖ ✶✾✺✺❜ ◗✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r② ♦❢ ♠❛♥②✲♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠s✳ ■■■✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ s❝❤❡♠❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts P❤②s✳ ❘❡✈✳
✾✼✱ ✶✺✵✾✕✶✺✷✵✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈✳✾✼✳✶✺✵✾

▲ö✇❞✐♥ P ❖ ✶✾✻✼ ●r♦✉♣ ❛❧❣❡❜r❛✱ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣❡❜r❛✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝s ❘❡✈✳ ▼♦❞✳ P❤②s✳ ✸✾✱ ✷✺✾✕✷✽✼✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴❘❡✈▼♦❞P❤②s✳✸✾✳✷✺✾

▲②❦♦s P ❛♥❞ Pr❛tt ● ❲ ✶✾✻✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❘❡✈✳ ▼♦❞✳

P❤②s✳ ✸✺✱ ✹✾✻✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴❘❡✈▼♦❞P❤②s✳✸✺✳✹✾✻

▼❛❝❉♦♥❛❧❞ ◆ ✶✾✼✵ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥
P❤②s✐❝s ✶✾✱ ✸✼✶✕✹✵✼✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✽✵✴✵✵✵✶✽✼✸✼✵✵✵✶✵✶✶✹✶

▼❛❣♥✉s ❲✱ ▲❡♠♠❡♥s ▲ ❛♥❞ ❇r♦s❡♥s ❋ ✷✵✶✼ ◗✉❛♥t✉♠ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✿ ❆ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r ❛♣♣r♦❛❝❤ P❤②s✐❝❛ ❆✿ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✹✽✷✱ ✶ ✕ ✶✸✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴❙✵✸✼✽✹✸✼✶✶✼✸✵✸✼✾✺

▼❛❥♦❧❛ ❙ ◆ ❚✱ ❍❛rt❧❡② ❉ ❏✱ ❘✐❡❞✐♥❣❡r ▲ ▲✱ ❙❤❛r♣❡②✲❙❝❤❛❢❡r ❏ ❋✱ ❆❧❧♠♦♥❞ ❏ ▼✱ ❇❡❛✉s❛♥❣
❈✱ ❈❛r♣❡♥t❡r ▼ P✱ ❈❤✐❛r❛ ❈ ❏✱ ❈♦♦♣❡r ◆✱ ❈✉r✐❡♥ ❉✱ ●❛❧❧ ❇ ❏ P✱ ●❛rr❡tt P ❊✱ ❏❛♥ss❡♥s
❘ ❱ ❋✱ ❑♦♥❞❡✈ ❋ ●✱ ❑✉❧♣ ❲ ❉✱ ▲❛✉r✐ts❡♥ ❚✱ ▼❝❈✉t❝❤❛♥ ❊ ❆✱ ▼✐❧❧❡r ❉✱ P✐♦t ❏✱ ❘❡❞♦♥
◆✱ ❘✐❧❡② ▼ ❆✱ ❙✐♠♣s♦♥ ❏✱ ❙t❡❢❛♥❡s❝✉ ■✱ ❲❡r♥❡r ❱✱ ❲❛♥❣ ❳✱ ❲♦♦❞ ❏ ▲✱ ❨✉ ❈ ❍ ❛♥❞
❩❤✉ ❙ ✷✵✶✺ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ γ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❜✉✐❧t ♦♥ ♥♦♥✲❣r♦✉♥❞✲st❛t❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ 156Dy P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✾✶✱ ✵✸✹✸✸✵✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✾✶✳✵✸✹✸✸✵

▼❛❦s②♠ P ❆ ✶✾✾✻ ❊❝❦❛r❞t ❢r❛♠❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts P❤②s✳
❘❡✈✳ ❇ ✺✸✱ ✶✵✽✼✶✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❇✳✺✸✳✶✵✽✼✶

▼❛❦s②♠ P ❆✱ ■♠❛♠✉r❛ ❍✱ ▼❛❧❧♦♥ ● P ❛♥❞ ❆♦❦✐ ❍ ✷✵✵✵ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts ❏✳ P❤②s✳✿ ❈♦♥❞❡♥s✳ ▼❛tt❡r ✶✷✱ ❘✷✾✾✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✽✽✴✵✾✺✸✲✽✾✽✹✴✶✷✴✷✷✴✷✵✶
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▼❛♥❣ ❍ ✶✾✼✺ ❚❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s P❤②s✐❝s ❘❡♣♦rts
✶✽✭✻✮✱ ✸✷✺ ✕ ✸✻✽✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴✵✸✼✵✶✺✼✸✼✺✾✵✵✶✷✺

▼❛♥❣ ❍ ❏✱ ❙❛♠❛❞✐ ❇ ❛♥❞ ❘✐♥❣ P ✶✾✼✻ ❖♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✲
❇♦❣♦❧②✉❜♦✈ ❡q✉❛t✐♦♥s ❩❡✐ts❝❤r✐❢t ❢ür P❤②s✐❦ ❆ ❆t♦♠s ❛♥❞ ◆✉❝❧❡✐ ✷✼✾✭✸✮✱ ✸✷✺✕✸✷✾✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✼✴❇❋✵✶✹✵✽✸✵✻

▼❛r❝♦s ❙✱ ❋❧♦❝❛r❞ ❍ ❛♥❞ ❍❡❡♥❡♥ P ✶✾✽✸ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡❢t✲r✐❣❤t ❛s②♠♠❡tr② ❞❡❣r❡❡s ♦❢
❢r❡❡❞♦♠ ✐♥ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ 20◆❡ ◆✉❝❧❡❛r P❤②s✐❝s ❆ ✹✶✵✭✶✮✱ ✶✷✺ ✕ ✶✸✻✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴✵✸✼✺✾✹✼✹✽✸✾✵✹✵✺✵

▼❛r❡✈✐➣ P✱ ❊❜r❛♥ ❏ P✱ ❑❤❛♥ ❊✱ ◆✐❦➨✐➣ ❚ ❛♥❞ ❱r❡t❡♥❛r ❉ ✷✵✶✾ ❈❧✉st❡r str✉❝t✉r❡s ✐♥ 12C

❢r♦♠ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✾✾✱ ✵✸✹✸✶✼✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✾✾✳✵✸✹✸✶✼

▼❛r❡✈✐➣ P ❛♥❞ ❙❝❤✉♥❝❦ ◆ ✷✵✷✵ ❋✐ss✐♦♥ ♦❢ 240Pu ✇✐t❤ s②♠♠❡tr②✲r❡st♦r❡❞ ❞❡♥s✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✶✷✺✱ ✶✵✷✺✵✹✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈▲❡tt✳✶✷✺✳✶✵✷✺✵✹

▼❛ss❡❧❧❛ P✱ ❇❛rr❛♥❝♦ ❋✱ ▲♦♥❛r❞♦♥✐ ❉✱ ▲♦✈❛t♦ ❆✱ P❡❞❡r✐✈❛ ❋ ❛♥❞ ❱✐❣❡③③✐ ❊ ✷✵✷✵ ❊①❛❝t
r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ●❛❧✐❧❡✐ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ q✉❛♥t✉♠
▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s ●✿ ◆✉❝❧❡❛r ❛♥❞ P❛rt✐❝❧❡ P❤②s✐❝s ✹✼✭✸✮✱ ✵✸✺✶✵✺✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✽✽✴✶✸✻✶✲✻✹✼✶✴❛❜✺✽✽❝

▼❝❈✉❧❧❡♥ ❏ ❉✱ ❇❛②♠❛♥ ❇ ❋ ❛♥❞ ❩❛♠✐❝❦ ▲ ✶✾✻✹ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✶❢✼✴✷✲s❤❡❧❧
P❤②s✳ ❘❡✈✳ ✶✸✹✱ ❇✺✶✺✕❇✺✸✽✳

▼✐❦❤❛✐❧♦✈ ❙ ❛♥❞ ❩✐❡❣❧❡r ❑ ✷✵✵✷ ❋❧♦❛t✐♥❣ ❲✐❣♥❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❤❛s❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts ❊✉r✳ P❤②s✳ ❏✳ ❇ ✷✽✱ ✶✶✼✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✹✵✴❡♣❥❜✴❡✷✵✵✷✲✵✵✷✵✼✲✾

▼✐③✉s❛❦✐ ❚ ❛♥❞ ■♠❛❞❛ ▼ ✷✵✵✹ ◗✉❛♥t✉♠✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤✲✐♥t❡❣r❛❧
r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣ ♠❡t❤♦❞ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇ ✻✾✱ ✶✷✺✶✶✵✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❇✳✻✾✳✶✷✺✶✶✵

▼✐③✉s❛❦✐ ❚✱ ❖✐ ▼ ❛♥❞ ❙❤✐♠✐③✉ ◆ ✷✵✶✽ ❲❤② ❞♦❡s t❤❡ s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❝❝✉r ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣
t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ❍❋❇ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s❄ P❤②s✐❝s ▲❡tt❡rs ❇ ✼✼✾✱ ✷✸✼ ✕ ✷✹✸✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴❙✵✸✼✵✷✻✾✸✶✽✸✵✶✶✹❳

▼♦❞✐ ❑✱ ❇r♦❞✉t❝❤ ❆✱ ❈❛❜❧❡ ❍✱ P❛t❡r❡❦ ❚ ❛♥❞ ❱❡❞r❛❧ ❱ ✷✵✶✷ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧✲q✉❛♥t✉♠
❜♦✉♥❞❛r② ❢♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✿ ❉✐s❝♦r❞ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡s ❘❡✈✳ ▼♦❞✳ P❤②s✳ ✽✹✱ ✶✻✺✺✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴❘❡✈▼♦❞P❤②s✳✽✹✳✶✻✺✺

▼✉❥❛❧ P✱ P♦❧❧s ❆ ❛♥❞ ❏✉❧✐á✲❉í❛③ ❇ ✷✵✶✽ ❋❡r♠✐♦♥✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t✇♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❜♦s♦♥s
✐♥ ❛ ❚✇♦✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝ tr❛♣ ❈♦♥❞❡♥s✳ ▼❛tt❡r ✸✱ ✾✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✸✸✾✵✴❝♦♥❞♠❛t✸✵✶✵✵✵✾

▼ü❧❧❡r ❍ ▼ ❛♥❞ ❑♦♦♥✐♥ ❙ ❊ ✶✾✾✻ P❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇

✺✹✱ ✶✹✺✸✷✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❇✳✺✹✳✶✹✺✸✷
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❘❊❋❊❘❊◆❈❊❙ ✶✷✽

▼✉r♠❛♥♥ ❙✱ ❇❡r❣s❝❤♥❡✐❞❡r ❆✱ ❑❧✐♥❦❤❛♠❡r ❱ ▼✱ ❩ür♥ ●✱ ▲♦♠♣❡ ❚ ❛♥❞ ❏♦❝❤✐♠ ❙ ✷✵✶✺
❚✇♦ ❢❡r♠✐♦♥s ✐♥ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧✿ ❊①♣❧♦r✐♥❣ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ❍✉❜❜❛r❞
♠♦❞❡❧ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✶✶✹✱ ✵✽✵✹✵✷✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈▲❡tt✳✶✶✹✳✵✽✵✹✵✷

▼✉t③ ❯ ❛♥❞ ❘✐♥❣ P ✶✾✽✹ ❖♥ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❝♦❧❧❛♣s❡ ✐♥ ♥✉❝❧❡✐ ❛t ❤✐❣❤ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s ●✿ ◆✉❝❧❡❛r P❤②s✐❝s ✶✵✭✷✮✱ ▲✸✾✳
❤tt♣✿✴✴st❛❝❦s✳✐♦♣✳♦r❣✴✵✸✵✺✲✹✻✶✻✴✶✵✴✐❂✷✴❛❂✵✵✸

◆❛✈r❛t✐❧ P✱ ❑❛♠✉♥t❛✈✐❝✐✉s ● P ❛♥❞ ❇❛rr❡tt ❇ ❘ ✷✵✵✵ ❋❡✇✲♥✉❝❧❡♦♥ s②st❡♠s ✐♥ ❛
tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❜❛s✐s P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✻✶✱ ✵✹✹✵✵✶✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✻✶✳✵✹✹✵✵✶

◆❡❡r❣år❞ ❑ ❛♥❞❲üst ❊ ✶✾✽✸ ❖♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ❜❡t✇❡❡♥
s②♠♠❡tr②✲♣r♦❥❡❝t❡❞ ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ st❛t❡s ◆✉❝❧❡❛r P❤②s✐❝s ❆ ✹✵✷✭✷✮✱ ✸✶✶ ✕ ✸✷✶✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴✵✸✼✺✾✹✼✹✽✸✾✵✺✵✶✽

◆❡✛ ❚ ❛♥❞ ❋❡❧❞♠❡✐❡r ❍ ✷✵✵✽ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❡①♦t✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ♥✉❝❧❡✐ ❊✉r✳
P❤②s✳ ❏✳ ❙❚ ✶✺✻✭✶✮✱ ✻✾✕✾✷✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✹✵✴❡♣❥st✴❡✷✵✵✽✲✵✵✻✵✾✲②

◆✐❦➨✐➣ ❚✱ ❱r❡t❡♥❛r ❉✱ ▲❛❧❛③✐ss✐s ● ❆ ❛♥❞ ❘✐♥❣ P ✷✵✵✼ ▼✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r
q✉❛♥t✉♠ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✾✾✱ ✵✾✷✺✵✷✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈▲❡tt✳✾✾✳✵✾✷✺✵✷

◆✐❦➨✐➣ ❚✱ ❱r❡t❡♥❛r ❉ ❛♥❞ ❘✐♥❣ P ✷✵✵✻❛ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✿ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠✲♣r♦❥❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✼✸✱ ✵✸✹✸✵✽✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✼✸✳✵✸✹✸✵✽

◆✐❦➨✐➣ ❚✱ ❱r❡t❡♥❛r ❉ ❛♥❞ ❘✐♥❣ P ✷✵✵✻❜ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■■✳ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥
❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✼✹✱ ✵✻✹✸✵✾✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✼✹✳✵✻✹✸✵✾
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❙❝❤♠✐❞ ❑ ✷✵✵✶ ❙♦♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ●❛❧✐❧❡✐ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
♠❛♥②✲❜♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ ❊✉r✳ P❤②s✳ ❏✳ ❆ ✶✷✭✶✮✱ ✷✾✕✹✵✳
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❙t♦✐ts♦✈ ▼ ❱✱ ❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ❏✱ ❑✐r❝❤♥❡r ❘✱ ◆❛③❛r❡✇✐❝③ ❲ ❛♥❞ ❚❡r❛s❛❦✐ ❏ ✷✵✵✼ ❱❛r✐❛t✐♦♥
❛❢t❡r ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✲❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡
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❲✐❣♥❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢♦r♠❡❞ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇ ✻✾✱ ✶✶✸✸✵✻✳
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❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✼✸✴♣♥❛s✳✵✺✵✾✵✹✶✶✵✸

❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❈ ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥ ❯ ✷✵✵✻❜ ❙②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ❲✐❣♥❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ ❢❡✇✲
❡❧❡❝tr♦♥ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts ♣❤②s✳ st❛t✳ s♦❧✳ ✭❛✮ ✷✵✸✱ ✶✶✻✵✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✷✴♣ss❛✳✷✵✵✺✻✻✶✾✼

❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❈ ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥ ❯ ✷✵✵✼ ❙②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥
✜♥✐t❡ s②st❡♠s✿ ❙t✉❞✐❡s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts ❛♥❞ ✉❧tr❛❝♦❧❞ ❇♦s❡ ❣❛s❡s ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ♥✉❝❧❡❛r
❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❘❡♣✳ Pr♦❣✳ P❤②s✳ ✼✵✱ ✷✵✻✼✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✽✽✴✵✵✸✹✲✹✽✽✺✴✼✵✴✶✷✴❘✵✷

❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❈ ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥ ❯ ✷✵✶✵ ◗✉❛♥t❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛s♣❡❝ts
♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ▲❛♥❞❛✉ ❧❡✈❡❧ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❆

✽✶✱ ✵✷✸✻✵✾✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❆✳✽✶✳✵✷✸✻✵✾

❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❈ ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥ ❯ ✷✵✶✶ ❯♥✐✜❡❞ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛②
♦❢ ♣✐♥♥❡❞✲❲✐❣♥❡r✲s♦❧✐❞ ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st ▲❛♥❞❛✉✲❧❡✈❡❧ st❛t❡s ✐♥ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ν = 1

3
P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇ ✽✹✱ ✶✻✺✸✷✼✳

❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❇✳✽✹✳✶✻✺✸✷✼

❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❈ ❛♥❞ ▲❛♥❞♠❛♥ ❯ ✷✵✶✼ ❚r✐❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r r✐♥❣✲tr❛♣♣❡❞ ✐♦♥s ❛♥❞
♥❡✉tr❛❧ ❛t♦♠s✿ ▼✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❝r②st❛❧ P❤②s✳ ❘❡✈✳
❆ ✾✻✱ ✵✹✸✻✶✵✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❆✳✾✻✳✵✹✸✻✶✵

❨❛♥♥♦✉❧❡❛s ❈✱ ▲❛♥❞♠❛♥ ❯✱ ❇ré❝❤✐❣♥❛❝ ❈✱ ❈❛❤✉③❛❝ P✱ ❈♦♥❝✐♥❛ ❇ ❛♥❞ ▲❡②❣♥✐❡r ❏ ✷✵✵✷
❚❤❡r♠❛❧ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s❤❡❧❧s ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ ❝❧✉st❡r ✜ss✐♦♥ P❤②s✳
❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✽✾✱ ✶✼✸✹✵✸✳
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❨❛♦ ❏ ▼✱ ❇❛❧❧② ❇✱ ❊♥❣❡❧ ❏✱ ❲✐rt❤ ❘✱ ❘♦❞rí❣✉❡③ ❚ ❘ ❛♥❞ ❍❡r❣❡rt ❍ ✷✵✷✵ ❆❜ ✐♥✐t✐♦
tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦❧❡ss ❞♦✉❜❧❡ ❜❡t❛ ❞❡❝❛② ♦❢ 48❈❛
P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✶✷✹✱ ✷✸✷✺✵✶✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈▲❡tt✳✶✷✹✳✷✸✷✺✵✶

❨❛♦ ❏ ▼✱ ❇❛r♦♥✐ ❙✱ ❇❡♥❞❡r ▼ ❛♥❞ ❍❡❡♥❡♥ P ❍ ✷✵✶✷ ❇❡②♦♥❞✲♠❡❛♥✲✜❡❧❞ st✉❞② ♦❢ t❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ ✏❜✉❜❜❧❡✑ str✉❝t✉r❡ ♦❢ 34❙✐ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✽✻✱ ✵✶✹✸✶✵✳
❤tt♣s✿✴✴❧✐♥❦✳❛♣s✳♦r❣✴❞♦✐✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✽✻✳✵✶✹✸✶✵

❨❛♦ ❏ ▼✱ ❇❡♥❞❡r ▼ ❛♥❞ ❍❡❡♥❡♥ P ❍ ✷✵✶✸ ❙②st❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ st❛t❡s ♦❢ ❡✈❡♥✲❡✈❡♥
♥✉❝❧❡✐ ✐♥ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥✲❞❡✜❝✐❡♥t ❧❡❛❞ r❡❣✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❜❡②♦♥❞✲♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ P❤②s✳
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❨❛♦ ❏ ▼ ❛♥❞ ❊♥❣❡❧ ❏ ✷✵✶✻ ❖❝t✉♣♦❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ st❛t❡s ♦❢ 150Nd ❛♥❞ 150Sm

❛♥❞ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♥❡✉tr✐♥♦❧❡ss ❞♦✉❜❧❡✲β ❞❡❝❛② P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✾✹✱ ✵✶✹✸✵✻✳
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❨❛♦ ❏ ▼✱ ❊♥❣❡❧ ❏✱ ❲❛♥❣ ▲ ❏✱ ❏✐❛♦ ❈ ❋ ❛♥❞ ❍❡r❣❡rt ❍ ✷✵✶✽ ●❡♥❡r❛t♦r✲
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡s ❢♦r s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ 0νββ ❞❡❝❛② ✐♥ t❤❡ ✐♥✲♠❡❞✐✉♠ s✐♠✐❧❛r✐t②
r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✾✽✱ ✵✺✹✸✶✶✳
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❨❛♦ ❏ ▼ ❛♥❞ ❍❛❣✐♥♦ ❑ ✷✵✶✻ ❆♥❤❛r♠♦♥✐❝✐t② ♦❢ ♠✉❧t✐✲♦❝t✉♣♦❧❡✲♣❤♦♥♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥
208Pb✿ ❆♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ❛♥❞ s✉❜❜❛rr✐❡r
❢✉s✐♦♥ ♦❢ 16O+208 Pb P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✾✹✱ ✵✶✶✸✵✸✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✾✹✳✵✶✶✸✵✸

❨❛♦ ❏ ▼✱ ❍❛❣✐♥♦ ❑✱ ▲✐ ❩ P✱ ▼❡♥❣ ❏ ❛♥❞ ❘✐♥❣ P ✷✵✶✹ ▼✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✲st✉❞② ♦❢
tr✐❛①✐❛❧✐t② ✐♥ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ st❛t❡s ♦❢ 76❑r P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈ ✽✾✱ ✵✺✹✸✵✻✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❈✳✽✾✳✵✺✹✸✵✻

❨❛♦ ❏ ▼✱ ▼❡✐ ❍✱ ❈❤❡♥ ❍✱ ▼❡♥❣ ❏✱ ❘✐♥❣ P ❛♥❞ ❱r❡t❡♥❛r ❉ ✷✵✶✶ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠✲♣r♦❥❡❝t❡❞ tr✐❛①✐❛❧ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
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❩❞✉➠❝③✉❦ ❍✱ ❉♦❜❛❝③❡✇s❦✐ ❏ ❛♥❞ ❙❛t✉➟❛ ❲ ✷✵✵✼ ❆♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢
❝r❛♥❦❡❞ s②♠♠❡tr②✲✉♥r❡str✐❝t❡❞ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ■♥t✳ ❏✳ ▼♦❞✳ P❤②s✳ ❊ ✶✻✱ ✸✼✼✕
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♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛♥❦❡❞ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ st❛t❡s✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❜❛♥❞s ✐♥
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❩❡❤ ❍ ✶✾✻✺ ❙②♠♠❡tr② ✈✐♦❧❛t✐♥❣ tr✐❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❩✳ P❤②s✳ ✶✽✽✱ ✸✻✶✳
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❩❡♥❣ ● ▼✱ ❲✉ ▲ ❆ ❛♥❞ ❳✐♥❣ ❍ ❏ ✷✵✶✹ ❙②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠♥❡ss
r❡❡st❛❜❧✐s❤♠❡♥t ❙❝✐✳ ❘❡♣✳ ✹✱ ✻✸✼✼✳
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❩❤❛♦ P ❲✱ ▲✐ ❩ P✱ ❨❛♦ ❏ ▼ ❛♥❞ ▼❡♥❣ ❏ ✷✵✶✵ ◆❡✇ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
❝♦✈❛r✐❛♥t ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇✐t❤ ❛ ♣♦✐♥t✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❈
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❩❤❡♥❣ ❉ ❈✱ ❙♣r✉♥❣ ❉ ❲ ▲ ❛♥❞ ❋❧♦❝❛r❞ ❍ ✶✾✾✷ P❛✐r✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡
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❩❤♦✉ ❊✱ ❨❛♦ ❏✱ ▲✐ ❩✱ ▼❡♥❣ ❏ ❛♥❞ ❘✐♥❣ P ✷✵✶✻ ❆♥❛t♦♠② ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ✐♥ 20◆❡
P❤②s✐❝s ▲❡tt❡rs ❇ ✼✺✸✱ ✷✷✼ ✕ ✷✸✶✳
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❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣✐♥♥✐♥❣ ♠♦❞❡ ✐♥ ❛ ❲✐❣♥❡r s♦❧✐❞ ✇✐t❤ ν = 1/3 ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✉♠
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