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Abstract.  We  give a geometric  interpretation of  the minimal generating  system  of

the  semi- group  defined  by  a  rational  polyhedral  cone  in  any  dimension, via  a  natural

bijection  with  the set  of  essential  divisors  of  equivariant  desingularizations  of  the  toric

variety  associated  to  the cone. We  prove,  for  varieties  of  dimension  three, the  existence

of  a  desingularization  associated  to  a  regular  fan  whose  edges  contain the elements  of

the  minimal  generating  system,  its  uniqueness  for  canonical  toric  varieties  of  index  at

least  two, and the uniqueness in general up to flops.  We  give an example of non- existence

of  such  desingularizations  in  dimension  four.

Introduction.  L'etude  des  varietes  algebriques  munies  de  Γaction  d'un  tore,
entreprise  par  Demazure  [5]  en  introduisant  les  eventails  et  developpee  ensuite  par
beaucoup  d'autres  pour  les  varietes  singulieres,  repose  sur  un  dictionnaire entre des
objets  geometriques  et  combinatoires.  Nous  poursuivons  cette  etude  avec  une
interpretation geometrique du systeme generateur minimalzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA G du semi- groupe defϊni par
un cone polyedral  rationnel σ:  il existe une bijection  naturelle entre G  et les diviseurs
essentiels  des desingularisations  equivariantes  de la variete  torique  Vσ  associee  a σ sur
un corps k, en dimension quelconque (theoreme 1.10).

En dimension trois on demontre, en utilisant la  theorie de Mori, que les diviseurs
essentiels equivariants correspondant aux elements de G sont aussi essentiels pour toute
desingularisation  de  Vσ, non necessairement equivariante  (theoreme 2.5).

On  appelle  G - desingularisation  de  Vσ  une  desingularisation  equivariante  definie
par  une  subdivision  de  σ  en  un  eventail  dont  les  aretes  portent  les  elements  de  G
(G - subdivision  reguliere), i.e. telle que tout diviseur  exceptionnel soit  essentiel.

On  demontre, en  dimension  trois,  Γexistence  des  G - desingularisations  par  une
methode  constructive  a  partir  d'un  modele  terminal  minimal  (theoreme  2.9),  une
caracterisation  des  G - subdivisions  regulieres  par  la  minimalite  de  leur  volume
(proposition 2.12), et le fait  que toute G - desingularisation  domine un modele terminal
minimal (theoreme 2.22). Ce dernier resultat et Γunicite de la G - desingularisation d'une
variete  torique canonique d'indice  > 1 (theoreme 2.23)  impliquent Γunicite en general

Mots- clέs: Varietes toriques, diviseurs essentiels, desingularisations, theorie de M ori, systemes  generateurs

de  semi- groupes.
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a flops pres  (corollaire  2.24).

En  dimension  supέrieure  ou  egale  a  quatre,  il  n'existe  pas  necessairement  des

G - desingularisations  de varietes  toriques, comme le montre le contre- exemple 3.1.

Une partie de ces resultats  a ete annoncee dans  [1].

Dans  le premier  paragraphe  on  fait  des  rappels,  on donne les  definitions  sur  les

eventails  et  les  varietes  toriques  utilises  dans  la  suite  et  on  demontre Γinterpretation

geometrique du systeme generateur minimal. La deuxieme partie porte sur  les  resultats

pour  les  varietes  toriques  en dimension  trois:  les  diviseurs  essentiels,  Γexistence  et  la

construction  des  G - desingularisations,  ainsi  que  les  proprietes  d'unicite.  Le  dernier

paragraphe  est  un  exemple  d'une  variete  torique  terminale  d'indice  un  de dimension

quatre qui n'admet pas de  G - desingularisation.

Nous  remercions Monique Lejeune- Jalabert  et Michel Brion pour des  discussions

fructueuses,  Arlette  Guttin- Lombard pour  la  grande  qualite  de  frappe  dont  elle  est

coutumiere.

Le deuxieme auteur remercie Γinvitation de JAMS a Ohnuma et du Tokyo Institute

of  Technology  pour  un  sejour  en  Aoύt  1993  pendant  lequel  il  a  pu  faire  avancer  la

redaction de cet article.

Les editeurs nous signalent  Γexistence  de recoupements entre certains resultats  de

cet  article  et  de  Γarticle  "An  algorithmic  desingularization  of  3- dimensional  toric

varieties"  de  Stefano  Aguzzoli  et  Daniele  Mundici  a  paraϊtre  dans  cette  revue.  (The

editor's  note:  It appeared  in Tόhoku Math. J. 46, N o. 4 (1994),  557- 572.)

1.  Rappels  et  definitions.  Interpretation  geometrique  du  systeme  generateur

minimal.  SoitzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d un en tier positif, N un Z- module libre  de rang d et M= Hom
z
(JV, Z)

son dual. Les β- espaces  vectoriels  N (x)
z
 Q et M (χ)

z
 Q sont notes respectivement NQ  et

MQ.  Un cone dans NQ  est  toujours  suppose  convexe et polyedral: pour un  tel  cone σ,

il existe un en tier s et des points vh  \<i<s  de NQ  tels que σ soit Γensemble  < u
l 5

. . . ,  vs}
des combinaisons lineaires a coefficients  rationnels non negatifs  des vh  \<i<s.   Le cone

σ est dit fortement convexe s'il  admet 0 pour sommet. Son interieur σ est, par definition,

Γensemble  des  elements  de  σ  qui  n'appartiennent  a  aucune  de  ses  faces  strictes.  Sa

dimension  est celle du sous- espace  vectoriel  de NQ  qu'il  engendre.

DEFINITION   1.1.  Soit σ un cone fortement  convexe  dans NQ.  On appelle systeme
generateur minimal de σ  Γensemble

|  «
1?
  n2eσnN,  jc =  «

1
- h«

2
= > «

1
= 0 oun2  = 0}

des elements irreductibles  du semi- groupe  <τn7V\{0}.

PROPOSITION   1.2.  L fensemble  Gσ  engendre le  semi- groupe σn7V\ {0}  et  il  est
contenu dans tout systeme generateur de σn7V\ {0}.  En particulier,  Gσ  estfini.
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DEMONSTRATION.  Le conezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA σ  etant  fortement  convexe,  il  existe un  element  m  de
M  tel que  σ  soit  contenu dans  le demi- espace  m~1{Q+)  de NQ  et  tel  que  Γintersection
de σ  avec  Γhyperplan  m "

1
^ )  soit  la  face  {0}  de σ. Un element  non nul x  de σnN  est

alors  somme d'au  plus  m(x) elements de σnN\{0}.  Soit * =  Σ f
= 1

  n{ une ecriture de  x
comme  somme  d'elements  de  σnΛf\ {0}  avec  p  maximal.  Alors  les  nh  l<ί<p,
appartiennent a Gσ.  Par consequent, Gσ  engendre le semi- groupe σ n NXjO}.  Par ailleurs,
un element de Gσ  s'ecrit  d'une  seule  fagon  comme somme d'elements  de σn7V\ {0}  et
il appartient done a tous  les  systemes  generateurs  de σn7V\ {0}.  Enfin,  le  semi- groupe
σniV\ {0}  est  de type fini (lemme de Gordan). Par consequent, Gσ  est  fini.  •

Chaque face  de dimension  1, ou arete, d'un cone σ fortement  convexe  contient un

unique vecteur primitif  de N. Un tel vecteur  est dit extremal pour σ. II appartient a  Gσ.
Lorsque  les  vecteurs  extremaux  de σ sont  lineairement  independants, le cone σ  est  dit

simplicial.  Lorsque  de plus  ils  font partie d'une base du reseau  TV, il est dit regulier.  Un

cone simplicial  est  regulier  si et seulement  si son systeme  generateur  minimal est  reduit

a Γensemble  de ses  vecteurs  extremaux.

Dans le cas oύ σ n'est pas un cone regulier, nous etudions ses subdivisions  regulieres.

Rappelons  qu'un  έventail  Σ  de  NQ  est  un  ensemble  fini  de  cones  de  NQ  verifiant  les

proprietes  suivantes:

(i)  si σ  appartient  a l e t τ  est  une face  de σ  alors  τ appartient  egalement  a  Σ.
(ii)  si σx  et σ2  sont deux  cones de Σ  distincts  alors  leur  intersection  est  une  face

de σx  et de  σ
2
.

Le support d'un eventail  est  la  reunion de ses cones. Une subdivision d'un  eventail

Σ  (ou d'un  cone) est  un eventail  Σ'  de meme support  tel que pour  tout cone σ'  de  Σ\
il existe un cone σ de Σ contenant σ'. Une subdivision  est dite reguliere (resp. sίmpliciale)
si  tous  ses  cones  le sont.

Chaque cone de dimension  1, ou arete, d'un eventail  Σ contient un unique  vecteur

primitif de N. Un tel vecteur est dit extremal pour Σ. L'ensemble  des vecteurs  extremaux

de Σ est  note Sk
1  Σ.

PROPOSITION   1.3.  Soit  σ  un  cone fortement  convexe de  NQ.  Toute subdivision
reguliere de σ compte les points de Gσ  parmi ses vecteurs extremaux.

DEMONSTRATION.  Soit  Σ  une  subdivision  reguliere  de  σ.  Un  element  x  de  Gσ

appartient a au moins un cone τ de dimension maximale  de Σ. Comme Σ est  reguliere,
Sk

1
 τ est une base de N et x  s'exprime  comme combinaison  lineaire a coefficients  entiers

positifs  ou nuls des vecteurs  de Sk
1
 τ. Par definition  de Gσ,  x  s'identifie  alors  a Γun des

vecteurs  de la combinaison.  •

Les  subdivisions  intermediaires  dans  la  - construction  des  subdivisions  regulieres
seront celles  dont les cones sont canoniques, terminaux  ou simpliciaux.  Ces cones  sont
introduits dans  [19]  et [21]. Ils  sont d'indice fini\  pour un tel cone σ  il existe un entier
r et un element non nul m de M  tels que Γon ait m(v) = r pour chaque vecteur  extremal
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vzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA de σ. L'indice  de σ  est  alors  le plus  petit de ces entiers. On note lσ  la  forme  lineaire
sur  le  sous- espace  vectoriel  Eσ  de NQ  engendre par  σ qui verifie  lσ\ ŝ σ~ l  On appelle
profil ("shed")  de σ  le polyedre  convexe  σ n / "

1
^ ;  1]). Le profil d'un  έventaίl dont les

cones sont d'indice fini est  la  reunion des profils  de ses  cones. Un cone d'indice fini σ
est  dit canonique  (resp.  terminal) si  Γensemble  7Vnσn/~ *(](); 1[) est  vide  (resp.  si  son
profil est un polyedre elementaire, i.e. ses seuls points communs avec N sont ses sommets).

Pour  un  cone  simplicial  σ  de  vecteurs  extremaux  eh  l<i<s,   on  definit  le
parallelotope  fondamental  de σ.

: = \neN\n= f  λ^

Le  nombre  µσ  des  elements  de  Pσ  est  egalement  l'indice  du  sous- groupe  de  EσnN
engendre par  les  vecteurs  extremaux  de σ. On designe  par multίplicite de σ  cet indice.
La multiplicite d'une face  de σ divise celle de σ.

Aux  eventails  de NQ  correspondent des varietes munies de Faction d'un tore. Nous
rappelons  ici Γiiiterprέtation, dans la geometrie de ces varietes  toriques, des objets  que
nous  venons  d'introduire. Nous  renvoyons  a  [3],  [12],  [16],  [17]  et  [21]  pour  plus
de details.

Soit  k  un  corps.  A  un  cone  σ  de  iV
β
  est  associee  la  variέtέ  torique affine

K
σ
: =  Specfc[σnM],  pour  le  tore  Γ= SpecA:[M]. D 'un  eventail  Σ  de  NQ,  on  deduit

une  variete  torique  V.  Une  telle  variete  est  non  singuliere  (resp.  a  des  singularites
terminales, canoniques,  (λ- factorielles)  si  et  seulement  si  les  cones de Γeventail  Σ  sont
reguliers  (resp.  terminaux,  canoniques,  simpliciaux).  Les  morphismes  equivariants,
propres  et birationnels  d'une variete  torique  V  sur  V correspondent aux  subdivisions
de Σ. Parmi eux, les desingularisations  equivariantes  de  Kproviennent des  subdivisions
regulieres.  A  un vecteur extremal  v de Σ, on associe  un diviseur  Dv  stable  sous Faction
de  T. On obtient une bijection  de Sk

1 Σ  sur Γensemble  des diviseurs  integres  Γ- stables
de  V.

Pour un eventail Σ et un point x du support de Σ on definit la subdivision element air e
Σ'  de Σ centrέe en x  ainsi. Si σ est un cone de Σ ne contenant pas x  alors  σ appartient
encore a Γ .  Sinon, σ  est  remplace par Γensemble  des cones  <τ, JC> pour  les  faces  τ de
σ  qui  ne contiennent pas  x.  A  la  subdivision  Σ'  est  associe  un morphisme  propre  et
birationnel, et  si  x  n'est  pas  un vecteur  extremal  de Σ,  alors  le diviseur  Dx  est  le  lieu
exceptionnel  de  ce  morphisme  (i.e.  son  complementaire  est  le  plus  grand  ouvert  sur
lequel  la  restriction du morphisme soit  un isomorphisme).

DEFINITION   1.4.  Soit  V une variete  associee  a  un  eventail  Σ.  Nous  appellerons
έclatement  έlέmentaίre  le  morphisme  π : X- + V  associe  a  une  subdivision  elementaire
centree en un point x  du support de Σ.

REMARQUE  1.5.  Au  point  x  est  associee  une  valuation  divisorielle  vx  de  k(V).
D'autre part, il existe un entier p tel que pDx  soit un diviseur  de Cartier sur X.  L'oppose
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de  ce  diviseur  est  alors  π - ample.  Soit  σ  un  cone  dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Σ  contenant  x.  L'ensemble  des

fonctions  de k(V)  regulieres  sur  Γouvert  affine  Vσ  de  V, dont Γimage  par  la valuation  v
x

est  un  entier  superieur  ou  egal  a  p,  est  un  ideal  de  Γanneau  Γ(Vσ,  Θv)  des  fonctions

regulieres  sur  Vσ.  On defϊnit  ainsi sur  F u n faisceau  coherent d'ideaux $  = n^(Θx(  —  pDx)),

dont  l'eclatement  normalise  donne le morphisme  π.

Soit σ  un cone fortement  convexe  de NQ.  On lui  associe  Γenveloppe  convexe  C des

points de σ n N XjO}  et l'ensemble A  des points de TV appartenant aux faces  bornees de  C.

PROPOSITION  1.6.  Les points  de A appartiennent au systeme generateur minimal  Gσ.

DEMONSTRATION.  U n hyperplan  d'appui  pour C dont Γintersection avec  C  est  une

face  bornee F ne contient pas  0.  Pour une  telle  face  F,  il  existe  une forme  lineaire  lF  sur

NQ  telle  que  C c / ^ ( [ 1 ;  + oo[) et  F = /
f
~

1
( l ) n C .  Si  v  est  un  point  de  FnN  alors  on  a

lF(p) = \   et,  pour  tout  point  n  de  σnΛ^XlO},  lF(n)>\ .  Par  consequent,  v  appartient  a

o
σ
.  m

REMARQUE  1.7.  La  variete  V  associee  a  σ  possede  un  modele  canonique  K
can

,

associe  a  la  subdivision  Σc  de  σ  dont  les  cones  sont  engendres  par  les  faces  de  C.  D e

plus,  les modeles Q- factorίels terminaux  minimaux  de  V correspondent aux  subdivisions

de  Σc  en  cones  terminaux  simpliciaux  dont  les  vecteurs  extremaux  appartiennent  aux

faces  bornees  de  C.  Les  vecteurs  extremaux  d'une  telle subdivision simplίciale  terminale

mίnimale  sont  exactement  les  points  de  A  (voir  [7],  [21]).

Pour  un cone de dimension 2, il existe  une unique  subdivision  terminale minimale.

D e  plus,  on  a:

PROPOSITION  1.8.  ([6], [12]).  Si  σ  est  un cone de dimension  2, alors  la subdivision

ΣΛ  de σ  dont  les  vecteurs extremaux  sont  les points  de A  est  reguliere et  on a Gσ  = A.  Le

morphisme  associe a ΣΛ  est  done  une desingularisation  de  Vσ  et  si  dim Vσ = 2 alors  e'est

sa  desingularisation  minimale.

En  dimension  superieure  a  2, cette caracterisation  du  systeme  generateur  minimal

ne  subsiste  pas.  L'inclusion  de  A  dans  G  est  souvent  stricte.  D e  plus,  il  n 'y  a  pas,  en

general,  unicite  d'une  desingularisation  minimale,  comme  e'est  le  cas  en  dimension  2,

ni  meme  de  l'ensemble  des  vecteurs  extremaux  d'une  telle  desingularisation  minimale.

Par  exemple,  le  cone  σ  de  Q3
  engendre  par  les  vecteurs  eγ  = (1, 0, 0) ,  e

2
 =  (0,  1,0),

e
3
= ( 0 ,  0,  1), e4  = (l,  1,  —2)  admet  deux  subdivisions  regulieres  Σx  et  Σ2,  telles  que  les

desingularisations  correspondantes n1  et π
2
 de la variete  V associee  a σ soient  minimales

au  sens  suivant:  s'il  existe  une  factorisation  π ^ p  o/ .̂ de  π
f
  par  une  desingularisation

equivariante  pt  de  V, alors  ht  est  un  isomorphisme  (/ =  1, 2) (voir  figure  1).

Pourtant,  le  systeme  generateur  minimal  de  σ, qui  coincide  ici  avec  l'ensemble  des

vecteurs extremaux de σ, ou encore avec l'ensemble A,  ne contient pas le vecteur  extremal
e5=(eι+ e2  +  e4)β  d

e
  l

a
  subdivision  Σ2.
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FIGURE  1.

N ous  montrons que  le  systeme  generateur  minimal d'un  cone fortement  convexe

garde  neanmoins en toute dimension une interpretation geometrique naturelle en terme

des  desingularisations  equivariantes  de  la variete  torique  associee.

DEFINITION  1.9.  SoientzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  πt:  X^V,  ι = l , 2 ,  deux  desingularisations  d'une  meme

variete  F (oύ une dέsίngularisation de F est un morphisme propre et birationnel / :  JSΓ—> V

tel  que  X  soit  non  singuliere).  Des  diviseurs  integres  D^Xi  sont birationnellement

equivalents relativement a  Ksi  Γapplication birationnelle π^1  °nί:  X1  >X2  envoie le

point generique  de D1  sur celui de D2.  Par diviseur essentiel (resp. essentiel equivariant)

relativement a  V, nous designons  un diviseur  integre, defini  a equivalence  birationnelle

relative  a  V pres, qui possede  un representant dans  toute desingularisation  de  V (resp.

dans  toute desingularisation  equivariante  de  V).

THEOREME  1.10.  Soit  σ un cone fortement  convexe. Le systeme generateur minimal

Gσ  est  en bίjection avec Γensemble des diviseurs essentiels έquivariants  relativement a  la

variete torique Vσ.  Plus prέcisement, un vecteur primitif  x  de σf\N  appartient a Gσ  si  et

seulement si c'est un vecteur extremal  de toute subdivision rέguliere de σ.  Le diviseur  Dx

est  alors essentiel equivariant.

DEMONSTRATION.  Un point  de  Gσ  est  un  vecteur  extremal  de  toute  subdivision

reguliere  de σ  (proposition  1.3)  et  deίinit  done un  diviseur  essentiel  equivariant.  N ous

montrons  que,  reciproquement,  si  x  est  un  vecteur  primitif  de  σ n N qui  n'appartient

pas a Gσ  alors il existe une subdivision  reguliere Σr  de σ qui ne contient pas la demi- droite

engendree par  x.

Pour  un  tel  point  x,  il  existe  deux  elements  non  nuls  nx  et  n2  de  σnN  tels  que

x = n1 +n2.  Let cone (nu  n2}  est de dimension 2 car x est primitif.  Soit ΣΛ  sa  subdivision

reguliere  minimale  (proposition  1.8).  L'un  au  moins  des  cones  de  dimension  2  de  ΣΛ

contient x.  Soient  vί  et v2  ses  vecteurs  extremaux.  Alors  la  droite joignant  v1  Qt v2  est

une  droite d'appui de Penveloppe convexe  de < «
l9
 «

2
> π7V\ {0}  qui separe 0 des points

non  nuls  de  < n
l5
 H

2
>nΛΓ. Le point  x = nί+n2  n 'appartient  done pas  a  cette droite, et

par  consequent, il  n'appartient a  aucune face  stricte  du cone  <ϋ
l9
  v2}.
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On  construit  une subdivision  regulierezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Σr  de σ qui contient  le cone  <u
l9
 v2}.  Le

point x n'est pas un vecteur  extremal de Στ. Sinon, <x> =  <x> n <t?
1?
 v2}  serait une face

de (υί9  v2}.  On obtient ΣT a partir de σ en faisant  des subdivisions  elementaires centrees
successives.

On construit  d'abord  une subdivision  initiale Σin  de σ contenant le cone (vu  v2}
Pour cela, il suffit  de prendre la subdivision  elementaire Σx  de σ centree en υu  puis de
subdiviser  Σx  en  prenant  υ2  pour  centre.  Si  Σin  n'est  pas  reguliere,  chacune des
subdivisions  de Σin que Γon construit ensuite est une subdivision  de la precedente centree
en un point n choisi  a Γinterieur  d'un cone non regulier  y. Comme y est Γintersection
des  cones  contenant n, aucun  des cones  contenant n n'est  regulier  et la  subdivision
centree en n preserve  tous les cones reguliers.  En particulier,  toutes les subdivisions  de
Σ

i n
  que Γon construit  contiennent le cone <ι;

l5
  v2}.

Si Σin  n'est pas simpliciale, on choisit le centre n de la subdivision  a Γinterieur d'un
cone y non simplicial  de dimension  minimale v. Chaque  face  τ de y est alors  un cone
simplicial, et par suite, le cone <π, τ> Test aussi. Ainsi le nombre des cones non simpliciaux
de  dimension  v diminue  strictement.  On obtient  done, par un nombre  fini  de  telles
subdivisions  elementaires, une subdivision  simpliciale  Σs de Σ

i n
 qui contient (vu  v2}.

Si Σs n'est pas reguliere, on construit une subdivision  reguliere Σr de Σs qui contient
le cone (vί9  v2}.  On obtient Στ a partir de Σs par des subdivisions  elementaires  centrees
successives.  Dans  chaque  etape,  on choisit  un cone  γ  de  Γeventail  precedent  Σ de
multiplicite maximale µΣ. Si Σ n'est pas regulier  on a µγ > 1. On choisit un point n dans
P

y
\ {0}.  Soit y0  Γintersection  des cones de Σ qui contiennent n, de sorte  que n est a

Γinterieur de y0. Alors n appartient a Pyo. En particulier, y0 n'est pas regulier.  On prend
n pour  centre de la subdivision.  Le cone y (de multiplicite  maximale  µΣ) n'appartient
pas  au nouvel  even tail. D 'autre part, les nouveaux  cones  sont  de la forme  <τ

r
, rc>, oύ

τ' est une face d'un cone y' de Σ contenant n et τ ' ne contient pas n, et pour ces cones,
on a µ

<τ
',

M>
 <µΣ  En effet, y' admet y0 pour face et par suite n appartient a Pr.  De plus,

pour Γun au moins des cones σf
  de dimension maximale de la subdivision  de y' centree

en H, le cone <V ,n) est une face de σ' et par suite µ
<τ

'
jΛ>

 divise µσ>.  Comme n appartient
a Pr,  on a aussi µσ,<µy.,  d'oύ le resultat. Au bout d'un nombre fini de telles  subdivisions
centrees, on obtient done une subdivision  Σr de Σs dont tous les cones sont de multiplicite
1, et par consequent  reguliers.  •

DEFINITION  1.11.  Nous  appellerons  G- subdivisίon  reguliere de σ une  subdivision
reguliere  de σ  dont  les  vecteurs  extremaux  sont  exactement  les  elements  de G

σ
, et

G- dέsingularisation de V le morphisme  associe  a une (/ - subdivision reguliere  de σ.

REMARQUE  1.12.  Par le theoreme precedent, si π : X- > V est une G - desingularisa-

tion de V, alors  les diviseurs  integres  equivariants  sur X  sont  exactement  les diviseurs

essentiels  equivariants  relativement  a V.
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2.  Diviseurs  essentiels  des varietes  toriques de dimension 3; existence,  construction

et  proprietes d'unicite de  leurs G- desingularisations.

PROPOSITION  2.1.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Soit  σ un cone terminal sίmplicial de dimension 3 de  vecteurs
extrέmaux  el9 e2, e3. Soit µσ sa multiplicitέ, lσ Velement de MQ tel que lσ(ei)=\ ,   1 < / < 3

et Pσ = {neN\n  = Σf=1λiei,  0<λι<l,   l< z< 3}  le parallelotope fundamental  de σ.

( i)  On a

et par  suite Card(Gσ) = µσ + 2.

(ii)  On a la suite exacte suivante:

0  >®Ze,  >Ή^Z\µσZ  >0
ΐ = l

oύ  f  est induit par µσlσ.  Par  consequent ̂ µσlσ  fournit  une  bijection de G
σ
\ S k

1
σ  sur

(Z/ µσZ)\ {0}.

DEMONSTRATION,  (i)  Le  semi- groupe  σn7V\ {0}  est engendre  par  {el9e2,e3}u
Pσ.  Par consequent, Gσ est  inclus  dans {eί9 e2, e3}uPσ\ {0}.   Reciproquement, comme

σ  est  terminal  et  Pσnσ  est invariant  par la  symetrie  de centre  (e1- \ - e2 + e3)/ 2,
{el9  e2,e3}uPσ\ {0}  est inclus  dans  σnNnl^dl;  2[).  De  nouveau  parce  que σ  est

terminal, tout point n de σn7V\ {0}  verifie  lσ(n)>  1. Par consequent, σn7Vn/ ~
1
([l;  2[)

est  inclus  dans Gσ. Finalement, Pσ contient µσ elements, done Gσ en contient µσ + 2.

(ii)  Par la forme  lineaire  µσlσ,  Γimage  d'un  element de N est  entiere  car µσ est

en  fait  le determinant de la matrice  des  coordonnees des  vecteurs el9 e2, e3 dans  une

base  de N. On obtient done un homomorphisme de groupes  µσlσ  de N dans Z. II induit

un  homomorphisme /   de TV dans  Z/ µσZ.  Le  noyau  de /   se reduit au sous- groupe de

N  engendre  par  {eu e2, e3}.  En eίfet,  si n est  un  element du  noyau  de /   alors  lσ(n) est

un  entier et n — lσ{ή)ex appartient aNn  Ker lσ. Or, le triangle [e
x
; e2;  e3~\ etant elementaire,

(e2 — e1,e3 — e1)  engendre  ^VnKer/
σ
,  d'oύ le resultat.  Puisque  Γindice du sous- groupe

0
1

3

= :
  Ze(  de N est  µ

σ
, /   est  surjectif.

Finalement, la restriction a Pσ de la surjection  N^>N/ ®*=1Zei  est bijective.  De

plus,  par  (i) on a G
σ
\ S k

1
  σ =  P

σ
\ {0}. La restriction  de  Γapplication /   a G ^XSk

1 σ
donne done une correspondance bijective  entre G ^XSk

1 σ et Z/ µσZ\{0}.  •

PROPOSITION  2.2.  Soit  σ un cone fortement  convexe de dimension 3 et Σt une

subdivision simpliciale terminale minίmale de σ. On a

τeΣt

DEMONSTRATION.  L'inclusion  Gσa\JτeΣ  Gτ est  immediate. Reciproquement,  soit

τ  un cone de Σt et v un point de Gτ. Le cone τ est  inclus  dans  un cone γ de dimension

3 de la subdivision  canonique Σc de σ (1.7). Le cone y est  engendre  par  une  face F de
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C dont Γhyperplan d'appui ne contient pas 0. Pour une telle facezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA F, il existe un element

lF  de MQ  tel que  C c/ ^r
1
([l; + oo[) et F=l F~

1({l})nC.   Comme les vecteurs  extremaux

de  τ  sont  sur  F, on  a  lτ = lF.  Par ailleurs,  on a  lτ(v)<2.  Comme pour  tout point n de

σ n Λf\ {0},  on a  lF(n) > 1, v appartient a Gσ.  •

Avant  d'enoncer un corollaire des deux propositions precedentes nous rappelons

la notion de discordance ("discrepancy") d'un morphisme (voir [19, appendice 1] et [20,

0.2]).  Soit  X  une  variete  normale.  Soit  U  un  ouvert  non  singulier  de  X  dont  le

complementaire est  de codimension superieure ou egale  a 2 et  /  Γinclusion  de  U dans

X.  Soit  ωv  le  faisceau  inversible  des  differentielles  regulieres  sur  U.  On  definit

ωχ  =  i^(ωu). Sur  X,  il  existe  un  diviseur  de Weil  Kx  tel  que  le  faisceau  ΘX(KX)  soit

isomorphe a ωx.  On dit que la variete  X  est d'indice fini ou encore β- Gorenstein  s'il

existe  un entier r  tel que rKx  soit un diviseur  de Cartier.

DEFINITION   2.3.  Soit X une varietέ d'indice fini et / :  Y- +X une desingularisation

de X.  La discordance  du morphisme /   est  le  β- diviseur  de Cartier Δ9 a  support dans

le  lieu  exceptionnel de  / , defini  par  A=Kγ—f*Kx,  oύ Kγ  designe  le  representant du

diviseur  canonique de  Γqui verifie f*(@χ(Kx))\ γO = (9γ(Kγ)\ γo pour tout ouvert  Y°  de Y
sur  lequel  la restriction de /   est un isomorphisme.

Par  exemple,  si  X  est  une  variete  torique  associee  a  un  eventail  Σ  et  /   une

desingularisation  de X  associee  a une subdivision  Σ'  de Σ  alors  ωγ  est  isomorphe au

sous- faisceau  Θγ{ — YJVeŜ Σ>DV) de k(Y), la variete  X  est  d'indice fini si  et seulement si

tous  les  cones  de  Σ  le  sont, et  la  discordance  de  /   est  le  diviseur  Δ=K Y— f*K x  oύ

COROLLAIRE  2.4.  Soit  V une variete associee  a un cone de dimension  3 fortement
convexe σ  dans  NQ  et  x  un point  du  systeme generateur minimal  Gσ.  Pour  toute
desingularisation  w:  W- * VCΆn  associee a  une subdivision reguliere Σ  de  la  subdivision
canonique Σc  de σ  telle que x soit un vecteur extremal  de Σ, le coefficient du diviseur Dx

dans la discordance  du morphisme w est  un nombre ratίonnel appartenant a  Γintervalle
[0;  1[.

DEMONSTRATION.  Notons  /  Γapplication  definie  sur  σ,  a  valeurs  dans  Q,  qui

coincide avec la forme  lineaire lγ  sur chaque cone γ de la  subdivision  canonique Σc  de

σ. Alors  on a

* κ
c a n

= -   ΣzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  l(v)D
v
'

et

υ eSk
1Σ

Si x  est un point de Gσ  alors  l(x) appartient a Γintervalle  [1; 2[, d'oύ la conclusion.
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Les  points  du  systeme  generateur  minimalzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Gσ  definissent  des  diviseurs  essentiels

equi variants  relativement  a  V  (theoreme  1.10).  Nous  considerons  maintenant  des

desingularisations  non necessairement  equivariantes  de  V. Pour le  resultat  suivant  on

suppose  que le corps de base  est  C.

THEOREME  2.5.  Soit  V une variete de dimension  3 associee a un cone σ fortement
convexe. Tout point  x  du systeme generateur minimal  Gσ  dέfinίt  un dίviseur  essentiel
relativement a V.

DEMONSTRATION.  Notons p:  V<x> - •  V le morphisme birationnel equivariant  defini

par  Γinclusion  <x> c=  σ.  Si π : X^> V est  une desingularisation  de  V, alors  Γapplication

birationnelle  π ' ^ p  est  definie  au  point generique  de O<x>, par  le  critere  valuatif  de

proprete  applique  a  π. La  valuation  vx  de  k{V)  definie  par  le  diviseur  O<x>  est  done

centree sur X.  II s'agit de montrer que la codimension de ce centre est  1.

II suffit  de considerer  le cas oύ π est un morphisme projectif.  En effet,  s'il  existait

une  desingularisation  π : X- > V  tel  que  le  centre  de  vx  sur  X  soit  de  codimension

strictement  superieure  a  1,  on  pourrait  construire  une  desingularisation  π ' : X'- >V
projective  ainsi: soit  U un ouvert  affine  de X  contenant le point generique du centre de

vx,  il  existe  une  immersion  ouverte  / :  U- >Z et  un morphisme  projectif  / :  Z- +V  tels

que  π\υ=f°U  ensuite  on  desingularise  Z  par  une  suite  finie  d'eclatements  dont  les

centres ne rencontrent par  i(U). Le centre de vx  sur  X'  serait  lui- aussi  de codimension

strictement superieure  a 1.

Supposons que le morphisme π est projectif. Alors (cf.  [14, theoremes 0.3.5, 0.3.10

et 0.3.12]) on a un diagramme commutatif

Y—  Y  .^w  Y

Λ.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  —  Λ.  Q  ~*  - Λ.  ̂

oύ  chaque  variete  Xt  a  au  plus  des  singularites  Q- factorielles  terminales,  chaque
morphisme  π

f
  est  projectif  et  birationnel, chaque  application  birationnelle  φt  est  soit

une  contraction  divisorielle  elementaire  (e'est- a- dire  le  morphisme  de  contraction
determine  par  une arete  extremale  du  cone des  courbes  NE(Xi^1/ V)  au  sens  de  [11,
3.2.3  et 5.1.6]),  soit un flip dirige  (au sens de [11, 5.1.10]).  La variete  Xn  est un modele
terminal minimal de  V et φ est  le morphisme determine par  le systeme  lineaire  | µ KXn |
pour un entier µ  suffisamment  grand.

Chaque variete Xt  etant d'indice fini,  la discordance d'une desingularisation  de  Xt

est bien definie. D 'autre part, il existe une desingularisation  Q{ : 7Ji- ^Xi telle que le centre
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de  la  valuationzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  vx  sur  Z
t
  soit  une  sous- variete  Dt  de  codimension  1  (on  Γobtient  au

besoin  en  eclatant  le  centre  de  vx  sur  Z
t
  apres  Γavoir  desingularise  et  en  repetant  ce

procede).  Le  coefficient  at  de  Di  dans  la  discordance  du  morphisme  gt  est  alors

independant  de  la  desingularisation  de  Xt  consideree.  Par  contre,  pour  l < / < n ,  on

a  ai_1<a i.  La  croissance  du  coefficient  de  discordance  at  lors  d'un  flip  dirige

ψi'. Xi- ι  >Xt  est  etablie  dans  [11,  proposition  5.1.11].  Si  Γon  passe  de  Xt- ι  a  Xt

par  la  contraction φi:  Xi_1  - >Xt  d'un  diviseur  integre  F  elle  resulte  de  la  positivite  du

coefficient  de  F  dans  la  discordance  du  morphisme  φi9  puisque  les  singularites  de  Xt

sont  terminales.  F inalement on  a  ao<an.

Puisque x est un element de Gσ,  le coefficient  de Dn  dans la discordance du morphisme

φ  o gn  est un rationnel de Γintervalle  [0;  1[. La discordance du morphisme φ etant nulle,

ce  coefficient  est  encore  an.  Or  le  coefficient  a0  du  diviseur  Do  dans  la  discordance  de

g0  est  un  entier  positif,  parce  que  X  est  lisse.  D e  plus,  il  est  inferieur  ou  egal  a  an.  II

est  done nul  et  toujours  parce  que  X  est  lisse, Γimage  de Do  sur  X  est  de  codimension

1.  •

PROPOSITION  2.6.  Soit  σ  un  cone  terminal  simplicial  de  dimension  3  non  regulier,

de multiplicite  µσ  et  soit  lσ  Velement de  MQ  defini  dans  la proposition  2.1.

( i)  //  existe  un unique point  xσ  de  σf)N  dans  l~x
(]l;  1 +  l/ µ

σ
])  et  on  a

l { ) \

En particulier,  xσ  appartίent  a  Gσ.

(ii)  Pour toute subdivision elέmentaire  Σ de σ centrέe en un point  x  de σ n Nprimitif,

non  extremal,  on a

oύ  Σi3)  designe Γensemble des  cones de dimension  3 de  Σ.
On  a egalitέ  si  et  seulement  si  x =  xσ.

DEMONSTRATION,  (i)  Par la proposition  2.1, P
σ
\ {0}  est  inclus  dans  /  ~

 x
( ] 1; 2[),

et  P
σ
\ {0}  contient µσ—  1 points  xk,  \<k<µσ—\  verifiant

lσ(xk)=\+—,  \<k<µσ- \ .
µσ

Puisque  de  plus  on  a  l~xζ\ \ \   2[ ) n σn 7V=
J
P

σ
\ {0},  xx  est  Γunique  point  de  σnTV

appartenant  a  / ^
1
( ] 1 ;  1 +  l/ µ

σ
]) ,  on  le  notera  xσ.

(ii)  Soit x  un vecteur primitif de σ n N, et Σ  la subdivision  elementaire de σ centree

en  x.  Alors  on  a

Σ  µτ =  µ jσ(x).
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Or  d'apres  (i),  si  x  n'est  pas  un  vecteur  extremal  dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  σ  alors  on  a  lσ(x)>  1 +  l/ µ
σ
,  et

Γegalite  n 'a  lieu  que  si  x = xσ.  •

LEMME  2.7.  Soit  σ  un  cone  terminal  sίmplicial  de  dimension  3,  non  rέgulier.  Soίt

xσ  Velement  de  Gσ  vέrifiant  lσ(xσ)=\   +  l/ µ
σ
.  La  subdivision elementaire  de  σ  centrέe  en

xσ  est  formέe  de  cones  terminaux  simplicίaux.  En  iterant pour  chaque  tel  cone  terminal

sίmplicial  non  rέgulier  la subdivision centrέe  du  type prέcedent,  on  obtίent  en  un nombre

finί  de pas  une  G- subdivision rέguliere de  σ.

DEMONSTRATION.  Le  tetraedre  de  sommets  el9  e2,  e3,  xσ  est  elementaire  par  la

proposition  precedente.  Par  consέquent,  tous  les  cones  de  la  subdivision  de  σ  centree

en  xσ  sont  terminaux.  Comme  les  faces  de  σ  sont  simpliciales,  ils  sont  egalement

simpliciaux.  On  peut  done  iterer  la  construction  pour  chaque  cone  σ'  non  regulier  (de

dimension 3) obtenu. Comme xa.  appartient a Γinterieur de σ\  la subdivision  έlementaire

de  σ'  centree  en  xσ  preserve  les  faces  de  σ'.  On  obtient  done  une  nouvelle  subdivision

de σ en remplaς ant σ' par les nouveaux cones de sa subdivision  elementaire centree en  xσ,.

U ne  subdivision  reguliere  de  σ  contient  au  moins  Card(G
σ
) =  µσ  H-  2  aretes.  P a n s

chaque  subdivision  elementaire  centree, on  ajoute  une  seule  arete. Puisqu'au  depart  on

a  trois  aretes,  il  faut  au  moins  µσ  — 1  subdivisions  elementaires  centrees  pour  obtenir

une  subdivision  reguliere  de  σ.

D ans  chaque  subdivision,  on  ajoute  deux  cones  de  dimension  3,  car  le  centre  de

la  subdivision  elementaire  appartient  a  Γinterieur  du  cone  que  Γon  subdivise.  Au  bout

de  µσ  — 1  subdivisions  elementaires  centrees,  on  obtient  done  une  subdivision  Σ  de  σ

qui  contient  1 + 2(µ
σ
— 1) cones  de  dimension  3.  Par  la  proposition  2.6  (ii), on  a  aussi,

pour  une  subdivisions  Σ  ainsi  construite,

Par  consequent,  le  nombre  des  cones  de  dimension  3  de  I  est  egal  a  la  somme  des

multiplicites  de  ces  cones.  Comme  chacune  des  multiplicites  est  un  entier  strictement

positif,  chaque  cone  a  pour  multiplicite  1 et  Σ  est  reguliere.

En  particulier,  les  µσ  +  2  points  de  Gσ  figurent  parmi  les  vecteurs  extremaux  de  Σ

et,  puisque  Σ  contient  exactement  µ
σ
 +  2  aretes,  e'est  une  G - subdivision  reguliere  de  σ.

•
REMARQUE  2.8.  La  G - subdivision  reguliere  de  σ  precedente  ne  depend  d'aucun

choix  a  cause  de  Γunicite  du  point  xσ  (proposition  2.6  (i))  et  de  Γindependance  des

differentes  subdivisions  elementaires  de  cette  construction.

THEOREME  2.9.  Soit  V  une  variέtέ  torique  affine  de  dimension  3,  et  Vt  un  modele
Q- factoriel  terminal  minimal  torique  de  V.  On  obtient  une  G- desingularisation de  V  a
partir  de  Vt  par  des  έclatements  elementaires  successίfs.

DEMONSTRATION.  Soit  σ  un  cone  fortement  convexe  de  dimension  3  et  Σt  une
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subdivision  simpliciale  terminale  minimale  dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  σ.  On  construit  une  G - subdivision

reguliere  de  σ  a  partir  de  Σt  comme  suit.

Pour  chaque  cone non  regulier  τ de  Σt,  on  obtient  une  G - subdivision  reguliere  de

τ  en  eίfectuant  des  subdivisions  centrees  successives  en  des  points  de  N  interieurs  a  τ

(lemme  2.7).  Comme  ces  subdivisions  n'affectent  pas  les  faces  de  τ,  on  peut  appliquer

cette  construction  simultanement  a  tous  les  cones  non  reguliers  de  Σv  On  designe  par

Σr  la  subdivision  reguliere  qui en resulte. Alors  on a, par  le lemme 2.7  et la  proposition

2.6 (i),

U G
τ

τeΣt

et  par  la  proposition  2.2

REMARQUE  2.10.  Si  V  est  une  variete  torique  de  dimension  3  qui  n 'a  que  des

singularites  terminales  (?- factorielles,  alors  sa  G - desingularisation  est  unique.  En  effet,

les  cones  terminaux  simpliciaux  non  reguliers  de  dimension  3  sont  d'indice  >  1 par  la

proposition  2.14  (i)  plus  loin,  et  Punicite  de  leur  G - subdivision  reguliere  resulte  du

theoreme  2.23.  La  G - subdivision  reguliere  d'un  eventail  terminal  simplicial  que  nous

construisons  ici  coincide done avec  la  subdivision  minimale  obtenue par  D anilov  dans

[4],  dont  la  construction  repose  sur  le  theoreme  de  White  [23].  Ce  resultat  de  White

sur  les  tetraedres  elementaires  n'est  pas  utilise  dans  la  demonstration precέdente.

D EF IN ITION  2.11.  Soit Σ un eventail simplicial de NQ.  On definit  le volume v(Σ) de Σ:

oύ d=  dim
Q
 NQ,  Σ(d)

  designe Pensemble des cones de dimension t/ de Σ et µτ  la multiplicite

du  cone τ.

D ans  la  construction  du  lemme  2.7,  on  a  effectue  les  subdivisions  centrees  d'un

eventail  simplicial  terminal donne qui augmentent le volume du profiΊ  de faς on  minimale

(proposition  2.6  (ii)).  En  fait,  une  G - subdivision  reguliere  d'un  cone  de  dimension  3

verifie  les  proprietes  de  minimalite  suivantes:

PROPOSITION  2.12.  Soit  σ  un  cone fortement  convexe  de  dimension  3  et  Σ  une

G- subdivision reguliere de  σ.

( i)  Si  Σ'  est  une subdivision reguliere de  σ alors  on a v(Σ')>v(Σ)  et  on a έgalite  si

et  seulement  si  Σ'  est  une G- subdivision reguliere de  σ.

(ii)  Si  Σ'  est  une  subdivision  simpliciale  de  σ  telle  que  S k
1
Σ

/
 =  G

σ
  alors  on  a

υ(Σ')>v(Σ)  et  on  a egalite si  et  seulement  si  Σ'  est  reguliere.

En particulier,  toutes  les  G- subdivisions regulieres  de  σ  ont  le meme  volume.
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DEMONSTRATION.  Le nombre des cones  de dimension  3 d'une  subdivision  sim-

pliciale de σ ne depend que du nombre de ses vecteurs  extremaux et du nombre de ceux

parmi eux qui appartiennent a ΓinterieurzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA σ de σ. En effet, chaque subdivision  simpliciale

Σ de σ induit une triangulation  3Γ(Σ) de la sphere qui porte 0, de centre un point de

Γinterieur de σ. Les s(Σ) sommets de ̂ ~(Σ)  correspondent a 0 d'une part et aux vecteurs

extremaux  de Σ d'autre part. On a done

Les  f(Σ)  faces  de dimension  2 de έ?~(Σ)  sont  donnees  d'une  part  par les  cones de
dimension  3 de Σ, d'autre  part  par les cones  de dimension  2 de Σ contenus  dans les
faces  strictes de σ. Le nombre de ces derniers est egal au nombre des vecteurs  extremaux
de Σ appartenant aux faces  strictes de σ. On a done

n Sk
1  Σ)) =  f{Σ).

Si a(Σ) designe  le nombre des aretes de ^~(Σ), on a

f(Σ)- a(Σ)  + s(Σ) = χ(S2) = 2.

Comme chaque  arete de &~(Σ) est contenue dans  deux  faces  de &~(Σ) et chaque  face

contient  trois  aretes, on a a(Σ) = 3f(Σ)/ 2, d'oύ f(Σ) = 2s(Σ) — 4, puis

Card(i:
(3)

) =  2Card(Sk
1
 Z) - Card(Sk

1
 ΓXίσn Sk

1  Σ))- 2

=  Card(Sk
x Σ) +  Card(σ n Sk

1 Σ)-  2 .

Pour  conclure,  il  suffit  alors  de  savoir  qu'un  cone  simplicial  est  regulier  si et
seulement  si sa multiplicite est 1.  •

DEFINITION  2.13.  Soit y un cone canonique. Son profil  coincide avec celui de Γune

quelconque de ses subdivisions  terminates minimales Σt. On deίinit son volume

v(y):  = v(Σt)  .

II est bien deίini car v(Σt) ne depend que de Card(G
y
) et de Card(Σ{

3)
) (par les propositions

2.1  (i) et 2.2), et le dernier est determine par Λγ  (remarque  1.7) par la demonstration
precedente.

Soit σ un cone fortement  convexe  et Σc  sa subdivision  canonique. On definit son
volume

C'est  le volume de Γune quelconque des subdivisions  simpliciales  terminates minimales

de σ.

PROPOSITION  2.14.  (i)  Soit  γ  un cone  canonique  de  dimension  3 d'indice  p  et  Σt

une  subdivision simpliciale  termίnale minimale de y. Alors  les cones  de dimension  3 de Σt
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sont  tons de  multiplicίtέ  p,  done rέguliers si  p=\ .  Par  suite  on a

(ii)  Soit  σ  un cone fortement  convexe de dimension 3 et  Σc  sa subdivision canonique.

Soit  Σ  une G- subdivision reguliere de  σ.  Alors  on  a

*a= zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Σ Φ

oύ, pour  chaque cone y de dimension  3 de  Σc,  p(γ) dέsigne Γindίce de  y.

DEMONSTRATION,  (i)  Les  vecteurs  extremaux  d'un  cone  τ  d'une  subdivision

simpliciale  terminale minimale  Σt  de  γ  appartiennent a  la  face  / ~
1
({l})ny  du  profil  de

γ.  Pour  un  tel  cone  τ  de  dimension  3  on  a  done  lτ = ly.  Comme µτlτ  est  un  element  de

M,  µτ est un multiple de p. Par ailleurs, pour le point xτ  de τ n TV on a (proposition 2.6)

l+   —  = lτ(xτ) =  ψτ).

Comme  plγ(xτ)  est  un  entier, p  est  un  multiple  de  µ
t
.  F inalement, on  a  p = µτ.

(ii)  Soit  Σr  une  G - subdivision  reguliere  de σ  construite a partir  d'une  subdivision

simpliciale  terminale minimale Σt  de  Σc  selon  le procede decrit par  le  theoreme 2.9.  La

subdivision  Σr  induit  une  subdivision  Σ
Γ
ι  de  chaque  cone  τ  de  Σv  Si  τ  est  un  cone  de

dimension  3 de  Σt  non  regulier,  elle  est  decrite  par  le  lemme  2.7  et  on  a

Cette  egalite  est  encore  vraie  si  τ  est  regulier  de  dimension  3.

Par  consequent,  en utilisant  (i) on  a

v(Σr)=  Σ  Czrd(Σi\ )(2p(y)- l)
yex<

c
3>

=  Σ  ^

oύ  ΣΛ  designe  la  subdivision  de  y  induite par  Σt.

Ensuite,  pour  toute  G - subdivision  reguliere  Σ  de  σ  on  a  v(Σ) = v(Στ),  par  la

proposition  precedente.  •

COROLLAIRE  2.15.  Si y est  un cone de dimension  3 d'indice  1 et  Vy  la  variete  affine
associee alors y est  canonique et  les modeles  Q- factoriels  terminaux  minimaux  de  Vy  sont
ses G- desingularisations.

DEMONSTRATION.  Les  points  entiers  non  nuls  du  profil  de  y  appartiennent  a

Γhyperplan  /
O
Γ

1
(1).  Le  cone  y  est  done  canonique.  Soit  Σt  une  subdivision  simpliciale

terminale minimale de y.  Les  cones  de  Σt  sont  tous  de multiplicite  1 par  la  proposition
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2.14  et  done reguliers.  D e plus,  les  vecteurs  extremaux  dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Σt  appartiennent a  Gγ  par  la

proposition  1.6.  Par consequent Σt  est  une  (/ - subdivision  reguliere  de  y et  Gγ  est  reduit

a  Γensemble  des  vecteurs  extremaux  de  Σt.  On  a  done  Gy  = l~ ί(l)nynN  et  toute

(j- subdivision  reguliere  de  y est  une  subdivision  simpliciale  terminale minimale  de  γ.

•
D EFIN ITION  2.16.  N ous  appellerons  transformation  elementaire  un  diagramme

commutatif

oύ  X,  X'  et X  sont  des  varietes  toriques  de  dimension  3 associees  respectivement  a  des

eventails  Σ,  Σ'  et  Γ  verifiant  les  conditions  suivantes:

-   les  eventails  Σ  et  Σ'  sont  terminaux  simpliciaux;

-   Γeventail  Σ  contient  un  cone  de  dimension  2,  w =  < e
l 9
  e

2
)  tel  que  les  vecteurs

extremaux  el9  e2,  e3,  e4  des  deux  cones  de  dimension  3  qui  ont  w  pour  face  verifient

eί+e2=e3  + e4.  _

-   Γeventail Σ (resp. Σ')  est obtenu a partir de Σ en remplaς ant les cones < e
l 5
 e2,  e

3
> ,

O
l 5

  g
2>

g
4
> ,  < e

l 9
e

2
>  de  I

1
  par  le  cone  (eu  e29  e3,  e

4
>  (resp.  par  les  cones  <eί9  e3,  e

4
> ,

< β
2
,  e

3
,   ^

4
>,  < ^

3
,   e

4
» .

On  verifie  facilement  qu'une  telle  transformation  elementaire  est  un  Z)
ei
- flop  tel

qu'il  est  defini  dans  [13],  puis  que  tous  les  flops  d'une  variete  torique  (J- factorielle

terminale de  dimension  3  sont  de  ce  type.

Le  resultat  obtenu  par  D anilov  dans  [4  lemme  2.1]  pour  des  eventails  reguliers

s'etend  de  faς on  immediate  a  des  eventails  simpliciaux  terminaux:

PROPOSITION  (Danilov).  Soίent  Σ  et  Σ'  deux  eventails  terminaux  simpliciaux  de

dimension  3,  et  X  et  X'  les  varietes associees  a  Σ  et  Σ''.  Si  Σ  et  Σ'  ont  le  meme  profit,

alors X  et  X'  sont  relίees par  une suite  finie  de  transformations  elementaires.

En  particulier, deux modeles  (7- factoriels  terminaux minimaux d'une meme  variete

Kassociee  a un cone σ sont relies par une suite finie  de flop.  Le profil  de Γune quelconque

des  subdivisions  simpliciales  terminales  minimales  de  σ  est  en  effet  celui  de  sa  sub-

division  canonique.

N ous  envisageons  maintenant  le  cas  des  cones  canoniques  d'indice  strictement

superieur  a  1.  N ous  reprenons  Γetude  faite  dans  [9]  par  Ishida  et  Iwashita.  Les

demonstrations  que  nous  indiquons  ici  utilisent  la  description  du  systeme  generateur

minimal  d'un  cone  terminal  simplicial  donnee dans  la  proposition  2.1.

PROPOSITION  2.17.  Soit  V une variete associee a un cone canonique y de  dimension
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3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  d'indice  >\ .  II  n'existe  pas de transformation  elementaire  d'un modele  Q- factoriel

terminal minimal  de  V. La variete Va done un unique modele Q- factoriel terminal minimal.

DEMON STRATION .  Soit  y  un  cone  canonique  d'indice  p>\   de  dimension  3.

Supposons  que le  polygone  yn / "
1
^ })  contienne  un parallelogramme  elementaire

P=[x ί;  x
2
; x

3
; x

4
] dont les sommets  sont dans N et les diagonales  distinctes.  Les  cones

<x
1?
 x

2
, x

3
> et (xl9  x

4
, x

3
> sont alors terminaux simpliciaux  de multiplicite p (proposition

precedente  (i)). Par la proposition  2.1, chacun des triangles

et

contient  exactement un point du reseau N et leur  reunion  Γ
4
u 7

1

2
  =  D 2p - i

  e n
  contient

exactement  deux.

En  fait,  par des considerations  elementaires  sur  les reseaux,  on trouve quatre points

de N distincts  dans le parallelogramme  D
2 p

- i  Le triangle  [x^ x
2
; x

4
] est elementaire.

Son  translate  [0; x
2
—x

1 ?
  x

4
- x

x
]  Test  done  aussi  et (x

2
  — x

1 ?
 x

4
 — xx)  se complete en

une  base  (x
0
, x

2
 —x

1?
  x

4
 —x

x
)  de N. La premiere  coordonnee de x

x
  dans  cette  base est

la multiplicitέ p du cone <x
1?
 x

2
, x

4
> . Soient b et dies deux autres, de sorte que Γon a

f\zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  - y-   _l_   lf(   - y  γ  \  _l_   A' (γ  - y  \   h  / ]  CZ  7

Alors on a

PΓ  V  9

2 1 )  ( ~

On  deίinit  quatre  entiers µh  / =  1,2 et vp j=   1, 2 par

0<µ i<p- l  et  µx=

$<vx<ρ- \  et  vί=d(p)

Soient  )8
£
 =  jU,- /(2p — 1),  / = 1 , 2, et δj = Vj/ (2p— 1), j=   1, 2, alors  les couples  (βhδj)  pour

/ ,7=   1, 2 definissent  quatre  points  distincts de TV dans le parallelogramme  Oup- i-  E)'oύ

une  contradiction.  •
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LEMME  2.18.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Soit  y  un  cone canonique de  dimension  3  d'indice  >\   de  NQ.  Si  le

polygone  γ n / ~
1
({1}) contient  deux  segments  elementaires  \eγ\   e2~\  et  [e\ \   e'2~\ avec eί9  e2,

e'u  e'2eN  et  ei+e2  = e'1+e2,  alors on  a  Leί;e2]  = \_er

1;e
r

2].

DEMON STRATION .  On considere Γensemble  A  des parallelogrammes  contenus dans

[e1;e'ί;e2,e'2]   don t  les  sommets  appartiennent  a  N,  dont  le  centre  est  (e1+e2)/ 2  et

dont  les  diagonales  ne  sont  pas  portees  par  une meme  droite.

Supposons  que A  soit non vide. Comme A  est un ensemble  fini, Γun de ses  elements

est  alors  minimal  pour  Γinclusion.  U n tel parallelogramme  Po  est  elementaire.  En  effet,

son  centre  n 'appartient  pas  a  N  car  le  segment  [e^  e2~\  est  elementaire.  D one  si  Po

contenait  un  point  x  de  N  autre  que  ses  sommets,  son  symetrique  x'  par  rapport  au

centre  (e1+e2)/ 2  serait  un  point  de  Po  distinct  de  x.  D 'oύ  un  parallelogramme

appartenant  a  A,  de  sommets  x,  x'  et  deux  des  sommets  opposes  de  P
o
,  contenu  dans

Po  et  strictement  plus  petit  que  Po.  Ce qui  contredit  la  minimalite  de  Po.

Or,  par  la  proposition  precedente,  le  polygone  yn/ ~
1
({l})  ne  contient  pas  de

parallelogramme  elementaire  a sommets  dans N dont  les  diagonales  sont  distinctes.  Par

suite  A  est  vide.  En particulier  le parallelogramme  [ex\   e\ ;  e2;  e'2~\  n 'appartient  pas  a  A.

Les  points  el9  e'l9  e2,  e'2  sont  done  alignes  et  comme  les  segments  \eγ\e2~\ et \e\ \e'2~\

sont  elementaires,  on  a  bien  \eγ\   e2]  = [e'ί;  e'2~\ .  •

D EFIN ITION  2.19.  Soit  Σ  un  eventail  de  NQ  et  σ  un  cone  de  NQ.  On  note  Σ\σ

Γensemble  des  cones  de  Σ  contenus  dans  σ.

REMARQUE  2.20.  L'ensemble  de cones Σ\σ  ainsi  defini  est encore un eventail.  C'est

une  subdivision  de  σ  si  et  seulement  si  son  support  ( J
τ e J

  τ  est  σ  tout  en tier.

LEMME  2.21.  Soίent  Σ  et  Σ'  deux  eventails de NQ  dont  les supports  sont  confondus

et  de  dimension pure  d.  L'eventail  Σ'  est  une  subdivision  de  Σ  si  et  seulement  si  pour

chaque cone w  de  codimension  1 (ou mur)  de  Σ  Γeventail  Σ ' µ  est  une  subdivision de  w.

DEMONSTRATION.  Si Σ'  est  une  subdivision  de  Σ  alors  pour  tout  cone  σ'  de  Σ'  et

tout  mur  w  de  Σ,  σ 'n w  est  une  face  de  σ'  et  appartient  done  a  Σ 'µ .  Par  consequent

Σ "µ  est  une  subdivision  de  w.

Reciproquement,  soit  σ'  un  cone  de  Σ'  distinct  de  {0}.  On  considere  un  point  v

appartenant  a  Γinterieur  σ'  de  σ',  et  un  cone  σ  de  dimension  maximale  d  de  Σ  qui

contient  v.  Alors  σ  contient  σ'.  Sinon,  il  existerait  un  point  v'  de  σ'  hors  de  σ  et  le

segment  [v\  v']  couperait  une  face  w  de  codimension  1 de  σ  en  un  point  P  distinct  de

υ'.  L'eventail  I "µ  a  pour  support  w  done  Γun  des  cones  de  dimension  maximale  de

I "|
w
,  w',  contient  P.  Le  cone  w'nσ'  est  une  face  de  σ'  qui  contient  P.  Comme  υ'

n 'appartient pas  a  w',  w'  n σ'  est  une face  stricte de σ'.  Cette face  de σ'  ne contient done

ni  υ, ni  υf,  et  elle  est  donnee par  un  element  /  de  MQ  tel  que  l(P) =  0,  l(v')>0  et  l(v)>0.

Comme  P  appartient  au  segment  [v\  v'~\ ,  on  obtient  la  une  contradiction.  •

THEOREME  2.22.  Toute  G- desingularisation  d'une  variέte  V  associέe  ά  un  cone
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fortement convexe de dimension  3 domine un modele Q- factoriel terminal minimal de V.

DEMONSTRATION.  Soit  σ  un  cone  de  dimension  3  fortement  convexe  et  Σ  une
G- subdivision  reguliere  de σ. On verifie  tout d'abord  que Σ  est une subdivision  de  Σc.
Pour cela, on montre que si w est un mur de Σc  et W sa subdivision  reguliere minimale
(proposition 1.8) alors chaque cone de W appartient a Σ. On conclut grace au lemme 2.21.

Soit <e
1?
 e2y  un cone de la subdivision  reguliere minimale  Wd'un  mur w =  <«

l9
  n2}

de Σc,  ou eί9  e2i  nu  n2  sont primitifs.  Le point eί+e2  appartient a un cone de dimension
3  de  Σ  dont  les  vecteurs  extremaux  vi9  l< / < 3 ,  forment  une base  de  N,  et  done  au
semi- groupe  engendre  par  vl9  v2  et  v3.  On  note  a, b, c  les  entiers  tels  que  e1+e2  =
av1+bv2  + cv3.  On peut supposer  a>b>c.

Comme  le  segment  [n^ n2~]  est  une  face  de  C= Conv(σΓiiV\ {0}),  il  existe  une
forme  lineaire  lw  de MQ  telle que Cnl~1({\ })   = [n1; n 2

] et /
w
(C)c:[l; +  oo[. Comme  eι

et  e2  appartiennent  au  segment  [n
x
; n2~\  on  a  lw(e1 + e2) = 2.  D 'autre  part

I w(av1 + bv2 + cv3)>a + b + c, d'oύ a + b + c<2  et c = 0. De plus, b n'est  pas  nul. Sinon,
(e1+e2}  = (v1)  serait  une  arete  de  Σ  et  comme  (el9e2}  est  regulier,  eι+e2  serait
extremal  pour  Σ9  ce  qui  est  impossible  puisqu'il  n'appartient  pas  a  Gσ.  II  vient
^1+ ^2 =  ̂ 1 +  ̂ 2

 e t  lJίvi) =l>   ί =
U

  2
  Par consequent vλ  et v2  appartiennent au  segment

[/ ii;n
2
],  et ^

1
 =  u

1
  ou ^

2
 =  ̂ i

Soit F une face  de C  Alors Σ  induit une subdivision  reguliere  £|<F>  du cone <F>
engendre  par  F.  Par consequent, Gσ n <F> contient G

< F >
  et  comme Γinclusion  inverse

est evidemment vraie, on a G<F>  = Gσn  <F> et I"|
< F >

 est en fait une G- subdivision  reguliere
de <F>.

Si  <F> est  un  cone  d'indice  1  de  Σc,  alors  ses  G - subdivisions  regulieres  sont
exactement ses  subdivisions  simpliciales  terminales minimales (corollaire  2.15).

Si  <F> est  un cone d'indice  > 1  de Σ c
  a

l °
r s

  toute G- subdivision  reguliere  Σf
  de

<F> est une subdivision  de Γunique subdivision  simpliciale  terminale minimale Σt  F  de
<F> (proposition 2.17).

En  effet,  soit  w  un  mur  de  ΣUF,  de  vecteurs  extremaux  e1  et  e2.  Alors e1- \ - e2
appartient  a  un  cone de  dimension  3 de  Σ'  de vecteurs  extremaux  vt,  l< / < 3 .  On  a
e1+e2  = aυ1+bv2  + cv3  avec  a, b, ceNet  a>b>c>0.  Par  ailleurs,  lF(e1) = lF(e2)=l   et
lF{Vi)>  1, 1 < / < 3. D Ό ύ a + b + c<2  et c = 0. Le cone w est  terminal de dimension 2, il
est  done  regulier  et e1+e2  est  primitif.  Comme le  vecteur  eί+e2  n'appartient  pas  a
G

<F >
  il n'est  pas  extremal  pour  Σ'.  Par consequent b  n'est  pas  nul. On en deduit  que

eγ +e2  = vί  + v2  et que vx  et v2  appartiennent a F. Par les lemmes 2.18  et 2.21, les cones
<e

l5
 e2}  et (υl9  v2}  sont confondus, w est un mur de I

1
', et Σ' est une subdivision de  ΣuF.

Comme un mur de Σc  n'a qu'une subdivision  terminale minimale (sa  subdivision
reguliere  minimale),  les  subdivisions  terminales  minimales  des  cones  (F}  pour  les
differentes  faces  F de C coincident sur  les murs de Σc.  Par consequent, la  reunion des
even tails  27|

<F>
 pour les cones <F> d'indice  1 de Σc  et des even tails ΣiF  pour les cones

de Σc  d'indice  > 1 est une subdivision  simpliciale  terminale minimale Σt  de σ dont
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Σ  est  une subdivision.  •

THEOREME  2.23.  Soit  V  une  variέtέ  affine  associee  a  un  cone  de  dimension  3

canonique  d'indice  > 1 . Λlors  V a une G- desingularisation unique.

DEMONSTRATION.  Soit  y  un  cone canonique de  φ mension 3,  d'indice  > 1 , et  Σ

une  (/ - subdivision  reguliere de y. Soit Σt  la  subdivision  simpliciale  terminale minimale

de  y  (proposition 2.17)  et  Σr  la  (/ - subdivision  reguliere  de  y  construite a  partir  de  Σt

selon  le procede decrit dans la demonstration du theoreme 2.9.  II suffit  de montrer  que

Σ  est  une subdivision  de  Στ.

N ous  savons  par  la  proposition  2.17  et  le  theoreme 2.22  que  Σ  et  Σr  sont  des

subdivisions  de  Σt.  D one  pour chaque cone terminal simplicial  τ  de  Σt  elles  induisent

des  subdivisions  regulieres  ΣL et ΣJ  de τ. II s'agit  de montrer  que pour chaque cone τ

de  Σt,  Σ\τ est  une subdivision  de  Σr\ .

Pour cela, il suffit  de remarquer que si δ est un cone terminal simplicial non regulier

sur  lequel Σ  induit une subdivision Σ\δ, alors Γeventail Σ\δ est egalement une subdivision

de  la  subdivision  elementaire de  δ  centree en xδ  (voir  proposition 2.6).  La  subdivision

Στ\ τ  est  en eίfet  construite a partir de τ  par  iteration de  telles  subdivisions elementaires

cen  trees.

On  suppose done que Σ  induit une subdivision  Γµ d'un tel cone terminal simplicial

non  regulier δ, et on montre que chaque mur de la subdivision  elementaire de δ centree

en  xδ  est egalement un mur de Σ\δ. U n tel mur est soit une face de δ, et alors il appartient

a  Σ"µ, car  les  faces  de  δ  sont  regulieres  et  Σ  est  une  (/ - subdivision  reguliere  de  y,  soit

un  cone <x
δ
, v}  pour un vecteur extremal v de  δ.

Comme Γeventail Zµ est une subdivision  de δ, le point xδ  + v appartient a un cone

de  dimension 3 de  I"µ, de vecteurs  extremaux  vh  l < / < 3 .  On  a  xδ  + v = avί+bv2  + cv3

avec a, b, ceNeta>b>c.  Comme vu  v2  et v3  appartiennent a δ, on a  lδ(Vi)> 1, 1 < / < 3 .

D 'autre  part, on a  (proposition 2.6 (i))

2

D 'oύ  a + b + c<2+  \ / µδ  et c = 0. Comme (xδ,  v}  est  regulier et v1  appartient a  Gv  b  est

n o n  n u l ,  e t o n a  x δ + v = v1  + v2  e t  l δ ( v 1 )  +   l δ ( υ 2 )  =  2 +   \ / µ δ .  S i n  e s t u n e l e m e n t  d e  δ n N

distinct de xδ,  non nul et non extremal pour δ, alors on a  lδ{n)>  1 +  l/ µδ.  D one  Γun des

vecteurs  vλ  ou v2  est  egal  a  xδ  et par  suite  on a  (xδ,  v} = (υx,  v2}.

N ous  avons  done verifie  que  Σ  est  une subdivision  de  Σr.  Comme par  ailleurs  Στ

est  un  eventail  simplicial  qui  a  les  memes vecteurs  extremaux  que  Σ,  les  subdivisions

Σ  et  Σr  sont  confondues.  D one  toute  (/ - subdivision  reguliere  de  γ  coincide  avec

Γeventail  ΣT.  •

COROLLAIRE  2.24.  Si π1:  X1^Vetπ2:  X2- >  V sont deux G- desingularisations d'une

variέte torique affine Vde  dimension  3 alors ['application biratίonnelle π2

  1
  o π

x
: Xx  •  X2
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est  une  composition  de  transformations  elementaires.

DEMON STRATION .  D eux  G - subdivisions  regulieres  d'un  cone σ de dimension  3 ont

le  meme  profil.  En  effet,  ce  sont  des  subdivisions  de  la  subdivision  canonique  Σc  de

σ,  par  le  theoreme 2.22.  Elles  coincident  sur  chaque  cone de  Σc  d'indice  > 1 (theoreme

2.23).  Sur  un  cone  de  Σc  d'indice  1,  elles  induisent  deux  subdivisions  simpliciales

terminales  minimales  qui  ont  le  meme  profil  et  par  suite  π^1  °n1  est  une  composition

de  transformations  elementaires  par  le  resultat  de  D anilov.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  •

3.  Un  contre- exemple  en  dimension  quatre.  U ne  variete  associee  a  un  cone  de

dimension  4  n 'admet  pas  necessairement  de  Cr- desingularisation.

EXEMPLE  3.1.  Soit  σ  le  cone simplicial  de  Q4  engendre par  ^ = ( 1 , 0 ,  0, 0),  e2

  =

(0, 1, 0, 0),  e3  =  (0, 0, 1, 0),  e
4
 =  (l, 3, 4, 7). Alors  le  systeme  generateur  minimal  Gσ  de  σ

est  {eue2,e3ie4}uPσ\ {0}.  Le  cone  σ  est  terminal  d'indice  1  et  n'admet  pas  de  G-
subdivision reguliere.

Le  cone  σ  n'est  pas  regulier.  Le  parallelotope  fondamental  Pσ  contient  six  points

non  nuls  xk,  1 < k < 6  avec

Xk  =

k

oύ,  pour  un  rationnel  λ,  [~Λ~I designe  le  plus  petit  entier  superieur  ou  egal  a  λ.  Ces  six

points  se  trouvent  dans  le  plan  π  qui  contient  ei+e2,  ei- \ - e3,  e4  + e2,  e  ̂+ e3.  Us

appartiennent  tous  au  systeme  generateur  minimal  de  σ.  Pour  chaque  k,  1 < k < 6  on  a

lσ(xk)  =  2, ce qui montre que σ est  terminal d'indice  1. D ans le plan  π , on a la  disposition

de  la  figure  2.

Par  ailleurs,  dans  Γhyperplan  H=l~ 1({2})   de  Q4,  le  plan  π  separe  les  points  2e1

et  2e
4
  d'une  part  des  points  2e2  et  2e3  d 'autre  part.  Le  parallelogramme

[_eι +  e3;  eγ  +  e2\  eA  +  e2;  e± +  e3~\  est  la  trace  sur  π du  tetraedre  T=Hnσ.

A partir des faces  de σ et des elements de Gσ  on determine des cones qui appartiennent

F IG U RE  2.
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necessairemment  a toute (/ - subdivision reguliere  de σ:

Par un calcul  elementaire, on trouve, pourzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k et k' entiers,  1 <k, k'<6

det(el9e29e39xk)  = k

d eψ c
k
, e

2
, e

3
, xk>)  = k' — k

det(xk,e2,e3,e4)  = 7- k

puis

- m
Λk'

I  7  I
De plus, pour tout entier /, 1 < / < 6, il existe un unique entier kh  \<k {<6,  tel que

Γon ait A:^ 5/mod 7. Pour cet entier kt on a  — 4A:
i
^/ mod7,  puis

Supposons  maintenant  qu'il  existe une G- subdivision  reguliere  Σ de σ. Alors la
trace de I" sur π contient les segments  representes  dans la figure 3.

En effet,  comme le cone <e
1?
 e2, e4}  est regulier, Σ contient un cone de dimension

4 qui a <e
1?
 e2, e^} pour  face.  C'est  un cone  <e

1?
 e

2
»

 xk> e*)  VOλxτ  u n
  element xk de P^

tel  que det(eue2,xk,e4)=l.   Comme  det(e1,e2,xk,e4)  = 7\~4k/ 7~]- 4k,  on  doit  avoir
- 4/ c= lm od7  et done A: =  A:

1
 =  5. Par consequent,  Σ contient le cone  {eue2,x59e4}.

Ensuite, Σ contient deux  cones de dimension  4 ayant  O
l 9

 e
4
, x5}  pour  face.  Puisque

det(eux5,  e29 eA)=- \  et  det(β
1?
 x

5
, e

3
, e

4
) =  6,  ces  cones  sont  <e

l9
 x

5
, e2, e4}  et

F IG U RE  3.
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<£?
1?zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA xS9  xk9  e4y  p o u r  u n  po in t  xk  de  Pσ  tel  que  det ( e

1 ?
  x

5
,  x

k
,  e4)=   1.  O r  on  a

Γ 4A:  ~l  Γ 4/c ~l  ΓzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4k "1
detK, x

5
, x

t
,  e

4
)=  - 7  - ^  + 4fc

x
 + 7|  —  | - 4/ c=  - 1 +7|  —  | - 4 * .

D one 7f~4/c/7~]—4/c =  2 et A: =  A:
2
 =  3. Par consequent Σ contient le cone (el9  xkι,  xk2,  e

4
> =

< ^i, x
5
, x

3
,  e4y.

D e  meme,  si  Σ  contient  le  cone  (el9  xki_ί9  Xfc
f
, e

4
>  pour  un  entier  i  avec  2 < f < 5

alors  Pun  des  deux  cones  de  dimension  4  de  Σ  ayant  < e
l 5
  x

ki
,  e

4
>  pour  face  est

^ i . Xf c ^ ^ x ^ O  et  comme  det(e1,xk.,xk._ί,e4)=- \  et  det (β
1
, x

k i
, ^

3
, e

4
) =  7 - / ,  le

deuxieme  est  (euxk.,xk,e4}  pour  un  point  xk  de  P
σ
  tel  que  det(e

1?
 x

k
.,  x

k
,  e4)=   1,

e'est- a- dire  7f4/c/7~|—  4/c =  z +  1 ou encore k = ki +  1.  Par consequent, Σ contient  egalement

le cone (e1,  x
k |
,  x

fci + 1
, ^

4
>  Enfin, comme on a det(e

l9
 x

ki
,  e

3
, e

4
) =  7 -   /, 1 < i<   6, Σ contient

le  cone  <e
19

 x
k6

,  β
3
, e

4
> =  <e

x
, x

2
,  β

3
, e

4
>.

En  particulier,  Σ  contient  le  cone  <x
fc3

, x
fc4

> =  <Xi, x
6
>  puisque  e'est  une  face  de

< *i>
  x

k
3
,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ^k

4
'
  e

*> -

D e  faς on  analogue,  on  montre  que  Σ  contient  les  cones  (el9e2,e39x1y,
<x

fc
, e2,  e3,  x

fc
+ i> ,  1 <k<5,   et  <x

6
, e2,  e3,  e4}.  D 'oύ  le  dessin  partiel  4  pour  Σ n π .

e
Λ
  Λ- e

e ,   λ- e

FIGURE  4.

En particulier, Σ contient le cone <x
3
, x

4
> puisque e'est une face de <x

3
, e2,  e3,  x

4
> .

Or  Pintersection  des  cones  <x
3
, x

4
>  et  < x

l 5
  x

6
>  est  la  demi- droite  engendree  par

e = xί+x6  = x3  + X4 = Σei9l<   i < 4. Comme les cones < x
l 9
  x

6
>  et <x

3
, x

4
>  appartiennent

tous deux  a Σ9  le vecteur  primitif  e est un vecteur  extremal  de Σ.  D 'oύ une contradiction,

puisque  e  n 'appartient  pas  a  Gσ.  •

REMARQUES  3.2.  (a)  Si  σ  est  un  cone  terminal  simplicial  de  dimension  4,  on  ne

peut pas en gέneral  caracteriser  les points de Gσ  par  la valeur  que prend  la forme  lineaire

lσ  sur  ces points, comme on Pa fait  pour  les  cones  de dimension  3 (proposition  2.1).  Soit

par  exemple  le  cone  simplicial  σ  de  vecteurs  extremaux  ^
1
= ( l , 0 , 0 , 0),  e

2
 =  (0, l>0> 0),

e3  =  (0,0,  1, 0), e
4
 =  (5, 6, 9, 16) dans  β

4
.  C'est  un  cone  terminal.  Le  point  g = (2, 2, 3, 4)

appartient  a  G
σ
  et  Pon a  /

σ
(#) =  2 +  1/4  et  le  point  x =  (4, 4, 6,  10) n 'appartient  pas  a  G

σ
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alors  que Γon azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  lσ(x) = 2+1/ 8.

(b)  Les  resultats  du  paragraphe  2  et  Γexemple  3.1  montrent  une  difference
importante,  au  sujet  des  G- subdivisions  regulieres  et  des  diviseurs  exceptionnels  de
desingularisations,  entre  les  varietes  toriques  de  dimension  3  et  celles  de  dimension
superieure. Pour ces dernieres  il y a de nouvelles  questions  naturelles, par  exemple:

-   lorsqu'elles  existent,  les  (/ - subdivisions  regulieres  d'un  cone  de  dimension  4
ont- elles  toutes  le meme volume?

-   comment se traduit, dans la geometrie du cone σ, le nombre minimum de diviseurs
exceptionnels  intervenant dans une desingularisation  de la variete VσΊ
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