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Abstract� An algebraic framework is proposed for linear systems over
Mikusi�nski operators� It is illustrated by the control synthesis of an
Euler�Bernoulli �exible beam�

R�esum�e

On propose une th�eorie alg�ebrique des syst�emes lin�eaires sur les op�era�
teurs de Mikusi�nski� illustr�ee par la commande d�une poutre �exible
d�Euler�Bernoulli�

Mots�cl�es � syst�emes lin�eaires� anneaux� modules� commandabilit�e� observ�
abilit�e� matrices de transfert� op�erateurs de Mikusi�nski� poutres �exibles�
�equation aux d�eriv�ees partielles d�Euler�Bernoulli� conjecture de Serre� fonc�
tions de Gevrey�Roumieu�
Classi�cation math�ematique � Primaire ��C��� ��K��� ��A��	

Secondaire 
�C
�� ��E
��

�� Introduction

Cette communication� qui fait suite �a 	
�� �
� ���� o�u �etaient examin�es
quelques cas concrets de commande associ�es �a l��equation des cordes vi�
brantes� traite d�une poutre �exible d�Euler�Bernoulli� qui� sous des formes
vari�ees� a d�ej�a suscit�e une abondante litt�erature �voir� par exemple� 	
� ��
��� ��� �
��� On cherche �a r�eduire la �exion et� donc� les vibrations d�une
telle poutre en mouvement�

Nous posons les lin�eaments d�une th�eorie alg�ebrique des syst�emes lin�eaires
constants� qui� g�en�eralisant 	��� ��� ��� 
�� 
�� �
�� se traduit par la consi�
d�eration de modules de type �ni sur des anneaux commutatifs et int�egres�
On y d�egage les notions de commandabilit�e� d�observabilit�e et de matrices
de transfert� Pour aborder des �equations comme celle d�Euler�Bernoulli� �
l�anneau de base est engendr�e par des op�erateurs de Mikusi�nski 	��� ����
ou� plus pr�ecis�ement� des fonctions op�erationnelles 	��� ��� � rappelons que
le calcul op�erationnel de Mikusi�nski 	��� ��� �voir� aussi� 	��� ���� fournit
un substitut aussi �el�egant que maniable de la transformation de Laplace�
La libert�e d�un certain module� dont les propri�et�es s�obtiennent par des ar�
guments de nature homologique �cf� 	��� 
����� permet� en assignant une
trajectoire �a une base de ce module� d�obtenir le comportement d�esir�e de la
poutre avec une commande en boucle ouverte � c�est une d�emarche analogue
�a celle de la platitude 	

� en non�lin�eaire de dimension �nie� Une r�egulation
avec passivit�e� proche de la boucle proportionnelle�d�eriv�ee utilis�ee en 	���

�Le lien entre �equations aux d�eriv�ees partielles lin�eaires et modules est� dans un esprit
tout di	�erent� d�ej�a connu �a travers la th�eorie des D�modules 
voir� par exemple� ��
���

�Nous faisons notamment appel �a la r�esolution de la conjecture de Serre par Quillen
���� et Suslin ����� d�ej�a exploit�ee en ��
� 
voir� aussi� ���� �����
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conduit �a la stabilisation� Les calculs num�eriques emploient les d�eveloppe�
ments en s�erie des op�erateurs de Mikusi�nski 	��� et un r�esultat d�u �a Ramis
	��� sur les fonctions de type Gevrey�Roumieu�

Il n�est pas question� dans ce cadre restreint� de comparer notre approche
qui� en son stade actuel� ne s�applique qu�aux �equations aux d�eriv�ees par�
tielles lin�eaires� �a coe�cients constants et en une seule variable d�espace�
aux remarquables d�eveloppements th�eoriques dus au Professeur J��L� Lions
�voir� par exemple� 	��� �
�� et �a son �ecole �cf� 	�� 
���� dont on conna��t
l�importance pour les structures �exibles �cf� 	

���� Ajoutons� toutefois�
que ce parall�ele avec d�autres points de vue �cf� 	�� �� ���� a �et�e men�e �a bien
dans la th�ese r�ecente de l�un des auteurs 	�
� �voir� aussi� 	
�� 
�� ��� ����
�a propos d�une autre famille en dimension in�nie� les syst�emes lin�eaires �a
retards purs�

�� Syst�emes A�lin�eaires


��� G
en
eralit
es

Les notions de commandabilit�e� d�observabilit�e et de matrices de transfert
introduites ci�dessous sont adapt�ees de 	��� ��� 
�� 
�� �
�� Quant au langage
alg�ebrique� il est �el�ementaire et se trouve� sauf mention contraire� dans bien
des manuels� comme� par exemple� 	��� 
���

Soit A un anneau commutatif� int�egre� avec �el�ement unit�e� Un syst�eme

A�lin�eaire ��� est un A�module � de type �ni� Notons 	�� le sous�A�module
engendr�e par une partie � de �� Une entr�ee u � �u�� � � � � um� est une partie
�nie de �� telle que le module quotient ��	u� soit de torsion � u est dite
ind�ependante si� et seulement si� 	u� est un A�module libre de rang m� Une
sortie y � �y�� � � � � yp� est une partie �nie de ��

Soit B une A�alg�ebre� Le syst�eme ��� est dit B�commandable sans torsion

�resp� projectif� libre� si� et seulement si� le B�module B �A �� obtenu par
extension de l�anneau de base� est sans torsion �resp� projectif� libre�� La
B�commandabilit�e libre �resp� projective� implique la B�commandabilit�e
projective �resp� sans torsion��

Le r�esultat suivant d�ecoule de 	��� �

Th
eor�eme et d
efinition 
� Supposons ���A�commandable sans torsion�
Soit S une partie multiplicative de A telle que S��A soit un anneau de
Bezout�� Alors il existe un �el�ement � � S� � �� �� tel que le A	�����module
localis�e �� � A	�����A� soit libre� Le syst�eme ��� est dit ��libre�

Le syst�eme ���� muni d�une entr�ee u et d�une sortie y� est dit B�observable
si� et seulement si� les deux B�modules B�A� et B�A	u�y� co �ncident�

Soit K le corps de fractions de A� Le foncteur de Laplace � � !� �
K�A�� � �� !� � ��� entre A�modules et K�espaces vectoriels associe �a
tout �el�ement � � � sa transform�ee de Laplace formelle !� � !�� Soit un
syst�eme d�entr�ee u ind�ependante et de sortie y� Alors� !u � �!u�� � � � � !um� est

une base de !�� La matrice T � �a coe�cients dans K� telle que !y � T !u� est
la matrice de transfert de ����

�Renvoyons� aussi� �a ��� 
� pour la consid�eration d��equations voisines des n�otres�
�Un anneau R est de Bezout si tout id�eal �niment engendr�e de R est principal 
cf�

������
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�
� Exemples

Exemple 
� Prenons pour A l�anneau principal k	 ddt �� o�u k est un corps
commutatif�Rpar exemple� On obtient ainsi les syst�emes lin�eaires constants
de dimension �nie �cf� 	��� ��� ����� o�u� comme dans l�approche comporte�

mentale �en am�ericain� behavioral� de Willems 	���� il n�est pas n�ecessaire
de distinguer les variables� Rappelons que la commandabilit�e �a la Kalman
se traduit alors par la libert�e du module correspondant�

Exemple �� Posons A � R	 ddt� ��� � � � � �r�� o�u �i� i � �� � � � � r� est un op�era�
teur de retard pur � pour toute fonction f � R � R� �if�t� � f�t � hi��
hi � R�� On obtient ainsi les syst�emes lin�eaires constants �a retards purs
�voir 	�
� et� aussi� 	
�� 
����

Exemple �� Avec A � k	��� o�u � est un op�erateur de retard pur� on obtient
�cf� 	�
�� les syst�emes lin�eaires constants en temps discret� de dimension
�nie�


��� Remarques

Remarque �� Au contraire de 	
�� �
�� nous ne chercherons pas �a donner�
comme en 	��� 
��� une repr�esentation d��etat de ���� Elle semble� en e"et�
inutile pour les applications en vue�

Remarque �� Les anneaux non commutatifs apparaissent naturellement
en bien des circonstances� Citons� ici� les D�modules �cf� 	�
��� qui for�
malisent certaines questions sur les op�erateurs di"�erentiels lin�eaires �a coef�
�cients variables� et les syst�emes lin�eaires instationnaires de dimension �nie
�voir 	��� �����

Remarque �� Notre formalisme est bien adapt�e �a des questions comme la
dualit�e 	��� ou l�interconnexion 	
���

�� Op�erateurs de Mikusi�nski

���� Bref rappel

Les fonctions continues 	��#�	� C forment pour l�addition et le produit
de convolution un anneau commutatif� qui� d�apr�es un th�eor�eme fameux
de Titchmarsh� est int�egre� Son corps de fractions M est l�ensemble des
op�erateurs de Mikusi�nski 	��� ��� �voir� aussi� 	��� ����� L��el�ement unit�e de
M est l�op�erateur de Dirac� L�op�erateur de d�erivation est not�e s�

��
� Syst�emes de Mikusi
nski

Un syst�eme lin�eaire ��� sur les op�erateurs de Mikusi�nski� ou� plus bri�eve�
ment� un syst�eme de Mikusi�nski� est un syst�eme A�lin�eaire� o�u A � M est
une k�alg�ebre de type �ni� k �etant un sous�corps de C �

Exemple �� Avec A � k	s� e�h�s� � � � � e�hrs�� h�� � � � � hr � R�� o�u e
�h�s� � � � �

e�hrs sont des op�erateurs de translation �cf� 	��� ����� on retrouve les sys�
t�emes lin�eaires �a retards purs�

Exemple �� Avec A engendr�ee par s et un nombre �ni d�op�erateurs de
Mikusi�nski� on obtient les syst�emes lin�eaires �a retards purs ou r�epartis quel�
conques�

Exemple �� Avec A � k	s��� � � C � on obtient �cf� 	
��� les syst�emes
lin�eaires �a d�erivation non enti�ere� popularis�es en automatique et th�eorie du
signal par Oustaloup 	����
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Figure 
� poutre d�Euler�Bernoulli en rotation avec une

masse au bout�

���� Syst�emes param
etriques de Mikusi
nski

On consid�ere l�anneau RI des fonctions op�erationnelles �cf� 	��� ����
I �M� o�u I est un intervalle de R� Un syst�eme lin�eaire param�etrique sur

les op�erateurs de Mikusi�nski� ou� plus bri�evement� un syst�eme param�etrique

de Mikusi�nski est un module de type �ni sur une k�alg�ebre A � RI int�egre
et de type �ni� Un exemple naturel est donn�e ci�dessous�

�� La poutre d�Euler�Bernoulli

���� Le mod�ele

Le mouvement d�une poutre �exible de longueur R� dont l�extr�emit�e x � �
est encastr�ee dans l�axe d�un moteur d�angle 	 et dont l�autre extr�emit�e
x � R est solidaire d�une masse m ponctuelle� est suppos�e ob�eir �a l��equation
d�Euler�Bernoulli ��elasticit�e lin�eaire� �exion faible� inertie de la poutre n�egli�
geable par rapport �a la masse m� forces de Coriolis n�egligeables� c�est��a�dire
$	 petit� et aux conditions aux bords suivantes �


�w


��
� �


�w


�x
��a�

w��� �� � ��

w��� ��


x
�� ��b�


�w��� ��


x�
� ��


�w��� ��


x�
� k�

d�

d��
	��� # k�


�w��� ��


��
��c�

o�u w�x� t� est le champ des d�eformations de la poutre par rapport �a l�axe

tournant d�angle 	 et o�u d��
d��

est la commande� Les �egalit�es suivantes d�e�nis�

sent le temps t � R�
p
�S��EI� � � la longueur r � Rx et les deux param�etres

k� � m���S� et k� � k��R o�u E� I � � et S sont des grandeurs physiques
usuelles�

Remarque 
�� Nous renvoyons �a 	�� pour la mod�elisation de manipulateurs
�exibles�

��
� Modules

Avec les conditions initiales w�x� �� � �� �w�x����� � �� le calcul op�erationnel
de Mikusi�nski 	��� ��� associe �a ��a� l��equation di"�erentielle ordinaire� d�epen�
dant de s� s� �w � � �w��� � la notation �w d�enote la fonction op�erationnelle
correspondant �a w� Comme

p
s et i

p
s sont des op�erateurs logarithmiques
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	��� ���� il vient� en posant � � exp�i�����

�w�x� s� � aex�
p
s # be�x�

p
s # cex

��
p
s # de�x

��
p
s

o�u a� b� c� d d�ecoulent des conditions aux bords �

a# b# c# d � � �
a�

��a� b� # %��c� d� � � �
b�

a
exp��

p
s�p

s
# b

exp���ps�p
s

� c
exp�%�

p
s�p

s
� d

exp��%�
p
s�p

s
� � �
c�

a�
exp��

p
s�p

s
� b�

exp���ps�p
s

� c%�
exp�%�

p
s�p

s
# d%�

exp��%�
p
s�p

s
� �i�u �
d�

La variable �u correspond �a k�	��� # k�w��� �� et� moyennant un bouclage
�el�ementaire� joue le r�ole d�entr�ee�

Posons A � C 	 e
��psp

s
� e
���
p
sp

s
�� Soit M le A�module engendr�e par a� b� c� d

et �u�

Lemme 

� M est de rang �� sans torsion� mais non libre�

D�emonstration� Les deux premi�eres assertions sont faciles� Pour la troisi�eme�
consid�erons la matrice de pr�esentation de M suivante�

BB�
� � � � �
� �� %� �%� �
z� z��� �z� �z��� �
�z� ��z��� �%�z� %�z��� i

�
CCA

o�u z� �
e�
p
sp
s
� z� �

e
��
p
sp
s
� Les mineurs d�ordre � sont nuls pour z� � �z� � ��

D�apr�es un lemme de 	�� et la r�esolution de la conjecture de Serre en 	�
� ����
M n�est pas libre�

Posons e � �c# d��
� f � �c� d��
� Alors�

e�cosh��
p
s� # cosh�%�

p
s���

p
s � f�i sinh��

p
s�� sinh�%�

p
s���

p
s

Il vient �

Lemme 
�� Le module A	�����A M � o�u � �
i sinh��

p
s�� sinh�%�

p
s�

�s
p
s

� est

libre� de base y � ���e�
Notons que

�u � �
�
 # cosh�
p

s� # cosh�i

p

s��y ���

et

�w�x� s� �
�
�cosh��

p
s� # cosh�%�

p
s���i sinh�x�

p
s� # sinh�x%�

p
s��

#�i sinh��
p
s�� sinh�%�

p
s���� cosh�x�

p
s� # cosh�x%�

p
s�
� 

p
s

�
y

���

R�esumons ��� et ��� par �u � 
y� 
 � M et �w � �y� o�u � est une fonction
op�erationnelle� Il vient �

Th
eor�eme 
�� Le C 	
� ���module � engendr�e par �u et �w est sans torsion�

de rang �� Le C 	
� �� 
��� �����module localis�e ���	� engendr�e par �u et �w�
est libre� de base y�

En d�autres termes� il y a C 	
� ���commandabilit�e sans torsion �resp� C 	
�
�� 
��� �����commandabilit�e libre� pour le C 	
� ���syst�eme �resp� C 	
� ��

��� �����syst�eme� param�etrique de Mikusi�nski� associ�e �a � �resp� ���	��
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���� Remarques

Remarque 
�� Par rapport �a la platitude 	

�� d�ej�a �evoqu�ee en introduc�
tion� il existe une grande labilit�e de choix du module et� donc �eventuellement�
d�une base� Cela est d�u �a l�appartenance des op�erateurs de Mikusi�nski �a un
corps�M� La s�election doit reposer sur des crit�eres de commodit�e de calcul
�s�erie convergente� et de sens physique�

Remarque 
�� Un sujet connu d�investigation est la nature et l�emplace�
ment des actionneurs et� aussi� des capteurs �voir� par exemple� 	����� Soit
une poutre command�ee par un actionneur pi�ezo�electrique �cf� 	�
�� sur un
intervalle� Une d�emarche analogue �a ce qui pr�ec�ede conduit �a une �equa�
tion d�Euler�Bernoulli pour chacune des trois parties de la poutre et �a des
conditions de bords et de raccords appropri�ees � le calcul sur les modules
en d�ecoule� Un travail ult�erieur d�eveloppera ce point de vue tout en le
comparant �a d�autres approches �cf� 	�����

���� Calcul de la trajectoire et de la commande en boucle

ouverte

Le d�eveloppement des formules ��� et ��� fait intervenir des s�eries con�
vergentes d�op�erateurs du type

P
n�� �ns

n� Une fonction C� f � I � R�
o�u I est un intervalle ouvert de R� est de classe Cf&��n�g �cf� 	����� si� et
seulement si� il existe Mf � Af � R� tels que� pour tout t � I et pour tout
ordre de d�erivation n�

jf �n��t�j 	Mf&��n��Af �
n

o�u & est la fonction d�Euler� Autrement dit� les fonctions de classe Cf&��n�g
sont les fonctions r�eguli�eres f telles que la s�erie

P
n�� f

�n��t�Xn soit Gevrey

d�ordre � �cf�	����� uniform�ement en t� Il est clair que les fonctions analy�
tiques appartiennent �a Cf&��n�g� o�u � 
 �� Pour � � �� la classe Cf&��n�g
est� d�apr�es un th�eor�eme d�u �a Denjoy�Carleman �cf� 	����� bien plus vaste �
elle comporte� en particulier� des fonctions 'plateau( du type partition de
l�unit�e �cf� 	��� exemple de la page �
�� avec �n � �&��n����
n� ou la fonc�
tion y��� ci�dessous�� En�n� l�ensemble des fonctions de classe Cf&��n�g
forme un anneau pour l�addition et le produit usuel� Ce type d�espace de
fonctions est aussi consid�er�e en 	
�� sous le nom d�espaces de type S�

Si y��� est de classe Cf&��n�g� � � 
� la s�erie suivante� qui correspond �a
cosh�

p

s�y� est absolument convergenteX

n��

ny�n������
n�)

Pour toute sp�ecialisation de la base y en une fonction de classe Cf&��n�g�
� � 
� on obtient� pour ����

u��� � ���y��� #
X
n��


�ny��n��������n�) ���

et pour ����

w�x� �� � �
X
n��

����n��
��n# ��)

�
�x� ���n��#� ��x# i��n��

��
� ��x# i��n��

� �
y��n������� ���

�Renvoyons �a ���� pour un excellent rappel sur les s�eries divergentes�
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Figure �� les diverses positions de la poutre au cours du temps�

o�u � �resp� �� indique la partie r�eelle �resp� imaginaire�� En d�autres ter�
mes� les deux relations ci�dessus donnent une famille� param�etr�ee par toutes
les fonctions de classe Cf&��n�g� � � 
� de trajectoires pour le syst�eme
hybride ��a��

Consid�erons maintenant deux �etats d��equilibre de la poutre correspondant
aux deux angles 	� et 	�� Les formules ci�dessus permettent de construire�
pour tout temps T � �� gr�ace �a une fonction plateau 	�� T � 
 � �� y���
de classe Cf&��n�g avec y��� � �k�	��
� y�T � � �k�	��
 et pour tout
n � �� y�n���� � y�n��T � � �� une commande r�eguli�ere 	�� T � 
 � �� 	��� �
�u���� k�w��� ����k�� Cette commande correspond �a une rotation d�angle
	� � 	� pendant le temps T � Elle garantit l�absence de vibration en �n
de mouvement � 
 T � Les calculs des �gures 
� � et � correspondent �a
une poutre d�aluminium de 
� g� de ����� m de long et d�une masse de
m � 
�� g �EI � ������ N m�� �S � ����
� kg m���� Le mouvement de
���� rad s�e"ectue en �� s � 	� � � et 	� � ����� avec

y��� � �k�	�



Z �
T

�
exp���p��� p�����
�� dp

Z �

�
exp���p��� p�����
�� dp

�

En utilisant la proposition � de 	��� caract�erisant les fonctions Gevrey�
Roumieu de type s � �� il est facile de montrer que la fonction

��� �	
 t �� exp���t��� t�����

� � �� est de classe Cf&��n�g� � � � # ���� La fonction y ci�dessus est�
donc� de classe Cf&���n�g� avec � � ��� � 
� Les s�eries sont calcul�ees avec
une trentaine de termes�

���� Bouclage stabilisant

Pour suivre avec stabilit�e asymptotique les trajectoires en boucle ouverte
pr�ec�edentes� introduisons un bouclage reposant sur la passivit�e� On note
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uc��� et wc�x� �� la trajectoire de consigne pour u et w� Ainsi la trajec�
toire de r�ef�erence en angle 	c est donn�ee par 	c��� � �uc � k�wc��� ����k��
La commande physique �etant le couple moteur C de r�ef�erence Cc��� �

�EI�R���wc

�x�
��� ��� un bouclage �el�ementaire du type ressort et friction de

rappel �a la trajectoire de r�ef�erence� utilisant uniquement l�angle 	 et sa
vitesse d�

d� �

C � Cc���� k�	 � 	c����� �

�
d	

d�
� d	c

d�
���

	

avec k et � deux param�etres positifs� assure le suivi asymptotique de la con�
signe�
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