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ABSTRACT. An algebraic framework is proposed for linear systems over
Mikusinski operators. It is illustrated by the control synthesis of an
Fuler-Bernoulli flexible beam.

Résumé

On propose une théorie algébrique des systémes linéaires sur les opéra-
teurs de Mikusinski, illustrée par la commande d’une poutre flexible

d’Euler-Bernoulli.
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1. INTRODUCTION

Cette communication, qui fait suite a [25, 38, 40], ou étaient examinés
quelques cas concrets de commande associés a ’équation des cordes vi-
brantes, traite d’une poutre flexible d’Euler—Bernoulli, qui, sous des formes
variées, a déja suscité une abondante littérature (voir, par exemple, [2, 9,
10, 30, 52]). On cherche a réduire la flexion et, donc, les vibrations d’une
telle poutre en mouvement.

Nous posons les linéaments d’une théorie algébrique des systemes linéaires
constants, qui, généralisant [16, 17, 19, 21, 23, 38], se traduit par la consi-
dération de modules de type fini sur des anneaux commutatifs et integres.
On y dégage les notions de commandabilité, d’observabilité et de matrices
de transfert. Pour aborder des équations comme celle d’Euler-Bernoulli!,
I’anneau de base est engendré par des opérateurs de Mikusiniski [33, 34],
ou, plus précisément, des fonctions opérationnelles [33, 34] ; rappelons que
le calcul opérationnel de Mikusiniski [33, 34] (voir, aussi, [13, 53]) fournit
un substitut aussi élégant que maniable de la transformation de Laplace.
La liberté d’un certain module, dont les propriétés s’obtiennent par des ar-
guments de nature homologique (cf. [14, 29])?, permet, en assignant une
trajectoire a une base de ce module, d’obtenir le comportement désiré de la
poutre avec une commande en boucle ouverte : c¢’est une démarche analogue
a celle de la platitude [22] en non-linéaire de dimension finie. Une régulation
avec passivité, proche de la boucle proportionnelle-dérivée utilisée en [1],

'Le lien entre équations aux dérivées partielles linéaires et modules est, dans un esprit
tout différent, déja connu & travers la théorie des D—modules (voir, par exemple, [48]).

2Nous faisons notamment appel & la résolution de la conjecture de Serre par Quillen
[42] et Suslin [49], déja exploitée en [38] (voir, aussi, [23, 24]).
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conduit a la stabilisation. Les calculs numériques emploient les développe-
ments en série des opérateurs de Mikusifiski [34] et un résultat di a Ramis
[43] sur les fonctions de type Gevrey-Roumieu.

Il n’est pas question, dans ce cadre restreint, de comparer notre approche
qui, en son stade actuel, ne s’applique qu’aux équations aux dérivées par-
tielles linéaires, a coefficients constants et en une seule variable d’espace,
aux remarquables développements théoriques dus au Professeur J.-L. Lions
(voir, par exemple, [31, 32]) et a son école (¢f. [3, 27]), dont on connait
'importance pour les structures flexibles (¢f. [28])°. Ajoutons, toutefois,
que ce parallele avec d’autres points de vue (cf. [3, 6, 11]) a été mené a bien
dans la these récente de I'un des auteurs [38] (voir, aussi, [23, 24, 37, 39])
a propos d’une autre famille en dimension infinie, les systemes linéaires a
retards purs.

2. SYSTEMES A-LINEAIRES
2.1. GENERALITES

Les notions de commandabilité, d’observabilité et de matrices de transfert
introduites ci-dessous sont adaptées de [16, 19, 23, 24, 38]. Quant au langage
algébrique, il est élémentaire et se trouve, sauf mention contraire, dans bien
des manuels, comme, par exemple, [14, 29].

Soit A un anneau commutatif, integre, avec élément unité. Un systéme
A-linéaire (X) est un A-module A de type fini. Notons [{] le sous-A-module
engendré par une partie £ de A. Une entrée w = (uy, ..., u,,) est une partie
finie de A, telle que le module quotient A/[u] soit de torsion ; w est dite
indépendante si, et seulement si, [u] est un A—module libre de rang m. Une
sortie y = (y1,...,Yp) est une partie finie de A.

Soit B une A-algebre. Le systeme (X) est dit B-commandable sans torsion
(resp. projectif, libre) si, et seulement si, le B-module B @4 A, obtenu par
extension de I'anneau de base, est sans torsion (resp. projectif, libre). La
B-commandabilité libre (resp. projective) implique la B-commandabilité
projective (resp. sans torsion).

Le résultat suivant découle de [46] :

THEOREME ET DEFINITION 1. Supposons (3) A-commandable sans torsion.
Soit S une partie multiplicative de A telle que S7'A soit un anneau de
Bezout?. Alors il existe un élément # € S, 7 # 0, tel que le A[x~!]-module
localisé A, = A[x 1@ 4A soit libre. Le systeme (X) est dit w-libre.

Le systeme (X), muni d’une entrée u et d’une sortie y, est dit B-observable
si, et seulement si, les deux B—modules B4 A et B® 4[u, y] coincident.

Soit K le corps de fractions de A. Le foncteur de Laplace A — A =
KQA X — A\ = 1®A entre A—modules et K-espaces vectoriels associe a
tout élément A € A sa transformée de Laplace formelle A € A. Soit un
systeme d’entrée u indépendante et de sortie y. Alors, w = (4, ..., Uy) est
une base de A. La matrice T, & coeflicients dans K, telle que § = T'a, est
la matrice de transfert de ().

®Renvoyons, aussi, & [4, 8] pour la considération d’équations voisines des notres.
*Un anneau R est de Bezout si tout idéal finiment engendré de R est principal (cf.

[45)).
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2.2. EXEMPLES

ExeEMPLE 1. Prenons pour A ’anneau principal k[%], ou k est un corps
commutatif, R par exemple. On obtient ainsi les systeémes linéaires constants
de dimension finie (¢f. [16, 17, 19]), o, comme dans ["approche comporte-
mentale (en américain, behavioral) de Willems [51], il n’est pas nécessaire
de distinguer les variables. Rappelons que la commandabilité a la Kalman
se traduit alors par la liberté du module correspondant.

ExXEMPLE 2. Posons A = R[%,&l, ooy 0,0t by, i =1,...,r, est un opéra-
teur de retard pur : pour toute fonction f : R — R, §,f(t) = f(t — hi),
h; € Ry. On obtient ainsi les systemes linéaires constants a retards purs
(voir [38] et, aussi, [23, 24]).

EXEMPLE 3. Avec A = k[§], ou § est un opérateur de retard pur, on obtient
(cf. [18]) les systemes linéaires constants en temps discret, de dimension

finie.

2.3. REMARQUES

REMARQUE 4. Au contraire de [23, 38], nous ne chercherons pas a donner,
comme en [16, 21], une représentation d’état de (X). Elle semble, en effet,
inutile pour les applications en vue.

REMARQUE 5. Les anneaux non commutatifs apparaissent naturellement
en bien des circonstances. Citons, ici, les D-modules (¢f. [48]), qui for-
malisent certaines questions sur les opérateurs différentiels linéaires a coef-
ficients variables, et les systemes linéaires instationnaires de dimension finie
(voir [16, 19]).

REMARQUE 6. Notre formalisme est bien adapté a des questions comme la
dualité [47] ou "interconnexion [20].

3. OPERATEURS DE MIKUSINSKI
3.1. BREF RAPPEL

Les fonctions continues [0, +oc[— C forment pour 'addition et le produit
de convolution un anneau commutatif, qui, d’aprés un théoreme fameux
de Titchmarsh, est integre. Son corps de fractions M est ’ensemble des
opérateurs de Mikusinski [33, 34] (voir, aussi, [13, 53]). L’élément unité de
M est Vopérateur de Dirac. L’opérateur de dérivation est noté s.

3.2. SYSTEMES DE MIKUSINSKI

Un systeme linéaire (¥) sur les opérateurs de Mikusiriski, ou, plus brieve-
ment, un systeme de Mikusinski, est un systeme A-linéaire, ot A C M est
une k-algebre de type fini, & étant un sous-corps de C.

EXEMPLE 7. Avec A = k[s,e™™% ... e7™% hy, ... h, € Ry, otie™™s .,
e~"% sont des opérateurs de translation (cf. [33, 34]), on retrouve les sys-
temes linéaires a retards purs.

EXEMPLE 8. Avec A engendrée par s et un nombre fini d’opérateurs de
Mikusiniski, on obtient les systemes linéaires a retards purs ou répartis quel-
conques.

EXEMPLE 9. Avec A = k[s®], @ € C, on obtient (c¢f. [21]) les systemes
linéaires a dérivation non entiere, popularisés en automatique et théorie du
signal par Oustaloup [41].
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FiGURE 1. poutre d’Fuler-Bernoulli en rotation avec une
masse au bout.

3.3. SYSTEMES PARAMETRIQUES DE MIKUSINSKI

On consideére 'anneau R; des fonctions opérationnelles (cf. [33, 34])
I — M, ot I est un intervalle de R. Un systéme linéaire paramétrique sur
les opérateurs de Mikusinski, ou, plus brievement, un systéeme paramétrique
de Mikusiriski est un module de type fini sur une k-algebre A C Ry integre
et de type fini. Un exemple naturel est donné ci-dessous.

4. LA POUTRE D'EULER—BERNOULLI
4.1. LE MODELE

Le mouvement d’une poutre flexible de longueur R, dont I'extrémité z = 0
est encastrée dans 'axe d’un moteur d’angle 8 et dont autre extrémité
x = R est solidaire d’une masse m ponctuelle, est supposé obéir a I’équation
d’Euler-Bernoulli (élasticité linéaire, flexion faible, inertie de la poutre négli-
geable par rapport a la masse m, forces de Coriolis négligeables, c’est-a-dire
f petit) et aux conditions aux bords suivantes :

0? ot
w _ w (1&)
or? 0t
dw(0, )
0,7)=0 —— =0 1b
wo.r)=0, 20 (1)
*w(l,7) Pw(l, ) d? *w(l,7)
e 0 T gt the—a— o)
ot w(xz,t) est le champ des déformations de la poutre par rapport a ’axe
tournant d’angle € et ol 3272 est la commande. Les égalités suivantes définis-

sent le temps t = R*\/pS/(F1) 7, lalongueur r = Rz et les deux parametres
ki = m/(pS) et ko = ki/R ou F, I, p et S sont des grandeurs physiques
usuelles.

REMARQUE 10. Nous renvoyons a [5] pour la modélisation de manipulateurs

flexibles.

4.2. MODULES

Avec les conditions initiales w(z,0) = 0, w = 0, le calcul opérationnel

de Mikusinski [33, 34] associe & (1a) I’équation différentielle ordinaire, dépen-
dant de s, s? (4) : la notation @ dénote la fonction opérationnelle
correspondant & w. Comme /s et iy/s sont des opérateurs logarithmiques

W= —w
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[33, 34], il vient, en posant £ = exp(in/4),
w(z,s) = ae Vs 1 pem Vs | ce®&Vs + de=*&Vs

ou a, b, ¢, d découlent des conditions aux bords :
a+b+c+d=0 (2a)
Ea—b)+Ec—d)=0 (2b)
LEREVE) |, () esplEVS) _esp(-6/3)

Vs Vs Vs Vs

STV C YR T R o

La variable @ correspond a k10(7) + kow(1,7) et, moyennant un bouclage
élémentaire, joue le role d’entrée.

Posons A =C [ei\;gﬁ, ei\jgf] Soit M le A—module engendré par a, b, ¢, d
et .

=0 (2

ag

LEMME 11. M est de rang 1, sans torsion, mais non libre.

Démonstration. Les deux premieres assertions sont faciles. Pour la troisieme,
considérons la matrice de présentation de M suivante

1 1 L 1 0
3 =S 3 £ 0
1 21_1 —2 tzz_l 0
§2y —Eat =€z &2t
ou z1 = %, 29 = % Les mineurs d’ordre 4 sont nuls pour z; = —z9 = 1.

D’apres un lemme de [7] et la résolution de la conjecture de Serre en [42, 49],
M n’est pas libre. O

Posons e = (¢ 4+ d)/2, f = (¢ — d) /2. Alors,
e(cosh(€v/5) + cosh(€1/5))/v/3 = f(isinh(€/3) — sinh(€1/5))/v/
Il vient :

LEMME 12. Le module A[x=Y| @4 M, ot 7 = isinh(§y/s) — sinh(¢'s)
libre, de base y = m~'e. £sv/s

Notons que

, est

&t = —2(2 + cosh(v/2s) + cosh(iv/2s))y (3)
et
(7,9 = ({sh(€R)+ cosb(Ey ) Fsinh(F) s x67)
+(isinh(&y/s) — sinh(£4/5)) (— cosh(2€/s) + cosh(2£/5)) %gy )

Résumons (3) et (4) par & = vy,y € M et W = Jdy, ou § est une fonction
opérationnelle. Il vient :

THEOREME 13. Le C[v, §]-module A engendré par i et i est sans torsion,
de rang 1. Le Cly, 8,71, 87 -module localisé A, 5, engendré par i et b,
est libre, de base 1.

En d’autres termes, il y a C [, §]-commandabilité sans torsion (resp. C[y,
§, v~ 1, 67!]-commandabilité libre) pour le C[y,d]-systéme (resp. C[v, 4,
v~ 67 1]-systeme) paramétrique de Mikusitiski, associé & A (resp. A, 5).
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4.3. REMARQUES

REMARQUE 14. Par rapport a la platitude [22], déja évoquée en introduc-
tion, il existe une grande labilité de choix du module et, donc éventuellement,
d’une base. Cela est di a ’appartenance des opérateurs de Mikusinski & un
corps, M. La sélection doit reposer sur des criteres de commodité de calcul
(série convergente) et de sens physique.

REMARQUE 15. Un sujet connu d’investigation est la nature et I’emplace-
ment des actionneurs et, aussi, des capteurs (voir, par exemple, [15]). Soit
une poutre commandée par un actionneur piézoélectrique (cf. [12]) sur un
intervalle. Une démarche analogue a ce qui précede conduit a une équa-
tion d’Euler—Bernoulli pour chacune des trois parties de la poutre et a des
conditions de bords et de raccords appropriées : le calcul sur les modules
en découle. Un travail ultérieur développera ce point de vue tout en le
comparant a d’autres approches (¢f. [50]).

4.4. CALCUL DE LA TRAJECTOIRE ET DE LA COMMANDE EN BOUCLE
OUVERTE

Le développement des formules (3) et (4) fait intervenir des séries con-
vergentes d’opérateurs du type > ., a,s”. Une fonction ¢ f: 1 — R,
ol [ est un intervalle ouvert de R, est de classe C{T'(un)} (cf. [34]), si, et
seulement si, il existe My, Ay € Ry tels que, pour tout ¢ € I et pour tout
ordre de dérivation n,

|FU ()] < M (un) (Ag)"

ot I' est la fonction d’Euler. Autrement dit, les fonctions de classe C{I'(un)}
sont les fonctions régulieres f telles que la série - < FO () X7 soit Gevrey
d’ordre p (cf.[43])° uniformément en ¢. 11 est clair que les fonctions analy-
tiques appartiennent a C{I'(un)}, ot p > 1. Pour p > 1, la classe C{I'(un)}
est, d’apres un théoreme da a Denjoy-Carleman (cf. [34]), bien plus vaste :
elle comporte, en particulier, des fonctions “plateau” du type partition de
unité (cf. [34, exemple de la page 125, avec g, = (I'(un))~"/"] ou la fone-
tion y(7) ci-dessous). Enfin, ensemble des fonctions de classe C{I'(un)}
forme un anneau pour l'addition et le produit usuel. Ce type d’espace de
fonctions est aussi considéré en [26] sous le nom d’espaces de type S.

Si y(7) est de classe C{I'(un)}, p < 2, la série suivante, qui correspond a
cosh(v/2s)y, est absolument convergente

> 2"y (r)/ (2n)!

Pour toute spécialisation de la base y en une fonction de classe C{I'(un)},
i < 2, on obtient, pour (3),

u(r) = —4(y(r) + Y2y (1)) /(4n)! (5)
et pour (4), i

w(e, ) =1Y 7((;!;)! (2 — D43 4 R (2 + i) +3) -

3 (@) [y (), (6)

*Renvoyons & [44] pour un excellent rappel sur les séries divergentes.
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@,
O
FIGURE 2. les diverses positions de la poutre au cours du temps.

ot R (resp. J) indique la partie réelle (resp. imaginaire). En d’autres ter-
mes, les deux relations ci-dessus donnent une famille, paramétrée par toutes
les fonctions de classe C{I'(un)}, p < 2, de trajectoires pour le systéme
hybride (1a).

Considérons maintenant deux états d’équilibre de la poutre correspondant
aux deux angles 61 et #;. Les formules ci-dessus permettent de construire,
pour tout temps 17" > 0, grace & une fonction plateau [0,7] 5> 7 — y(7)
de classe C{I'(un)} avec y(0) = —k160:/8, y(T) = —k16,/8 et pour tout
n >0,y (0) = y"(T) = 0, une commande réguliere [0,T] > 7 +— 6(r) =
(u() — kgw(1,7))/kq. Cette commande correspond & une rotation d’angle
f; — 0, pendant le temps T. Elle garantit ’absence de vibration en fin
de mouvement 7 > T. Les calculs des figures 2, 3 et 4 correspondent a
une poutre d’aluminium de 24 g, de 0.575 m de long et d’une masse de
m = 250 g (FI = 0.0603 N m?, pS = 0.0423 kg m~!). Le mouvement de
47 /3 rad s’effectue en 10 s ( 03 = 0 et §y = 47/3) avec

/T
b, el = ) ) dp

y(r) = - .
i / exp(—(p(1 - p))~%/?) dp

En utilisant la proposition 5 de [43] caractérisant les fonctions Gevrey-
Roumieu de type s > 0, il est facile de montrer que la fonction

10,1[3 t — exp(—(t(1 = t)7"))

v > 0, est de classe C{I'(un)}, ¢ = 1+ 1/v. La fonction y ci-dessus est,
done, de classe C{I'((un)}, avec pr = 1.9 < 2. Les séries sont calculées avec
une trentaine de termes.

4.5. BOUCLAGE STABILISANT

Pour suivre avec stabilité asymptotique les trajectoires en boucle ouverte
précédentes, introduisons un bouclage reposant sur la passivité. On note
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FIGURE 3. trajectoire de 'angle §(t).
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FIGURE 4. le champ de déformation w(r,t).

u.(7) et w.(x,7) la trajectoire de consigne pour u et w. Ainsi la trajec-
toire de référence en angle 6. est donnée par 0.(7) = (u. — kaw.(1,7))/k1.
La commande physique étant le couple moteur C de référence C.(1) =

—E1/R* 8;;”20 (0,7), un bouclage élémentaire du type ressort et friction de
rappel a la trajectoire de référence, utilisant uniquement 'angle 6 et sa
vitesse %,

C=C.r)—k(0—0.(1))—0 (% - Lf;;_c (T))

avec k et 0 deux parametres positifs, assure le suivi asymptotique de la con-
signe.
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