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Predmluva

»Le plus court chemin entre deux énoncés réels passe
par le complexe.“ JACQUES HADAMARD (1865 —1963)

Zacnéme nékolika slovy o tomto textu. Vznikl jako pomticka ke studiu zakladt
analyzy v komplexnim oboru a je urcen jak pro posluchace nékterych obort uci-
telstvi matematiky, tak pro posluchace ostatnich fakult TUL.

Nejprve je na misté uvést strucny navod, jak s textem pracovat. Byl vytvofen
jako pomtcka k zvladnuti zékladt analyzy v komplexnim oboru a je proto vénovan
prevazné zdkladnim poznatktm. Omezili jsme se na latku, umoziujici relativné
rychly postup k tzv. reziduové vété. Predpoklddame znalost vlastnosti mocnin-
nych tad v komplexnim oboru; k pripadnému zopakovani je urcena Kapitola 2.
Nepostradatelné dalsi poznatky obecného charakteru jsou kratce pfipomenuty
v Kapitole 1 a s podstatnou ¢asti potfebnych znalosti by se méli studenti setkat
jiz dfive. Zminény minimalizovany program je jadrem Kapitol 3—-7.

Velmi ¢asto odkazujeme ¢tenare na ucebnici Jiri Vesely: Zdklady matematické
analyzy I, II, Matfyzpress, Praha 2004 (1.dil) a 2009 (2.dil). Dilezité pojmy,
zejména nové zavadéné, jsou graficky vyznaceny pomoci polotu¢ného pisma,
zatimco kurziva je uzita pro zvyraznovani véci, které by nemély ¢tenafi uniknout
C¢i z jinych dévodt stoji za pozornost; v kurzivnim textu nebo ve sklonéném pismu
md antikva analogickou funkci. Polotuéna kurziva je uzita k vyznaceni pojmi,
které pripominame a jejichz znalost se predpoklada; je uzita jen v Kapitole 1.

Historické poznamky a seznam literatury jsou soustfedény na konci textu.
Cviceni jsou pripojena ke kazdé kapitole. Dopliiujici informace a ilustrativni pfikla-
dy jsou psany petitem. V idedlnim pripadé je nutno je promyslet a propocitavat.
Néktera cviceni maji ,teoreticky charakter” a slouzi k prohloubeni latky; feSenim
cviceni se lze pfipravit na otazky, které byvaji soucasti zkousky.

U v8ech dilezitych vét se snazime ¢tenarie informovat, ze které doby pochézeji.
Hvézdicka u tdaje, napf. (Cauchy, Goursat 1883*) varuje pied ukvapenymi
zavéry: je nutno si precist na jiném misté textu, zpravidla v Historickych po-
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znamkach, které tvoii posledni kapitolu, dalsi komentaf; voditkem by mél byt i
pfipojeny jmenny rejstiik.

Text obsahuje jak fadu feSenych piikladi, tak i Cetnad cviceni, kterd by méla
poskytnout ¢tenaii dalsi moznost samostatného prohlubovani znalosti. Ctenaf,
ktery docetl pfedmluvu az sem, si jisté zaslouzi maly komentar k mottu pred-
mluvy. Hadamard byl a dodnes je velmi zndmym a vyznamnym francouzskym
matematikem. Jeho zaky byli neméné slavni matematici jako napt. Maurice Fré-
chet (1878—-1973), Paul Lévy (1886—1971) nebo André Weil (1906—1998); viz
monografie [36] v seznamu literatury. Motto tlumodi poznatek, ze ¢asto se doka-
zuji tvrzeni z realné analyzy pomoci komplexni analyzy a ze tyto dikazy byvaji
elegantni (Nejkratsi cesta mezi dvémi turzenimi z redlného oboru vede pies kom-
plezku).

Text vznikl z prednasek, které autofi méli jak na UK v Praze, tak i na
TUL v Liberci. Témér vSechny pouzité obrazky pripravil doc. RNDr. Miroslav
Dont, CSc. pro jinou publikaci druhého z autord. Protoze potfebujeme referenc¢ni
text k porovnavani s tvrzenimi v redlném oboru, odvolavame se na starsi texty
[M], [Z] a [K], citované v [50], [51] a [52].

Autori uvitaji vSechna upozornéni na nedostatky textu ¢i pfipadny komentar
prostiednictvim emailu. Pokud by se méla upozornéni tykat moznych zobecnéni
¢i promeskanych prilezitosti uvést dalsi latku, znovu opakujeme, Ze text ma sro-
zumitelné prezentovat pouze zdkladni poznatky tak, aby ¢tenaf v pfipadé potieby
mél usnadnénu cestu k samostatnému ziskdvani dalsich uziteénych znalosti.

Liberec, listopad 2012
Miroslav Brzezina a Jifi Vesely



Uvod

V prfedmluvé najde étenar struény navod, jak tento text pouzi-
vat. Neni nijak sloZity a cca dv€ minuty navic se patrné vyplati.

Trocha historie

Pojem komplexniho ¢isla prosel velmi dlouhym vyvojem, ktery zapocal zhruba
v poloviné 16.stoleti. R. 1545 vydal GIERONIMO CARDANO (1501—-1576) knihu
Ars Magna de Regulis Algebraicis. Ta byla jednim ze série piispévku italské skoly
k feseni rovnice tietiho stupné?!). P¥ipometime, %e po Cardanovi jsou pojmeno-
vany vzorce, pomoci nichz se vyjadiuji kofeny rovnice tfetiho stupné; jejich sku-
teénym objevitelem byl vSak patrné N1iccOLO FONTANA (1499-1557). ktery je
znaméjsi pod jménem TARTAGLIA ,Koktal“. Byl tficet let profesorem univerzity
v Bologni.

Cardano v Ars Magna tesil ulohu rozlozit ¢islo 10 na soucet dvou séitanci,
jejichz souéin je roven 40. Pro rovnici (10 — ) = 40 nalezl kofeny ve tvaru
1 =5++/—15, zo9 = 5 — /—15 a pro jejich soucin obdrzel

(5 + v—15)(5 — V—15) = 25 — (—15) = 40.

Vysledek oznacil jako elegantni, avsak bez uZitku. Cardano spolu s dalsimi italsky-
mi matematiky rozsitil tehdejsi znalosti o feSeni algebraickych rovnic a ptispél téz
k objevu komplexnich ¢isel. Jinym vyznamnym matematikem, svazanym s touto
problematikou byl SCIPIONE DAL FERRO (1465-1526).

Vyvoj véak postupoval velmi pomalu. RENE DESCARTES (1596 —1650) odmi-
tal existenci komplexnich kofent polynomu; od néj pochdzi trochu nestastny ter-
min imagindrni. Také objevitelé infinitezimalniho poc¢tu nepiikladali komplex-
nim ¢islam vétsi vyznam: zatimco ISAAC NEWTON (1642—1727) je nepokladal za
dulezitd, GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646—1716) s nimi sice pracoval, ale
nechépal jejich podstatu. Za zminku stoji, ze jak Leibniz, tak zejména Newton
pracovali s mocninnymi fadami, avSak jejich konvergenci nevysetrovali.

1) Obsahly vyklad nalezne ¢tenai u Cantora ve druhém dilu [12] v kapitole 64.
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Popisme podstatu problémi, fesenych v té dobé. Kdyz napt. JOHANN BER-
NOULLI (1667—1748) diskutoval s Leibnizem, tvrdil, Ze logaritmy zaporngch ¢isel
neexistuji a argumentoval pfiblizné takto: Jelikoz logaritmy ¢isel z intervalu [ 1, 00)
vyCerpaji nezdporna redlné ¢isla a logaritmy ¢éisel z intervalu (0, 1) vycerpaji vSech-
na zapornd realna ¢isla, na logaritmy zapornych ¢isel proto jiz Zddné hodnoty ne-
zbyjvaji. Leibniz mu oponoval a argumentoval zhruba takto: jelikoz (—2)? = 22, je
2log(—x) = 2log(x) atedy log(—x) = log(z). Proto je napf. log(—1) = log(1) = 0.

O téchto problémech Johann Bernoulli korespondoval s LEONHARDEM Ku-
LEREM (1707-1783) v letech 1727-31. Eulerovy znalosti o komplexnich ¢islech
postupné rostly a vyvrcholily v odhaleni vztahu mezi exponencidlou, logaritmem
a goniometrickymi funkcemi v komplexnim oboru. Avsak jiz dfive ROGER COTES
(1682—1716) publikoval r. 1714 tvrzeni o komplexnich é&islech, které lze zapsat ve
srozumitelnéjsi podobé ve tvaru

vV —ly=log.,(cosp++/ —1siny). (1)

U Eulera tedy $lo o zavrseni dlouhodobého vyvoje. V dopise z r. 1740 sdélil Euler
Johannovi Bernoullimu, Ze funkce

y=2cosz a y:e\/*_l””—l—e*‘/*_“

jsou FeSenimi téze diferencidlni rovnice a pro obé& plati y(0) = 2, 3/(0) = 0, tedy
si musi byt rovny. Toto pozorovani zvefejnil r. 1743 ve formeé vzorct

cost = (eV~T 4 eVt /2 sint = (eV~ — V1) /(2y/1) .

O néco pozdéji, r. 1748, dospél rovnéz ke vztahu (1). Od Eulera také pochézi
oznaceni imaginarni jednotky symbolem i, to vSak je az z r. 1777.

Bylo by prehnanym optimismem se domnivat, Ze v poloviné 18.stol. bylo za-
chézeni s komplexnimi ¢isly dobte zazitou zélezitosti. Euler v jedné ze svych praci

napf. pise:

V=1-vV/=4=v4=2, nebot a Vb=+ab,
ackoli v/—1v/—4 = i-2i = —2. Piesto se komplexni ¢éisla éasto pouzivala, napf. pii
integraci raciondlnich funkci; vypoéty vSak byly mnohdy jen formdlni. Uvedme
ilustrativn{ piiklad: Z rovnosti (t+i)(t — i) = ¢ + 1 byl formaln{ integraci pomoci
rozkladu na parcialni zlomky odvozovan vzorec

/x dt 1 odt Todt
arctgr = R :_.( - — ‘):
o t*+1  2i\Jy t—1 o t+1

1 i—x 11 1+iz 1+

= —1 = — = —log 2
21 Ogi—!—:z: 21 Ogl—i:z: 2 z—:c7 ()

o kterém jsme se zminili v [M] na str. 426. Pouziti téchto tvah vSak ¢asto prova-
zely pochybnosti. Jestlize totiZz pouzijeme (2) a dosadime x = 1, dostaneme po
upravach

T 1. -1 1 i—1\2 1 1
T arctgl = —1 - ( ):—1 “1) = —log(—1)2 =0.
g MO T T T % 17 08(-1) = gy log(=1)
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Tento zdanlivy paradox vysvétlil teprve Euler periodicitou komplexni exponenci-
aly. (V komplexnim oboru m4 exponenciéla periodu 27i 2)

Zasadni zlom ve vztahu matematikti ke komplexnim ¢islim prisel az na pre-
lomu stoleti, kdy CARL FRIEDRICH GAUSS (1777—-1855) uvefejnil r. 1799 svij
prvni diékaz tzv. zdkladni véty algebry. Jim byla pozice komplexnich ¢isel v mate-
matice znac¢né posilena. Tuto vétu dokdzeme v Kapitole 5.

Nezli opustime ,,algebraické hledisko“, pfipomeneme, Ze cesta ke geometrickym
pfedstavam o komplexnich ¢islech byla sice kratsi, ale rovnéz ne bez problémd.
Euler byl k této interpretaci velice blizko, ale patrné ji nepovazoval za vyznamnou.
Stejné jako on, tak i Cotes, ABRAHAM DE MOIVRE (1667—1754) a dalsi pouzivali
rovinu ke znazornovani komplexnich ¢isel, avSak prislusné ztotoznéni nebylo pro-
vedeno a nebyl explicitné popsan geometricky smysl operaci s komplexnimi ¢isly.
Prvni prace o tom publikovali r. 1797 CASPAR WESSEL (1745—1818) a 0 néco poz-
déji r. 1806 JEAN-ROBERT ARGAND (1768 —-1822); Argand zavedl dodnes uzivany
termin modul, resp. modulus pro absolutni hodnotu. Obé prace vznikly patrné
nezavisle a nevzbudily zadnou pozornost, prvni se setkala se zdjmem teprve piti
publikaci francouzského prekladu po 100 letech od svého vzniku, tj. r. 1897.

U Gausse nachazime geometrickou interpretaci komplexnich ¢isel nejprve v ko-
respondenci (1811); zdhy vSak Gauss disponoval ucelenym obrazem o souvis-
lostech. Explicitné je popsal v praci z r. 1831. Pfi této prilezitosti napsal, ze
geometrickd interpretace komplexnich cisel vrhd na jejich metafyzické chdpdni
nové svetlo. Uzivani terminu Gaussova rovina je tedy adekvatni historickému
vyvoji. R. 1837 zavedl WILLIAM ROWAN HAMILTON (1805 —1865) komplexni ¢isla
jako usporddané dvojice redlnych cisel. Poznamenejme, ze objevend ,nazornost“
byla jednim ze stimult dalsiho vyvoje vedouciho k vytvofeni teorie komplexnich
funkci komplexni proménné, tedy té Casti matematiky, jejimiz zaklady se dale
budeme zabyvat.

Zaklady teorie funkci komplexni proménné byly polozeny v devatenactém sto-
leti. Za nejvétsi pfinos vdécime tiem velmi vyznamnym matematiktim; jsou jimi
Louts AuGUSTIN CAUCHY (1789—-1857), BERNHARD RIEMANN (1826—1866) a
CARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS (1815—1897). PopiSeme struéné roz-
dily v jejich pfistupu k tzv. holomorfnim funkcim, tj. komplexnim funkcim
komplexni proménné, které maji v kazdém bodé derivaci.

Cauchy se pfevazné vénoval integraci, primitivnim funkcim a s tim svazanému
problému nezavislosti k¥ivkového integralu na integracni cesté (k¥ivce). Pracoval
s funkcemi, které mély spojitou derivaci. Pro vSechny takové funkce mél k dis-
pozici integralni reprezentaci. Na jeho vysledky navazal a ,ziplnil je“ JOSEPH
L10UVILLE (1809—1882).

Riemanniiv pfistup byl geometricky. Funkce zprostfedkovavaly zobrazeni ob-
lasti v komplexni roviné, resp. na obecnéjsich (Riemannovych) plochéch. Stavél
Casto na fyzikdlné motivované intuici a jeho uvahy byly zalozeny na pozdéji kri-
tizovaném uziti tzv. Dirichletova principu pro harmonické funkce, zarucujiciho

2) Srovnej s vykladem v Kapitole 4.
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existenci feSeni jisté extremdlni tlohy. Obohatil teorii krasnymi a vyznamnymi
vysledky. Snaha postavit tyto poznatky na solidni matematicky zaklad stimulo-
vala fadu dalsich objevu.

Weierstrasstiv piistup vychéazel z poznatkd o mocninnych fadach a o jejich
pokracovatelnosti. Pracoval s funkcemi, které bylo moZno lokalné vyjadiit jako
soucty mocninnych fad; navéazal tak do jisté miry na JOSEPHA LOUISE LAGRANGE
(1736—1813), ktery zakladal své piedstavy na rozvinutelnosti (vSech spojitych)
funkci v mocninné rady.

Jiz v devatenactém stoleti se tyto pfistupy misily; byly rychle odhalovany vza-
jemné souvislosti, a tak zavedené pojmy casto postupné splyvaly. Dnesni pfistup
vyuziva obvykle vSech vyhod, které vzajemné souvislosti poskytuji a tak zpra-
vidla mizi ptivodni terminologie: holomorfni, analytické a v jistém (velmi spe-
cidlnim) smyslu integrovatelné funkce splyvaji. My tyto funkce budeme nazyvat
holomorfni; tvofi zaklad teorie, kterou se dale budeme zabyvat. Poznamenejme,
ze Tada pojmi ¢i jejich vlastnosti splyva s odpovidajicimi analogiemi v realném
oboru. To svadi nékdy k ukvapenym zavértim. Budeme se proto snazit ¢tenaie na
rozdily vzdy explicitné upozornovat.

Kam smérujeme

Teorie funkci komplexni proménné patii rozhodné mezi klasické partie matema-
tiky; prva Cast uvodu to alespon Casteéné dokumentuje. Stejné prirozené jako
seznameni s historii by mélo byt i poznani pfinosu této teorie jak v obecné roving,
tak i specificky pro budouci stfedoskolské ucitele matematiky.

Chceme ¢tenafi nabidnout kromé hlubsiho pochopeni role komplexnich ¢isel a
vztahi mezi elementarnimi funkcemi exp, log, sin, cos apod. také podrobnéjsi stu-
dium jejich vlastnosti. Je zde vS8ak mnoho dalsich hlubokych vysledki a souvislos-
ti s jinymi partiemi matematiky, které ¢tenari stihneme pouze ¢astecné ptiblizit.
Hned na pocatku se pokusime ¢tenafi s malym mnozstvim ptredchozich znalos-
t1 ukdzat uzitecnost studia funkci komplexni proménné a tak alespon c¢astecné
ilustrovat klasicky Hadamardav vyrok, ktery jsme pouzili v Uvodu jako motto.

Zakladnim nastrojem pro praci s komplexnimi funkcemi komplexni proménné
je teorie mocninnych fad, se kterou by mél byt ¢tenar jiz alespon ¢astecné sezna-
men. Proto s ukazkou pravé u mocninnych fad zacneme, nebudeme vsSak kazdou
avahu podrobné odivodiiovat. Je-li ddna posloupnost komplexnich ¢éisel {ax}72,
(strucnéji jen {ax}), lze ji pfifadit mocninnou fadu s koeficienty ay o souétu f, tj.

fz) =) ar", 3)
k=0

a polozit si otdzku, zda spolu souvisi posloupnost {ax} a funkce f. Obecné muze
fada (3) konvergovat jen pro z = 0, avSak ¢asto definuje jistou funkci v n&jakém
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kruhu U(0,7) = {z; |z| < r} s > 0.V takovém pfipadé budeme funkci f nazyvat
vytvorujici funkce posloupnosti {ay} 3).

Jiz v [M] na str. 58 jsme se setkali s ptikladem, k némuz se nyni vratime a
osvétlime ho podrobnéji. Za¢neme dosti obecné: necht n je pfirozené ¢islo a {ay}
je popsana jednoduchym rekurentnim vztahem (téZz rekurenci nebo reku-
rentné)

ap = C1ap—1+ -+ cplp—n, k>n, (4)

kde ¢, ...cy, je pevné zvolend n-tice (redlnych nebo komplexnich) éisel. Predepi-
Seme-li jesté hodnoty prvnich n ¢lent ag,...,an—1, je jimi a rekurenci (4) po-
sloupnost {aj} jednoznaéné uréena.

Budeme-li ¢leny a; hledat ve tvaru zF, k& = 0,1,..., z # 0, budou ¢leny
posloupnosti {ax} spliiovat rekurenci (4), pravé kdyz bude platit

e IR S

pro vsechna k > n, tedy bude-li z vyhovovat algebraické rovnici

oL Clzn—l

— i —Cp_1z—Cp =0. (5)
Na levé strané (5) je tzv. charakteristicky polynom. Je-li A\ kofenem toho-
to polynomu, pak {ar} = {\*} je posloupnost vyhovujici rekurenci (4). Ma-li
charakteristicky polynom n riznjch kofent Ai,...,\,, 1ze dokonce snadno po-
psat kaZdou posloupnost {ax} vyhovujici rekurenci (4). Speciélné tak popiSeme
posloupnost, ktera je (jednoznaéné) uréena hodnotami ag, .. ., a,—1. Tohoto apa-
ratu lze vyuzit k feseni mnoha zajimavych tloh, jejichz historii lze stopovat az
k Eulerovi. Uvedme nejprve slibeny piiklad; srv. [48]. Je svdzan s LEONARDEM
PisANskYM (FiBoNaccr) (1170—-1250). Pro rekurenci

ar =ap-1+ag2, k=2, (6)

které vyhovuje napf. posloupnost Fibonacciho ¢isel {Fj,} = {0,1,1,2,3,5,...}, je
charakteristicky polynom tvaru z? — z — 1. Dospéli jsme tak k rovnici

22 —2z—-1=0 (7)
s kofeny Ao = (1 +v/5)/2. V tomto piipadé je pomérné jednoduché i urce-

ni vytvorujici funkce pro Fibonacciho posloupnost {Fy}; odpovidaji ji pocatecéni
hodnoty ap = 0 a a; = 1, takze podle (3) plati rovnost

flz)= Z Fi.2*.
k=0

3) Nékdy se za vytvofujici (té% generujici) funkci posloupnosti {ar}72 poklada formdini
mocninna fada (3), aniz se zkoum4 jeji konvergence.
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Vyraz f(z) — zf(z) — 22f(z) upravime pomoci vztahu (6) pro Fibonacciho ¢isla
a dostaneme z. Dospéjeme tak k vyjadieni

f(z) =

T 1—z—227

z

Jeden z kotenti rovnice (7) je A1 = (1 + v/5)/2; tato hodnota se nazyva zlaty
fez. Druhym je pak é&islo Ay = (1 —+/5)/2, pro které plati A\ = —1/);. Rozlozme
1—2—22=(1-X2)(1— \2z). Pomoci rozkladu na parcialni zlomky dostaneme

z A B

1—z—22 1—)\12+1—)\22’
kde A =1/(\1 — A2) = 1/v/5 = —B. Proto plati

oo

1 1 1 AF )k
f(z):ﬁ(um_ 1—A2z)22#2k’

k=0

pro viechna z € C, |z| < 1/A1. Z jednozna¢nosti rozvoje f v mocninnou fadu
plyne odtud jingm zpisobem Binetuv vzorec; viz [50], [51]:

Fy, =

1 ((1 + \/g)k (1 — \/5)k)

\/5 2 2 '

Poznamka: Stejnym aparatem lze FeSit otdzku, kolika zplisoby lze vyjadrit pfirozené

¢islo n > 4 ve tvaru souctu cisel 1,2, 3 a 4; zde soucet sCitancti v jiném poradi povazu-

jeme za jiné vyjadieni. Oznaéime-li By pocet zpusobi vyjadfeni ¢isla k, je (netrividlni

zdGvodnéni prvni rovnosti vynechivame)
1—|—ZBkzk = Z(z+z2+z3+z4)m =

k=1

m=0

1
1—2z—22—23—24

)

a pro vypocet Cisel By lze uzit rekurenci
ar = Qk—1 + Qg—2 + Ax—3 + Ak—4.

Zajimavé tlohy tohoto typu lze najit napf. v [40]. Euler timto aparatem Fesil ulohy

vvvvvv

Prejdéme k jiné problematice : V realné analyze je napf. Gloha spocitat integral

/1071' dr (8)
o 24cosx

fazena k tém ,méné pf{jemnym*“, nebot se pouziva pracné substituce tg(z/2) = t,

pro x € (—m, ). Je-li obecn&ji F racionalni funkce v sin a cos, lze ji pomoci

tzv. Eulerovych vzorcu (viz napf. [Z], str. 505 a také Kapitola 4 tohoto textu)
eim + efiz eiz _ efiz

08T = ————, sinx:T 9)
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pievést na tvar f(e®), kde f je raciondlni funkce, a tak integral (8) a integrély
analogické pocitat jako krivkovy integral

107
/ F(cosz,sinz)dr = 1/ /) dz
0 ¥

7 z

pres (pétkrat probéhnutou) , jednotkovou kruznici“ ¢. AvSak to je jen jeden z né-
kolika typt integrali, které se nau¢ime poécitat pomoci tzv. reziduové véty.

Funkce sin se definuje v komplexni roviné pomoci exponencidly jako v (9),
a to pro vsechna x € C. Neni slozité ukazat, Ze sin ma v komplexni roviné stejnou
mnozinu v8ech nulovych bodu jako v R. Odtud plyne, Ze mnozinou vSech nulo-
vych bodi funkce sin 7z je mnozina Z vSech celych ¢isel a sin7z je ,,polynomem
nekonec¢ného stupné”

(r2)* | (m2)°
3! 5!

sinmz =z — +-- (10)
s nekoneéné mnoha  kofenovymi ¢initeli“ (1 — z/k) s k € Z \ {0} a Cinitelem z.
Tyto historizujici ivahy lze zptesnit; skutecné se da dokazat, ze

2

sinwz:ﬂ'zﬁ (1—%), (11)

k=1

pricemz vzorci lze dat presny smysl. Toto vyjadieni obdrzel jiz Euler; tvahami,
odpovidajicimi tehdejsimu stupni presnosti, o analogii s vlastnostmi koeficient
polynomii (porovnejte ve vzorcich (10) a (11) koeficienty u mocniny 23 ), dospél

k vyjadrieni souctu
e 2
yL1loT,
2 T bl
= k 6

srv. [Z], str. 505. Pomoci metod funkci komplexni proménné lze mj. s¢itat dalsi
pomérné komplikované fady, fesit tlohy z oblasti rovinného proudéni apod.

Zminili jsme se kratce o vyvoji teorie funkci komplexni proménné. Ta se po-
stupné rodila z praci Eulera, Lagrange, PIERRE-SIMONA LAPLACE (1749 — 1827),
SIMEONA DENISE P0OISSONA (1781—1840) a mnoha dalsich, av8ak hlavni zasluhy
na konstituovani této matematické discipliny maji bezesporu Cauchy, Riemann
a Weierstrass.

I kdyz prvni ze zvolenych ukazek uziti metody vytvorujicich funkeci je spojena
se jménem Moivrovym, na jejim uvedeni do matematiky ve formé obecnéji pouzi-
telného néastroje mé hlavni zasluhu Laplace. Ten rozpracoval metodu vytvorujicich
funkci a povysil ji na jeden ze zakladnich prostiedki teorie pravdépodobnosti. Pri-
spél k tomu zejména prednaskami na [’Ecole Normale Supérieure konanymi od
r. 1795. Druhé vydani jeho knihy [30] z r. 1814 obsahuje jako pfedmluvu text téch-
to prednasek. Prvni{ kapitola knihy [30] obsahuje pomérné propracovany vyklad
metody vytvofujicich funkci, jsou ji vSak vénovéany i celé monografie, napt. [55].
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Vyslovné poznamenavame, ze jde o podstatné vice nez o teorii mocninnych rad.
Piistupny vyklad a piiklady aplikaci této metody jsou uvedeny v élanku [48]; for-
malnim mocninnym fadadm dulezitym z hlediska aplikaci (tyto fady mohou byt
divergentni) je vénovéna velkd pozornost v [22].

A¢ hlavni zasluhu na vytvoreni teorie elementarnich funkci v komplexnim obo-
ru mé patrné Euler, teprve Cauchy ji dodal r. 1821 v [16] dostate¢nou pfesnost.
Ten také propracoval v sérii praci teorii kifivkového integralu v komplexnim obo-
ru a umoznil tak pocitat integraly z realnych funkci ,,pfechodem do komplexniho
oboru“. I v tomto pfipad€ lze nalézt fadu vysledki, které tomu predchéazely, avsak
nesporné Cauchyho préce z obdobi 1823 —1833.

U Gausse a Eulera nachazime vyjadieni nékterych funkci nekonecnym souci-
nem, samy nekonecné souciny ¢isel jsou vsak znacné starsi. Vyjadfeni m pomoci
nekonecéného soudinu objevil jiz FRANGOIS VIETE (1540—1603):

z_\ﬁ 1+1\ﬁ 11 1+1\ﬁ
T V2 2 2V2 2 22 2V2

Poznamenejme, ze slo o prvni analyticky popis 7. Tento ,,proces®, ktery pomérné
rychle konverguje, nachazime ve Vietové praci z r. 1593, jeho konvergence vSak
byla dokazana teprve r. 1891.

V dnesni dobé je zndma Fada vzorcti tohoto typu. Uvedme napf. vzorec, po-
chazejici od JOHNA WALLISE (1616—1703), se kterym se ¢tenaf patrné jiz setkal
v realné analyze:

2.2.4.4.66...
1.3.35.5.7... "

viz [Z], str. 325. Ve vzorci se nevyskytuji ,iracionality* jako ve vyjadfeni, které
nalezl Viete. Euler na tivahach o nekoneénych soucinech zalozil i metodu vypoctu
soucti fad Y -, k=2" n € N, a pro mald n € N tyto fady s pomérné velkou
presnosti secetl. Celé funkce typu (11) povazoval za polynomy nekone¢ného stupné
a také s nimi tak zachazel. Cauchy se rozkladtim celych funkci na souciny vénoval
v praci z r. 1829: zde uvedl, ze takovy rozklad je mozny napt. pro polynomy, nebo
pro funkce sin a cos, ne vSak obecné.

Zvolené ukazky pouziti teorie funkci komplexni proménné jsou vybrany tak,
aby byly dle moznosti pristupné zacatecniktim; zdaleka nedokumentuji oblast
moznych aplikaci této teorie. V tomto sméru odkazujeme ctendfe na tiidilnou
monografii [22].

Je vhodné se kratce zminit o prvnich ucebnicich teorie funkci komplexni pro-
ménné. Zde je tézké rozlisit: V dobé jejiho zrodu vychazely monografie, které ob-
sahovaly mnoho ptvodnich diléich vysledkii (nap¥. prace Lagrange, Eulera, Cau-
chyho, Laplace apod.), a také knihy, vénované jen specidlnim partiim. I ty mély
na rozvoj teorie funkci komplexni proménné veliky vliv. Takové dilo o eliptickych

m =
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funkcich napsal r. 1829 CARL GUSTAV JAKOB JACOBI (1804—1851). Veliky vy-
znam mély prednasky, které konal JOSEPH LIOUVILLE (1809-1882) r.1847. Po-
znédmky z nich publikoval CARL WILHELM BORCHARDT (1817—1880) aZ r. 1880.
Pod vlivem Liouvillovych piednések vSak vznikla kniha [8] z r. 1875, kterd mé
blizko k monografii. Tuto knihu a také text [15] z r. 1868, ktery napsal FELICE Ca-
SORATI (1835—1890) a ktery obsahuje dokonce vice nez 140 stran o historii teorie
funkci komplexni proménné, lze zaradit k prvnim ucéebnicim. Jinou praci, ktera
obsahovala mnoho podnétnych myslenek (jde o soubor ¢lanki, pfedmluvu napsal
Gauss), vydal r. 1847 FERDINAND GOTTHOLD MAX EISENSTEIN (1823-1852).
Na konci minulého stoleti jiz existovala celd fada obsdhlych praci z teorie funk-
¢ komplexni proménné. Za zminku snad stoji text [31] z pera Ceského autora
VAcLAVA LASKY (1862—1943), ktery vsak vySel v néméiné.

Na rozdil od teorie redlnych funkci redlné proménné lze v literatuie pomeér-
né snadno nalézt mnoho materialu o historii teorie funkci komplexni proménné.
Ctenafe s hlubsim zajmem o historii odkazujeme zejména na krasnou dvojdilnou
knihu [41], [42]; mnoho historickych komentaiti obsahuje téz [10] a samoziejmé
[39]. Z obecnych knih vénovanych historii matematiky lze doporucit jako ¢etbu
[25], podrobnéjsi informace lze nalézt napf. v [6], [24], [34], [49]. V otdzce prio-
rit nebylo u nékterych tvrzeni jednoduché rozhodnout, vse vSak bylo v pfipadé
rozporil konfrontovano s dalsimi prameny. Otazka autorstvi by vSak neméla byt
pro ¢tenéare podstatna, vétsi dilezitost ma doba vzniku pro orientaci ve vyvoji
teorie, a pfipadné i cesta, kterd k objevu vedla. Snazili jsme se vyhybat ,triko-
vym“, namnoze elegantnéjsim postuptim a davali pfednost tém, které povazujeme
za prirozené, af jiz z hlediska historického vyvoje nebo zafazeni do elementarniho
textu.

Cviceni
Cviceni uvedend v této ¢asti by mél ctenar vyresit bez pfipravy pouze na zékladé znalosti
latky ze stifedni skoly a ze zdkladniho kurzu analyzy v R. Autofi jsou si védomi toho, Ze
si nékteri uzivatelé textu budou muset ¢ast znalosti pfipomenout ¢i doplnit.

1. Uvédomte si, jak se provadéji operace s komplexnimi ¢isly. Spoctéte
1—14 2 3

——, (1+iVv3)"!

1+4¢° 1-3i’ ( + )

[(5+4), (1436), (—2+411i), —i, 2(1+3i),-8.]

2. Urcete absolutni hodnotu (modul) a argument komplexnich é&isel

(B3+20)+(2—14), (2—14)-(=3+44),

3i, (1+i), (2+5i), (-2+5i), (a+ib), abeR!
[3771'/2; V2,7/4; \/297arc’cg%;\/297 W—arctg%; va? + b2, arctg%.]

3. Vyjadiete nasledujici komplexni ¢isla v goniometrickém tvaru (tj. pomoci modulu

a argumentu)
V3

(2+2i), (1430, (2-251)!



10 UVOD

[\/g(cosg —&—isin%)7 2(005% —|—isin%)7 47‘/5(005% —l—isin%) ]

4. Urcete hodnotu soucinu ¢tyt komplexnich cisel
(141), (=1+14), (=1—1), (1+4)! [4]

5. Urcete obsah trojahelnika o vrcholech zp = . + iy, k = 1,2, 3!

[Vyuiijte znalosti z analytické geometrie v R? : obsah P je ddn napf. vzorcem

P= 2| (@ 2)5n —y) — (@1 — w3) (31 — 32) |

6. Urcete komplexni ¢isla z1, 22, 23, jestlize

d|z1] = 2|z2| = |23| =4, argz1 =2argzy =4argzs = %ﬂ'!

[zl = (COS%W-‘riSin%ﬂ')7 22 :2(cos% —l—isin%)7 23 :4(cos% —|—isin%) ]
7. Jaky rovinny obrazec tvofi vSechna z = [z,y] € C, kde =,y € R, pro néz je

|z = (1+14)] <27

[ Kruh popsany nerovnosti (z —1)® + (y — 1)* < v2.]
8. Urcete podminku, které musi vyhovovat vSechna z = =z + 1y € C, kde z,y € R,
z1, z2 € C, kterd vyhovuji vztahim

z— ZzZ1

(a) [z = (2=3)| =1, (b)|z+i|=|z—1], (c)‘ ’:31

z — 22
[(a) (z—2)*+ (y+3)*>=1, (b) 2+y =0, (c) Apoloniova kruznice vzhledem
k bodim z1, z2, 21 # 22, tj. kruZnice o rovnici

2(x? 4+ %) + 2x(x1 — x2) + 2y(y1 —y2) + (2 —23) + (¥F —93) = 0.
Pii z1 = 22 nevyhovuje podmince zadné z € C ]

9. Urcete vSechna z = [z,y] € C, pro néz pii 0 < arg z < 27 plati
|z| < argz!

Zméni se néco na vysledku pfi modifikaci podminky na tvar 0 < argz < 277

[Véechny body z, které splnuji danou podminku, vyplni oblast omezenou jednim
zdvitem Archimedovy spirdly o rovnici (volime popis v polarnich soufadnicich)
p =, p € (0,27), a tseckou spojujici body [0,0] a [0, 27 ]. Uvazujeme-li druhou
podminku, vyhovuji kromé bodi této oblasti jesté body na casti hranice, tvorené
ﬁseékou.]

Pokud se ¢tenal pri feSeni predchézejicich cviceni setkal s vaznéjsimi problémy, nemél
by rozhodné preskocit ani ivodni cast Kapitoly 1, ktera je prilezitosti si nékteré véci
zopakovat. I kdyz jsou pojmy zavadény v C Casto jen pfirozenym zobecnénim pojmi
znamych z realné analyzy, je nutno si je znovu dikladné promyslet.



Kapitola 1

Zakladni znalosti

Tato kapitola obsahuje zakladni poznatky, které budeme v dalsim povazo-
vat za znamé. Je mezi nimi patrné jen malo véci, s nimiz se ¢tenar dosud
nesetkal; kapitolu si lze tedy jen ,prohlédnout“, aby se ctenai sezna-
mil s terminologii apod. Pokud bude potifeba néco si pfipomenout, staci
sdhnout k néjakému elementarnimu textu, napf. [Z]. Ty pojmy, které ne-
definujeme, ale pouze pfipomindme, jsou graficky vyznaceny kurzivou,
pro pojmy definované v textu uzivdme zvyraznéni antikvou. To usnadni
Ctenari rychlejsi sezndmeni se vSemi potfebnymi pojmy. Protoze mnoho
véci pouze opakujeme, budeme postupovat méné formélné nez v dalSich
kapitolach textu.

1.1 Zavedeni komplexnich ¢isel

Pripomenme nejprve néktera oznaceni. Symbolem N budeme znacit mnozinu vSech
prirozengch ¢isel, tj. {1,2,...}. Déle klademe Ny = N U {0}. MnoZinu vSech
celych ¢isel budeme znacit Z, vSech racionalnich ¢isel Q a vSech redalngch &isel
R; pro mnozinu vSech kladnych realnych ¢isel budeme pouzivat symbol R .

Symbolem R™ budeme znacit m-rozmérny eukleidovsky prostor, tj. prostor
vsech usporadanych m-tic realnych é&isel, pii¢emz pro struénost piseme R misto R!.
Z algebraického hlediska je R komutativni téleso (pole), které je usporadané
a ma tzv. Archimedovu vlastnost, tj. pro kazdé ¢ > 0 a kazdé K > 0 existuje
n € N tak, Zze ne > K. Je vSak navic oproti Q uplné. Prostor R™ chipeme nejen
jako linearni prostor nad R, ale v ptipadé potieby rovnéz jako m-rozmérny
normovany linedrni prostor. Pro kazdy bod z = [z1,...,z,,] € R™ definujeme
(eukleidovskou) normu

2] := (a1 + -+ |zl 5
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metrika generovana touto normou ndm umoznuje chapat R™ rovnéz jako met-
ricky prostor. Pfipominame, Ze tento prostor je 4plng a ma radu dalsich vlast-
nosti; tyto vlastnosti pokladdme za znamé, ¢tendfe odkazujeme na [Z], Kapi-
toly 12 a 13. Specidlné jsou prostory R™, m € N, separabilni, lokdlné kom-
paktni, souvislé a také lokdlné souvislé. Plati toto jednoduché kritérium
kompaktnosti: Mnozina M C R™ je kompaktni, privée kdyZ je omezend a uza-
viend; viz [Z ], Véta 13.3.25. ProtoZe konvergence v R™ je ,konvergence po sou-
fadnicich“, je spojitost zobrazeni do R™ ,spojitosti po slozkach“. To ndm opét
usnadiiuje situaci a umoziiuje prenést fadu tvrzeni, které zname z realné analyzy,
na pripady, jimiz se budeme zabyvat.

Zmalost oboru komplexnich ¢isel C je nezbytnym predpokladem studia kom-
plexnich funkeci komplexni proménné. Je to ,v podstaté“ prostor R2, v némi je
navic definovano nasobeni a do néhoz je vnofen i prostor R. Proto jsme se nejprve
zabyvali vlastnostmi prostortit R™ pro obecné m.

Komplexni é&isla jsou uspotadané dvojice realnych ¢isel, tedy prvky R2. Je-li
z = [z,y] € C, pak ¢islo z nazyvame redlna ¢ast ¢isla z a ¢islo y imaginarni
¢ast ¢isla z. Cisla = a y nazyvame té slozky &isla 2. PiSeme

z=Rez, y=Imz.

Komplexni ¢islo [0,1] znac¢ime kratce i; je tedy tfeba zapomenout historickou
yhedefinici“ ¢ pomoci 4/ — 1. Komplexni ¢isla geometricky znazornujeme pomoci
bodii v roviné: éislu [z, y] odpovidd bod roviny o soufadnicich z,y. Proto pro C
uzivame téZ ndzvu komplexni rovina nebo rovina komplexnich ¢&isel nebo
Gaussova rovina. Pro komplexni ¢isla pfipomeneme definici operace séitant,
které se definuje jako v R?, a nové definujeme nasobeni: Jsou-li 23 = [21,y1],
29 = [22,y2 | komplexni ¢isla, klademe

Z1+ 22 1= [581 + 22, 11 +y2], 2122 ‘= [581562 —Y1Yy2, T1Y2 +£C2y1]-

Pro dvojice s nulovou imaginarni ¢asti koresponduji tyto operace s témi operacemi,
které jiz zname z R:

[,Tl,O] + [$2,0] = [$1 +$2,0], [,Tl,()] . [1‘2,0] = [$1$2,0].

To umoznuje ztotoznit dvojici [z, 0] s ¢islem 2 € R; po tomto ztotoznéni je R C C.

V definici nasobeni komplexnich é&isel je tak zahrnuto i nasobeni vektoru z R?

skaldrem z R. Komplexni ¢isla tvoif s obéma operacemi komutativni téleso!).

Prvkem opaénym k éislu z = [z,y] € C je ¢éislo —z = [—z,—y] € C a prvkem

inverznim k ¢éislu z = [z,y] € C, z # 0 (kde piSeme 0 misto [0,0]), je zfejmé ¢islo
1 T —y

- = , eC.
2 I2+y2 x2+y2

1) V zahraniéni literatufe se uzivaji ekvivalenty terminu pole, u nas se ptidrzujeme tradiéni
terminologie ovlivnéné v tomto pfipadé némcinou.
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Rozepsanim do slozek ¢tenaf muze ovéfit, ze rovnice zw = 1 s neznamou w € C
mé pravé jedno feSeni, a to w = 1/z. Mnoho pojm, které budeme dale pouZi-
vat, se zavede analogicky jako v R, tedy napf. induktivné zavedeme celoéiselné
mocniny s nezapornym exponentem

=1, 2=z, 2=z22, ...,z =z-2", (1.1)

a déle pro vSechna z # 0 celociselné mocniny se zapornym exponentem
27" =1/2", n € N. Poviimnéte si, Ze je 12 = (—1)? = 1. Podobné je

i*=4i-i=1[0,1]-[0,1]=[-1,0] = =1, (=4)*=—1.
Je-li [z,y] € C, pak
iy = [Ia0]+[051][y50] = [I,O]+[0,y] = [‘Tvy]v

takze komplexni ¢isla lze zapisovat i ve tvaru, ktery ctendr jisté zna jiz ze stied-
ni skoly. Z rovnosti z = = + iy obecné neplyne, ze z,y € R, tj. Ze v = Rez,
y = Im z; kdykoli vSak dale pouzijeme zapis komplexniho ¢isla ve tvaru z + iy,
pak predpokladdme, ze jiz plati z,y € R.

Je-li z = x + iy, nazyvame &islo z := x — iy ¢islem komplexné sdruzenym
k €islu z. Snadno lze ovérFit, Ze pro vSechna z,w € C plati rovnosti:

ztw=z+w, zw=zw, z==z, z '=2%/(27).

Poznamenejme, Ze ¢islo 2z = 22 + 32 je vzdy nezaporné.
Pro kazdé ¢islo z = x + iy € C definujeme jeho absolutni hodnotu |z|

vztahem

2] == /22 = Va2 + 2.
Poznamenejme, ze funkce f : z — |z|, z € C je jednoduchym a dilezitym piikla-
dem realné funkce komplexni proménné.

Jestlize komplexni ¢isla interpretujeme jako body roviny, pak je |z| vzdélenost
bodu z = [,y ] od poéatku (eukleidovska norma vektoru (x,y)). Analogicky jako
v redlném oboru definujeme funkci signum; klademe sgnz := z/|z| pro z # 0,
sgn 0 := 0. Definice |z| a sgn z jsou rozsifenim definic z oboru R na C.

Velmi dilezity je fakt, Ze pro absolutni hodnotu plati i v C trojuhelnikova
nerovnost. Pro kazda dvé ¢isla z1, z5 € C je

[[21] = |22 < |21 £ 22| < |21 + [22] 5

viz [Z], Lemma 8.1.4. Tam lze téZ na str. 213 nalézt struéné zavedeni komplexnich
Cisel.

V C nezavddime relaci < ¢i < jako v R. Komplexni ¢isla lze usporadat napt. le-
xikograficky apod., ale ne tak, aby se vSechny vlastnosti relace ,,<“ ¢i relace ,,<“
z R pfenesly do C. Stacéi uvazit, ze i # 0 a Ze z kazdé z obou nerovnosti >0
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a i <0 by plynulo i = —1 > 0, coz vede ke sporu. V C Ize tedy porovnavat
pomoci relaci <, <, > a > pouze redlnd ¢isla; napiSeme-li tedy pro dvé kom-
plexni ¢isla napf. nerovnost z; < zs, je v tom implicitné zahrnut predpoklad, ze
z1, 22 € R. Poznamenejme jesté, ze pro z = x + iy € C plati nerovnosti

0<fz[<[z], Oyl <z, O<|z[ <o+ [yl (1.2)
Je-li 2 # 0, z = x + iy, existuje jednoznacné uréené ¢t € (—m, 7] tak, ze
x = |z|cost, y=|z|sint, tj. z=|z|(cost+ isint).

Pokud pracujeme se vSemi ¢t € R, je korespondence z +— t jednozna¢na modulo
2m. Pri Z129 }é 0, z1 = |Zl|(COSt1 + isintl), Zo = |22|(COSt2 + iSiIth), pak je

2122 = |z1||22|(cos(t1 + t2) + i sin(ty + t2)) .

Cislo |z| se z historickych dfivodii nazyva nékdy modul z a &islo ¢ argument 2.
K tomuto vyjadfeni komplexnich ¢isel v tzv. goniometrickému tvaru se jesté
podrobnéji vratime pozdéji.

Poznamka 1.1.1. Rovnice 22 + 1 = 0 nema v R 74dné feSeni, aviak t4Z rovnice mé
v C dvé feseni, ¢ a —i. Plati dokonce vice: v C mé alesponn jedno feseni kaZdd alge-
braicka rovnice alespon prvniho stupmé. Toto dokdzeme v Kapitole 5. Avsak tato dobra
vlastnost C pfinési i negativni vlastnosti: Uspofadani z R na C nelze rozsitit bez ztraty
jeho zakladnich vlastnosti. Ctenaie viak miZe napadnout, pro¢ nepostupujeme obecnéji
a nedefinujeme analogickou strukturu, tj. komutativni téleso R™ i pro m > 2. Zajima-
vou odpovéd dava Frobeniova véta: takova podobnéa struktura existuje jesté pro m = 4
a m = 8. V prvnim pi¥ipadé pro jeji prvky, které se nazyvaji kvaterniony, neni pfi-
slusné nasobeni komutativni; ve druhém pripadé, tj. pro m = 8, neni prislusné nasobeni
dokonce ani asociativni. Pro ostatni m € N jiz ani takové struktury neexistuji. Viz
napf. [5].

1.2 Topologické a metrické vlastnosti prostoru C

7 teorie normovanych linedrnich prostort je zndmo, Zze na mnoziné vsech dvojic
realnych cisel muzeme definovat normu ¢i metriku mnoha zptsoby. Definujme
vzdalenost p(z1, 22) dvou komplexnich éisel z; = x1 + 4y1, 22 = T2 + iys vzorcem

p(z1,22) = |21 — 22| = V(w1 — 22)2 + (Y1 — 12)2.- (1.3)

Snadno nahlédneme, ze C s touto metrikou a eukleidovsky prostor R? jsou izo-
metricky izomorfni a jsou to uplné prostory. Budeme to vyuzivat: Staci proto
nékteré véci pouze pripomenout. Zaroven muzeme definovat jiz zminéné ,ztotoz-
néni“ R s mnozinou {z € C; z = [z,0], z € R}: Zobrazeni, které pfifazuje prvku
[2,0] mnoziny {[x,0];z € R} realné ¢islo x, je izometrické, izomorfni a ,zacho-
vava“ 1 ndsobeni, tj. prvku [2,0] - [y,0] pfifazuje soudin zy. Pro dalsi vyklad
zavedeme nejprve nékterd oznaceni.




1.2. TOPOLOGICKE A METRICKE VLASTNOSTI PROSTORU C 15

Oznaceni 1.2.1. Pro kazdé ¢ € R, ozna¢me
Uc(z)={w e C; lw—z|<e}, Po(2)={w e C;0< |w—z|<e}=U.(2) \ {z}.

Casto budeme psat U(z, €) misto U.(z) a také P(z,¢) misto P.(z). Neni-li polomér
¢ podstatny, budeme nékdy strucnéji psat pouze U(z) a P(z). Mnozinu U.(z)
nazyvéme e-okoli bodu z a mnozinu P.(z) prstencové c-okoli bodu z, pfi¢emz
slovo ,epsilonové® pfi struc¢néjsim vyjadieni vynechavame.

Limita posloupnosti v C se definuje analogicky jako v R, resp. v R™. Symbol
limy, o0 2, = 2 Pro z,, z € C znamena

(Ve > 0)(3k € N)(¥n > k)(zn € Uo(2)). (1.4)

Tak jako v redlném oboru fikdme, Ze posloupnost {z,} konverguje k z; ¢asto
piseme z, — z. Protoze je C uplny prostor, plati: z,, — z, pravé kdyz posloupnost
splituje Bolzano-Cauchyho podminku

(Ve > 0)(3k € N)(¥m, 1 > k)(|2m — 2n| < £).

Protoze mé absolutni hodnota v R i v C analogické vlastnosti, plati v C fada
Gtendafi jiz zndmych vét o limitach posloupnosti; nebudeme je uvadét, nebot by to
bylo nudné opakovani néc¢eho, co musime jako zéklad pro dalsi vyklad predpokla-
dat. V prfipadé z, € R pfedpokladame, Ze ¢tenaf zna definice lim,, o 2, = o0
a také zékladni tvrzeni o nevlastnich limitach posloupnosti v R.

Také soucet s rady Z;OZO ar, komplexnich ¢isel ay, definujeme analogicky jako
v R: Prokazdé n € Ny definujeme n-tg édsteény soucet rovnosti s, :=>_}_ ax,
a pokud existuje v C limita posloupnosti {s, }, polozime

o0
s:= lim s, = E ak .
n—oo
k=0
vz 7 7 v v o0 N~z v
Toto ¢islo s se nazyva soucet Tady; symbol >~ aj se uziva i pro soucet s. Je

vyhodné se domluvit o vynechavani séitacich mezi vzdy v piipadé, ze s¢itdme od
indexu 0 do oo. To znamené, ze budeme psat

o0
E a ‘= E ag .
k=0

Jestlize Y |ar| < oo, fikdme jako v R, Ze fada > ay konverguje absolutné.
Pokud fada Y a; konverguje a > |ag| = 4o0o0, potom Fikdme, Ze fada > ay
konverguje neabsolutné. Pfipomeneme, Ze plati napt. toto jednoduché tvrzeni:

Z|ak| < oo = Zak konverguje,



16 KAPITOLA 1. Zikladni znalosti

tj. Ze kaZdd absolutné konvergentni rada konverguje. To vyplyva z odhadu pro
vsechna m,n € N, m > n, pomoci trojihelnikové nerovnosti

|$m — 8n| = [@nt1 + -+ + am| < anga| + -+ am],

ktery pomoci Bolzano-Cauchyho podminky déava konvergenci Y ay. Pro fady v C
nebudeme formulovat a dokazovat kritéria konvergence a tvrzeni analogicka
tvrzenim pro fady v R. Jak pozdéji uvidime, budou pro néas podstatnd zejména
tvrzeni o absolutni konvergenci; srv. [Z], Kapitola 8.

V C jsme dosud nezavedli Zaddné nevlastni body, takze > (k + 1)~ = +o0
je zapis v R, v roviné komplexnich c¢isel C postrada smysl. Nyni se této otazce
budeme vénovat podrobnéji.

Systém O(P) v8ech otevienych mnozin v metrickém prostoru (P, p) tvofi je-
ho topologii. Tento systém obsahuje prazdnou mnozinu (), cely prostor P, spolu
s kazdym podsystémem mnozin i jejich sjednoceni a s kazdym konecnym pod-
systémem mnozin i jejich prunik. Topologicky prostor je dvojice, sklddajici se
z neprazdné mnoziny P a ze systému jejich podmnozin 7, ktery ma stejné vlast-
nosti jako systém vsech otevienych mnozZin v metrickém prostoru. Obsahuje tedy
(), P a je uzavieny vzhledem ke sjednoceni libovolnych podsystémt a priniku
koneénych podsystémi. V topologickém prostoru se prvky 7 nazyvaji oteviené
mnoziny, a tak je pojem oteviené mnoziny pfimo soucasti definice (P, 7). Dalsi
pojmy se definuji analogicky jako v metrickych prostorech: uzaviené mnoziny
jsou doplitky otevienych mnozin, kompaktni mnoZiny v (P, 7) jsou ty, z jejichz
kaZdého pokryti otevienymi mnozinami lze vybrat konecné pokryti, apod.

Je-li @ € U, U € 7, fikdme, Ze U je okolim bodu z. Volbou vhodného
systému okoli ¢, bodid = € P lze popsat topologii 7: Plati G € 7, jestlize pro
kazdy bod x € G existuje okoli U € o, tak, ze U C G. Systém o, musi mit
nékteré vlastnosti analogické vlastnostem systému vsech okoli bodu x v metrickém
prostoru, napt. je-li U, V € 0., je také UNV € o0,. Tim méame k dispozici vSechny
potfebné pojmy k zavedeni ,komplexniho nekonec¢na‘.

Rozsiteni C o (nevlastni) bod oo je vlastné kompaktifikaci roviny C, te-
dy vnofenim C do topologického prostoru, ktery je kompaktni. Polozme nejpr-
ve S:=CU{o0}. Pro kazdy bod z € C definujeme okoli U(z) pomoci amluvy
z Oznaceni 1.2.1 a pro kazdé ¢ € R polozime

Ue(o0) :={o0} U{z € C; |z]| >1/e} =S\U(0,1/¢), P.(o0) =U.(c0)\ {o0};

tyto mnoZiny budeme téz znacit U(oo,€), P(0o,e). V' S uréuji pravé zavedena
okoli topologii, pficemz mnoziny oteviené v C jsou oteviené i v S. Pfitom S je
kompaktni prostor; lze to snadno dokézat: Je-li {G,; o € A} oteviené pokryti S,
existuje ap € A tak, Ze 0o € G,,; déle existuje ¢ € Ry takové, Ze U(co,€) C Ga,-
Pak je mnozina K := S\ G,, uzavienid a omezend v C, resp. R? (lezi totiz
v .S\ U(0,1/¢)), a je tedy kompaktni; je pokryta systémem {G,; o € (A\ {ao})},
z néhoz Ize vybrat konecné pokryti {Go,; j = 1,...,k}. Pak {Gq,; j =0,1,..., k}
je konecné pokryti S.
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Poznamka 1.2.2. Ctena¥, obeznameny se zaklady topologie snadno shled, Ze analogic-
kou konstrukci lze provést nejen v R? & R™, ale obecnéji v kazdém lokalné kompaktnim
topologickém prostoru X. Potfebna okoli ,jidedlniho“ bodu oo definujeme jako dopliky
kompaktnich podmnozin prostoru X v X* := X U{co}. Vysledkem je tzv. Aleksandro-
vova (jednobodovd) kompaktifikace X™ prostoru X, v niz je piivodni prostor hustym
podprostorem vzniklé kompaktifikace; viz téz [33].

Ze vztahu (1.4) popisujiciho definici limity pomoci okoli je zfejmé, co znamend
lim,, 00 2, = 00, & Ze je to totéz, co lze popsat vztahem lim, .. |2,| = 400,
resp. vztahem lim,, .. |2,|~1 = 0.

Snadno téz nahlédneme, Ze lze z kazdé posloupnosti {z,} bodld z S vybrat
posloupnost, kterd mé limitu v S. Z kazdé omezené posloupnosti to lze pro-
vést ,,po slozkach® pomoci Weierstrassovy véty; viz [Z], Véta 2.4.4. Pokud {z,}
neni omezend, lze vybrat {z,,} tak, ze z,, € Uy;(00). Z toho je patrné, ze
limy_, oo 2n, = 00. Odtud plyne, ze S je sekvencialné kompaktni. Neni to ptilis
piekvapujici, nebot v nasledujici Pozndmce 1.2.3 ukdZeme, Ze na S lze definovat
metriku, kterd generuje pravé zavedenou topologii a v metrickém prostoru sek-
vencidlni kompaktnost a kompaktnost splyvaji; viz [Z], Vé&ta 13.3.24. Pozname-
navame, ze pokud nemuze dojit k nedorozuméni, budeme predpokladat, ze ctenar
podle kontextu rozlisi mezi ,komplexnim“ oo a redlnym +oco, u néhoz budeme
zpravidla vynechavat znaménko ‘4+’. Nebudeme vSak uzivat slovni spojeni typu
»{zr} konverguje k oo“, ackoli by to bylo z hlediska prostoru S mozné, termin
,konverguje“ si ponechame pouze pro pripad, kdy hodnota limity lezi v C.

Poznamka 1.2.3. Topologicky pristup je mnohem jednodussi nez metricky, zaloZeny na
tzv. stereografické projekci, pfi niz vzdalenost bodi z C definujeme pomoci vzdélenosti
bodt na jednotkové sfére.

Obr. 1.1: Schéma stereografické projekce

Popisme to analyticky: Pi¥me body z R? ve tvaru [z1,22,23] a bud S3 , jednotkova
sféra“ v R®, tj. mnozina viech bodt v R? spliiujicich rovnici 2% + 2% + 22 = 1. Najdéme
prisecik sféry Ss s pfimkou, prochazejici body [z,y,0], [0,0,1]; jak snadno zjistime,
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ma souradnice

2x 2y 22 +y2—1

DTyl TR BT

xr3 =
Pomoci téchto vztaht je uréeno zobrazeni f : C — Ss. Ziejmé je z3 € [—1,1) a f je
zobrazeni na Ss \ {[0,0,1]}. Nyni Gaussovu rovinu C doplnime o bod co a definujeme
f(o0) =10,0,1]. Pro z,w v kompaktifikované roviné S polozime vzdalenost ¢o*(z,w) v S
rovnou vzdalenosti obrazti f(z) a f(w) v R®. Pak je o* metrika na S. Mnozinové tedy
je S = C U {oo}, soucasné vsak chapeme S i jako metricky nebo topologicky prostor.
Snadno nahlédneme, zZe pro z,w € C plati jednoduché vzorce

2|z — w] o (2, 00) = 2
VAPl 7 VIR

Opét odtud vidime, Ze limy,—c 2n = 00, pravé kdyz lim, . |2n| = 00; podstatnéjsi je
vsak zjisténi, Ze topologie, kterou jsme zavedli v S, je metrizovatelna, tj. je mozné ji
generovat metrikou.

Nékdy byva Ss nazyvina Riemannova sféra. Zobrazeni ' : S3 — S se nazjva
stereografickd projekce. D4 se dokazat, ze pfimkam v S (tj. pfimkdm v C, k nimz
byl pfiddn bod o0), odpovidaji na sféfe Ss v zobrazeni f kruznice prochézejici ,,pélem*
[0,0,1] a ze obracené pii stereografické projekci kazdé kruznici na Ss odpovidd v S
kruznice nebo p¥imka spolu s bodem co. Ctenaf si to mize i lehce predstavit: kruznice
na S3 prochazejici ,,pélem* [0, 0, 1] uréuje rovinu, ktera protne C v pfimce apod. Viz déle
vyklad v Kapitole 4. Jak se dale ukaze, pro bod oo lze zavést fadu operaci a pojmu tak,
7e se stane ,rovnopravnym bodem“ S; toto pojeti je z konce 19. stol.

9* (Zv w) =

Pracujeme-li v S, chdpeme S jako topologicky prostor; ac¢ je jeho topologie
metrizovatelnd pomoci metriky p*, nebudeme S povaZzovat za metricky prostor.
Naopak C C S povazujeme vZdy za metricky prostor s metrikou p uréenou pomoci
(1.3). To znamen4, ze metrické pojmy, které nejsou topologické, tj. napf. omeze-
nost mnoziny ¢i funkce, vzdalenost mnozin, stejnomérna spojitost, jsou vzdy cha-
pany vzhledem k metrice p. Omezend mnozina M v S je ve smyslu této tmluvy
takova podmnozina C, pro kterou existuje r € R tak, ze M C U(0,r). Zadna
mnozina obsahujici bod co neni omezend (tedy ani jednobodovad mnozina {oo}).

Piipomenime dale, ze podle definice souvislé mnoZina v (P,p) neni sjed-
nocenim zadnych dvou neprazdnych disjunktnich podmnozin P otevienych v P;
viz [Z], str. 390. Definice ukazuje, Ze tento pojem lze bez nesndzi pfenést do
libovolného topologického prostoru.

Jak S, tak i Gaussova rovina C a P := C \ {0} jsou souvislé prostory. To
znamena, ze jedinymi podmnozinami, které jsou v nich soucasné oteviené a uza-
viené, jsou cely prostor a prazdnd mnozina. Oteviené souvislé mnoziny v C a
v S se nazyvaji oblasti. Maximélni souvislé podmnoziny mnoziny M C (P, o) se
nazyvaji komponenty mnoziny M. Predpoklddame, Ze ¢tendf zné kromé vyjme-
novanych pojmu i zékladni tvrzeni o souvislosti, napf. Ze je obezndmen s tvrzenim:
Je-li G oblast v R™ nebo v C, lze kaZdé jeji dva body spojit lomenou carou v G,
a ze zna i zdkladni dukazovy princip, zaloZeny na tom, Ze je-li G C R™ oblast
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a je-li H C G neprdzdnd mnoZina zdroven oteviend i uzaviend v G, je H = G.
Dulezitymi piiklady souvislych mnozin v R™ jsou mnoziny hvézdovité a mnozi-
ny konvexni; viz [Z], str. 392. Pfipomindme, Ze v hvézdovité mnoziné M C R™
existuje takovy bod z, pro ktery kazda usecka, kterd spojuje = s jinym bodem
z M, lezi celd v M ; nekdy téz fikame, ze M je hvézdovitda vzhledem k x. Pokud
je mnozina M hvézdovita vzhledem ke kaZdému x € M, fikdme, zZe je konvexni.

Neni obtizné dokazat, Ze komponentami oteviené mnoziny G v R™ nebo v C
nebo S jsou oblasti a ze téchto komponent je jen spofetné mnoho. Pro G = §)
je tvrzeni trividlni; je-li G # 0, 1ze v kazdé komponenté mnoziny G zvolit bod
z=x+iysz e Q yeQ, atytobody jsou navzdjem rizné, ¢cimz dostavame
prosté zobrazeni mnoziny vSech komponent mnoziny G do spocetné mnoziny.

Oblast G C S, jejiz doplnék S\ G je souvisly, se nazyva jednoduSe souvisla;
oblast G C S, jejiz doplnék mé pravé dvé komponenty, je dvojnasobné souvisla.
Obecnéji fikdme, Ze oblast G C S je n-nasobné souvisla pro n € N U {+o0},
pokud mé S\ G pravé n komponent.

Poznamka 1.2.4. Pokud bychom nezavedli kompaktifikaci S, byla by definice jedno-

souvisl, pokud C \ G' ma pravé (n — 1) omezengch komponent 2).

Pro nase potieby je nejdileZitéjsi definice jednoduSe souvislé oblasti a dvoj-
ndsobné souvislé oblasti. Snadno nahlédneme, ze S, C a U(zp, ) jsou jednoduse
souvislé oblasti, zatimco P, C\ {z0} a P(zo,¢), 2o € C, jsou dvojnasobné souvislé
oblasti.

1.3 Zakladni komplexni funkce

Nyni uvedeme dalsi definice, ve kterych vystupuje ,nevlastni bod“ co. Zde nejde
uz jen o pouhé pripomenuti. Budou pro ¢tenafe patrné nové a jsou odlisné od
téch, které zna ctendf z realné analyzy; nejprve rozsifime definici aritmetickych
operaci z C na S.

Necht n € N a z1,...,2, € S. Pak definujeme z; + --- + 2, = 0o, je-li prdvé
jeden ze sCitancu z1, ..., 2, roven co. V pripadé, Ze alespon dva ze scitanci jsou
rovny oo, fikdme, ze soucet z; + - - - + z, nema smysl. Specidlné neni definovin
vyraz oo + 0o.

Podobné klademe 21 ...z, = oo, jestlize alesporn jeden z Cinitell z1,..., 2z, je
roven oo a Zddny neni roven 0; je-li mezi Ciniteli jak 0, tak i oo, souéin 23 ...z,
nema smysl. Speciélné je (—1)(oc0) = —(00) = o0, avak vyrazy 000 a 0o -0

nejsou definovany %). Umluvy o déleni se mohou zdat zacateénikovi podivné. Kla-
deme totiz z/oco = 0 pro vSechna z € C a z/0 = oo pro vSechna z € S\ {0};

2) Zhruba feceno, jistym zptsobem pocitame ,diry“ v G: je-li téchto ,dér* pravé (n—1), je
G C C n-nasobné souvisla.

3) Ctenaf by si mél uvédomit, ze odlisnost tmluv o aritmetickych operacich s oo proti
realnému oboru souvisi s tim, Ze pracujeme s jedinym nevlastnim bodem.
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o podilech 0/0 a co/oco opét Fikdme, Ze nemaji smysl. V tomto duchu rovnéz
definujeme pro vsechna n € N

o"=0"=00, o0 "=0"=0,

a koneéné také 0° = co® = 1; to se nam hodi p¥i praci s mocninnymi Fadami: do
3" 2% 1ze pak dosadit z = 0 a do Y. 27 i 2 = co. Z algebraického hlediska neni
tedy S s takto zavedenymi operacemi ,hezkou® strukturou, avsak uzité definice
se ukazi velmi uzitecné.

Pfi praci v komplexnim oboru je vhodné prifazovat co k ¢islim z R a nazyvat
prvky z R U {oo} redlngmi a prvky z S kompleznimi ¢isly. V duchu této amluvy
definujeme x < oo pro vsechna z € R a také

Reco =00, Imoo=0, c0=o00, |oof=00.

Poznamka 1.3.1. Ac¢ se miiZe zdat na prvni pohled nelogické zarazovat co mezi realnd
¢isla a pritom nedefinovat co+-00, je to uzitecné. Je vsak tieba vzdy velmi presné vymezit
kontext, ve kterém pracujeme; nelze tedy argumentovat tak, ze jelikoz jsou realna cisla
yvnorena“ do komplexnich ¢isel a v redlné analyze je 400 + (4+00) = 400, plyne odtud
©o+oco=00ivSs.

Abychom mohli zformulovat zakladni tvrzeni o limitach, ve kterych hraji za-
vedené definice podstatnou roli, musime definovat téz zakladni pojmy, se kterymi
budeme dale pracovat.

Komplexni funkce komplexni proménné jsou zobrazeni z S do S. Jestlize
je obor hodnot komplexni funkce f podmnozinou C, fikdme, ze je funkce f je
konec¢na. Stejnou tmluvu uzivame i pro zobrazeni z C nebo z R do S. Budeme
pfevazné pracovat s konecnymi funkcemi a tak, pokud tomu tak nebude, vyslovné
na to upozornime.

Protoze jiz vime, co znamena z; — 2o, neni slozité definovat limitu a spojitost
funkce. Udélame to pfimo pro funkce, nebudeme tedy uzivat analogu Heineho de-
finice limity. Definice limity komplexni funkce komplexni proménné pomoci okoli
je formalné stejnd jako ta, kterou jiz zname: lim,_,,, f(z) = A znamen4, Ze

(VU (A, €))(3P(20))(Vz € P(20))(f(2) € U(A;€)) . (1.5)

Ctendf si jisté dokaze predstavit, Ze stejna definice ,,funguje“ pro komplexni funk-
ce na obecném metrickém nebo dokonce topologickém prostoru, staci jen vymezit
vyznam symbold pro okoli; pfipominame vsak, ze limitu nedefinujeme v izolo-
vanych bodech prostoru, nebot by nebyla definovdna jednoznaéné. V metrickém
prostoru lze pracovat i s parametrem 0, ktery urcuje prstencové okoli P(zg). P¥i-
pomefime si je$té poznatek, Ze limy_,o0 2, = 00, pravé kdyz limy o |2x| = o0;
v redlné analyze takova ekvivalence platila jen v pripadé z; — 0. Jak se ukaze,
jsou véty o limitach v komplexnim oboru vlastné jednodusi.
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Tvrzeni 1.3.2. Necht P je metricky (topologicky) prostor a necht M C P a w
je hromadny bod M. Necht f, g jsou zobrazeni M do S. Potom plati ty z rovnosti

pro mézZ md prislusnd pravd strana rovnosti smysl. Specidlné: definujeme-li pro
{zn}, 2n — w, posloupnosti a,, := f(zy), bn := g(zn), n € N, dostaneme postupné
pro posloupnosti bodu z S napr.

lim |a,| =] lm a,|, lim (a, £b,) = lim a, + lim b,,...

n—oo n—oo
a eventudlné dalsi analogickd tvrzend.

Tvrzeni je sice jen zcCasti nové, presto ho vsak budeme dokazovat. Protoze
mé absolutni hodnota v S analogické vlastnosti jako v R a definice limity (1.5)
je forméalné stejnd jako ta, kterou jiz zname, dokaZzeme podrobnéji jen ty ¢asti
tvrzeni, které jsou nové.

Diikaz Tvrzeni 1.8.2. Céast (1) dokdZeme i pro piipad A € C, ktery pro nas neni
novy. Jako v ,redlném piipadé“ je zékladem odhad ||f(2)| —|A4|| < |f(z) — 4], vy-
plyvajici z trojuhelnikové nerovnosti; podrobnéji, plati-li (budeme pracovat v bodé
w = zq pro priblizeni k tradi¢nimu oznaceni)

(Ve € Ry)(BP(20))(Vz € P(20))(|f(2) — Al <),
plyne z uvedeného odhadu
(Ve € Ry )(3P(20))(Vz € P(20))(I1f(2)] = [All <)
Jestlize lim,_,,, f(z) = oo, znamena to

(Ve € Ry)(BP(20))(Vz € P(20))(|f(2)] > 1/e),

a protoze je ||f(2)|| = |f(2)|, znamena tato podminka, ze lim,_,., | f(z)| = oo.

V (2) pfedpokladame, Ze soucet (pfip. rozdil) lim,_.., f(2) £ lim,_, g(z) mé
smysl, tj. alespoil jedna z limit je konecna. V pfipadé, kdy jsou obé limity konecné,
se rovnost dokaze tak, jako v zdkladnim kurzu analyzy, proto to jiz nebudeme
uvadst. Necht je tedy napf. lim, ., f(z) = oo a lim,_,,, g(z) =: B € C. Protoze
pak oo + B = oo, mame podle definice dokazat

(Ve € Ry)(3P(20))(Vz € P(20))(|f(2) £ g(2)| > 1/e).
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Z podminky lim,_,., g(z) = B € C plyne, ze v néjakém okoli P;(zo) plati pro
v8echna z odhad |g(z)| < |B| + 1. Je-li € € Ry déno, zvolme P(zp) C Pi(z0) tak,
aby v P(z) platilo |f(2)] > 1/ + |B| + 1. Pak také plati

1f(2) £ 9 2 [If(2)] = 192 > 1/e + B[+ 1 - (|B| +1) = 1/e,

coz dava dokazovany piipad tvrzeni. Zbytek tivahy se redukuje na zadménu roli
funkci f a g, které vystupuji v tvrzeni symetricky.

Pii dikazu (3) se budeme bez jmy na obecnosti zabyvat opét pouze pii-
padem, kdy alespon jedna z limit na pravé strané rovnosti je rovna co. Necht
lim,_,,, f(2) = oo. ProtoZe pravd strana rovnosti (3) méa smysl, nutné plati
lim,_,,, g(z) =: B # 0. Zvolme P;(zp) tak, aby pro v8echna z € Pj(zp) platilo
lg(z)| > |B|/2. Nyni zvolime k ¢ € R, takové P(z9) C Pi(z9), aby vSude v P(z)
platilo |f(z)| > 2/|B|e. Potom vsak |f(2)g(z)| > (2/|B|e)(|B|/2) = 1/e pro
v8echna tato z, a tedy skuteéné lim,_, ., f(2)g(z) = 00 - B = 0.

Pro (4) sta¢l zabyvat p¥ipadem f = 1, tedy pfipadem pfevracené hodnoty
funkce g. Nebudeme vySetfovat ptipad lim,_.., g(z) € P, ktery je opét trividlni.
Jestlize je lim,_,,, g(z) = 0, potom

(Ve € R1)(3P(20))(Vz € P(20))(l9(2)| < ¢)
plati pravé kdyz
(Ve € R1)(3P(20))(Vz € P(20))(|1/g(2)] > 1/e).
Podobné v piipadé lim, .., g(z) = oo
(Ve € R1)(3P(20))(Vz € P(20))(l9(2)] > 1/¢)
plati pravé kdyz
(Ve € R1)(3P(20))(Vz € P(20))([1/9(2)] <e).

Odtud a z (3) plyne (4). Protoze tvrzeni o posloupnostech obdrzime z pfedchoziho
jako specialni pfipad, je tim dtkaz dokoncen. o

Poznamenejme, ze z pfedchoziho Tvrzeni 1.3.2 dostaneme snadno tvrzeni
o spojitosti komplexnich funkci vzhledem k mnoziné. Funkce je spojitd v hro-
madném bod€ zy mnoZiny M vzhledem k M, jestlize
li = .
zez;fgelw f(Z) f(ZO)
Pokud bude pfitom f(z9) = oo, budeme mluvit vzdy explicitné o spojitosti
v rozsifeném smyslu. Poznamenejme jesté, Zze pokud je bod zp izolovanym

bodem M, bude f spojita v bodé zj, jakmile bude v tomto bodé definovani;
s touto situaci se vsak déle prakticky nesetkame.
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Pro vypocty limit jsou nékdy uzitetné vzajemné vztahy mezi limitami, ve
kterych vystupuje bod oo, a jinymi limitami. Snadno 1ze nahlédnout, ze plati:

lim f(z) = A, pravékdyz lir%f(l/z):A,

lim f(z) =00, pravékdyz lim (1/f(z))=0,
E—%Z0 z—20
lim f(z) =oc, pravé kdyz lim (F(1/2))" = 0;

pfipomindme, ze funkce z — 1/z zobrazi P(0,r) na P(co,r) =C\ U(0,1/r).

Rada vysledkt o komplexnich funkcich vyplyva z poznatkd o reilnych funk-
cich rozkladem komplexni funkce na slozky. Analogicky jako v (1.2) dostaneme
obdobné odhady pro komplexni funkce, tj. jestlize je f = f1 + ifa, kde fi1, f2 jsou
realné funkce, plati opét *)

A <IAl<If], fa<ifl <Ifl ataké |fl<[fil+]fo].  (1.6)

Je uziteéné uvédomit si téz vztahy fi1 = (f + f)/2, f2 = (f — f)/2i. Jelikoz
predpokladame, Ze je ¢tendf obeznamen s teorii redlnych funkci redlné promeén-
né, lze snadno ziskat zakladni znalosti o komplexnich funkcich redlné promeénné
rozkladem na slozky. Analogicky pracujeme s (vlastni) derivaci, takze tyto pojmy
lze pro komplexni funkce rediné proménné (podobné jako u zobrazeni intervali
do R™) povazovat za zndmé. Je-li napf. f = f1 + i f2 funkce definovana na inter-
valu [a,b], pak f € CM([a,b]) znamena, ze slozky fi, f» maji spojité derivace
na uzavieném intervalu [a,b]; v krajnich bodech a, b pracujeme s jednostrannymi
derivacemi. Snadno se dokazi vzorce pro derivovani komplexnich funkci realné
promeénné:

(f+9)'=f+g, (f9)=rfg+fd,
e 1.7

(o) =210 (o) = (1 o0)s' w7
u podilu pfedpokladame navic, Ze g je vSude v uvazovaném oboru nenulova. Cte-
nar by si mél tyto ,pfenosy poznatki“ samostatné promyslet. S komplexnimi
funkcemi redlné proménné se budeme setkavat v souvislosti s kiivkami v C a s kiiv-
kovym integralem. Opét predpokladame, Ze ¢tenaf jeho zékladni vlastnosti zna,
proto je nize pouze pripomeneme. Nékteré méné bézné vlastnosti jsou vsak v dal-
$im textu vyloZeny.

Piiklady 1.3.3. 1.V (1.1) jsme zavedli mocniny. Polynomy v C jsou linearni
kombinace mocnin z*, k € Ny, s koeficienty z C, tj. funkce tvaru

P(2) = ap2" 4+ apn 12" '+ a1z +ag, zeC.

4) V dalsim, tak jako u tmluvy o komplexnich é&islech, zapis f = fi + ife automaticky
znamena, ze f1 = Re f a fo =Im f, tj. f1 je redlna a fo imaginarni slozka f.
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Pfipomindme, Ze pii a, # 0 je P polynom n-tého stupné. Pokud jsou vSechny
koeficienty a,,a,—1,...,a9 polynomu P rovny 0, je P = 0 a P nemd stupen,
zatimco kazda nenulovd konstantni funkce je polynomem stupné 0. Jestlize pro
polynom P a éisla zp € C, p € N, plati identita P(z) = (z — 29)?P1(2), kde
Py je polynom, pro ktery Pi(z9) # 0, budeme zy nazyvat p-nésobny koFen
polynomu P.

Jednim z nasich cili bude mj. dokdzat zédkladni vétu algebry; viz Vétu 5.7.8
v Kapitole 5. Ta tika, ze kazdy polynom stupné alespon jedna mé alespon jeden
kofen; jejim dusledkem je pak fakt, ze polynom n-tého stupné ma pro n > 1
pravé n korenu, je-li kazdy z nich pocitan tolikrat, kolik ¢ini jeho néasobnost.
Poznamenejme, Ze polynomy jsou spojité funkce.

2. Je-li R(z) = P(z)/Q(z) podilem dvou polynomt, pficemz @ # 0, nazyvame
funkci R racionalni funkce. Jejim definiénim oborem je C\ {w; Q(w) =0} a R
je na ném spojita. Specidlné 2= = 1/2* k € N jsou funkce definované v C \ {0}.
Zatim nebudeme definovat dalsi funkce a pfipomeneme nékolik zékladnich pojmit
a vlastnosti funkci. Jejich definice jsou analogii definic znamych z teorie redlnych
funkci.

Poznamka 1.3.4. Snadno nahlédneme, Ze je-li P polynom, pak lim, ., P(z)
vzdy existuje: je-li P konstantni, 1ze P hodnotou této konstanty spojité rozsitit
na S. Je-li P polynom stupné alespoini prvniho, P(z) = apz™ + -+ + an, ag # 0, je

lim P(z) = lim z"(ag+a1/z+ - -+ a,/2") = 0

Zz2—00 Zz2—00
a P lze rozsifit spojité (v rozsifeném smyslu) na S tim, Ze polozime P(o0) = oo.
Nékdy je vhodné pohliZet na polynomy jako na funkce spojité na S ).

Obdobna je situace s racionalnimi funkcemi. Analogicky lze tedy opét kazdou
racionalni funkci R rozsifit jednoznacné na spojité zobrazeni S do S. Za urcitych
okolnosti je to velmi vyhodné (srovnejte napi. s Kapitolou 10). Pokud oznacime
napt. m_j(z) = z7F, k € N, je specialné m_;(0) = oo am_x(00) = 0. Jak jiz viak
bylo feceno, pokud timluvu o spojitosti v rozsifeném smyslu pouzijeme, vyslovné
na to upozornime.

vénovat v Kapitole 4. Poznamenejme, zZe i zavedeni mocnin s obecnéjSim exponentem
(a to i pro exponenty tvaru 1/n, n € N) neni v C tak jednoduché jako v R. Protoze
tato poznamka maé jen informativni charakter, pouzijeme nedokadzané tvrzeni, znamé
ze stfedni Skoly pod jménem Moivrova formule; srv. (4.48). Snadno nahlédneme, Zze
jednoduché rovnice s neznamou z

2" =w (1.8)
ma pro w = 0 a pro libovolné n € N jediné feSeni z = 0; to plyne z toho, ze pfi
z # 0 je |27 = |z|™ > 0. V obecnéjsim ptipadé vyjadiime z i w v goniometrickém

5) Pozor, S je kompaktni, ale ze spojitosti funkce f v roz§ifeném smyslu na S neplyne jeji
omezenost na S.
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tvaru z = r(cost + isint), w = p(cosf + isinf) a z rovnosti z" = r"(cosnt + isinnt)
porovnanim absolutnich hodnot dostaneme r™ = p a téz nt = 0+2km, k € Z, nebot druh4
rovnost nt = 6 plati modulo 2. Tak dosp&jeme k vyjadieni vSech FeSeni rovnice (1.8)

2 = /0 (cos((6 + 2km) /n) + isin((0 + 2kr) /n)

s k =0,1,...,n — 1. Pak kazdé z téchto n cisel lze povazovat za ,n-tou odmocni-
nu z w*. Resime-li paralelné s touto tlohou rovnici 2" = 1, pak jeji ,zakladni® Fese-
ni z = cos(2w/n) + isin(27/n) ma vyznamné postaveni, nebot postupnym nasobenim
¢isla /p(cos(6/n) 4 isin(f/n)) timto specialnim cislem dostaneme vSechna Feseni rov-
nice (1.8). Podrobnéjsi vysetfeni této problematiky provedeme v Kapitole 4. Viz téz
napt. [28].

Poznamka 1.3.6. Jak jiz bylo fefeno, nékteré poznatky o komplexnich funkcich lze
ziskat pomoci rozkladu na redlnou a imaginarni ¢ast. Je vSak vhodné si uvédomit, ze
v piipadé limit funkci pro f = fi+if2 z lim.—.. f(2) = oo neplyne jako v ,koneéném pii-
padé“ mechanickym rozkladem na redlnou a imaginarni ¢ast lim. .., f1(z) = oo a zéroven
lim, . f2(z) = 0. Pfi zachazeni s 0o je nutno byt vzdy opatrny. Ac¢koli napi. lim,—.o1/x
neexistuje, pokud ji chapeme jako limitu funkce redlné promeénné, protoze jednostranné
limity jsou rizné, je lim._.o1/z = 1/0 = oo, pokud pracujeme v S.

1.4 Derivovani

Podstatné odlisnd je situace s derivovdnim, na tomto misté vSak pfipomeneme
pouze definici a jeji disledky; definice je jednoduché a po formalni strance stejna
jako v R. Odlisnosti, se kterymi se déale setkdme, nelezi v oblasti kalkulu, ale
v ,teoretickych“ dusledcich definice; budeme se jimi podrobnéji zabyvat v nasle-
dujici Kapitole 2.
Pro funkci f definovanou v néjakém okoli U(zp) bodu zy € C definujeme
derivaci f’(z¢) funkce f v bodé 2y jednim z (ekvivalentnich) vztaht
f/(ZO) -— lim f(Z) B f(ZO) 7 nebo f/(ZO) -— lim .f(ZO + h) B f(ZO)

z—zo z— 2 h—0 h

)

je-li limita vpravo koneénd. Diky formélné stejné definici jako v R plati (a obdobné
se 1 dokdzi) tvrzeni o derivovani souctu, rozdilu, soucinu, podilu a slozené funkce,
a podobné plati i vzorce (1.7), tentokrat vSak pro funkce komplexni proménné.
Ditikaz tvrzeni o derivovani sloZené funkce provedeme detailné v Kapitole 2. Vyssi
derivace f”, resp. f®, ) .. definujeme tak jako v R rekurentné, tj. pomoci
vztahu f»+1) = (f(M) n e N. Pokud existuje f’(zo), fikdme, Ze funkce f je
diferencovatelna v bodé z;.

Tvrzeni néasledujiciho lemmatu je vcelku zfejmé, ale presto je velmi uzitecné.
Bylo by mozné vystacit s mensim poc¢tem v ném uvedenych ekvivalentnich podmi-
nek, avSak uziti vhodné vybrané podminky umoznuje ¢asto snazsi a prihledné;jsi
dtkaz nékterych tvrzeni. S podminkou uvedenou v (3) se ¢tenaf mohl jiz setkat
prfi vySetfovani funkei vice proménnych.
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Lemma 1.4.1. Necht funkce f je definovdina v jistém okoli U(zy) bodu zo € C.
Potom jsou ekvivalentni tyto tri vyroky:

(1) Existuje derivace
f'(z0) = lim M : (1.9)

zZ—20 Z— 20
(2) ezistuje A € C, pro néZ je

%ii% f(z0 +h) _hf(ZO) —Ah 0, (1.10)

tj. pro kazdé e > 0 existuje okoli U(0) C C tak, Ze pro vsechna h € U(0) je

[f(z0 + h) — f(z0) — Ah| < [h] ; (1.11)

(3) (Carathéodoryho podminka) existuje funkce ¥ definovand v néjakém okoli
U(z0), spojitd v bodé zy takovd, Ze pro viechna z € U(zg) je

f(2) = f(20) = 9(2)(z = 20) - (1.12)

Je-li splnéna kterdkoli z wvedengych podminek, plati rovnosti f'(z9) = A = 9(zp).

Diikaz. Plati-li (1.9), plati téz (1.10) a naopak: staéi polozit h := z—zp, A = f/(z0)
a provést jednoduchou tpravu. Podminka (1.11) je jen ekvivalentnim pfepisem
(1.10) podle definice limity. Porovnanim s (1.9) vidime, Ze spojitost ¢ z (1.12)
v bodé& zp dava (1.9) a ¥(29) = f’(20). Jednoduchou tpravou z (1.9) plyne, ze

f) = 1(z0)

Z— 20

f(z) = f(20) = (2 —20),
takze za ¥(z) lze volit podil (f(z) — f(20))/(z — 20) pro z # zp spojité rozsifeny
do bodu zp hodnotou ¥#(zp) = f'(20). Tim je ditkaz ekvivalence dokondcen. O

Poznamka 1.4.2 (duleZitd). Podminka s nerovnosti (1.11) z Lemmatu 1.4.1 se
¢asto zapisuje ve tvaru©)

f(z0+h) = f(z) = f'(20)h + o(h) .

Tento zapis je vyjadfenim faktu, Ze pro funkci g(h) := f(z0+h) — f(20) — f'(z0)h
plati g(h)/h — 0 pro h — 0. Zapis pomoci (1.11) vyzaduje uziti absolutnich
hodnot. Konkrétni tvar funkce g v mnoha pfipadech nepotfebujeme; v ,realné®
analyze se toto vyjadieni casto uziva pri praci s Taylorovymi polynomy, pt¥i poci-
tani limit apod.

6) Pfipominadme étenafi symboly O(-) a o(-) z Definice 7.4.22 v [Z].
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Déle se budeme postupné seznamovat s teorii, ve které hraje diferencovatelnost
funkeci centralni roli. Zavedeme specialni terminologii.

Definice 1.4.3. Necht G C C je oteviend mnozina. Rikdme, Ze funkce f je
holomorfni v G, jestlize existuje f’(z) pro vSechna z € G.

Priklad 1.4.4. Existence derivace mocniny mn,(z) := z — 2™, n € Ny, véude v C
vyplyva jednoduse z Lemmatu 1.4.1, a to takto: Je-li n = 0, je tvrzeni trividlni. Pro
n > 1 a pro libovolné zvolené zp € C je

2" — 25 = 9(2)(z — 20),

kde 9(z) = 2"t 4 202" 2 -+ zgfl, a to pro vSechna z € C. Ze spojitosti polynomi
a z Carathéodoryho podminky (3) z Lemmatu 1.4.1 vyplyvé, ze funkce m,, je diferen-
covatelnd v bodé zg a je tedy holomorfni v C; protoze plati rovnost ¥(z0) = nzy ™", je
mh(2) = (2") =nz""', neN.

Snadno téz nahlédneme, ze odtud vyplyva pomoci vét o derivovani souctu a soucinu,
Ze polynomy jsou funkce holomorfni v C. Podobné racionalni funkce R(z) = P(2)/Q(z),
kde P, @ jsou polynomy, @ # 0, je holomorfni v C \ K, kde K je (kone¢na) mnozina
nulovych bodu Q.

U holomorfnich funkci uziviame pro izolované nulové body v C analogickou
terminologii jako u polynomii: je-li w € C a existuje-li okoli U(w) tak, ze f(z) =0
v U(w) pravé tehdy, kdyz je z = w, fikdme, Ze w je izolovany nulovy bod
funkce f. Je-lip € Na f(z) = (z — w)Pg(z), g je holomorfni v néjakém okoli U (w)
a g(w) # 0, je ¢islo p ndsobnost nulového bodu w funkce f. U holomorfnich
funkci budeme uzivat termin nulovy bod, u polynomi budeme déavat prednost
tradi¢nimu terminu koren.

1.5 Krivky v C

vvvvvv

kapitole pripomeneme terminologii a nékolik jednoduchych pojmi a zavedeme
nékteré amluvy. Intuitivné je patrné ¢tenafi nejblizsi pohliZzet na kiivku v C jako
na podmnozinu C. Tak naptiklad pro zg € C a r € R, se mnozina

K(zp,7) :={2€C; |z — 20| =71}

nazyva obvykle kruznice o stiedu zg a poloméru r. Pro z = x + iy plati vSak
rovnéz

K(zo,7) ={[z,y] € C; x = xg +rcost,y =yo +rsint, t € [0,27]}.

Tento popis v sobé zahrnuje i jisté ,pofadi“ bodi, které je uréeno zobrazenim
o(t) = r(cost+isint), t € [0,27]; toto zobrazeni je tzv. parametrizace mnozi-
ny K(zo,7). I kdyZ budeme studovat vlastnosti do jisté miry nezéavislé na parame-
trizaci, je pro nads mnohem vyhodnéjsi pracovat pfimo se spojitymi zobrazenimsi
intervald nezli s jejich obory hodnot. Proto zavedeme nasledujici terminologii.
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Spojité zobrazeni ¢ kompaktniho intervalu [a,b] C R do C budeme nazyvat 7)
kfivka. Bod ¢(a) se nazyva pocateéni bod kiivky ¢ ; budeme ho znacit pb(p).
Bod ¢(b) se nazyva koncovy bod kiivky ¢ a budeme ho znacit kb(¢). Oba body
p(a), p(b) jsou krajni body kiivky ¢. Je-li p(a) = ¢(b), fikame, Ze  je uzaviena
k¥ivka. Obor hodnot ¢ zna¢ime (), tj. klademe () := ¢([a,b]), a nazgvdme ho
geometricky obraz kiivky . Uzavieny interval je souvisld kompaktni mnozina
a ¢ je spojitd funkce. Proto z tvrzeni o spojitém obrazu kompaktu vyplyva, ze
(¢) je souvisld kompaktni mnozina; viz [Z], Véty 13.3.17 a 13.4.5. Mnozina ()
miZe byt jednobodové, pokud je ¢ konstantni, ale t¥eba i ¢tverec [0,1] x [0,1]
v pripadé, ze ¢ je tzv. Peanova krivka.

Je-li kiivka ¢ prostd, nazyvame (p) oblouk. Pokud je ¢ uzaviena kiivka
a restrikce ¢|[a, b) je prosté zobrazeni, budeme ¢ nazyvat Jordanova kfivka a
jeji geometricky obraz topologicka kruznice. Velmi ¢asto, zejména v mluveném
projevu, byvd rozlisovdni mezi funkei ¢ : [a,b] — C a mnoZinou (p) C C ponékud
nedusledne.

Poznamka 1.5.1. Ve vSech popsanych piipadech je () souvisld kompaktni mnozina.
Obecnéji, kazdy souvisly kompakt K nazyvame kontinuum, a pokud obsahuje alespon
dva rtizné body, vlastni kontinuum. Zjistit, zda lze takové kontinuum K C R?  pa-
rametrizovat®, neni trivialni. Tzv. Hahn-Mazurkiewicz-Sierpiriského véta fika, ze K je
geometricky obraz néjaké kiivky, pravé kdyz je K kompaktni, souvisla a lokalné souvisld,
coz ilustruje dulezitost pojmu lokalni souvislosti.

Priklad 1.5.2. Jsou-li z, w komplexni ¢isla, pak kiivku ¢ definovanou vztahem
<P(t):Z+(U’—Z)t7 tE[O,].],

nazyvame orientovana tsecfka [ z;w |, podrobnéji orientovana tsecka s pocatec-
nim bodem 2 a koncovym bodem w #). Opa¢né orientovanou tiseékou k tised-
ce [z;w] je tsefka [w; z]. Struénéji mluvime o tisedce [ z; w] misto o orientované
usecee [z;w].

Pfipomindme ¢tenari, Ze se patrné jiz na stiedni skole setkal se vzorcem (v tom-
to okamziku ho chapeme jen jako zkrdaceni zdpisu po slozkach, pozdéji vsak uka-
Zeme, Ze vzorec plati i pro vSechna t € C)

e :=cost +isint, teR,

a ze plati

(cost +isint) = —sint + icost = i(cost + isint) = ie™.

7) Nékdy se téz uziva podrobnéjsi oznaleni kiivka v Jordanové smyslu; my toto oznadeni
uzivat nebudeme.

8) Ctenéafe upozoriiujeme, Ze pii oznaceni dvojic, uzavienych interval v R apod. uziva-
me jako oddélovaci znaménko ¢arku, u tsecek a polygonalnich kiivek, které zavedeme pozdéji,
budeme uzivat stfednik.
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Nyni vzorec vyuzijeme: Je-li 25 € C a r € R, pak kiivka definovana rovnosti
o(t) =z0+re”,  tel0,2n],

se nazyva kladné orientovana kruznice se stiedem zp a polomérem r. V uva-
héach, kde neni nebezpeci z nedorozumeéni, se ¢asto mluvi struéné o kruznici ¢i
UseCce a oznacuji se tak jak krivky, tak i jejich geometrické obrazy.

Jelikoz se s geometrickymi obrazy kruznice a tisecky velmi ¢asto pracuje, do-
mluvime se na tom, Ze pokud neni feceno néco jiného, jsou parametrizovany pres-
né tak, jako v predchéazejicim Ptikladu 1.5.2. Tyto parametrizace budeme nékdy
nazyvat standardni.

Kfivka definovana velmi obecné, pouze jako spojité zobrazeni uzavieného in-
tervalu do C, by vyzadovala specidlni definici kfivkového integralu. Vyhneme se
ji a budeme se zabyvat pfevazné specidlnimi krivkami, které jsou spojité diferen-
covatelné, nebo po ¢astech spojité diferencovatelné, nebot to v mnoha pripadech
postaci. Nebudeme se vSak vazat na geometricky vyznam, tj. existenci tecen ¢i
polotecen, a témito otdzkami se hloubé&ji nebudeme zabyvat.

Derivaci ¢ v intervalu [ a, b] rozumime funkci, rovnou ¢'(t) prot € (a,b), ¢, (a)
v bodé a, ¢’ (b) v bodé b. Je-1i takto definované derivace spojita v [a, b], Fikdme,
ze kiivka ¢ : [a,b] — C je regularni. Kfivku ¢ budeme nazyvat po €astech
regularni, existuje-li déleni D = {a =ty < t; < --- < t, = b} intervalu [a, b] tak,
ze kazda z restrikei o|[tr—1,tk], 1 < k < n, je regularni. Odtud plyne Ze derivace
¢ (t) neexistuje v (a,b) nejvyse v bodech tohoto déleni D; tam vSak existuji
prislusné jednostranné derivace (specidlné pracujeme vzdy s kiivkami konecné
délky; viz déle). Nyni uzavieme tuto dodateénou amluvu:

Umluva 1.5.3 (dilezita). Pokud nebude feceno néco jiného, znamend v dalsim
vykladu ktivka vzdy po édstech reqularni krivka. Proto tam, kde budeme pracovat

vevs

s obecnéjSim pojetim kiivky, vyslovné na to upozornime.

1.6 Krivkovy integral

P1i zavadéni integralu redlnych funkci redlné proménné se obvykle dokazuje, ze Newto-
nuv integral je jakozto funkcionél na prostoru C([a,b]) vSech spojitych funkei na [a,b]
nezaporny, spojity a linearni?). Déle se dokazuje ,aditivita viiéi integraénimu oboru®,
odvozuji se pravidla pro vypocet (metoda per partes a substituéni metoda) a zkouma
se vztah k integralu Riemannovu. Nékteré z téchto vlastnosti se snadno prenesou i na
pfipad kiivkového integralu v C '0).

Pripomeneme jesté tvrzeni, kterd nam umozinovala integraly pocitat:

9) Funkcionaly jsou funkce, které jsou definovany napf. na normovanych linedrnich prosto-
rech, systémech funkci apod. Nezapornost zde znamena, ze nezdpornym funkcim jsou prifazo-
vana nezdpornd c¢isla.

10) Monotonii napf. rozumné prenést nemtizeme, nebot na C nemame usporadani.
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Lemma 1.6.1. Necht f,g jsou spojité diferencovatelné rediné ¢ komplexni funkce na
intervalu I. Potom pro a < 3, a, B € I plati

B8 B
/ ﬂwyth:fwmwy—ﬂamw»—/ F(Hg(t)dt .

Necht J je interval a h : I — J je funkce spojité diferencovatelnd na I C R. Potom pro
kazdou spojitou funkci f na J a o < B, a,, 8 C I plati

B , h(B)
[ sy oa = [ .
Ja h(ax)
Dikaz. Stadi zvazit, ze je-li H' = f'g, je (fg — H)' = fg'. Podobné, je-li ve druhém
piipadé F' = f, pak (Foh) = (F'oh)h' = (f o h)h/, z ehoZ lehce plyne tvrzeni. O

Definice 1.6.2. Je-li f: [a,b] — C spojitd, definujeme (Newtontv) integral

b b b
/ F(t)dt = / Re f(t)dt + z/ Tm f(t)dt . (1.13)
a a a
Stejnou rovnosti definujeme samoziejmé integral i v pfipadé, ze f je spojitd na
(a,b) a lze ji spojité rozsifit na [a,b]. V obecn&jsim ptipads, kdy existuje déleni
D={a=1t <t < -+ <t, =>b} intervalu [a,b] tak, ze kazdou z restrikci
Fl(tk=1,tx) lze spojité rozsifit na [tx_1,tk ], k =1,...,n, klademe

b n tr
/ f(t)dt ::Z/ f(t)dt . (1.14)
a k=171

Také v tomto pfipadé, a to i kdyZ neni f definovana v bodech déleni D, fikame,
7e [ je po Castech spojita v intervalu [a,b].

Poznamka 1.6.3. Posledni vzorecek (1.14) je zbyteény, pokud ¢tendf disponuje obec-
néjsi definici Newtonova integralu z omezené funkce f spojité v [a,b]\ K, kde K je
kone¢na mnozina. Na hodnotéach f v bodech mnoziny K pak hodnota integralu nezavisi.
Ctenaf by si mél uvédomit, ze minimalnim prostiedkem, s nim# vystacime, je integral
ze spojité funkce na uzavieném intervalu: ten jsme pouze nepodstatné zobecnili.

Definice 1.6.4. Necht ¢ : [a,b] — C, ¢ = ¢1 + ip2 je kiivka a f je spojitd
(komplexni) funkce na (p). Integral z funkce f podél k¥ivky ¢ definujeme
rovnosti

b
/ f(2)dz = / o) & ()t

Posledni integral lze upravit na tvar

b

b
/((Refw)w'l—(lmfoso)so’z)ﬂ/ ((Im f o) @) + (Re fo @) @h) ;

a



1.6. KRIVKOVY INTEGRAL 31

pro Ctenare, ktery se zatim setkal pouze s integralem realnych funkci realné pro-
meénné, slouzi toto vyjadieni jako podrobnéjsi vysvétleni; vSechny integraly samo-
ziejmé chapeme jako integraly Newtonovy.

Pfi integraci komplexnich funkci je uziteéné mit k dispozici nerovnost mezi
absolutni hodnotou integralu a integralem z absolutni hodnoty integrandu. Do-
kazme, Ze pro kazdou po ¢astech spojitou komplexni funkci f na intervalu [a,b]
plati nerovnost

‘/abf(t)dt‘ < /ab|f(t)|dt . (1.15)

Ozna¢me w integral na levé strané nerovnosti (1.15). Je-li w = 0, nerovnost plati.
V nasledujicim odhadu vyuzivame toho, Ze integral z realné casti funkce je roven
realné Casti integralu. Pokud w # 0, pak

b b b b
@] = / T (t)dt = / Re(@ () dt < / @l £ () dt =[] / @)t

a staéi obdrZenou nerovnost délit hodnotou |w|. Specialng, pro kiivkovy integral
z f =1 dostaneme:

| / dz | < / it = / (A0 + (A0 = L) (110

posledni integral v (1.16) je délka ki¥ivky ¢, kterou znacime L(y); viz [Z],
Definici 10.4.5 a Priklad 10.4.7.

Spojité funkce na (p) tvoii komplexni normovany linearni prostor C' := C({p)),
definujeme-li standardné

[flle = max{|f(2)]; z € {¢)} = max{|f(p(*))]; t € [a,b]} ;

je-li z kontextu ziejmé, ve kterém prostoru pracujeme, index u oznaceni normy
vynechavame.

Disledek 1.6.5. Pro kfivku ¢ : [a,b] — C a f € C((p)) plati nerovnost ')

‘ [af(z)dz

Dikaz. Staci uvazit, ze z (1.15) plyne, ze

‘Lf(z)dz

coz dava (1.17). O

< I L(p) - (1.17)

b b
—| [ stetne @ <1171 [ 1 @lde =151 L), (119

1) Budeme-li se na nasledujici odhad odvolavat, budeme uzivat oznageni ,zakladni odhad“.
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Jsou-li f,g € C({p)), c € C, pak zfejmé plati

L(f+g)—[af+[09, /@cf—c/j

a kiivkovy integrél z Definice 1.6.4 je (komplexnim) linedrnim funkciondlem na
prostoru C({(¢)).

Casto je uziteéné umét nahradit kiivku ¢ jinou kfivkou v s timtéz geometric-
kym obrazem tak, aby napf. pro kazdou funkci f spojitou na (¢) = (¢) platila

rovnost f(pf = fw f.

Definice 1.6.6. Necht ¢ je kiivka definovani na [a,b] a nechf w je rostouci
funkce se spojitou derivaci na [a1,b;]'?), zobrazujici [a1,b1] na [a,b]. Potom
fikame, ze kiivka 1 := ¢ o w vznikla z ¢ zménou parametru.

Tvrzeni 1.6.7. Necht ¢ : [a,b] — C je kfivka a nechi w je rostouct funkce
se spojitou derivact na [a1,by ], zobrazujici interval [a1,b1] na [a,b]. Definujme
Yi=gpow. Je-li f € C({p)), plati

/wf(z)dz :Lf(z)dz. (1.19)

Dikaz. Staci uvazit, ze ¢ je dle véty o derivovani slozené funkce (po éastech
reguldrni) ki¥ivka: nasledujici rovnosti

b1 b1 b
fR@)' @®)dt = | fle(w(t))¢ (wt)w'(t)dt =/ fle) ¢ (u)du

ai ai

davaji (1.19) pfepisem podle definice kiivkového integralu. O

Poznamka 1.6.8 (dulezitd). Je-lip: [a1,b; ] — C regularni kiivka, lze zménou
parametru prejit k regularni k¥ivee ¢ : [ag, b2 ] — C tak, ze plati (1.19). Stadi volit
napi. linedrni funkci w tvaru

(bl — al)t + (a1b2 - CLle)

w(t) = —

s tE[az,bz].

Uvedme nékolik specidlnich p¥ipadi: Jestlize volime w(u) = a3 + u(by — a1),
u € [0,1], je » = pow definovana na [0,1]. Opaény piechod mezi intervaly [0,1]
a [ai, by | umoziiuje volba w(u) = (v —a1)/(by — a1), u € [a1,b1].

Pro zménu parametru je uziteénd i volba funkce w : [a1,b1] — [a,b], pro kte-
rou w'(a1+) = w'(bi—) = 0. Potom pro kiivku v je ¢/ (a1) = ¢’ (b1) = 0.
Napf. pro [a1,b1] = [a,b] = [—1,1] stadi volit w(u) = sin(mu/2). Postupnym
skladdnim jiz popsanych zobrazeni lze pro libovolné intervaly [a1,b;], [a2,b2]
a regularni kiivku ¢: [a1,b1] — C pfejit zménou parametru k takové kiivce
¥ [ag,by] — C, pro kterou ¥/ (az) = ¢’ (b2) = 0.

12)

V krajnich bodech a1, b1 uvazujeme jednostranné derivace.
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Piiklad 1.6.9. Pro orientovanou tsecku [z, w] s poéateénim bodem z a konco-
vym bodem w je jeji délka rovna |w — z| a plati rovnost

~/<Pf(2)d2 = (w—z)/olf(z—i—(w—z)t)dt.

Priklad 1.6.10. Je-li ¢ kladné orientovand kruznice se stfedem zy a polomé-
rem r, pak jako v Piikladu 1.5.2 polozime p(t) = 2o+ r(cost + isint) = zg + re®,
t € 10,27], a dostaneme

27

/ f(z)dz =ir f(zo +ret)etdt . (1.20)
%] 0

Spocteme-li délku kiivky ¢, je ve shodé s nasi zkuSenosti rovna 27r; viz [Z],
Piiklad 11.4.11. V p¥ipadé, ze f(z) = 1/(z — 20), je integral v (1.20) roven

d 27 it
/ SE ir/ ©_dt = 2mi; (1.21)
02— %0 o Tre’

na tomto misté by si ¢tendf mél povsimnout, Ze tento integral z ,krasné“ funkce,
na (p) spojité a dokonce v C\ {29} holomorfni, neni pro uzavienou kiivku ¢
roven 0.

Definice 1.6.11. Splyva-li koncovy bod kb(p1) kiivky ¢1 : [a1,b1] — C s poda-
tefnim bodem pb(ps) kiivky ¢s : [ag,b2] — C, potom definujeme

P1(t) == p1(t), tefa,b],
l/Jg(t) = (pg(t—bl +a2), te [bl,bl + bo —ag]

a polozime

U)(t) = 1/)1(t), te [al,bl],
’lﬁ(t) = 2/12(t), t e [bl,bl + bo —az].

V tomto ptfipadé budeme pséit ) = 1 + 2 a 1 budeme nazjvat orientovany
soucet krivek ¢; a ps.

Tento pojem lze zfejmym zptsobem rozsifit na libovolny konecény pocet kii-
vek ¢p @ [ak, b ] — C, k = 1,...,n, pokud pro k = 1,...,(n — 1) plati rovnosti
kb(pk) = pb(k+1). Piseme pak ¢ = 1 + - + ¢n.

Lemma 1.6.12. Je-li f € C(())) a ¢ = @1 + @2, potom plati

/wf(z)dz = | f(z)dz+ [ f(2)dz. (1.22)

P2
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Diikaz. Staci si uvédomit, ze pfi oznaceni z Definice 1.6.11 plati pro k¥ivky ¢y,
Ui, k=1,2, 9% = p1 + p2 a kazdou f € C(v)) s ohledem na Tvrzeni 1.6.7

/ fydz = [ (@ + [ feyde = [ fe)de + / f(2)dz ;
P Py o ©2

Y1

tim je diikaz dokoncen. O

Indukci dostaneme z Lemmatu 1.6.12 tvrzeni pro libovolny konecény pocet
kiivek pr, k=1,...,n:

Duisledek 1.6.13. Je-li f € C((¥))) a v = @1 + -+ + @n, potom plati

/wf(Z)dZ = Z f(z)dz . (1.23)

k=1"Y ¥k

Poznamky 1.6.14. 1. Vyuzijeme-li oznaceni z Definice 1.6.11, pak je kiivka
¢ : [a,b] — C (podrobnéji: po ¢astech reguldrni k¥ivka) orientovanym souétem
kone¢né mnoha regularnich krivek ¢, k = 1,...,n, které vzniknou restrikci ¢ na
intervaly [xp_1,2r] déleni D = {a = ¢y < -+ < z,, = b} intervalu [a,b], na
nichz ma ¢ spojitou derivaci.

2. V mnoha piipadech, které budeme dale vySetfovat, budeme pracovat s pojmy
nezavislymi na zméné parametru k¥ivky. Zavadéni ekvivalence kf¥ivek vici zmé-
nam parametru by vSak bylo pro nase potfeby netcelné, ac této ekvivalence ¢asto
vyuzivame.

3. Neni ptili§ podstatné, ze jsme kiivky ,spojili“, stejné miZzeme zachéazet se
souborem koneéné mnoha (uzavienych) kiivek, které na sebe ,nenavazuji“; pro
tento ptipad vSak zavedeme dalsi oznaceni. Viz pojem cyklu v Kapitole 11 v [K].

Poznamka 1.6.15 (dulezita). V Poznamce 1.6.8 jsme popsali, jak sestrojit pro
libovolné intervaly [ai1,b1], [a2,b2] a regularni k¥ivku ¢: [a1,b1] — C zménou
parametru kiivku ¢: [ag, b2 ] — C, pro kterou ¢, (a2) = ¥’ (b2) = 0.

Necht ¢ je kfivka na [a,b] a necht D = {a = z9 < -+ < 2, = b} je takové
déleni intervalu [a, b], Ze pro ¢y = ¢|(zr—1, 2k) lze ¢}, spojité rozsitit na interval
[Tk—1,2] pro v8echna k = 1,...,n. Jestlize nyni zménou parametru pomoci
Wi [Tr—1,2Tk] — [Xk—1, x| pFejdeme od kiivek @ : [xp_1,zr] — C ke kiivkam
i [2p—1, 2| — C takovym, Ze (V)" (xr—1) = (Yr)"(zx) = 0, pak pro kiivku
¥ =y + - + 1, existuje spojita derivace ¥’ na [a,b]. Je-li w: [a,b] — [a,b]
takovd, ze w|[zr—1,7r] = wg, pak zménou parametru pomoci w lze piejit od
kiivky ¢ k reguldrni kiivce ¢. V pfipadé potfeby to budeme vyuzivat.

Kiivku ¢, kterd z ¢ : [a,b] — C vznikne sloZenim s w(t) = —t, kde ¢t € [—b, —a],
tj. ¥ = ¢ ow, budeme znacit ~ ¢ a budeme ji nazyvat opac¢nou krivkou nebo
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podrobnéji opa¢né orientovanou krivkou ke kiivce ¢. Potom snadno obdrzime

[ sz = [ s = [ o) et i =
b
— [ stetone e =~ [ f)a.

Zavedeme zkracené oznadeni a pro ¢ = @1 + (= p2) piSeme pouze ¢ = @1 = @s.
Analogicky postupujeme i pfi vét$im poctu séitanci.

Je-li ¢ uzaviena kfivka, jsou body jejiho geometrického obrazu v jistém smyslu
rovnocenné: at ji ,,probéhneme® od kteréhokoliv bodu jakozto pocéatku, kiivkovy
integral se nezméni v nésledujicim smyslu:

Lemma 1.6.16. Necht p = @1 + 2 je uzaviend kiivka a ¢ = o + 1. Pak je

/wf(z)dz _Lf(z)dz

pro kaZdou funkci f € C({p)).

Dikaz. Staci uvazit, ze

Lf(z)dz :Ll £(2)dz +/¢2 £(2)dz

pro kazdou funkci f € C({¢)). O

Lemma 1.6.17. Nechi [ je spojitd v oblasti G C C. Pak jsou ekvivalentni tyto
dvé podminky:

(1) Pro kazdé dvé kiivky o, v v G, pro které pb(p) = pb(v), kb(y) = kb(v)),
plati rovnost f(p f= fw f.

(2) Pro kazdou uzavienou kfivku w v G je [ f =0.

Diikaz. Zvolme libovolné body z,w € G a dvojici kfivek ¢, ¢ v G s pocatecnim

bodem w a koncovym bodem z. Potom w = ¢ ~ 9 je uzaviend kiivka v G; zbytek
je ziejmy. O

Umluva 1.6.18. Nastane-li jeden z piipadti, popsanych v pFedchizejicim Lem-
matu 1.6.17, fikame, ze (k¥ivkovy) integral z funkce f nezavisi na cesté v G.

Definice 1.6.19. Jsou-li dany body =z, ..., z, € C, pak kfivku

o= [z0;21] +[2z1522] + -+ [2n—1; 2n ]
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nazyvame lomena €éara nebo téz polygonalni kfivka. Budeme ji zapisovat
ve tvaru [zo;21;...;2n|. Abychom se vyhnuli oddélenému vySetfovani specidl-
nich pfipadd, je uzite¢né pripustit, ze pocatecni a koncovy bod nékteré z tsecek
splyvaji; pak je standardni parametrizace takové ,usecky“ konstantni zobrazeni
intervalu [0,1].

Poznamka 1.6.20. V partii o metrickych prostorech jsme v [Z ], Véta 13.4.16, dokazali,
ze je-li G C R™ oblast, 1ze kazdé dva body G spojit lomenou ¢arou lezici v G. Specialng,
porovname-li pouzitou terminologii, dostavame tvrzeni, ze kazdé dva body oblasti G C C
Ize spojit polygonalni kiivkou v G.

Se specialnimi polygonalnimi kiivkami, které ,ohranic¢uji“ trojuhelniky nebo
obdélniky, budeme déle casto pracovat. Budeme také potiebovat relativné hlu-
bokou vétu z topologie R2, kterou viak dokazovat nebudeme. Poznamenejme, Ze
existuji i elementéarni, ale zna¢né pracné dikazy této véty.

Véta 1.6.21 (Jordan 1887*). Necht ¢ je Jordanova kiivka. Potom S\ (@) md
pravé dveé komponenty, z nichZ prdve jedna je omezend. Hranici kaZdé z techto
oblasti je ().

Pripominame, ze v kontextu pfedchézejici véty je omezenou komponentou
S\ {p) ta, kterd neobsahuje bod co. Neomezena komponenta S \ (¢) obsahuje co.

Definice 1.6.22. V kontextu predchazejici véty nazyvadme omezenou kompo-
nentu mnoziny S\ (¢) vnitfkem a neomezenou komponentu mnoziny S\ (p)
vnéjskem kiivky ¢. Definice 5.4.9 je zobecnénim tohoto specidlniho pfipadu.
Pro vnitiek se uziva oznaceni Int ¢ a pro vnéjsek Ext ¢.

1.7 Konvergence posloupnosti a fad funkci

Pfipomeneme nékolik poznatki o konvergenci posloupnosti a fad funkci. Analo-
gicky jako u funkci redlné proménné zavadime i pro komplexni funkce komplexni
proménné stejnomérnou a také lokalné stejnomérnou konvergenci.

Definice 1.7.1. Necht {f,} je posloupnost (komplexnich) funkci definovanych
na (libovolné) mnozing A # ). Potom fikdme, Ze posloupnost {f,} konverguje
stejnomérné na A k funkci f, je-li splnéna podminka

(Ve > 0)3Fk e N)(Vx € A)(Vn € Nyn > k)(|fu(x) — f(z)] < €). (1.24)

Piseme pak f, = f na A. Zapis f, = na A znamend, Ze existuje takova f defino-
vana na A, ze f, = f na A.

Rikéame, Ze posloupnost funkci {f,} na oteviené mnoziné G C C konverguje
lokalné stejnomérné na G k funkci f, jestlize ke kazdému z € G existuje
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okoli U(z) C G tak, ze f, = f na U(z). PiSeme pak f, =1oc f na G. Podob-
né zapis f, =10c na G znamena, Ze existuje takova funkce f definovana na G,
7e fn =10c f na G13).

Je vhodné si uvédomit, ze pro funkce f,, a f omezené!?) na A je f, = f na
A, pravé kdyz oy, := sup{|fn(2) — f(2)|; 2 € A} — 0; a,, je ,supremova norma‘
I/ — f|l rozdilu funkei f,, a f. Nutnou a postacujici podminkou pro f,, = f na
A je Bolzano-Cauchyho podminka, tj. posloupnost funkci {f,} konverguje
stejnomérné na mnoziné A, pravé kdyz

(Ve > 0)(3k € N)(Vm,n > k)(Vz € A)(|fim(2) — ful2)] < ). (1.25)

Ctenéfi by mély byt tyto pojmy spolu s jejich vlastnostmi znamé v daleko vétsi
obecnosti, napf. v R™ nebo na metrickych prostorech. Tak napt. je kiivkovy
integral spojitym linearnim funkcionalem v nasledujicim smyslu:

Lemma 1.7.2. Jestlize f, € C({¢)), n € N, a funkce f, konverguji stejnomeérné

k f na(p), je
e[

Diikaz. Staci uvazit, ze pro n — oo plati

[ o= [ pl =15 1 0.

coz jiz dokazuje tvrzeni. O

Poznamka 1.7.3. Predchézejici tvrzeni umoziiuje zdménu poradi limity a inte-
grace podél kiivky . Analogické tvrzeni plati zfejmé i pro stejnomérné konver-
gentni fadu spojitych funkci. Srovnej se [Z ], Kapitola 14.

vvvvv

pracovat, je lokdlné stejnomerna konvergence. Budeme ji také nazyvat kompakt-
ni konvergenci '°), a to vzhledem k nésledujicimu diilezitému tvrzeni, které iika,
ze v podminkéch, v jakych budeme dale pracovat, tyto dva pojmy splyvaji. Spe-

cidlni ptipad je dokdzén nap¥. v Lemmatu 16.2.2 v [Z ], dtikaz vSak pfipomeneme.

Lemma 1.7.4. Posloupnost {f,} konverguje lokalné stejnomérné na oteviené
mnoziné G C C, prdvé kdyz pro kaZdou kompaktni mnozZinu K C G je

fn= na K. (1.26)

13)
"
)

V symbolu =, je ,loc* odvozeno z anglického ,locally“.
Ptipomindme definici: ¥ikdme, Ze funkce f je omezend, pokud je omezena funkce |f|.
Tento termin je bé&zny v anglickych ucebnicich (compact convergence).
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Diikaz. Necht plati (1.26) pro kazdou kompaktni K C G. Zvolme libovolné z € G
a pak (omezené) okoli U(z) tak, aby U(z) C G. Tento uzavér je kompaktni,
takze plati podle (1.26) f = na U(z), a tim spiSe f, = na U(z). Odtud vyply-
va, Ze ze stejnomérné konvergence na kazdé kompaktni mnoziné K C G plyne
fn =10c na G.

Obrécenou implikaci obdrzime z definice kompaktnosti: Necht K C G je kom-
pakt; z podminky f, =10c na G plyne, Ze existuje pokryti K systémem okoli
{U(z); z € K} tak, ze U(z) C G pro kazdé z € K a je f, = na U(z) pro
kazdé z € G. Z tohoto pokryti K vybereme koneéné pokryti {U(z1),...,U(zm)}
kompaktu K. Pak k danému ¢ € Ry urcime ¢isla ki,..., Lk, € N tak, ze

(Vw € U())(Vn = kj)(| fu(w) = fw)] <), j=1,...,m,

a zvolime k = max{ki,...,ky}. Pak pro viechna » € K C /., U(2;) je pii
n > k splnéna nerovnost | f,,(2) — f(2)| < e. ‘ O

Analogicka tvrzeni plati i pro fady komplexnich funkci; jejich formulaci pre-
nechame ¢tenafi jako cviceni. Na zavér této ¢asti pfipomeneme tvrzeni analogické
Weierstrassovu M-testu (viz napt. Vétu 14.3.5 v [Z]).

Véta 1.7.5 (M-test). Necht A # 0, necht f,, : A — C a necht existuji éisla M,
tak, Ze | fn] < M, pro kaZdé n € N a Ze tada > M,, konverguje. Pak tady > |fn|
a Y fn konverguji stejnomérné na A.

Diikaz. Pro Gastecné soucty s, fady > fx plati pfi m > n odhad
sup{|sm(2) — sn(2)];2 € A} < Myy1+ ...+ My,

a vzhledem ke konvergenci > M, je posloupnost ¢asteénych souétt {s,} ,stejno-
meérné cauchyovska“. O

Umluva 1.7.6. Lokalné stejnomérna konvergence fady spojitych funkci zarucuje
spojitost souctu (srv. [Z], Véta 14.1.5), avSak jeji pferovnani mize zménit hod-
notu souctu a dokonce i jeji konvergenci. Moznost pierovnavat fady beze zmény
jejich konvergence a souctu zarucuje absolutni konvergence. Je vhodné mit k dis-
pozici soucasné i absolutni konvergenci fady v kazdém bodé. Budeme ftikat, zZe
7ada funkci fi, : X — C normalné konverguje v X, jestlize ke kazdému bodu
r € X existuje okoli U = U(x) tak, Ze pro || frllu) = sup{|fe(w)|; w € U(x)}
rada ) || frllu(z) konverguge.

Zde privlastek normdini vyznacuje ,konvergenci supremovych norem* na kaz-
dém okoli U 6). Takto konverguji napt. mocninné fady v kruhu konvergence apod.
Jestlize fada funkci Y fi konverguje normalné v G, pak ziejmé konverguje ab-
solutné a lokalné stejnomérné v G. Normalni konvergence se zfejmé prenasi i na
,vybrané fady“ a my ji budeme mnohokrat vyuzivat.

16) TIndex u normy tedy zna&i mnozinu, na které jsou funkce definovany, ne piislusny prostor.
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Cviceni
1. Ukazte, zZe pro libovolnou dvojici ¢isel z,w € C plati rovnost
|2+ wl” + [z —wf” = 2| + wf).

Tento fakt souvisi s rovnosti ’z‘ = \/5, tj. ze absolutni hodnota je definovana
pomoci jakéhosi skaldrniho soudinu (z,w) = zw.

2. V dalsi kapitole se seznamime blize s derivovanim komplexnich funkci komplexni
proménné. S nim souvisi fakt, ze funkce Re z a Im z maji velmi ,,p€kné“ vlastnosti.
Jestlize je z = x+1iy, pak tyto funkce, uvazované jako funkce redlnych proménnych,
vyhovuji rovnici

a5t 8—2)u(m7y) =0. (1.27)

Ovéfte to pfimym vypocétem pro identitu na C!

3. Vyjédfete v parametrickém tvaru (a) pfimku, (b) polopfimku a (c) tsecku, urce-
nou body z,w € C, z # w; u polopfimky uvazujte piipad, kdy pocatkem polo-
primky je bod z.

4. Jaky je graf zobrazeni o(t) = t* 4 it*, t € R? Je zobrazeni ¢ prosté ?

[Je to mnozina viech z = x+ iy lezicich na oblouku paraboly y = 22, z € [0, +-00).
Zobrazeni neni prosté, kazdy bod tohoto oblouku ma dva Vzory‘]

5. Zparametrizujte hranici dvourozmérného intervalu [—1,1] x [—1,1] Jordanovou
(regularni) kiivkou ¢ tak, aby po¢ate¢nim bodem k¥ivky byl bod (1 + ¢) a aby
parametr probihal interval [0, 8]. Je témito pozadavky kiivka jednozna¢né urce-
na? Zintegrujte pak vzhledem k této kfivce funkce f(z) = 2 ' a g(z) = (z —2)" 1.
Jsou vysledky této integrace jednoznacné urceny ?

[Experiment ukéaze, ze v pfipadé funkce g patrné ano. Jednim z nasich cila bude
prozkoumat, jakymi zdkonitostmi se takova integrace vzhledem k povaze integran-
du Fidi (napf. f v bodé 0, ,kolem kterého obchazime*, nem4 koneénou limitu).]

6. VySetfete konvergenci posloupnosti funkci {2"} ! Uréete maximdalni mnozinu, kde

tato posloupnost bodové konverguje a na jaké jeji maximalni ¢asti je tato konver-
gence stejnomérna nebo lokalné stejnomérna !

[ Posloupnost konverguje bodové na Ui (0) U {1}. Na U;(0) konverguje lokalng
stejnomeérné. ]

7. Vysetfovani neabsolutni konvergence je nékdy slozitéjsi zalezitost. Ciselna Fada
322, (4)* /k konverguje. Pokuste se to dokézat !

[Odhadnéte velikost zbytku po n-tém clenu fady a dokazte, ze tento zbytek kon-
verguje k 0.]

8. VySetfete podrobné konvergenci fad (bodovou, absolutni, stejnomérnou, lokalné
stejnomérnou (kompaktni), normalnf)

k

oo ooz. oozk
CEDIEENOI I SCI -

k=0 1
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10.

11.

12.

[(a) Rada konverguje bodové a absolutné pravé v U;(0). Konvergence na této
mnoziné neni stejnomérnd, je viak kompaktni a normélni. (c) Rada konverguje
bodové na U (0). Na této mnoziné konverguje také absolutné, stejnomérné a nor-
mélné. Vysetieni pfipadu (b) vyzaduje jemn&jsi véty (viz [Z]), Fada konverguje
neabsolutné na Uy (0) \ {1}.]

vySetfeni fad v piedchézejicim cvifeni je pfipad fady (p € N,p > 2)
T
k=1
vratte se k nému ev. pozdéji po zvladnuti zédkladnich poznatkt teorie.
Rozvinte v mocninnou fadu o stfedu zo = 1 + 4 funkci
1 1 1
&= F— =7

22—z z—1 =z

a urcete jeji polomér konvergence R!

[Druhe’ vyjadfeni ve formé rozdilu je jistou napovédou: Je

1 _ k+1 ANk 1 _ 1 ANk
z—li_zz (z—l—z), a ;*_27(1_,_1')1#1(2_1_2) ,
je-li jednak |z — 20| < |1 — 20| = 1, jednak |z — 20| < |20 = v/2. Odtud dostaneme

1 . 1 Nk
Zz_Z:Z(—zk+1+W)(z—l—z) , a R=1.

Rozvinte v mocninnou fadu o stfedu v pocatku funkci

z+1
z) = !
1) =5
Jaky je polomér konvergence R této fady? Je tato funkce prostd na C\ {1} 7
Jaky tvar ma funkce f~* inverzni k f? Uréete pevné body tohoto zobrazeni, tj. ta
z € C, pro néz je f(z) = z! Funkcemi tohoto tvaru se budeme podrobnéji zabyvat
v Kapitole 4.

[Rada mé tvar —1 — 3 27, 22" a jeji polomér konvergence je R = 1. Zobrazuje
C\{1}naCa
_ w+1
FHw) = w_1’

w
takZe je svou inverzni funkci na C. Pevnymi body zobrazeni f jsou body 1+ \/5]
V predchézejicim cviceni jsme se seznamili s funkci f, pro kterou platilo fo f = Id,
tj. slozenim f s f jsme dostali identitu Id na C\ {1}. Ukazte, Ze pro zobrazeni

9(2) = 7

je gogog=IdnaC\{0,1}! Jakmile za¢neme pracovat na S, jsou zobrazeni f ze
Cviceni 10 a zobrazeni g z tohoto cviceni prostymi zobrazenimi S na S.

[Je (gog)(2) = (2 —1)/z,2z€ C\{0,1} a (gogog)(z) =z, 2 € C\{0,1}.]



Kapitola 2

Mocninné rady

2.1 Uvod

V této kapitole je vylozen aparat mocninnych fad. Shrnujeme v ni vlast-
nosti obecné znamé z elementarnich ucebnic (realné) analyzy a uvadime
i nékteré vlastnosti slozit&jsi; viz napi. [Z ], Kapitola 16. Ctenéf ji miize
zbézné projit a vratit se k ni pouze v pripadé, Zze by néfemu o mocnin-
nych fadach dale nerozumél. Pokud je s mocninnymi fadami v komplex-
nim oboru jiz seznamen, muze tuto kapitolu pfeskocit. Dulezité pojmy
jsou opét graficky vyznaceny polotuénou antikvou, i kdyz patrné ne-
budou pro ¢tenafe nové. Pripominadme, Ze u sumacnich znakd budeme
opét vynechdvat meze v pripadé, Ze se sc¢itd od 0 do co. Na konci kapito-
ly pfipominame uzitecné véty, které se nékdy v realné analyze dokazuji;
my je dokdzeme pozdéji, jakmile budeme mit k dispozici zakladni tvrzeni
teorie komplexnich funkci komplexni proménné.

2.2 Zakladni vlastnosti

Definice 2.2.1. Necht zg,a; € C, k € Ny. Rada funkei (proménné z) tvaru

Zak(z—zo)k, (2.1)

se nazy'vd mocninna fada. Cisla ax, k € Ny, jsou koeficienty fady (2.1) a ¢islo
zo je jeji stred.

Pfiklad 2.2.2. Nejjednodussim netrividlnim pfikladem mocninné fady (a zéro-
veni velmi dulezitym) je geometrickd Fada s prvnim ¢lenem rovnym 1, kterd
z¥ejmé konverguje praveé pro ta z € C, pro néz |z| < 1:

1

l—z:

sz:1+z+zz+z3+---.
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Tento vzorec je pro z € (—1,1) standardni ¢asti stfedoskolské latky, ¢asto se vSak
uvadi bez odiivodnéni konvergence; viz [Z ], Pfiklad 3.1.4, str. 76.

Mocninna fada (2.1) konverguje vzdy alesponl v bodé zg; v komplexni roviné
C ma pritom velmi jednoduché konvergencni chovani. To vyplyva z néasledujiciho
tvrzeni, které pochézi od NIELSE HENRIKA ABELA (1802 — 1829).

Lemma 2.2.3 (Abel 1826). Jestlife mocninnd tada (2.1) konverguje v bodé
¢ €C, ¢ # zy, pak konverguje absolutné pro vsechna z € C, vyhovugjici nerov-
nosti

|2 = 20| < |¢ = 20 (2:2)

Diikaz. Necht ¢ # zp a necht z € C vyhovuje nerovnosti (2.2). Protoze fada (2.1)
konverguje v bodé ¢, plati limg_, |ar(¢ — 20)| = 0 a existuje tedy ¢islo M € R4
tak, ze |ag (¢ — z0)| < M pro vSechna k € Ny. Je tedy

k k
k k Z— 20 zZ— 20
ar(z — 20)"| = |ax(C — 20)"| - < 2.3
ou(z 0¥ = loal — 0] | 2222 < ar |22 (2.3
pro v8echna k € Ny. Pro (2.1) jsme tak nasli konvergentni majorantu; je ji geo-
metricka fada s kvocientem mensim nez 1. O

Definice 2.2.4. Rikdme, 7e mocninna ¥ada konverguje nebo je konvergent-
ni, konverguje-li alespoil ve dvou rizngch bodech. Cislo R, 0 < R < +o0,

R :=sup{|z — 20}; Z an(z — 2z9)" konverguje v bodé z} (2.4)
z€C

se nazyva polomér konvergence fady (2.1). Je-li R > 0, nazyva se mnozina
U(z0,R) ={2z€C; |z — 2| < R}
kruh konvergence fady (2.1).

Tato terminologie je vcelku pfirozena. Z Lemmatu 2.2.3 a z definice suprema
vyplyva, Ze fada (2.1) konverguje v kruhu U(zg, R) a diverguje pro vSechna z,
|z — 20| > R'). Zdtiraznéme jesté jednu diilezitou vlastnost: U geometrické fady
je v kruhu konvergence U(0, 1) posloupnost élent fady omezend a vné U(0, 1) neni
omezend. Tuto vlastnost maji i obecné mocninné rady.

Lemma 2.2.5. Posloupnost élent mocninné fady (2.1) je v kazZdém bodé kruhu
konvergence omezend a neni omezend v Zdadneém bodée z dopliku jeho uzdveru.
Plati tedy

R = sup {t > 0; posloupnost {|ay|t*} je omezena} .

1) Jestlize pro polomér konvergence R plati 0 < R < oo, nazyva se nékdy mnozina
{#; |z — 20| = R} konvergenéni kruznice; tento nazev neni pfili§ §tastné utvoren, nebot vzbu-
zuje dojem, ze fada v bodech této mnoziny konverguje. Pravé pro né vSak nelze o konvergenci
mocninné fady (2.1) obecné nic Fici.
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Diikaz. Stadi si uvédomit, ze pfedpoklad zaru¢uje moznost odhadu (2.3) z diikazu
Lemmatu 2.2.3. o

Piiklady 2.2.6. 1. Rady > (k!)2* a 3 2% /k! ukazuji, Ze pro polomér konver-
gence mohou nastat i extrémni pripady R = 0 a R = +oc0. Polomér konvergence
R té&chto dvou fad lze uréit napt. pomoci podilového (d’Alembertova) kritéria.

Z ap(z — zo)k

AR

konverguje

diverguje

Obr. 2.1: Konvergence mocninné fady

2. Rada Y~ 2*/a* pro a € (0, 00) m4 polomér konvergence R = a. Z limitni verze
Cauchyho odmocninového kritéria (viz [Z], str. 89) plyne s ohledem na rovnost

VI8 ak] = |z]/a

konvergence pro vechna z € U(0, a) a divergence pro vechna z, pro néz je |z| > a.

3. Uvazte, ze fady

Sk Yk, SR (R + )k +2)

maji polomér konvergence R = 1 a na hranici {z € C; |z| = 1} kruhu konvergence
U(0,1) se chovaji rozdilng; prva na ni viude diverguje, protoze neplati z¥ — 0,
druhé konverguje v bodé —1 a diverguje v bodé 1, tfeti na ni konverguje vsude.

Umluva 2.2.7. Absolutni konvergence fady (2.1) v bodé z zavisi v nasledujicim
smyslu na vzdalenosti |z — zg|: Substituci z = zg + w 1ze vySetfovani konvergence
fady (2.1) pfevést na vySetfovani fady > arw® se stfedem 0. Proto se v dal$im
textu budeme omezovat na fady o stfedu zg = 0. Tvrzeni budeme vzdy vyslovovat
pro fady v obecném tvaru (2.1), budeme je vSak dokazovat pouze pro piipad

zo = 0, tj. pro fadu
Z apz” (2.5)
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¢imz se zapis formalné zjednodusi. Na ptipad fady (2.5) se obecny piipad (2.1)
prevede jednoduchou substituci: Staci zameénit z — 2 za z.

Lemma 2.2.8. Necht fada " aj(z—20)* md polomér konvergence R > 0. Potom
konverguje v U(zg, R) normdlné, tedy i absolutné a lokdlné stejnomérné, k funkci
spojité v U(zo, R).

Dikaz. Pripomenime predchozi timluvu, ze v dikazu se automaticky omezujeme
na piipad (2.5) a ze pfedpokldddme R > 0. Absolutni konvergence v U(0, R) je
disledkem Lemmatu 2.2.3 a Definice 2.2.4, v niz jsme definovali kruh konvergence.
Je-li 0 < r < R, existuje podle (2.4) ¢islo z; tak, Ze r < |z1] < R a ze fada
> |akz¥| konverguje. Z toho plyne existence M € R, tak, ze |ar2f| < M pro
vechna k € Ny. Je-li |z] < r, je

2 2
|a;€zk| < |a;€rk| < (_r ) |asz| < M(—r ) ,
|21] |21]

tj. ¢leny fady > ax2* lze majorizovat ¢leny konvergentni geometrické fady (s kvo-
cientem 7/|z1| < 1). Rada (2.5) konverguje na U(0,r) absolutné a stejnomérné
podle Weierstrassova M-testu, a tedy lokalné stejnomérné na U(0, R); specidlné
je soudet spojita funkce v U(0, R). O

Poznamka 2.2.9. V souladu s Poznamkou 1.7.6 z Kapitoly 1 lze ¥ici, Ze konverguje-li
fada (2.1) v bodé ¢ # zo, konverguje normalné v U(zo, | (—zo|). P¥ipomerime, Ze pomoci
M-testu dokazujeme soucasné jak absolutni, tak i lokdlné stejnomérnou konvergenci fady
v kruhu U (2o, |¢ — 20]).

Umluva 2.2.10. Pro mocninné fady budeme pouzivat tuto tmluvu: pokud neni
feceno néco jiného, vztahem

f(z):= Z an(z — 20)" (2.6)

je definovana funkce f : M — C, kde M C C je mnozina wvsech z, pro néz rada
v (2.6) konverguje. Je-li R polomér konvergence fady, je ziejmé U(zg, R) C M,
avsak M muze navic obsahovat i nékteré body na hranici kruhu konvergence
mocninné fady.

Poznamka 2.2.11. Jestlize R1, Rz > 0 jsou po fadé poloméry fad

f(z) = Z ar(z —20)" a g(z) = Z be(z — 20)",

pak fady pro soucet ¢i rozdil f + g vzniklé sectenim ¢i odectenim ,c¢len po ¢lenu® ma-
ji polomér konvergence alespori min{R1, Rz}. Také mocninnd fada o st¥edu zo, jejiz
koeficienty tvori Cauchyho souc¢in fad Y ax, D bk, mé polomér konvergence alespori
min{R1, R2} a konverguje k fg. Pfipomenime, ze jde o fadu, kterd vznikne formélné
nésobenim obou mocninnych fad a slou¢enim ¢lenti se stejnymi mocninami (z — 2o).
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2.3 Derivovani mocninné rady

Pfipomenime, Ze pro posloupnost {x}, z; € R, definujeme limes superior neboli
horni limitu limsup z) jako nejvétsi (v R U {—o0, +o0}) z hromadnych bodu
posloupnosti {zx}. Je-li @ := limsup z;, € R, plati:

je-li a < v, je mnozina {k € No; z > a} nekonefnd,

je-li b > «, je mnoZina {k € No; z, > b} konecn4.

Pomoci téchto vlastnosti Ize limes superior i definovat. Poznamenejme, Ze pii
a = 400 je druhéd podminka prazdné, nebot neexistuje b > a.

Lemma 2.3.1 (Cauchy 1821, Hadamard 1888*). Pro polomér konvergence
R mocninné fady (2.1) plati vzorec (zde klademe 1/ + 00 =0 a 1/0 = +0)

R = (limsup {/]ax|)"*. (2.7)
k—oo

Dikaz. Lemma plyne z obecné formy odmocninového kritéria; viz [Z], str. 230.
Vzorec (2.7) dokdzeme nyni jen na zdkladé vySe popsanych vlastnosti limes su-

perior. Polozme
L = (limsup {/|ax|)~* ;
k—o00
dokézeme nerovnosti L < R a R < L. K tomu postaci dokazat, ze pro kazdé
c€(0,L) je c< R aprokazdé d e (L,o0) jed > R.

Nejprve volme ¢, 0 < ¢ < L; potom plati ¢=! > limsup,_, ., ¥/|ax|, a proto
existuje takové n € N, ze pro vSechna k > n plati ¢/|ax| < ¢~1. Proto je posloup-
nost {|ag|ck} omezen4, a tedy podle Lemmatu 2.2.5 je ¢ < R. Je-li d € (L, 00), je
d~! <limsupy_, ., 4/|ax|. Proto nerovnost d=! < {/|a|, tj. nerovnost |ax|d* > 1,
plati pro nekoneéné mnoho indextt & € Ny. Avsak odtud plyne, ze {|ax|d*} ne-
konverguje k 0 a tudiz d > R. Tim je dikaz dokoncen.

Poznamka 2.3.2. Ctenai patrné jiz zna nékteré metody vypoctu poloméru kon-
vergence mocninné fady. Vzorec (2.7) nemd velky vyznam pro prakticky vypocet
poloméru konvergence R fady (2.1), plati vSak pro kaZdou mocninnou fadu. P¥i-
pomeneme si, jak lze uréit polomér konvergence mocninné fady tvaru (2.1) v né-
kterych specialnich piipadech. Casto lze pouzit vzorec

(2.8)

pokud ovSem limita vpravo existuje. To plyne z absolutni konvergence fady (2.1)
v kruhu konvergence a divergence mimo jeho uzavér. Z limitniho podilového kri-
téria plyne, ze fada (2.5) absolutné konverguje pro z # 0, pokud

k41
lim 7|ak+1z | =

k—o00 |akzk| k— o0 |CLk|
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a diverguje, pokud predchazejici limita je > 1. Analogicky mizeme pouzit i limitni
odmocninové kritérium: Plati

R=(lim {/]ax])7?, (2.9)

k—o0

pokud existuje limita ve vzorci (2.9) vpravo. Je vhodné si vSak uvédomit, Ze vzorec
(2.7) je pouzitelny i v pfipadé, ze limita v (2.8) ani limita v (2.9) neexistuje.
Podrobnéji se touto otazkou nebudeme zabyvat.

Definice 2.3.3. Necht funkce f je definovana v néjakém okoli U(zp) bodu z¢ € C.
Jestlize existuji derivace f(™)(z) komplexni funkce f pro vSechna n € Ny, pak

mocninnou Fadu ®
™ (20)
Tjo(2) = i (z = 20)"

nazyvame Taylorovou fadou funkce f o stfedu zj.

Ctenaf se jiz s mnohymi Taylorovymi fadami v realné analjze setkal, jak vSak
pozname, je situace v realné analyze a v komplexni analyze zna¢né rozdilné.

Lemma 2.3.4. Je-li R € [0, 00] polomér konvergence fady (2.1), magi tentyz po-
lomeér konvergence i Tady vzniklé derivovanim a integrovdnim ,.clen po clenu®, tj.

Zkak z—zo

Diikaz. Tvrzeni o poloméru staéi dokdzat pro prvni z fad v (2.11); plyne snadno

napf. ze vzorce (2.7) pro polomér konvergence a z poznatku, Ze ’\‘/E — 1 pfi

k — +00. Je totiz
lim sup v/k|ag| = (klim {“/E)(limsup Vlal) ;
k—o0 —00 k—o0

platnost této rovnosti pfenechdme ¢tenari k rozmysleni. O

o0

20)F L (2.10)

Véta 2.3.5. Jestlize je fada (2.1) konvergentni, R > 0 je jeji polomér konver-
gence, je jeji soucet f holomorfni v U(zo, R), pFidemZ funkce

ag

k+1

z):= Z kar(z — 20)F7Y, G(z):= (z — z0)*H! (2.11)

spliugi rovnosti g(z) = f'(2) a G'(z) = f(z) pro viechna z € U(z, R). Obecnéji
plati pro vechna n € Ny a vsechna z € U(zo, R) rovnost

o0 o0

f<"><z)=Z"!(z)“ D DL MERS U T

k=n p=0
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a pro vsechna k € Ny je

f(k)(zo)

o = (2.13)

Poznamka 2.3.6. Rada (2.1) je tedy Taylorovou fadou svého souétu. Jeji koeficienty
jsou koeficienty Taylorova rozvoje funkce f v bodé z.

Diikaz. Z¥ejmé staci dokdzat rovnost g(w) = f'(w) v libovolné zvoleném bodé
w € U(zp, R). Odtud dostaneme vzorec G'(w) = f(w) a vicendsobnym opakova-
nim téz vzorec (2.12); sta¢i pouze pfipomenout, Ze

k k!
n'<n> = G =R ),

S ohledem na pfedchazejici Lemma 2.3.1 je funkce g definovana v U(zo, R). Bez
Gjmy na obecnosti budeme opét predpokladat zg = 0. Polozme dale pro z € C

akeN

Ge(2) = 2871 4 2P g Rl L

Pak je 2% —w* = (z —w) qr(2), k €N, a
f(2) = fw) =Y an(Z* —wh) = (z —w) Y arar(z), 2 € U(z0,R).
k=1 k=1

Polozme ¥(z) := Y _p-; arqr(z). Z predchézejici rovnosti dostdvame identitu
f(z) = f(w) =9(z)(z —w), z€U(2,R),

a dosazenim w do g ovéfime, ze
o0
flw) =d(w) =Y kapw* ™ = g(w);
k=1

pouzili jsme Lemma 1.4.1, musime viak jesté dokdzat spojitost ¥ v bodé w. Ra-
da, kterou je definovana funkce ¢, je fadou spojitych funkci. DokédZeme jeji stej-
nomérnou konvergenci na okoli U(0,r), kde |w| < r < R (stéle pracujeme za
predpokladu zy = 0). Protoze sup{|axqr(2)|; z € U(0,7)} < |ag|kr*~1, je

D larae(2)| <Y klaplr* ™t < oo, 2€U(0,1),
k=1 f=1

pricemz posledni nerovnost plyne opét z predchazejictho Lemmatu 2.3.4. Tim je
dikaz dokoncen. O
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Diisledek 2.3.7. Je-li f(2) = ax(z — 20)F a 7ada vpravo md polomér konver-
gence R > 0, pak md f v U(zo, R) derivace viech 7adi, lze je vSechny vyjddiit
mocninnymi fadami a plati

F()=> k(k=1)---(k—n+Daxz"", z€U(2,R).

k=n

Diisledek 2.3.8 (o jednoznaénosti). Necht > ay(z—20)F = 3 br(z—20)* pro
vsechna z € U(zg,r) s néjakgm r € Ry. Potom plati ay = by pro viechna k € Ny.

Diikaz. Pro cp = ax — by, k € Np, je soucet fady g(z) = >_ cx(z — 20)* roven 0
v okoli bodu zj a je tedy g\¥)(zp) = klcj, = 0. O

Piiklad 2.3.9 (duleZity). Velmi ¢asto pouzivame znalosti o geometrické radé
k odvozeni rozvoju dalsich funkci. Tak napf. pro navzajem ruzna Cisla z,(, zp € C
plynou ze zfejmé identity

1 1 1

1
z—C  (z2—20)— (¢ — 20) _z—zo(l—({—zo)/(z—zo)):

1 1
() (1 - (Z_ZO)/(C_ZO))

snadno rovnosti
1 (¢ — 2)F 1 (z — 20)*
= = — —_ 2.14
P D Y ey = S SR DN (= =2 @14)
Prvni plati pro v8echna z,{, pro néz je | — 20| < |z — 20|, a druhé pro vSechna

z,(, pro néz | ¢ — zo| > |z — z0|. Tato vyjadfeni jsou velmi uzite¢nd. Budeme je
v dalsim vykladu pouzivat.

2.4 Néktera dalsi tvrzeni

Uvedeme jesté véty, které se nékdy o mocninnych fadach elementarné, tj. bez rozvijeni
teorie funkci komplexni proménné, dokazuji. Zajemce odkazujeme nap¥. na [Z], Kapi-
tolu 16. My je budeme mit k dispozici pozdéji, dostaneme je jako disledek obecnéjsich
vét.

Véta 2.4.1. Za stejnych predpokladi. jako ve Vété 2.8.5 lze funkci f v kaZdém
bodé w € U(zo, R) rozvinout v Taylorovu Tadu

(k) (40
)= / 1; )(z —w)k, (2.15)

jejiz polomér konvergence je alespori R — |w — zp].

Dikaz. Viz napi.[Z], dikaz Lemmatu 16.3.2, str. 487. O
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Poznamka 2.4.2. Véta k4, ze fada (2.15) mus? konvergovat alesponl pro ta z,
ktera vyhovuji podmince |z — w| < R — |w — zo|; mtZe vsSak konvergovat i pro
dalsi z, ktera tuto podminku nespliuji. Jinak feceno, polomér konvergence rady
(2.15) muze byt vétsi nez R — |w — 2. Toho se vyuziva k rozsifovani f metodou
tzv. analytického pokracovdand.

Také velmi uzitecnou nasledujici vétu o jednoznacnosti pro mocninné rady,
zalozenou na predchazejici Vété 2.4.1, dokdzeme pozdéji, pfi diikazu lokalniho
vyjadieni kazdé holomorfni funkce mocninnou fadou. Avsak i tuto vétu lze dokazat
pred rozvinutim vlastni teorie funkci komplexni proménné. Pak lze ovsem nékteré
poznatky této teorie odvodit podstatné diive.

Véta 2.4.3. Necht R > 0, necht fady Y a(z — 20)F a > bi(z — 20)* konverguji
v kruhu U(zo, R) a necht M je mnoZina vSech z € U(zg, R) takovych, pro néZ plati

Zak(z — 2k = Zbk(z — )k, (2.16)

Je-li M' mnoZina viech hromadngjch bodi M a je-li M'NU(zo, R) # 0, je ar = by,
pro vSechna k € Ny a rovnost (2.16) plati pro viechna z € U(zo, R).

Dikaz. Viz napi.[Z], dikaz Véty 16.3.4 na str. 488. O

Priklad 2.4.4. Pro k € N definujme k-ty ¢dstecny soucet s(k) = Zfl:() n?. Plati

= s(k)  17e
Zs—v:?

k=0
Reseni ¢tenaf nalezne v [Z], str.227. Zde podame jen struény navod. Uvazte, Ze

b, k(k+1)(2k+1
Z”:( )6( ).

takze stac¢i dokazat

— k(k +1)( 2/~c+1)_17(3

k=0
Je

k1 k(k + 1)zk—1
z:ZxT x € R, z tehoz plyne (2+$)€IZZ%'

2

Dosadime 22 za z, obé& strany rovnosti ndsobime x> a pak derivujeme:

Py B DR D)

X zeR.

(22° 4 92* + 622)e”

Dosazenim x = 1 dostaneme zadany vysledek.
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Poznamka 2.4.5. Pomoci mocninnych fad lze ,séitat® i nékteré divergentni fady
pomoci tzv. Abelovy metody. Protoze se mocninné fady probiraji pomérné podrobné
v zékladnim kurzu matematické analyzy, nebudeme vice fesenych prikladt uvadét.

Cviceni

1. Ve cvicenich k minulé kapitole jsme (v podstaté) vystacili se znalostmi o geomet-
rické fad€, nyni si vSimneme obecnéjsich mocninnych fad. Urcete kruh konvergence
mocninnych fad

Zﬁk (z—2)", Zk—; (z+ )", (c) Z[B—l—(—l)k]kzk.
k=1 k=1

[Poloméry konvergence spo¢teme napf. (a) odmocninovym nebo podilovym limit-
nim kritériem, (b) podilovym limitnim kritériem, (c¢) pomoci Cauchy-Hadamard-
ova vzorce (2.7). Kruhy konvergence jsou pak (a) Us(2), (b) Ue(—14) a (c) U1,4(0) . ]

2. Urcete polomér konvergence R mocninné fady v zavislosti na parametru a € R

Z [k: + ak]zk
[V piipadé |a| < 1je R=1av pripadé |a| > 1 je R=|a| "]
3. Urcete funkci f, ktera je souctem fady > k2"
[f(z) =2/(1-2)°, z€ U:(0).]

4. Urcete polomér konvergence rad

2k

) Y35 ) DB+ -3, (Y (;k)!!

[(a) R=1, (b) R=1/4, (c) R = +o0.]

5. Urcete polomér konvergence R mocninné fady v zavislosti na parametru n € N!
(k!)n k n
2 e b ]

6. Rada > akzk ma polomér konvergence R; a fada Zbkzk ma polomér konver-
gence Ry. Odhadnéte velikosti poloméri konvergnce fad

(@) Y (ax £be)2", (b)Y (arbe)2*, (c) Z: F

[Pfisluéné poloméry konvergence téchto t¥i fad jsou jsou postupné odhadnuty
takto: (a) R > min{R1, R2}, (b) R > RiR:, (¢) R < Ri/Rs. V pfipadech (b)
a (c) zkuste pouzit Cauchy-Hadamardtv vzorec (2.7) z Lemmatu 2.3.1‘]



Kapitola 3

Derivovani v komplexnim
oboru

V této kapitole se poprvé setkame s podstatnymi rozdily mezi teorii kom-
plexnich funkci komplexni proménné a teorii funkci redlné proménné.

3.1 Derivovani podle komplexni proménné

Pfipomenme standardni definici derivace f’(zp): Je-li funkce f definovéna v né-
jakém okoli U(zp) bodu zg € C, definujeme

Fo) — i TE) = IC0)

z2—20 Z— 20

f(20+h)—f(20))
o :

pokud limita existuje v C. Pak fikdme, Ze f je v bodé zo (komplexné) diferencova-
telna. V Kapitole 1 jsme v Lemmatu 1.4.1 dokézali ekvivalenci nékolika podminek,
mj. téz Carathéodoryho podminky (3). Jako ukdzku jejiho vyuziti uvedeme diive
slibeny dukaz véty o derivovani slozené funkce.

(neboli I(20) = %irr})

Véta 3.1.1. Necht funkce [ je diferencovatelnd v bodé zg € C a funkce g v bodé
f(z0). Potom slozend funkce go f md v bodé zy derivaci

(90 f) (20) = g'(f(20)) f'(20) -
Je-li f funkce holomorfni v oteviené mnoziné G C C, g funkce holomorfni v
otevrené mnozin€e D C C a f: G — D, je go f funkce holomorfni v G.
Dikaz. Protoze existuji derivace f v bodé z, a g v bodé wgy := f(z0), existuji

okoli U(zg), U(wp) a funkce ¥; a s tak, ze plati

f(2) = f(20) = V1(2)(2 = 20), z € U(20),
g(w) — g(wo) = Ja(w)(w —wo),  w € U(wo)-.
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To plyne z Carathéodoryho podminky pro existenci derivace. Funkce 5 je pfitom
spojita v bodé wy a funkce 9; je spojita v bodé zy. Dale vyuzijeme vétu o spojitosti
slozené funkce. Po eventualnim zmenseni okoli U(zg) plati diky spojitosti funkce
f v bodé zp inkluze f(U(z0)) C U(wyp), a je

9(f(2)) = 9(f(20)) = D2(f (2))(f(2) = f(20)) = P2(f (2))91(2)(z = 20)

pro vechna z € U(zp). AvSak podle véty o spojitosti slozené funkce je funkce J50 f
Spojitd v zp, takze soucin (J5 o f) ¥ je spojitou funkei v bodé zg. Dosazenim pak
snadno dostaneme

(g0 f) (20) = (W2 0 f)¥1)(20) = V2(f(20)) P1(20) = 9"(f(20)) ' (20) -

Druhé ¢ast tvrzeni o skladani holomorfnich funkci je jen dusledkem jiz dokazané
Casti a definice holomorfni funkce. O

Poznamka 3.1.2. Vétu 3.1.1 Ize snadno modifikovat pro p¥ipad, Ze je ,,vnitini funkce®
diferencovatelnou funkei redlné proménné. Necht napt. z,w € C a

h(t) := g(z+ t(w —2)), t€][0,1].

Jestlize m4 funkce g derivaci ve vSech bodech tisecky [ z;w], plati pro vSechna ¢ € (0,1)
vzorec h'(t) = ¢'(z + t(w — 2))(w — 2).

Nyni dokdZeme, %e mezi derivaci f’(w) komplexni funkce komplexni proménné f v bo-
dé w a parcidlnimi derivacemi jejich slozek f1, f2, které chapeme jako realné funkce dvou
realnych proménnych, je velmi uzky vztah.

Lemma 3.1.3 ( Cauchy-Riemannovy podminky, 1814*). Nutnou podmin-
kou pro existenci derivace f'(z) funkce f = f1+ifs v bodé z =[x,y] je existence
obou prvnich parcialnich derivact kazdé z funkci f1 a fo v bod€ z a splnéni rovnosti

D1 fi(z) = D2fa(2), D2fi(z) = =D1fa(2). (3.1)

Pokud derivace f'(z) existuje, plati
f'(2) = D1fi(z) + iD1 f2(2) = Daf2(2) — iD2f1(2).

Diikaz. Predpokladejme, Ze existuje f'(z); podle definice je pro h € R
) — i LEED G i) = J()

h—0 h h—0 ih

)

takze po prepisu predchozi rovnosti a upravé dostaneme

i S1@ TR Y =fi(zy) o Fa(athy) = foey)
h—0 h h—0 h
_ _Z(}ILIL% fl(l'ay"f'h})b—fl(l',/y) n 7,}112% fz(,T?y—i—hf)L—fz(;C?y)) '
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Posledni rovnost da Dy f(z) = —iDyf(z), resp. pro slozky
f'(2) = D1f1(2) + iD1fa(2) = —i(D2f1(2) + iD2 f2(2)) ; (3:2)
Tim je tvrzeni dokazano. O

Poznamka 3.1.4. Cauchy-Riemannovy podminky (3.1) se ¢asto zapisuji pomoci
jediné rovnice

Dif(z) = —iD2f(2). (3.3)

V drive uzivané symbolice se pro f = fi1 + if2 psalo v bodé z = x + iy ,po

slozkach“ o o) o7 of
1 _ )2 g1 —_YJz2

3.2 Existence derivace

ProtoZe zobrazeni z C do C lze interpretovat pii ,,ztotoznéni“ C s R? jako zobraze-
ni z R? do R?, porovname derivaci funkce komplexni proménné se silnou derivaci
zobrazeni z R? do R2. Pouzivame opét oznaceni D; pro derivovani podle prvni
proménné a Dy pro derivovani podle druhé proménné.

Poznamka 3.2.1. Piipomeiime, 7e p¥i vySetfovani zobrazeni f : R™ — R* jsme popi-
sovali derivaci (tj. silnou derivaci neboli totalni diferencial) D f(z) funkce f v bodé
z = (x1,...,2m) € R™ matici typu k x m o k ¥adcich a m sloupcich. Jeji fadky tvotily
derivace slozek zobrazeni f, tj. vektory Df1,..., D fi. Pfitom derivace Df(x) existuje,
pravé kdyz existuji derivace D f1, . .., D fi; staci se tedy zabyvat kazdou slozkou fs zvI4st.
Napft. pro slozku fi existuje D f1(x), pravé kdyz existuje vektor A = (a11,...,a1m) tak,
ze

i 1@+ 1) = fi(@) = (@b + - + aimhin)|

=0.
h—0 |h|
V takovém piipadé je A = (Difi(z),...,Dmfi(z)) = grad fi(z). V obecnéjsim piipadé
f:R™ — R je A matice (ars), 7 =1,...,k, s =1,...,m, a mezi jednotlivymi Fadky

této matice neni zZadny vztah. V pripadé funkce f : C — C je situace rozdilné, zavislost
mezi fadky vyjadiuji pravé Cauchy-Riemannovy podminky (3.1).

Véta 3.2.2. Nutnou a postacujici podminkou pro existenci derivace komplexni
funkce f = f1+ifa v bodé z je existence derivace kaZdé z funkci fi1 a fa v bodé€ z,
a splnéni Cauchy-Riemannovych podminek (3.1), tj.

D1 fi(z) = D2fa(2), D2fi(z) = =D1fa(2).

Diikaz. Podle podminky (3) z Lemmatu 1.4.1 je diferencovatelnost funkce f v bodé
z ekvivalentni s podminkou

Fz+h)— f(z) =Ch+o(h), h—0, (3.4)
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kde C = a + ic = f'(z). Je tedy
f(z+h) — f(z) = (a+ic)(hy + tha) + o(h), h—0. (3.5)

Uvédomime si, ze g(h) = o(h) pro h — 0, tj. g(h)/|k| — 0 pro h — 0, pravé
kdyz pro slozky g1, g2 funkce g plati g1(h)/|h] — 0 a g2(h)/|h| — 0 pro h — 0.
Uzivame proto pouze symbol o(h). Z (3.5) pro slozky fi, fo funkce f = f1 + ifs
tak dostavame

fi(z+h)— fi(z) =ahy —cha+0o(h), h—0, (3.6)
fa(z+ h) — fa(2) = chy +aha +0(h), h—0. (3.7)

Odtud vidime, Ze z existence f’(z) plyne, Ze f1, fa jsou funkce diferencovatelné
v bodé z a Ze plati (3.1).

Jsou-li v bodé z diferencovatelné obé slozky f1 a fy a jsou-li soucasné spl-
nény Cauchy-Riemannovy podminky, plati (3.6) a (3.7), pficemz a = D; f1(z)
a ¢ = Dy fa(z). Nésobime vztah (3.7) ¢islem 7. Po ,secteni“ s (3.6) a po upravé
tak dostaneme (3.4) a tedy existenci derivace f'(z). O

Poznamka 3.2.3. Stoji za povSimnuti, Ze pro determinant matice z derivaci slozek
plati
a —c

. o= =(DiAi(2)+ (Difa(2)” = I ()P

Poznamka 3.2.4 (duleZitd). Podivejme se na pfedchozi problém jesté z jiného
zorného tthlu. Pokud ,ztotoznime“ C a R? tak, ze bodu h = h;+ihy € C odpovida
bod [h1,ha] € R2, a pokud uzijeme maticové vyjadieni

) h a b
h_h1+zh2_<h;), A_<c d), (3.8)

kde A je matice s redlnymi prvky, pak je z linearni algebry znamo, Ze zobrazeni
La:R? — R? které je (vzhledem ke standardni bazi) popsano pomoci vztahu

hl . a b h,l o Cth + bhz (3 9)

h2 c d h2 o Chl + dhz ’ ’
je linearni. PTi tomto oznaceni je

LA(l):a—i-ic a LA(i) =b+id. (3.10)

Rovnéz je zndmo, Ze kazdé linedrni zobrazeni lze popsat pomoci matice A timto
zpisobem, pfifemz A uréuje zobrazeni L, pomoci (3.9) a L, uréuje sloupce
matice A pomoci (3.10).
V ptipadé, Ze zachdzime se linedrnim zobrazenim L4 prostoru R? do R?, z4-
dame, aby mj. platilo
La(a) =aLa(1) (3.11)



3.3. HOLOMORFNIi FUNKCE 55

pro vSechna a € R. Pfi praci s Ly v C v8ak zddame, aby (3.11) platilo pro
v8echna a € C, tedy specidlné aby platilo L4 (i) = iL4(1). To vSak znamend ve
shodé s (3.10)

iLa(l)=i(a+ic) =b+id=Lx(i), neboli a=d, b=—c.

Jsou to pravé Cauchy-Riemannovy podminky, které vazi prvky A rovnostmia = d,
—c=b, pokud je A ,komplexné linearni“, takze

A= (a _2) . piidems La(h) = (a+ ic)(hy + ihg) = Ch.

Zvidavého ¢tenédre odkazujeme napf. na [41], kde jsou tyto souvislosti rozebrany
jesté podrobnéji.
Priiklad 3.2.5. Je vhodné uvédomit si, ze ezistence prislusnych parcidlnich derivaci

slozek spolu se splnénim Cauchy-Riemannovych podminek nezarucuje jesté existenci
derivace. Pro z = x + iy definujme

=Y z =
f(Z)-—szryz, eC\ {0}, f(0):=0.

Funkce f ma identicky nulovou imaginarni slozku f2 a redlnd slozka fi1 se anuluje na
obou oséch (na mnoziné {x + iy; xy = 0}); v bodé z = 0 jsou tedy splnény Cauchy-Rie-
mannovy podminky, avSak derivace (totalni diferencial) D f1(0) neexistuje, nebot fi = f
neni v bodé 0 dokonce ani spojita.

3.3 Holomorfni funkce

V této Casti se budeme zabyvat vlastnostmi holomorfnich funkci. P¥ipomernime
nejprve, Ze funkce f je holomorfni v oteviené mnoziné G C C, jestlize pro vSechna
z € G existuje derivace f’(z). Vyssi derivace f”, resp. @, f®) .. definujeme
pomoci vztahu f(*+t1) = (f(™) n € N. Jako dtsledek poznatkii o derivovani
souctu, soucinu a podilu jsme obdrzeli tvrzeni:

Dusledek 3.3.1. Necht f,g jsou funkce holomorfni v oteviené mnoziné G C C.
Potom téz soucet f + g a soucin fg jsou funkce holomorfni v G a je

(fx9) =f*g, (fo)=rf9+7Ff;
je-li navic g(z) # 0 pro vechna z € G, je podil f/g holomorfni v G, pFicemZ
(f/9) = (f'9—14)/9*.

Umluva 3.3.2. Abychom v diikazech stale neopakovali vyjadfeni typu ,funkce
f je holomorfni v mnoziné G, zavedeme pro tuto situaci oznaceni f € H(G).
Nebudeme ho uzivat ve znéni vét, ale napt. v dikazech, poznamkach apod., aby
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véty byly 1épe srozumitelné i bez ¢teni celého textu od zacdtku. Uzavienost H(G)
vzhledem k aritmetickym operacim déale pouzivame bez vysvétlujiciho komentare.
Poznamenejme, ze vzhledem k tomu, zZe konstantni funkce jsou holomorfni, je
H(G) (komplexni) linedrni prostor.

Definice 3.3.3. Funkce f je holomorfni v bodé z € C, jestlize pro n&jaké okoli
U(z) bodu z je f holomorfni na U(z). Rikédme, ze funkce f definovand na néjakém
okoli U(o0) je holomorfni v bodé oo, pokud je f funkce holomorfni v n&jakém
P(0) a existuje konecnd lim,_,o f(2) = f(c0). Funkce f je holomorfni v ote-
viené mno%ind G C S1!), pokud je holomorfni v kazdém bodé mnoziny G.

Poznamka 3.3.4. Nedefinovali jsme explicitné f'(co), nebot z pojmil, které souviseji
s bodem oo, budeme potiebovat jen nékteré.

Pi#iklad 3.3.5. Snadno nahlédneme, Ze je-li G C C oteviend mnozina a f € C(G),
tj. f je funkce spojitd na G, pak i Ref, Im f, |f| a f lezi v C(G). V piipadé H(G)
analogické tvrzeni obecné neplati. Srovnejte s Dusledkem 3.4.7 a s Priklady 3.4.8 nize.

Poznamky 3.3.6. 1. Jak pozdéji uvidime, lze funkce holomorfni v oteviené mnoziné
G C C lokélné vyjadrit jako soucty mocninnych fad. Zatim je vSak ziejmé pouze to, ze
soucet mocninné fady je holomorfni funkce v jejim kruhu konvergence.

2. Na R lze sestrojit funkci f € C(*) (R), tj. funkeci, kterd ma spojité derivace vsech fadu,
ktera vsak neni v okoli Zddného bodu x € R souc¢tem mocninné fady. Jak dale dokazeme,
v C tato situace nemiiZe nastat, takze f je zaroven prikladem ,nekonec¢né hladké“ funkce
na R, kterou nelze holomorfné rozsitit na okoli zddného bodu z R.

Priklad 3.3.7. Polynomy jsou funkce holomorfni v C. Podle uzavifenych dohod
je polynom f = 0 spolu s polynomy nultého stupné holomorfni také v S. Racionalni
funkce R(z) = P(z)/Q(z), kde P, @ jsou polynomy a @ % 0, je obecné funkce
holomorfni na mnozing C \ {z; Q(z) = 0}. O chovéani v bodé oo rozhoduje vztah
stupna p, ¢ polynomut P, Q: je-li p < ¢, je R holomorfni i v bodé co. Specidlné
mocniny z~", n € N, jsou funkce holomorfni v S\ {0}.

3.4 Primitivni funkce

Pied cetbou této ¢asti by si mél ¢tenar pripomenout alespon zakladni fakta o kiiv-
kovém integralu v rozsahu Kapitoly 1.

Definice 3.4.1. Necht G C C je oteviend mnozina. Plati-li pro néjakou funkci
F rovnost F'(z) = f(z) pro kazdé z € G, je F primitivni funkce k f na G.

Poznamka 3.4.2. Pfipomenme nejprve ziejmy fakt, Ze podle predchézejici definice je
funkce F' holomorfni funkci na G. Na rozdil od ,redlného pfipadu® zavadime primitivni
funkci na obecné oteviené mnoziné G. Funkce konstantni na kazdé komponenté G ma

1) Srovnejte s pozndmkami za Definici 1.4.3.



3.4. PRIMITIVNi FUNKCE 57

derivaci rovnou 0 vSude v G; odtud snadno vyplyva, Ze rozdil dvou primitivnich funkci
k téze funkci f na G obecné nent konstantni funkce na G.

Pripomenme déle, Ze v redlném ptipadé je pomoci primitivni funkce definovan New-
tontv integral; pokud existuje primitivni funkce k f na intervalu (a,b), lze ji pomoci
Newtonova integralu ,spoéitat® z f: Zvolime ¢ € (a,b) a polozime

F(z) = /z f@)dt, x¢€(a,b).

Je-li G C C oblast, w € G a f funkce na G, vede nas predchozi tivaha k myslence
definovat

F(z) = / f(u)du = / fe)e Bydt, zeG,

kde ¢ : [a,b] — G je libovolna kiivka s po¢ateénim bodem w a koncovym bodem z.
Aby v8ak byla tato definice korektni, integral musi existovat a jeho hodnota musi byt
pro kazdé z € G nezavisla na volbé .

Véta 3.4.3. Je-li f spojita v oblasti G C C, jsou ekvivalentni tyto dvé podminky:
(1) funkce F je primitivnt funkci k f v G ;

(2) pro kazdou dvojici bodi z,w € G a kaZdou kiiwku ¢ v G s poédtecnim bodem
w a koncovym bodem z je

/ fu)du = F(z) — F(w).

Diikaz. Dokazme nejprve (1) = (2). Zvolme body z,we G akiivku ¢: [a,b] — G,
pro niz pb(¢) = w a kb(p) = z. Kfivka je obecné po ¢astech regularni a tak
pomoci vzorce (1.14) dostaneme

b b
/ f(u)du = / o) (Bt = / F () (t)dt =
b q

- / T Flp®)dt = F(p(b) = F(p(a)) = F(2) = F(w).

Pro dikaz implikace (2) = (1) zvolme libovolné bod ¢ € G a € € R, ; protoze
funkee f je spojitd v bodé ¢, existuje okoli U(¢) = U(¢,r) C G tak, Ze pro vSechna
2 € U(Q)je 1f() — F(Q)| < & Jerli 2 € U(C), 2 # ¢, polotme g.(t) i= C + 1z — C),
tel0,1], a

F(z) = F(C) + / f(u)du

z
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pro kazdé z € U(¢). Potom pro kazdé z # ¢ dostaneme

HLTE | = [ (s = [ o) =

= | [ Utcrttz-0) - sopar| <.

Odtud jiz plyne F'(¢) = f(¢). Tim je véta dokazana. O

Priklad 3.4.4. V névaznosti na Pfiklad 1.6.10 plyne z Véty 3.4.3 pro funkci
f(z) = (2 — 20)%, k € Z\ {~1}, a kladné orientovanou kruznici ¢(t) = 29 + re,
t € 10,2 ], rovnost

/ (z — 20)*dz =0, (3.12)

protoze f ma pro vSechna k € Z \ {—1} primitivni funkci v C\ {z0} (ta je rovna
(z — 20)F*Y/(k + 1)).

Véta 3.4.5. Necht [ je funkce na oteviené mnoziné G C C. Potom ndsledugjict
podminky jsou ekvivalentni:

(1) funkce f je lokdlné konstantni v G,
(2) pro vsechna z € G je f'(2) = 0.

Diikaz. 7 (1) zfejmé plyne (2), staci tedy dokazat opacnou implikaci. VyuZzijeme
k tomu zdkladni poznatky o kiivkovém integrilu. Zvolme libovolné bod z € G
a jeho okoli U(z,r) C G. Potom pro kazdé w € U(z,r) lezi geometricky obraz
usecky [z;w] v okoli U(z,7) a pro [ z;w] se standardni parametrizaci ¢ plati

fw) - 1) = |

[z3w

S = / F (@) (w — 2)dt =0,

a tedy f(w) = f(z). Tim je dokdzéna vlastnost (1). O

Dikazovy princip, ktery pouzijeme pfi odvozeni nasledujicitho dusledku, se
v teorii funkci komplexni proménné ¢asto uziva. Je zalozen na jednoduchém po-
znatku o souvislych metrickych prostorech. Pfipomnéli jsme si ho v Kapitole 1.

Dusledek 3.4.6. Necht G C C je oblast a necht plati f'(z) = 0 pro vSechna
z € G. Potom je funkce f konstantni v G.

Diikaz. Zvolme w € G. Protoze funkce f je lokalné konstantni v oblasti G, je
mnozina M := {z € G; f(z) = f(w)} neprazdni, oteviena v G, a ze spojitosti f
plyne, Ze je také uzaviend v G. Je tedy M = G. O
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Dusledek 3.4.7. Necht f je funkce holomorfni v oblasti G C C. Potom je f

konstantni v G prdvé tehdy, kdyz je splnéna nékterd z téchto podminek

(a) f je holomorfni v G (b) Ref je holomorfni v G,
(¢) Imf je holomorfni v G, (d f'=o0,
(e) |f] je konstantni v G .

Diikaz. Je-li f holomorfni v G, je Re f = (f + f)/2 funkce holomorfni v G. Z (a)
tedy plyne (b). Pak ale také je také Im f = (f — Re f)/7 holomorfni v G a tak
dostédvame (c) z (b). Pfitom Im f je redlnd holomortni funkce a podle Cauchy-
Riemannovych podminek je f' = 0, z (c) tedy dostdvame (d). Odtud podle Di-
sledku 3.4.6 vyplyva, ze f je konstantni a tedy i |f| je konstantni, neboli plati
(e). Pokud je |f| = 0, je f =0 a f = f je holomorfni, plati tedy (a). Pokud
je |f|] = k > 0, pak f(z) # 0 pro vSechna z € G a |f|?/f = f je opét jakoizto
podil holomorfnich funkci opét holomorfni, takze opét dostdvame (a). Tim jsme
dokéazali vSechny implikace (a) = (b) = -+ = (e) = (a) a podminky (a) — (e)
jsou tedy ekvivalentni. O

Priklady 3.4.8. K dobrému porozuméni podminek existence derivace a pojmu holo-
morfni funkce pfispéje, kdyz si ¢tenaf promysli nékolik nasledujicich prikladi:

1. Funkce f(z) := z = 2 + 1y ma derivaci v§ude v C. Pro jeji redlnou a imaginarni éast f1
a f2 plati D1 fi(z) = D2 f2(z) = 1 asoucasné Da f1(z) = — D1 f2(z) = 0. Odtud vidime, ze
pro g(z) :=z =z — iy, z € C, nejsou spinény Cauchy-Riemannovy podminky v zddném
bodé z € C, takze g, al je spojitd v C (zobrazeni z — % je dokonce izometrie), nema
v Zadném bodé C derivaci. Srovnejte tuto jednoduchou tivahu s pomérné komplikovanou
konstrukei spojité nikde diferencovatelné funkce na R z [Z], str. 425 a nésl..

2. Pro funkci f(z) := |z| jsou D1 f1(z), D2 f1(z) nenulové v P = C\ {0} a plati pro né rov-
nosti D1 f2(z) = D2f2(z) = 0 pro vSechna z € C, takze pro zddné z # 0 nejsou splnény
Cauchy-Riemannovy podminky; v bodé z = 0 neexistuje navic ani jedna z prvnich parci-
alnich derivaci realné ¢asti f. Podobné také funkce g(z) := |z|? = 2z nemiize mit derivaci
v zadném bodé z C \ {0}, nebot pak by podle mél derivaci i podil g(z)/z = z. Avsak
podle pfedchozi Gvahy funkce z — z nemda v zddném bodé z C derivaci. Porovnanim
rovnosti

|z =0 =2(z—0)

s Carathéodoryho podminkou (nebo pfimo z definice derivace) vidime, ze funkce g ma
derivaci v poc¢atku. M4 tedy derivaci v pravé jediném bodé a plati ¢'(0) = 0.

Poznamka 3.4.9. Vétu 3.4.3 nékdy charakterizujeme jako nezavislost inte-
gralu z holomorfni funkce na cesté. Pfipomind ndm to potencidlni pole v re-
alném pripadé a podminku, kladenou na slozky pole, pomoci niz zkoumame, zda
je pole potencialni. Omezime se vSak jen na konstatovéani, Ze nejde jen o nahodnou
podobnost. Za predpokladu, ze f = fi + ifs € C(™)(G) pro otevienou mnozinu
G (brzo dokéZeme, ze to plati pro kazdou f € H(G)), se snadno ukéZe pomoci
Cauchy-Riemannovych podminek, ze fi, fo jsou harmonické funkce, tj. vyhovuji
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Laplaceové rovnici Au = 0; srovnejte se Cvicenim 2 na str. 39: SmiSené derivace
druhého Fadu funkei f1, fo jsou zdménné ve vSech bodech [z;y] =z +iy e Gaz
Cauchy-Riemannovych podminek

Difi = Dafs, Dafi=-Difs.

obdrzime dalsim derivovanim a jednoduchou tipravou rovnice

Di1fi 4+ Daof1 = D11 fo + Do fa =0,

coZ je uz pouze jind forma zapisu Laplaceovy rovnice (1.27) pro f1, fa.
Cviceni

1. Pii standardnim oznaceni z = x + iy urcete redlnou ¢ast p; a imaginarni cast
p2 polynomu p(z) = 23 4+ 22 + 2z + 1 a presvédite se, Ze p1,p2 jsou harmonické
polynomy v proménnych z,y!

[Je pi(z,y) =2® =32y’ +2° =y’ +z+ 1ap(z,y) =32y —y° + 2zy + ¢ |

2. Je realna funkce fi(x,y) = x? + y? redlnou &asti néjaké holomorfni funkce f na
néjaké oteviené mnoziné G C C?

[Zkuste vyuzit informace z Poznamky 3.4.9.]

3. Je realna funkce fi(z,y) = 2 — y? + 2 redlnou &asti néjaké holomorfni funkce f
na néjaké oteviené mnoziné G C C?

[Tentokrét moznost existence takové holomorfni funkce f pomoci Poznamky 3.4.9
nevylouéite. Je D1 fi(x,y) = 2z, coz by podle Cauchy-Riemannovych podminek
méla byt parcidlni derivace D2 f2(z,y). Tuto podminku spliuje jakakoli funkce
fo(z,y) = 2zy + C, C € R. Snadno se pfesvédcite, ze kazda funkce tvaru

f(2)=(@* =y +2)+i(Rey+C) = (z +iy)* + iC = 2> +iC
je hledanym fesenim ﬁlohy.]

4. Jsou funkce 1 1
@) f(x)=1— (b) Q(Z):H_—Zz
rozvinutelné v jejich kruhu konvergence U(0,1) = {z € C; |z| < 1} v mocninné
fady, stejnomérné spojité na U(0,1)?

[Pro fielim, .1 .cu(,1) f(2) = 00 apro g je lim. .4, .cu(o,1) 9(2) = oo, takze
ani jedna z téchto funkci neni stejnomérné spojitd na U(0,1). Pokud by to platilo,
existovaly by kone¢né limity vzhledem k U(0,1) ve v8ech bodech hranice U(0, 1).
Pfitom lze funkci f evidentné rozsifit holomorfné na C \ {1} a funkci g na na

C\{-i,i} |
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Da se ukazat, ze mocninna rada

1 ok

> W
ma4 za kruh konvergence U (0, 1), avSak jeji soucet f nelze holomorfné rozsitit na ja-
koukoli otevienou mnozinu G, pro kterou by U(0, 1) byla jeji vlastni podmnozina.
V tomto pfipadé je hranice mnoziny U(0, 1) tzv. pfirozenou hranici f. (Cviceni
m4 charakter dopliiujici informace, podrobnosti a ditkaz lze nalézt v [4], str. 121;
viz téz Piiklad 6.6.5 v Kapitole 6 tohoto textu.)
Kdy je funkce F(z) = az + 8z s koeficienty a, 8 € C prosta ?
[Upravujte rovnost F'(z) = F(w) a pouZijte téZ rovnost ¢isel komplexné sdruze-
nych. Pies vétu o Fesitelnosti soustav se dostanete k podmince a@ # 56 ]

Pro a € P definujeme tzv. Zukovského funkci

2

Fa(z):%(z—i—%)7 z€C,

(pro a = 1 se index 1 zpravidla vynechava). Ukazte, ze F'(= F1) je prosta na kazdé

G C P, ktera neobsahuje dva body z,w, z # w, pro néz je z = w™ .

[Postupujte od definice: Ukazte, ze

2

Fa(z) — Fa(w) = %((z ~w)(1-2)) =0,

zw
a pro a =1 a rtzné z, w odtud dostaneme z = w™* ]

Zjistéte, jestli je funkce f(z) = z/|z|> holomorfni na né&jaké oteviené mnoziné
G cCP!

[Snadno zjistite, Ze Re f a Im f nespliiuji Cauchy-Riemannovy podminky, i kdyz
jsouzC (o) (P) . Rychleji lze postupovat sporem: Pokud by byla f diferencovatelna
v G C P, byla by tam diferencovatelna i funkce f/z, tedy i jeji pfevracend hodnota
|2|2. Ta vSak evidentnd (bez pocitani) Cauchy-Riemannovy podminky nespliiuje,
jejl imaginarni &st je nulova a D1(Re f)(z,y) = 2 ]

Pfedpokladejte, ze funkci, pro kterou je f(z) = f'(z), lze v n&jakém okoli bodu 0
rozvinout v mocninnou fadu. Uréete jeji koeficienty a zjistéte defini¢ni obor f!

[S2%/k!, z€C.]

Spoététe integral z funkce f(z) = (2—20) " ptes oblouk kruznice popsané vztahem
o(t) =20 +re’, t€[ar,a2],kder >0a0< a1 < az < 27.

[Pouéijte definici a vysledek porovnejte s Prikladem 1.6.10. V§imnéte si, Ze vysle-
dek nezdvisi na r ]

Zobrazeni f(z) = 27! je zobrazenim P na P, které se nazjvé inverze. Ukazte, ze
zobrazeni f je prosté a spojité na P a Ze je lze rozsifit na prosté a spojité zobrazeni
(v rozsifeném smyslu) S — S. M4 f invariantni body ?

[Uvaite, jak se pro ¢ € R4 zobrazuji okoli U(0,e) a U(oco,e). VSimnéte si, ze
inverze specialné zobrazuje P(0,1) na P(co,1) a také jak zobrazuje jednotkovou
kruznici ]
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12.

13.

14.

15.

16.

Zobrazeni f : S — S, pro néz existujl ¢isla a, b, c,d € C takova, ze

ad—bc#0, (3.13)
pro které
az+b a
= je-li == .14
fe)=EE0 elizeC, floo) =2, (3.14)
se nazyva Mobiova funkce nebo téz linearni lomené zobrazeni. Ukaite, Ze f
je prosté a spojité na S! Popiste, co nastava, pokud neni splnéna podminka (3.13).

[J de, stejné jako v né€kolika dalsich cvicenich, o pripravu k dalsi kapitole, ve které
se k Mobiovym funkcim jesté vrétime.]

Ukazte, ze pokud funkci f definujeme pomoci (3.14), je rovnéz

a1z+br . . ai
- — -1 C = —
crtd jelizeC, f(o0) o

f(z) =

pravé kdyz je vektor (ai,bi,c1,d1) nasobkem vektoru (a,b,c,d) ¢islem o € P.
Proto nejsou ¢isla a, b, ¢, d ve vyjadfeni Mobiovy funkce f uréena jednoznacné.
Mbobiova funkce z (3.14) je jistou ,tfidou funkei (az + b)/(cz + d).¢

Ukazte, ze pro ¢ # 0 je inverzni funkci k Mobiové funkci (3.14) na S opét Mobiova

funkce p ) ;
= ZED jeliweC, fioo) =21 (3.15)

cw —a C

7 (w)
Ukazte, ze Mobiovy funkce tvori vzhledem ke skladani grupu! Popiste jednotkovy

prvek a inverzni prvek k Mobiové funkci (3.14) !

[Ctenéf snadno spocitd, Ze slozenim dvou Mobiovych funkci dostaneme opét Mo-
biovu funkci; pro jejich reprezentace

a1z + b1 (Z) a2z + bo
612:—{—(117 g 7CzZ—|—d27

flz) =

plati

a =aiaz +bica, B =aibs + bide, v = ciaz + dica, § = c1b2 + did2,
oaS — 5’}/ = (a1d1 — blcl)(azdz — b262) ]

Necht f = f1 +if2 € H(G). Je-li ¢ > 0 a utvofime-li funkce g = f1 +i(fa+c¢) a
h = cfi + if2, lezi obecné g a h také v H(G)?
[ Je lehké nahlédnout, ze g € H(G), zatimco h obecné lezet v H(G) nemusi. |



Kapitola 4

Elementarni transcendentni
funkce

A7 dosud jsme se seznamili pouze s velmi jednoduchymi funkcemi. Ozna-
Cuji se zpravidla, spolu s dalsimi, s nimiz se seznamime v této kapitole,
nazvem elementdrni funkce. Polynomy i racionélni funkce jsou elemen-
tarni funkce, které jsou holomorfni ve svych defini¢nich oborech. Jsou
to nejjednodussi algebraické funkce'). V Kapitole 2 jsme si piipomnéli
zékladni poznatky o mocninnych fadach. Pomoci nich budeme nyni de-

vvvvvv

s¢itani mocninné rady v sobé skryva limitni pfechod, takze mocninné rady
nam poskytnou pfistup i k tzv. transcendentnim elementarnim funkcim.

4.1 Realné elementarni funkce

Umluva 4.1.1. Abychom odlisili nové zavadéné funkce v komplexnim oboru od
jejich restrikei na R, budeme (pouze) v této kapitole pouzivat dvoji oznaceni. Pro
realné funkce realné proménné budeme uzivat oznaceni exp, cos, sin apod., a pro
jejich  komplexni verze* exp, cos, sin apod. V dalsich kapitoldch budeme uzivat
jiz jen standardni znaceni exp, cos, sin apod.

Pokud ¢tenatr dobie zvladl zakladni poznatky o redlnych funkcich exp, sin,
cos, apod., nemusi Poznamku 4.1.2 ¢ist, je urcéena pouze k opakovani. Budeme
specialné potfebovat Maclaurinovy rozvoje téchto funkci.

Poznamka 4.1.2. Jaké jsou zékladni vlastnosti readlnych elementérnich funkci?
Funkce ezp je spojita rostouci (a tedy prostd) funkce na R, pro kterou exp’ = ezp,
a tudiz ezp € C(®)(R); dale je exp(0) = 1. Funkce k realné exponencidle exp

1) Srovnejte napf. s poznamkami v [Z], str. 151 a nasl..
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inverzni je funkce logaritmus, log : (0, 00) 2 R. Plati rovnosti
z" = ak

_ _ k+1
empx—kgio TR ER, log(l+ux) —kil(—l) o

x e (-1,1].

Zpravidla se téz pfi zkoumani soucinu absolutné konvergentnich fad dokazuje, ze
pro funkci exp plati identita

exp(x +y) = expr - expy, =,y E€R,

a ze vyhovuje podmince lim,_,o((ezpx — 1)/z) = 1. Déale zavadime e := exp(1),
takze log(e) = 12). Pro a € Ry, b € R definujeme mocninu o zdkladu a vztahem

b

a® := exp(blog a) = e?l°9

Funkce sin a cos jsou funkce spojité na R, pro jejichZ derivace plati sin’ = cos
a cos' = — sin; obé funkce tedy lezi v C(>)(R). Nejmensi kladnj nulovy bod
funkce cos slouzi jako definice w/2 a 2w je pak nejmensi kladnd perioda kazdé
z funkci sin a cos. Funkce cos je suda a funkce sin licha; sin je funkce rostouci
v [0;7/2] a kladnd v (0,7), sin 0 = sin7m = 0, sin7/2 = 1. Oznalime-li

N.(R):={x €R;cosz =0}, NsR):={zxeR;sinz=0}, (4.1)
lze tyto mnoziny lehce popsat pomoci 7; je
N.R)={(2k+1)7/2; k€ Z}, Ns(R)={km keZ}. (4.2)
Dale je
sinz + cos’z =1, zeR,
a obé funkce jsou tedy omezené; zobrazuji R na [—1;1]. Lze je vyjadfit pomoci
jejich Maclaurinovych rozvoju

0 2k > $2k+1

cosx = Z(—l)k%, sinx = Z(—l)km, zeR.

k=0 k=0

Obé fady konverguji absolutné a lokalné stejnomérné na R. Tyto poznatky z readlné
analyzy budeme pouzivat, nékteré véci vsak dokézeme znova, odlisnym zpiisobem
nez v [Z]. Jak uvidime, komplexni exponencidla mé fadu analogickych vlastnosti
jako exp, ale n€které jsou nové: napt. nent prosta a je periodicka.

Poznamka 4.1.3. Vétsina funkci, které se chystame zavést, jsou pouze holo-
morfni roz§ireni funkci, které jiz znadme z redlné analyzy. Budeme predpokladat,
Ze Ctenar je obeznamen s elementarnimi funkcemi v redlném oboru a Ze zné i jejich
Taylorovy rozvoje. Pomoci nich lze tyto funkce snadno rozsitit na C.

2) Je e =2,7182818284 .... Snadno se dokaze, Ze je to iraciondlni &islo; srv. [Z], str. 88.
Podstatné narocnéjsi je dokazat, ze je to Cislo transcendentni.
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4.2 Linearni lomené funkce

Poznamka 4.2.1. P¥i ztotoznéni C a R? lze pomoci komplexnich funkci komplexni
proménné vysetfovat zobrazeni z R? do R2. P¥itom je vyhodné studovat tyto funkce
opét jako (spojitd) zobrazeni z S do S; proto se v této Casti neomezujeme na konecné
funkce. Tato latka je z velké Casti elementarni a jeji zaklady lze ovlddnout velmi brzo,
tj. napt. kdyz se ¢tendf teprve seznamuje s vlastnostmi C a S; viz napt. [13]. Elementarni
zpracovani je voleno i v [18], tam je vSak vyklad zalozen na nazoru. S fadou poznatki
se Ctenal patrné jiz setkal v jiné formé v elementarni geometrii.

Zacneme trochu obecnéji. Tak jako jsou holomorfni funkce podobné polyno-
mum, jsou tzv. meromorfni funkce podobné racionalnim funkcim.

Definice 4.2.2. Necht G C S je oteviend mnozina. Budeme fikat, ze f: G — S
je funkce meromorfni v G, jestlize f je spojité zobrazeni G do S a existuje
mnozina P(f) izolovana v G tak, Ze f je holomorfni v G\ P(f) a ma pdl v kazdém
bodé mnoziny P(f).3) MnoZinu vSech meromorfnich funkci f : G — S budeme
znacit M(G).

Definice 4.2.3. Necht G C S je oteviend mnozina a necht f : G — S je pros-
td meromorfni funkce na G. Potom f nazyvdme konformni zobrazeni. Déle
fikdme, Ze funkce je meromorfni, resp. konformni v bodé z; € S, je-li me-
romorfni, resp. konformni v né&jakém okoli U(zp). MnoZinu vSech konformnich
zobrazeni f : G — S budeme znacit K(G).

Poznamky 4.2.4. 1. Pfi studiu konformnich zobrazeni z S do S budeme pouzivat vzdy
proménnou z v ,mnoziné vzorid“ a proménnou w v ,mnoziné obrazi“, coz usnadni
Ctendii orientaci v textu.

2. Nazev ,konformni zobrazeni“ souvisi s tim, ze konformni zobrazeni ,zachovava thly
mezi kiivkami®“. Viz Véta 4.2.8.

3. Funkce holomorfni v G C S, resp. v bodé zo, je meromorfni v G, resp. v bodé zo.
Funkce f je meromorfni v bodé zo € S, pravé kdyz je holomorfni v néjakém P(zo) a je
spojitd v bodé zp. Pritom funkce f meromorfni v bodé zp € S je holomorfni v bodé zo,
pravé kdyz je v tomto bodé konecnd.

Definice 4.2.5. Body, pro které je f(z0) = 20, budeme nazyvat invariantni
body zobrazeni f.

Nejprve se seznamime se zobrazenimi pomoci polynomt prvniho stupné. Je-li
aceP, beC,je?)

f(z)=az+0b, z€S8,

3) Nézev meromorfni funkce opét zavedli, tak jako u holomorfnich funkci, CHARLES AUGUST
ALBERT BRIOT (1817 — 1882) spolu s JEANEM CLODEM BOUQUETEM (1819 — 1885) jiz r. 1875.
4) Piipad a = 0 neni zajimavy, konstantni zobrazeni neni prosté.
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linearni funkce neboli linearni zobrazeni. Snadno zjistime, Ze f je prosté
spojité zobrazeni S na S, f(co) = 0o a ze f~1(w) = (w —b)/a, w € S. Déale je

a
f(z) = —la|z +0,
|al
z ¢ehoz plyne moznost vyjadreni funkce f ve tvaru f = fi o f2 o f3, kde

a
filz) =z+b, fa(z) = Ta]
7Z elementarni geometrie je znam geometricky vyznam zobrazeni f1, fo a f3. Zob-
razeni f; nazyvidme posunuti (o vektor b). Je-li b = 0, je f1 : 2 — 2z, z € §,
identické zobrazeni, kratce identita. Pro identitu jsou vsechny body S invari-
antni, ve v8ech ostatnich pripadech kdy b # 0, ma f; jediny invariantni bod occ.

z, f3(z)=lalz, ze€S.

Je-li a = |ale’, je ¥ € Arga a f» je otoceni (kolem poé&atku) o thel o,
pficemz thel ¥ je uréen modulo 27. Specidlnimi pfipady pro 9 = 0 a d = 7
(modulo 27) jsou identita a stFedova symetrie. V netrividlnim pfipadé, kdy fo
neni identita, ma toto zobrazeni dva invariantni body, 0 a co.

Zobrazeni f5 je stejnolehlost. Je-li |a| > 1, jde o dilataci, pfi |a| < 1 jde
o kontrakci a pfi |a| = 1 o identitu. Kromé posledniho pfipadu jsou jedinymi
invariantnimi body stejnolehlosti opét 0 a oo.

Kazdé linearni zobrazeni je tedy homeomorfni zobrazeni S na S a inverzni
zobrazeni k linedarnimu zobrazeni je opét linedrni. Je také ziejmé, Ze slozenim
dvou linearnich zobrazeni dostaneme linedrni zobrazeni. Budeme-li chapat skla-
déni zobrazeni jako binarni operaci na mnoziné £ vSech linedrnich zobrazeni, tvori
L s touto operaci grupu; roli jednotkového prvku hraje identita a roli inverzni-
ho prvku inverzni zobrazeni. Kone¢né pro kazdou otevienou mnozinu G C S je
restrikce linearni funkce na G konformnim zobrazenim.

Definice 4.2.6 (ihel kiivek). Necht ¢: [a,b] — C, ¢: [¢,d] — C jsou dvé
kiivky se spoleénym pocateénim bodem zo = p(a) = 1(c), a necht dale existuji
nenulove jednostranné derivace ¢’, (a), ¥/, (c). Je-li A argument ¢’ (a)) a u argu-
ment ¢/, (c), pak fikadme, ze kFivky ¢, ¢ sviraji ve svém pocatecnim bodé
thel w=\—pu.

Poznamka 4.2.7. Protoze A, p z Definice 4.2.6 jsou uréeny modulo 27, plati totéz pro
thel w obou kiivek ¢, 1. Ctenai by si mél povsimnout, Ze pokud zaménime poradi kiivek,
jejich thel ,zméni znaménko*. Definujeme-li pFirozenym zptsobem polopfimky

pa(z0) = {20 —l—teM; t€[0,00)}, pul(z0) =120 +tete [0,00)},

odpovida piijatd definice nagim ndzornym pfedstavdm: tthel A — p je (modulo 27) thlem
poloprimek, které jsou polotecnami zprava kfivek ¢, 1.

Véta 4.2.8. Necht [ je funkce holomorfni v okoli U(zy) bodu zg € C a necht
f(z0) # 0. Jsou-li p: [a,b] — Ulzg), ¥: [¢,d] — Ulzo) kiivky s pocdtecnim
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bodem zq, svirajici v ném hel w, sviraji kivky f o p, f o1 ve svém pocdtecnim
bodé rovnéz thel w.

Obr. 4.1: Zachovavani uhld — schema

Diikaz. Podle predpokladi existuji ¢/, (a), ¢, (c). Polozme napi. X := arg(¢’, (a)),

po= arg(¢, (c)). Je-li f/(20) = |f'(z0)|e”, dostaneme pro kiivky f o ¢, f o)
rovnosti

(f o @) (a) = |f'(e(a))|.1¢)y (a)] " P+N)
(f o)y (c) = | (V(e)) ||/ (c)| P H) |

pfiéemz A —p = (A+9) — (u+9); zhruba Feceno, ,sevieny tihel se oto¢i o tthel ¥“.
Viz Obr. 4.1. O

Poznamky 4.2.9. 1. Jak jiz bylo fe¢eno, konformni zobrazeni ma mnoho praktic-
kych aplikaci. Terminologie uzivana v této Casti textu odrazi proto Casto geometrické
nebo fyzikalni pojeti: hovorime o pfimkach, parabolach apod. jako o kfivkach v roviné
komplexnich ¢isel, a¢ jsou pouze lokdlné geometrickym obrazem kfivek v ndmi uzivaném
smyslu. Chceme tuto partii popsat pouze informativné, bez budovani jiného apardtu. To
ovsem predpoklada na strané ¢tenafre ochotu spolupracovat a nékteré véci si samostatné
promyslet.

2. Nebudeme detailnéji zkoumat ,,geometricky charakter“ konformnich zobrazeni. Uve-
dené minimum nam poslouzilo pouze k objasnéni, pro¢ konformni zobrazeni bylo ve
starsich uéebnicich oznacovano jako whlojevné. Pokud je funkce f definovana v U(zo) a
pro vSechna z € U(zo) je f(z) # f(z0), souvisi limita (pokud existuje v C)

iy _
ligp Lo+ 7e?) = f(zo)
r—0+ re’

(4.3)
s polotecnou k¥ivky, ktera je obrazem polopiimky s po¢atkem zo, uréené ,smérem* e'’.
Jestlize vlastni limita v (4.3) existuje a nezavisi na 9, fikdme, ze f zachovava ahly
v bodé zp.
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3. D4 se ukéazat, ze pokud f zachovava uhly v kaZdém bodé oblasti G, je funkce f ,skoro
holomorfni“ v nasledujicim smyslu: bud je f = f1+if2 funkce holomorfni v G a f'(2) # 0
viude v G, nebo je v G holomorfni funkce f = f1 —if2 a (?),(z) # 0 vSude v G. Pokud
se jesté vhodné zavede pojem zachovdvdni orientace, je f € H(G), f'(z) # 0, véude v G,
prévé kdyz f zachovava thly i jejich orientaci.

Umluva 4.2.10. Sviraji-li kiivky thel w = 47/2 modulo 27, fikdme, Ze jsou
navzajem kolmé neboli ortogonalni.

2

Obr. 4.2: Zobrazeni z — z

Priklady 4.2.11. 1. Exponenciidla ma v$ude v C nenulovou derivaci, je vsak pe-
riodickd a tudiz neni prostd. Jeji restrikce f na pas P:={z€ C;Imz € (—m,7)} je
vSak konformni. Pokud zobrazime pomoci f|P navzijem kolmé systémy pfimek p, o
rovnicich Imz = r, » € (—m,7), a k nim kolmych ,otevienych tseéek“ bez koncovych
bodt gs C P (jsou to &asti piimek o rovnicich Rez = s, s € R), zobrazl se na systém
oblouki kruznic a poloptimek (bez poc¢ateéniho bodu 0), které jsou opét navzdjem kolmé.

2. Funkece f(z) = 2% neni konformni na C. V bodé zo = 0 m4 f totiz dvojnasobny koien,
a neni tedy prosta na zadném okoli U(0); ¢tenar by si mél povsimnout, ze obrazy dvou

ortogonalnich poloprimek R_o a R, 2 nejsou v 0 ortogondlni.

Omezime-li se vSak na polorovinu G := {z € C; Imz > 0}, je restrikce f |G kon-
formnim zobrazenim G na P\ R. Funkce f(z) = 2%, z € G, ma inverzni funkci, ktera je
konformnim zobrazenim P \ R4 na G. ProtoZe zachovavani thlt mé lokalni charakter,
systémy navzajem ortogondlnich pfimek rovnobéznych s osami, tj. pfimek o rovnicich
Rez =r,Imz = s, kde r,s € R, rs # 0, se zobrazi funkci f(z) = 2% na systémy navza-
jem ortogonéalnich parabol; viz Obr. 4.2, ktery zachycuje obraz ¢asti ,,ortogonalni sité&*
téchto primek.
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4.3 Linearni lomena funkce

Jiz ve cvicenich k minulé Kapitole 3 jsme se seznamovali s nékterymi vlastnostmi
linearnich lomenych funkci. Jsou to specidlni meromorfni funkce, které popisuji
konformni zobrazeni S na S. Nyni je prozkoumame podrobnéji.

Definice 4.3.1. Zobrazeni meromorfni funkci f : S — S, pro néz existuji cisla
a,b,c,d € C takova, ze
ad —bc#0, (4.4)

pro ktera

az+b . . _a
f(z)_cz+daJe_llze(Ca f(oo)_za (45)

se nazyva Mobiova funkce nebo téz linearni lomené zobrazeni.

Poznamka 4.3.2 (dulezitd). Jsou-li déna Gtyfi ¢isla a, b, ¢, d spliujici (4.4), je
jimi jednozna¢né urcena funkce f z (4.5). Pro stru¢nost budeme o této funkci
v dalsim mluvit jako o ,funkci (az + b)/(cz + d)¥.

Ziejmé je f(oo) = a/c i v pfipadé ¢ = 0. Dale je f(—d/c) = oo, nebot
podminka (4.4) vylu¢uje moZnost spoleéného nulového bodu citatele a jmeno-
vatele zlomku v (4.5) a pro kazdé a € P jsme definovali a/0 = oco. Je téz
lim, .o f(2) = a/c= f(c0) a zobrazeni f definované pomoci (4.5) je spojité v S.

Poznamka 4.3.3. Linedrni lomené zobrazeni lze také, podobné jako linedrni
funkci, slozit z jednodussich zobrazeni. Pro ¢ # 0 je

_az+b _a az+b ay _a  —(ad—bc)
1(z) = cz+d ¢ (cz—l—d c) T e + clez+d) (4.6)
Z (4.6) vyplivé f = fi o f20 f, kde
A=tz hE =t fpe=-22rD (47)

Zobrazeni f1 a f3 jsou linedrni a tedy prosta a spojitd na S. Zobrazeni fo se
nazyvé inverze; poznamenejme, ze zobrazeni g(z) = 1/%, z € P, zobrazuje bod
z na bod, lezici symetricky k bodu 1/z vzhledem k pfimce Re z = z. Viz Obr.4.3.

Poznamka 4.3.4. Vsimnéme si elementarnich vlastnosti inverze fy. Je |z] < 1,
pravé kdyz je 1/|z| > 1, takze inverze zobrazuje P(0,1) na P(co,1) a P(c0, 1) na
P(0,1). Je f2(0) = 00 a f2(c0) = 0. Obecnéji pro € € Ry je f2(U(0,¢)) = U(oo,¢)
a f2(U(00,€)) = U(0,¢). Jednotkova kruznice se zobrazi na jednotkovou kruznici,
pficemz jedinymi invariantnimi body inverze jsou body 1 a —1. Pro 21,22 € P,
21 # 22, je

i _ i _A— % £0.

21 22 Z1 %2
Z téchto vlastnosti fo vyplyva, Ze i f2 je prostym spojitym zobrazenim S na S.
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1)z

Obr. 4.3: Schéma inverze a symetrie vzhledem k jednotkové kruznici

Véta 4.3.5. Kazdda Mobiova funkce je prostym spojitym zobrazenim S na S.

Diikaz. Necht f je popsédna pomoci (4.5). Podminka (4.4) vylucuje jednak p¥ipad,
kdy ¢ = d = 0 a také pripad konstantni funkce f, ktera neni prosta. Pro ¢ = 0
je d # 0, takZze f je linedrni, a je tedy prostd a spojitd v S. Pokud je ¢ # 0,
je Mobiova funkce f slozenim zobrazeni z (4.7), z nichz f1 a fs jsou linedrni a
tudiz prosta. Protoze podle Poznamky 4.3.4 je i fo prosté spojité zobrazeni, plyne
odtud tvrzeni véty. O

Poznamka 4.3.6. Pro ¢ = 0 je Mébiova funkce (4.5) linedrnim zobrazenim S na
S, pricemz

a b

= — — . 4.
) =22t" (1)

Vyjadfime nyni inverzni zobrazeni k funkci f z (4.5). Jestlize ¢ = 0, potom
je f7Y(w) = (dw —b)/a a f i f~! jsou linedrni. Pro ¢ # 0 je podle definice
fY(a/c) = oo, f~(o0) = —d/c. Z rovnosti

az+b

p— 4-
v cz+d (4.9)

vypoéteme z pro kazdé w € S\ {a/c,00}. Odtud obdrzime jako diisledek:

Dusledek 4.3.7. Pro ¢ # 0 je inverzni funkci k Mobiove funkci (4.5) na S opét
Mobiova funkce

[ Hw) = ﬂzb, jeliweC, f (o) = —(—Cl. (4.10)

cw —
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Poznamky 4.3.8 (dulezité). 1. Ctenaf by si mél povsimnout, 7e pokud funkei f
definujeme pomoci (4.5), je rovnéz
ai

arz+br . ..
= — -1 C = —
catd, jellizeC, f(o0) o

flz) =

pravé kdyz je vektor (ai,b1,c1,d1) nasobkem vektoru (a,b,c,d) éislem « € P. Proto
nejsou Cisla a, b, ¢, d ve vyjadifeni Mobiovy funkce f wurcena jednoznacné. Mobiova
funkce z Definice 4.3.1 je jistou ,t¥idou funkci (az + b)/(cz + d)“ z Pozndmky 4.3.2.
Mbobiova funkce je urena trfemi komplexnimi parametry a, b, c,d: zddame-li nap¥. aby
ad — bc = 1, lze odtud jeden z parametri spocitat.
2. Z racionalnich funkei typu (4.5) ,vybird“ podminka (4.4) Mobiovy funkce, které jsou
navic v S prosté. Jingmi slovy, podminka (4.4) mj. zarucuje, ze se omezujeme na pripad
konformnich zobrazeni S na S.
3. Zajimavé je, ze to jsou vsechna konformni zobrazeni S na S. Plati totiz toto tvrzeni:
Funkce f je konformnim zobrazenim S na S, pravé kdyz je Mdbiovou funkci.
4. Uvedeme jesté dalsi zajimavé tvrzeni: Je-li K C S koneénd mnozina a f: (S\K) — S
je konformni, je f restrikci Mobiovy funkce (definované vS) na S \ K.

Obé tato tvrzeni nebudeme dokazovat, zadjemce odkazujeme na [K]. Pokud je bude-
me potiebovat pouzit, odvolame se na tyto poznamky.
5. Je zfejmé, ze obrazem mnoziny S\ K z pfedchézejici Poznamky 4.3.8 (4) je mnozina
S\ L. Mnozina L C S mé stejny pocet prvka jako K. To vyplyne z toho, Ze rozsifeni
funkce f z S\ K na S z Poznamky 4.3.8 (4) je prosté na S.

V dalsim vykladu vyuzivame podstatné toho, ze o kone¢né mnoziny se pfi praci s
Moébiovymi funkcemi nemusime starat, coz ndm umozni nékteré tvahy zjednodusit.

Piiklad 4.3.9. Piimym vypocétem dostaneme pro f z (4.5) f'(z) = (ad —bc)/(cz — d)?,
z # d/c. Podobné pro w # a/c a w # oo dostaneme z (4.10)

ad — be
(cw — a)?

1N/
(f7) (w) =
Snadno ovérite, ze v tomto pripadé plati obecnéjsi vzorec

(4.11)

pro viechna w € f(G), pro néz je w # oo # f~H(w).

Definice 4.3.10 (konformné ekvivalentni oblasti). Je-li f konformni v ob-
lasti G C S a zobrazuje G na oblast D C S, nazyvame G a D konformné
ekvivalentni.

Zobrazovani urcitych podmnozin G C C ndm umozni lépe chdpat zpisob, jimz
konformni zobrazeni z K(G) zobrazuji G nebo nékteré ¢asti G. Vratme se v8ak
k vySetfovani vlastnosti obecnych Mobiovych funkei; u nich vidime, ze vztah z
predchozi definice je opravdu ekvivalenci. Pro obecné oblasti bychom to museli
dokazovat.



72 KAPITOLA 4. Transcendentni funkce

Definice 4.3.11. P¥i obvyklém ztotoznéni C s R? polozime pro z = = + iy a
redlnd Cisla «, (81, B2,

K:z{ze(C;a(x2+y2)—261:v—262y+7=0,ﬁf+ﬁ§—a7>0}. (4.12)

Mnozinu K* := K, kde uzévér chapeme v S, nazyvame zobecnéna kruZnice.

Poznamka 4.3.12. Z analytické geometrie je patrny vyznam predchazejici definice.
Pokud « = 0, je rovnice v (4.12) linedrni rovnici v = a y a popisuje tedy pfimku v R2.
Pokud je o # 0, 1ze rovnici v (4.12) upravit na tvar

(-8 s (-] - A

« «

Tato rovnice popisuje v R? kruznici, pokud v rovnici na pravé strané je v Gitateli zlomku
kladné ¢islo. Kruznice ma stfed [ 81/« B2/a] a kladny polomér 7, pro ktery plati rovnost

r? = (87 + B2 — ay)/o?. Zobecnéné kruznice je tedy budto kruznice, nebo (uzaviena)

primka, tj. pfimka, k niz je ,pfidan“ bod oco. Je vhodné si uvédomit, ze je-li K=Kn P,
mnozina K N P se sklad4 praveé ze vsech boda z € P, pro které Rez = z a Imz = y.

Toho pii praci s inverzi dale vyuzivame.

Prepisem pomoci komplexni proménné z dospéjeme k popisu mnoziny K
z (4.12) pomoci redlnych éisel «, v a komplexniho ¢isla 8 (= 1 + i52)

K={2€C;azz—pz—pBZ+7=0; 66> ay}, (4.12%)

kde a@ = 0 odpovidd pfimkdm a « # 0 kruZnicim. Linearni zobrazeni prevadi
kruznice v kruznice a pifimky v pifimky, a tedy zobecnéné kruznice ve zobecnéné
kruznice.

Lemma 4.3.13. Inverze f(z) = 1/z prevddi zobecnéné kruZnice ve zobecnéné
kruznice.

Diikaz. Omezime-li se v (4.12%) na z € P, K* se nezméni. Dosazenim 1/z za z
pro z € P do rovnice _
azz—pPz—PBzZ+v=0 (4.13)

dostaneme po tpraveé rovnici
a—0z—0z+v2z=0,

coz je rovnice stejného typu; pomoci ni popiSeme f(K*) analogicky jako v (4.12*),
avSak az na konefnou mnozinu; uzavér pak da f(K*). O

Za povsimnuti stoji fakt, Ze pro inverzi f(z) = 1/z obraz zobecnéné kruznice
K* obsahuje bod oo (a je tedy uzavienou pfimkou), pravé kdyz K* prochézi
bodem 0. Je-li K* uzaviend piimka, je f(K™*) ,obyéejnid“ kruznice prochazejici
pocatkem, pravé kdyz K* neprochazi pocatkem. Je-li K* ,obycCejna“ kruznice, je
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f(K*) uzaviend ptimka, pravé kdyz 0 € K*. Pro uzaviené piimky K* prochézejici
pocatkem je f(K™*) = K*, avSak pouze dva jejich body jsou invariantni!

Polozme si otazku, kolik existuje invariantnich bod Moébiovy funkce; pracu-
jeme opét s jeji zvolenou reprezentaci tvaru (4.5). V trividlnim pfipadé identity f
(b =c=0, a = d nenulové) je kazdy bod S invariantni. Neni-li f identita a ¢ = 0,
jsou jedinymi moznymi invariantnimi body 0 a oo (pfi b = 0 oba, pro b # 0 pouze
00). Pro ¢ # 0 obdrzime jednoduchou tpravou z rovnice z = (az + b)/(cz + d)
kvadratickou rovnici

c?—(a—d)z—b=0.

Odtud vyplyva, Ze v netrividlnim pripadé existuji nejvyse dva invariantni body.
Ma-li tedy Mébiova funkce alespont tri ruzné invariantni body, je identitou. Nyni
dokazeme, ze Mobiova funkce f je urcena informaci o zobrazeni t¥i riznych bod
kompaktifikované roviny S.

Poznamka 4.3.14. Ctenéi snadno spocitd, Ze slozenim dvou Mébiovych funkci
dostaneme opét Mobiovu funkci; pro jejich reprezentace

a1z + b _agz+ by . _az+f
fe) =TI ) = SR e flo() = T

a dale plati

a=ajaz +bica, B=aiby+bida, v =ciraz +dica, § = c1ba + dida,
a(5 — ﬁ’y = (a1d1 — blcl)(a2d2 — b262) .

Odtud plyne, ze Mébiovy funkce tvori vzhledem k operaci skladani grupu, ve které
jednotkovym prvkem je identita a inverzni prvek k (4.5) je popsan pomoci (4.10).
Kazda Mobiova funkce je homeomorfnim zobrazenim S na S. VSechny Mobiovy
funkce tvofi specialni podgrupu grupy homeomorfisma S na S.

Véta 4.3.15. Existuje nejvyse jedna Mobiova funkce f, kterd zobrazi mavzdjem
rizné body zi € S na navzdjem rizné body wi € S tak, Ze wy, = f(21), k = 2,3,4.

Diikaz. Necht Mobiovy funkce f, g zobrazuji zx — wy, k = 2,3,4 (diivod &is-
lovani indexy 2, 3,4 bude zfejmy z dalsitho vykladu). Potom slozend (Mobiova)
funkce h = f~! o g m4 t¥i riizné invariantni body 29, 23, 24 a je proto identickym
zobrazenim. Z f~1(g(z)) = z, z € S vyplyva dalsim slozenim s funkci f rov-
nost f(f~%(g(2))) = g(z) = f(2) pro viechny body z € S. Tim je jednoznaé¢nost
f dokézéana. O

Zobecnénd kruznice K* je jednoznacné urcéena kterymikoli svymi tfemi riznymi body
22, 23, z4: LeZi-li tyto body na p¥imce (coz se stane napt. tehdy, kdyz je jeden z nich
roven o), je K* touto (uzavienou) pfimkou; nelezi-li body z2, 23, z4 na zadné pfimce,
urcuji jednoznac¢né kruznici a lezi vsechny v C.
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Lemma 4.3.16. Necht 29, 23, 24 jsou navzdjem rizné body z C. Potom existuje
prdvé jedna Mdbiova funkce

_(—m)(ra—z)  (2—z) (22— 2)
f(Z) o (Z — 24)(22 — 23) - (Z _ 24) . (22 — 24) 5 (414)

kterd zobrazuje body z2, 23, 24 takto:

flz2) =1, f(z3)=0, f(z4)=00. (4.15)

Diikaz. Jednoznacnost f plyne z Véty 4.3.15. Urcime alespon jednu reprezentaci
f tvaru ,(az +b)/(cz + d)*. Z druhé podminky v (4.15) dostaneme, Ze Citatel je
tvaru a(z —z3). Ze tfeti podminky plyne, Ze jmenovatel je tvaru c(z — z4). Koneéné
z prvini podminky v (4.15) dostaneme dosazenim

a(zg — z3)
1= =
f(z2) C(ZQ — 24) )
z ¢ehoz obdrzime a/c = (22 — z4) /(22 — #3). Odtud jiz plyne (4.14). O

Véta 4.3.17. Ezistuje pravé jedna Mdébiova funkce f, kterd zobrazi navzdjem riz-
né body z, € S na navzdjem rizné body wy, € S tak, Ze wi = f(2), k = 2,3,4.

Diikaz. Pro zg # z, k = 2,3, 4, zobrazi Mobiova funkce z — 29 + 1/2z bod oo do
bodu zp a body zi, k = 2,3,4, na body lezici v C. Mzeme tedy bez Gjmy na
obecnosti predpokladat, ze body zx i wi, k = 2, 3,4, lezi v C.

Hledané zobrazeni f dostaneme slozenim dvou Mébiovych funkci: g, pro kterou
je g(z2) = 1, g(23) = 0, g(z4) = 00, a h™1, pro kterou je h(wz) = 1, h(ws) = 0,
h(wy) = 0. O

Poznamka 4.3.18. Reprezentaci Mébiovy funkce f z Véty 4.3.17 lze urcit tak, Ze spo-
Citdme w v zavislosti na z, a to z rovnice

w — w3 w2 — W4 zZ — Z3 Z2 — 24

W—Ws Wo — W3 Z— 24 2o —23

Dusledek 4.3.19. Mébiova funkce z Véty 4.5.17 zobrazuje zobecnénou kruznici
K7 urcenou body za, 23, z4 na zobecnénou kruznici K3, urcenou body wa, ws, wy.

Poznamka 4.3.20. Komponenty mnoziny S\ K; se Mobiovou funkci z Véty 4.3.17
zobrazi na komponenty mnoziny S\ K5. Ve zvolené komponenté mnoziny S \ K7 pak
stadi zvolit bod a zjistit, do které komponenty mnoziny S\ K5 se zobrazi. Dals{ prostfedky
k urceni korespondence komponent poskytuje Véta 4.3.31.

Definice 4.3.21. Vyjraz na pravé strané posledni rovnosti v (4.14)) budeme na-
zyvat dvojpomeér bodu z, z2, 23, 24 a jeho hodnota je definovana hodnotou Mobi-
ovy funkce f uréené pomoci (4.14). Vyraz i jeho hodnotu (je to prvek S) znac¢ime
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[z, 22, 23, 24]. Pokud jsou 22, 23, z4 navzajem rizné body z C, klademe tedy pro

vSechna z1 € S
21 — 23 22— %3
[Z15227Z37Z4] - : ;
21 T 24 27 24

odtud je zfejmy i ptvod nazvu. Poznamenejme, Ze pro z; = z4 plati zfejmé
[21, 22, 23, 24| = 00 a pro z; = 00 ze spojitosti Mobiovy funkce uréujici pfislusny
dvojpomér dostaneme |00, 22, 23, 24| = (22 — 24) /(22 — 23).

Je-li jeden z bodu zx, k = 2, 3,4, nevlastni, postupujeme obdobné: definujeme
hodnotu [ 21, 22, 23, 24 ] pomoci limity. Napf. pro zo = oo klademe (s vyuzitim
prislusné Mobiovy funkce) pro vSechna 2z, € S

Z1 — 23 1—23/22 Z1 — %3

[21,00, 23,24] := lim : = )
22—00 Z1 — 24 1-— 24/22 Z1 — %4

Podobné klademe

zZ9 — 24 Z1 — 23
[21,22,00,24] := , [21,22,23,00] := .
21— 24 22 — 23
Snadno nahlédneme, ze z = [2,1,0,00], z € S, coZ je Casto vyuzivané vyjadreni

identity ve tvaru dvojpomeéru.

Dusledek 4.3.22. Jsou-li wo, w3, wy t7 rizné body z S a je-li g takova Mdébiova
funkce, ze g(w2) = 1, g(ws) = 0, g(ws) = oo, je z = [z, g(w2), g(ws), g(wa)],
{. funkee f(2) = [z, g(ws), g(ws), gw) ] je identita.

Poznamka 4.3.23. Pro dvojpomér lze dokéazat fadu jednoduchych uZite¢nych tvrzeni;
viz napft. Cviceni za Kap. 14 v [44]. Znovu zdiraziiujeme, Ze pro nés jeho role spociva
ve snadném zapisu Mobiovych funkci, pficemz vyuzivime Pozndmku 4.3.2 a Tvrzeni
z Poznamky 4.3.8 (4). Polozime-li pro navzijem rtzné body z2, 23,24 € C

a=[z,20,28 2] = — 2. 2TH (4.16)
zZ — Z4 zZ2 — 23
staci zfejmé volit
a=2z2—24, b=123(22 —24), c= 22 — 23, d = z4(22 — 23) (4.17)
a po dosazeni obdrzime rovnost
az+b
- , 418
cz+d ( )
pficemz je ad—bc = — (22— 23) (22 — 24) (23 — 24). Z vlastnosti Mobiovych funkci je patrné,

ze jsou-li 22, 23, 24 navzdjem rizné body, lze k libovolnému o € S volit ¢tvrty bod z tak,
aby platilo
a = [z, 21, 22, 23] .

Existuji-li a,b,¢,d € R tak, ze Mobiova funkce f je ddna vzorcem (4.5), je zfejmé obraz
f(R™) uzaviené redlné osy R* = R U {oco} opét mnozina R*. Je-li naopak f(R*) = R*,
jsou vzory 2z, 23, z4 bodu 1,0, 00 rovnéz z R* a vypocéteme-li pomoci nich a, b, ¢, d, jsou
to ¢éisla z R. Mobiova funkce f zobrazuje tedy R* na R*, pravé kdyz pro ni existuje
vyjadfeni ve tvaru f(z) = (az + b)/(cz + d) s redlnymi koeficienty a, b, ¢, d.
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Lemma 4.3.24. Pro kaZdou Mdobiovu funkci f a kaZdé t7i navzdjem rizné body
Z2, 23,24 € S plati pro vsechna z1 € S rovnost

[f(21), f(22), f(23), f(za)] = [ 21, 22, 23, 24 ] - (4.19)

Diikaz. Je-li g(2) := [z, 22, 23,24 ], 2 € S, je g Mobiova funkce. Necht h = g o f~1;
potomho f=go f~lo f=g,atedy

h(f(z2)) =1, h(f(z3)) =0, h(f(z)) = o0;

z Disledku 4.3.22 plyne, Ze [z, f(22), f(23), f(24)] = g(f~1(2)) je identita. Pro
z = f(z1) dostaneme odtud

[21, 22,23, 21] = g(21) = g(f 7 (F(21))) = [ f(21), f(22), f(23), f(2a) ],
coz je dokazovand rovnost (4.19). O
Dusledek 4.3.25. Navzdjem rizné body z1, z2, 23, 24 € S leZi na zobecnéné kruz-
nici, pravé kdyz [z1, 22, 23, 24] € R.

Diikaz. Mobiova funkce f, pro kterou f(z2) =1, f(z3) =0 a f(z4) = o0 zobrazi
bod z; zobecnéné kruznice uréené body z9, z3, z4 do R, a proto

[21, 22, 23, 24] = [ f(21), f(22), f(23), f(24)] € R.

Zobrazeni f~! piitom piifadi kazdému o € R nebo a = oo pravé jeden bod
zobecnéné kruznice uréené body zo, 23, 24. O

Poznamka 4.3.26. Jestlize z rovnice (4.13) vypocteme z, dostaneme rovnost

P

(67

I3

-7, (4.20)

z

=y

x|

7 predpokladu BB > ary plyne, Ze zlomek vpravo v (4.20) uréuje Mobiovu funkei
v proménné z; oznacme ji h. Bod z tedy lezi v mnozing K z (4.12), pravé kdyz
z = h(z), neboli pravé kdyz g(z) := h(z) = z. Odtud plyne tvrzeni:

Véta 4.3.27. Je-li K* zobecnénd kruznice popsand pomoct (4.12), existuje prdvé
jedna Mébiova funkce h tak, Ze z € K, pravé kdyZ z = h(z). Pro g(z) := h(z) je
g(2) = 2, prdavé kdy? z € K a plati g = g~*, neboli g o g je identita.

Diikaz. Pokud by existovaly Mébiovy funkce hy a ho popisujici K ve smyslu Vé-

ty 4.3.27, pak dostaneme ¢1(z) = ¢2(2) pro vSechna z € K, z ¢ehoz dostavame

g1 = g2. Pokud g je zobrazeni z Véty 4.3.27, je g(g(2)) = g(z) = z, z € C, takze
-1

g=g . O
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Poznamka 4.3.28. Zobrazeni
_az+b . _a
flz) = 14’ jelizeC, f(oo)= . (4.21)

ktera vyhovuji podmince ad — bc # 0, zachovéavaji stejné jako Mobiovy funkce zobecnéné
kruznice; to vyplyva z toho, ze zobrazeni g(z) := z zobrazuje pfimky na pfimky a
kruznice na kruznice. Nékdy se pro né uziva nazev zobrazeni zachovdvajici zobecnénée
kruznice druhého druhu. Vénujeme jim nékolik poznamek.

I kdyz nejsou tato zobrazeni diferencovatelnd, zachovavaji thly. Na rozdil od netri-
vidlnich Mobiovych funkci mohou mit nekoneéné mnoho invariantnich bodt. Hodi se
velmi dobfe k popisu zrcadleni vzhledem k zobecnénym kruznicim a daji se elegantné
popisovat pomoci dvojpoméru.

Definice 4.3.29. Necht g je zobrazeni z Véty 4.3.27. Pak fikame, zZe body z, z*
jsou symetrické vzhledem ke K*, pokud plati z* = g(z).

Vztah z*a z je skuteéné symetricky: ze z* = g(2) vyplyva g(z*) = g(g(z)) = =.
Zvolime-li libovolné tfi navzdjem razné body zs,z3,24 € K, lze zobrazeni g a
symetrické body ,spocitat“ z rovnosti

[2",22,23,24| = [Z,%2,%23,22] = [ 2, 22, 23, 24] . (4.22)

Bod z* zavisi pritom pouze na z a ne na volbé 2,23,24 € K. Pripomenme,
Ze podle Disledku 4.3.25 je | z, 22, 23, 24 | € R*, pravé kdyz z € K. Odtud plyne, ze
2* = z, praveé kdyz je z € K. Prozkoumame vztah z* a z blize.

Poznamka 4.3.30. Necht K* = {z € C; |z — 29| = r} s r € R,4. Pokud je
z* = g(2), plyne z (4.20) pfi a« # 0

2*265—1:§+(55—1_§):ﬁ+@(g_§)_l, (4.23)

az—fF « az—f3 « a a? a

Protoze podle Poznamky 4.3.12 bod zp := 8/« je stied K a (30 — ay)/a? je
¢tverec poloméru r kruznice K, plyne z (4.20) rovnost (2* —29)(z —20) = 72, z niz
plyne 2* = 29 + 12 /(z — z0). Pak vsak je

2* — 2z r2
0 = = >0,
z— 29 |z — 20]

takze z* lezi na polopfimce {zo + t(z — z0); t € [0,00)} s pocateénim bodem zg
a prochézejici bodem z. Déle je

= 2[R0 =12,

a také |z — 20]|2* — 20| = r?. Viz téz Obr. 4.3. Symetrickymi body vzhledem ke
kruznici K* jsou téz body zp a co. To plyne z definice dvojpoméru pomoci Mébiovy
funkce spojité v S a odvozenych vztaht limitnim pfechodem pro z — oo.
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V pfipadé (uzaviené) pfimky uzijeme vyjaddieni pomoci dvojpoméru: zvolime-
li pfitom z4 = 0o, bude mit (4.22) tvar

2% — 23 Z—z3

Zo—23 Z2— 23

ze kterého plyne |2* — 23| = |z — z3]. Bod 23 lze volit libovolné na K*, jsou tedy
z* 1 z stejné vzdéleny od kteréhokoli bodu K* N P. Dale je

. _
zZ — Z3 zZ — Z3
Im =Im——=—Im——.
Z2 — 23 22 — 23 Z2 — 23

zZ — Zz3

Pokud tedy z ¢ K*, lezi z a z* v riznych polorovindch uréenych K* a tsecka
spojujici z, z* je kolmé na K*.

Véta 4.3.31 (princip symetrie). Jestlize Mébiova funkce f zobrazuje zobecné-
nou kruznici K na zobecnénou kruznici K3, pak se kaZda dvojice bodi symet-
rickych vzhledem ke K} zobrazi na dvojici bodi symetrickych vzhledem ke K.

Dikaz. Necht zg, 23, 24 jsou navzdjem ruzné body K7 a necht z a z* jsou symet-
rické vzhledem ke K7; potom

[f(Z*),f(ZQ),f(Zg),f(Z4)] = [Z*szaZ&Z‘l] =
= [2,22,23,24] = [ f(2), f(22), f(23), f(z4) ],

takze body f(z*) a f(z) jsou symetrické vzhledem k f(K7) = K;. O

Pro zobecnéné kruznice lze zavést orientaci, uziteCnou pfi vysetfovani konformnich
zobrazeni.

Definice 4.3.32. Necht K* C S je zobecnénd kruznice. Usporddanou trojici navzajem
riznych bodi {22, 23, 24} z K™ nazyvadme orientaci zobecnéné kruznice K*. Pravou
stranou K™ vzhledem k orientaci {227 23, z4} nazyvame mnozinu

{#z € S; Im[z, 22,23,24] > 0};
podobné levou stranou K* vzhledem k orientaci {22, 23, z4} nazyvadme mnoZzinu

{z €S; Im|z,22,23,24] < 0}.
Poznamka 4.3.33. Ctenaf si miize samostatné ovéfit, Ze pii cyklické zaméné bodi
z2, 23,24 v dvojpoméru se jeho znaménko nezméni a pfi ostatnich zaménach se méni na
opacné. Odtud vyplyva, ze trojice riznych bodt kruznice urcuje v zavislosti na poradi

dvé rtzné orientace. Kruznici uréeny kruh {z € C; |z — 29| < r} pii jedné lezi vpravo
a pri druhé vlevo od K™.
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Poznamka 4.3.34. Pro K* = R* a navzdjem rtzné body z2,23,24 € R* definujme
Mbobiovu funkci f(z) := [z, 22, 23, 24 ]. Potom f(R*) = R* a podle Poznamky 4.3.23 1ze
volit a, b, c,d € R tak, ze f(z) = (az+b)/(cz + d). Dale je

az+b  (az+b)(cz+d)  aclz|” +bd+ bcz + adz

cz+d lez 4 dJ? B |cz + dJ?

flz) =

Rozkladem na redlnou a imaginarni ¢ast odtud dostaneme

ad — bc

Im f(2) =Im|z, 22,23,24] = e d? m

zZ.

Mnozina {z € S; Im| z, 22, 23, 24] > 0} je tedy ,horni“ nebo ,dolni“ polorovinou, v za-
vislosti na znaménku ,determinantu“ ad — bc Mobiovy funkce.

Je-li nyni K* zobecnéna kruznice s orientaci uréenou trojici {22, 23,24}, pak pro
libovolnou Mobiovu funkci g dostaneme podle Lemmatu 4.3.24

{2 € S; Im[z,22,23,24] > 0} = {z € S; Im[g(2), g(22), g(23), g(24) ] > 0} =

= gil({z € S’ Im[g(z)7g(z2)7g(Z3)7g(z4)] > 0}) .
Zobrazuje-li g zobecnénou kruznici K™ na R*, je
{z € S;Im|z, 22,23,24] >0}

mnozinou g~ ({z € S; Im z > 0}), nebo mnozinou g~ ({z € S; Im z < 0}).

Terminologie je tedy ,pfirozend“: je-li {1,0,00} orientace R*, je z = [2,1,0, 0],
a tak je pravou stranou R* p¥i orientaci {1, 0, 00} (,,jdeme od 1 pfes 0 do co*) polorovina
{z € S; Imz > 0}, coz je ve shodé s nasi intuici.

Véta 4.3.35 (princip zachovani orientace). Necht K7, K5 jsou zobecnéné kruzni-
ce vS a necht f je Mébiova funkce, pro kterou f(K7) = K5. Je-li {22, z3, z4} orientace
K7, zobrazuje [ levou stranu K{ na levou stranu K5 a pravou stranu K{ na pravou
stranu K3, pokud orientujeme K3 pomoct {f(z2), f(23), f(z4)}.

Dikaz. OznaCme g, h Mobiovy funkce, pro néz

g(z2) =1, g(z3) =0, g(z1) = o0,
h(f(z2)) =1,  h(f(23)) =0,  h(f(z4)) =00.

Potom f = goh™! a funkce g zobrazi podle Poznamky 4.3.34 pravou stranu K a funkce
h pravou stranu K3 na pravou stranu (horni polorovinu) vzhledem k R*, z éehoz jiz
plyne tvrzeni pro pravé strany. Analogicky dostaneme druhou éést tvrzeni. O

4.4 Exponenciala a hyperbolické funkce

Definice 4.4.1. Funkce exp, definovana v C jako soucet fady
2

N S LA C 4.24
expz.—zﬁ— +ﬁ+§+”" zeC, (4.24)
k=0

se nazyva (komplexni) exponenciala.
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v R, zavést mnoha zptsoby. Funkce exp je holomorfni, coz vyplyva z definice diky moz-
nosti derivovat mocninnou fadu ,,élen po ¢lenu“. Plati exp’ = exp; zaroven vidime, Ze je
exp € C (°°)((C) 5). Mame jiz k dispozici vSechny prostiedky, které umoziiuji jednoduse
dokazat dalsi vlastnosti exponencidly, znamé z ,realné* analyzy.

Véta 4.4.3. Exponencidla vyhovuje v C funkciondlni rovnici
exp(z + w) = (expz) - (expw), z,weC. (4.25)
Specidlné: Pro kazdé z € C jeexpz #0 a (expz) ™t = exp(—=2).

Diikaz. Zvolme libovolné w € C a definujme funkci g(z) := exp(z) exp(w — z) pro
v8echna z € C. Pak ¢’(z) = 0 pro vSechna z € C a g je tedy podle Disledku 3.4.6
konstantni v C. Protoze exp(0) =1 a g(0) = exp(w), plati rovnost

exp(z) exp(w — z) = exp(w) ; (4.26)

dosazenim w = 0 dostaneme exp(z) exp(—z) = exp(0) = 1; z toho ihned plyne,
7e exp z # 0. Zvolme déle libovolné z € C a dosadme do (4.26) z + w za w, ¢imz
dostaneme dokazovanou rovnost (4.25), ktera tak plati pro v8echna z,w € C. O

Poznamka 4.4.4. Pfimy dtikaz (4.25) bez pfedchézejiciho ,triku®, zalozeny na nésobe-
ni absolutné konvergentnich fad, lze nalézt nap¥. v [M] na str. 305. Jak pozname jesté
déale, pomoci pomérné malé ¢asti teorie funkci komplexni proménné budeme schopni
podat jiné velmi jednoduché dikazy jiz znamych poznatkt, pfipadné dospét pomeérné
snadno i k dal$im poznatkim. JACQUES HADAMARD (1865 — 1963) je autorem vyro-
ku, ktery ndm v originalnim znéni poslouzil jako motto Uvodu k tomuto textu. Jak déle
uvidime, v mnoha pfipadech to vystihuje situaci; viz téz [41], str. 137, nebo [25], str. 626.

Poznamka 4.4.5. Necht f(z) = Y axz”. Protoze zobrazeni z — Z je spojité %),
plyne z rovnosti

k_— | —= ——k
apt+arz+---+agz =ag+ar2+---+agz

pro soucet mocninné fady f v kruhu konvergence rovnost f(z) = Za_kEk. Jsou-li

viechna ar € R, pak f(z) = Zakzk. Specidlné je expz = expz pro vSechna
zeCa

|expz|>=expz-expz=expz-expz=exp(z 4+ z) =exp(2Re z) = (ezp (Re 2))?;
odmocnénim dostaneme rovnost

|exp z| = exp (Rez) (4.27)

5) Tak jako v realném oboru oznalujeme timto symbolem (linearni) prostor viech komplex-
nich funkci, které maji derivace vSech radu.
6) Je to dokonce izometrie.
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platnou pro vSechna z € C. Je tedy | exp z| = 1, préavé kdyz Re z = 0, neboli pro
v8echna z € I := {it; t € R}. Odtud také plyne moznost vyjadieni ve tvaru

exp z = exp(z + iy) = (expx)(exp iy) = | exp z| exp(i Im 2) . (4.28)

Nékteré definice znamé z ,redlné analyzy“ se na pripad funkci komplexni pro-
ménné jednoduse prenesou:

Definice 4.4.6. Je-li Dy C C defini¢ni obor funkce f, fikdme, Ze &islo ¢ € C je
periodou funkce f, plati-li z+nc € Dy a f(z) = f(z+nc) pro véechna z € Dy a
vSechna n € Z. Funkce f je periodicka, existuje-li nenulova perioda f. Mnozinu
v8ech period funkce f budeme znaéit per(f).

Definice 4.4.7. Funkce f je suda, jestlize pro kazdé z € Dy C C je —z € Dy
a zéroven f(z) = f(—z). Podobné je funkce f lich4, jestlize pro kazdé = € Dy C C
je —z € Dy a f(z) = —f(=2).

Nyni vyjadiime exponencialu jako soucet sudé a liché funkce:

exp(z) + exp(—2) | exp(z) — exp(—2)
2 + 2 ’

Tyto funkce jsou velmi dulezité a maji své nadzvy i specialni oznaceni:

expz =

zeC. (4.29)

Definice 4.4.8. Zékladni hyperbolické funkce definujeme rovnostmi

exp(z) +exp(=z) . exp(z) —exp(—2)

hz:=
cosh z 5 ; B )

zeC. (4.30)

Funkci cosh nazyvame (komplexni) hyperbolicky kosinus a funkci sinh (kom-
plexni) hyperbolicky sinus.

Ze (4.29) vyplyva vzorec
expz = coshz +sinhz, ze€C, (4.31)
a zirejmé cosh je suda a sinh lichéd funkce; plati tedy
cosh(—z) = cosh(z), sinh(—z)= —sinh(z), zeC. (4.32)
Snadno téz nahlédneme, Ze jejich Maclaurinovy rozvoje maji tvar

00 00
2k 22k+1

z
coshz:Z—, sinhz:zi, zeC. (4.33)
= (2k)! = (2k+1)!

Rady konverguji normalné v C a obé funkce jsou proto holomorfni v C a lezi
v C(*)(C). Snadno se ovéfi i rovnosti

. / 12 .
sinh’ z =coshz, cosh'z=sinhz, ze€C.
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Lemma 4.4.9 (souétové vzorce). Pro funkce cosh, sinh plati souctové vzorce

cosh(z + w) = cosh zcoshw + sinh zsinhw, z,weC, (4.34)
sinh(z + w) = sinh z coshw + cosh zsinhw, z,w € C. (4.35)

Analogické rozdilové vzorce dostane étend? pomoct vzored (4.32).

Diikaz. Dokazme vzorec (4.34). Dosadime do obou séitanci na pravé strané (4.34)
podle (4.30) a upravime; dostaneme tak dvé rovnice (jednu s ,hornimi“ a druhou
s ,dolnimi“ znaménky)

(exp z + exp(—z))(expw + exp(—w)) =
= exp zexpw £ exp zexp(—w) * exp(—z) expw + exp(—2z) exp(—w) ,

které secteme, ndsobime (1/4) a upravime pomoci (4.25). Tak dostaneme (4.34).
Analogicky odvodime (4.35). O

Z rovnice (4.34) dosazenim w = —z a Gpravou dostaneme rovnost
cosh? z —sinh® z = 1 ; (4.36)

Tim jsme odvodili zdkladni vzorce pro hyperbolické funkce. Odvozeni dalsich je
jednoduchou zalezitosti, na kterou staci znalosti ziskané na stfedni skole.

4.5 Exponenciala a goniometrické funkce

Hyperbolické funkce jsou nepatrné jednodusi nez funkce goniometrické. Pii za-
vadéni goniometrickych vyjdeme z rovnosti (4.29), do které dosadime iz za z.
Dostaneme tak po rozsffeni druhého zlomku ) na pravé strané rovnice ¢islem 4

exp(iz) + exp(—iz) . exp(iz) —exp(—iz)
5 +1 ¥ .

exp(iz) = (4.37)

To néas vede k nasledujici definici, analogické k vzorctim (4.30):

Definice 4.5.1 (Eulerovy vzorce). Zikladni goniometrické funkce definu-
jeme pomoci vztaht
exp(iz) + exp(—iz) exp(iz) — exp(—iz)

cosz = 5 , sinz:= 57 , zeC. (4.38)

Funkci cos nazyvame (komplexni) kosinus a funkeci sin (komplexni) sinus.
Ze (4.31) nebo z Eulerovych vzorct (4.38) dostaneme snadno rovnost

exp(iz) =cosz+isinz, ze€C. (4.39)

7) Bez tohoto rozsifeni by zavadény sinus nebyl na R realnou funkci.
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Poznamka 4.5.2. Porovnénim definic goniometrickych a hyperbolickych funkci,
které jsme zatim zavedli, dostavame rovnosti

cosz = cosh(iz), sinz = —isinh(iz), z€C. (4.40)
7Z nich vidime, ze funkce cos je suda a funkce sin licha, tj.
cos(—z) =cosz, sin(—z)=—sinz, z¢€C; (4.41)

snadno z nich odvodime s pfihlédnutim k chovani celociselnych mocnin cisla i
Maclaurinovy rozvoje sinu a kosinu:

e 2k e 22k+1

cosz = ];)(—1)’“(%)! , sinz= kzzo(_l)km z€C. (4.42)

Rady konverguji normalné v C a tak jsou obé funkce cos a sin holomorfni v C,
plati rovnosti
sin'z =cosz, cos’z=—sinz, z€C,

a cos i sin lezi dokonce v C(>)(C); specialné fady v (4.42), konverguji absolutné
a lokalné stejnomérné v C. Porovnanim z Maclaurinovymi rozvoji cos a sin vidi-
me, ze jsme opravdu dostali holomorfni rozsirent téchto funkci na C. Dosadime-li
do souctovych vzorci pro hyperbolické funkce iz za z a iw za w, dostaneme
napf. z (4.34)

cosh(i(z + w)) = cosh(iz) cosh(iw) + sinh(iz) sinh(iw),
coz s pomoci vztahii (4.40) dava souctovy vzorec
cos(z +w) = coszcosw —sinzsinw, z,w e C. (4.43)
Podobnym zpiisobem dostaneme i druhy souétovy vzorec
sin(z + w) =sinzcosw + cos zsinw, z,w € C. (4.44)
Speciélné pro w = 7/2 dostaneme rovnosti
cos(z +7/2) = —sinz, sin(z+7/2)=cosz, zeC. (4.45)
Z rovnice (4.36) dostaneme dosazenim iz za z a jednoduchym vypoétem rovnost
cos’z+sin*z2=1, z2¢€C; (4.46)

Ctenaf zna analogicky vzorec pro z € R ze stfedni Skoly. Zde je na misté varovani:
ze vzorce (4.46) neplyne |sinz| <1, |cosz| < 1 pro vSechna z € C, nebot ¢tverec
komplexniho ¢isla nemusi byt nezdporné realné ¢islo; pozdéji ukazeme, ze funkce
sin nabyva v8ech hodnot z C. Ze vzorce (4.25) specidlné dostaneme

expz = exp(x + iy) = expx (cosy + i siny). (4.47)
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Tim jsme mj. vyjadfili komplexni exponencidlu pomoci redlnych funkci realné
proménné exp, cos a sin ; podobné je

cos(x + 1Y) = cos x coshy — i sin x sinhy,

sin(z + ty) = sin x coshy + i cos x sinhy ;

hyperbolické funkce tak poskytuji pohodlny prostfedek pro rozklad ,komplexni-
ho“ kosinu a sinu na slozky.

Ze vzorce (4.25) plyne indukei rovnost expnz = (exp z)™ pro vSechna z € C a
vSechna n € N; protoze pro n = 0 je tato rovnost trivialni a protoze 2" = 1/z7",
exp(—z) = 1/expz, je patrné, Ze rovnost expnz = (exp z)™ plati pro vSechna
n € Z a vSechna z € C. Odtud plyne pro vsechna z = z + iy € C identita

(exp(x + iy))" = (expx)"(cos ny + i sin ny) .

Tento vztah byva na stfedni $kole uvadén ve zjednodusené formé (pro z = 0) pod
jménem Moivrova véta ¢i Moivrova formule:

(cosy+isiny)” =cosny+isinny, neZ. (4.48)
Poznémka 4.5.3. Pfipomenime jiz odvozené vzorce (4.46) a (4.36). Dosadme do nich
t € R za z a uvazujme body [z,y] = [cost,sint] a body [z,y] = [cosht, sinht].
V prvnim pifpadé lezi tyto body na krusnici o rovnici z? + y?> = 1, ve druhém na

hyperbole o rovnici 2> — y? = 1. Vzorce, které jsme pro hyperbolické a goniometrické

funkce odvodili, jsou analogické.

Tato analogie je hluboka a lze ji dat i geometricky charakter. Sledujte Obr. 4.4.
Parametr ¢ lze v obou pfipadech interpretovat pomoci obsahu jistych ,kfivoc¢arych troj-
uhelnik“. Pfipomenme dva vzorce z realné analyzy

/s/l—xzd:r = %(x\/l—xz—arccosx), (4.49)
/\/:c2—1d1: = %(m\/ﬁ—l—log(m—i—\/x?—l). (4.50)

Predstavme si body [ cos t, sint] a [ cosht, sinht] s obéma kladnymi souradnicemi. U go-
niometrickych funkci lze ¢ interpretovat nejen jako thel, ale téz jako dvojnasobny obsah
kruhové vysece odpovidajici ahlu o velikosti ¢; jeji obsah spoé¢teme pomoci vzorce (4.49):

1 1
V1—z2dz =3 sint cos t—|—§(:c\/l—:c2—arccosx)

ost

1 1 t

r—=cost 2

1
P:§sz‘ntcost—|—/

U hyperboly lze ¢ interpretovat jako dvojnasobny obsah ,trojuhelniku“, omezeného
obloukem hyperboly od vrcholu k bodu [ cosht, sinht] a tseckami, které spojuji koncové
body tohoto oblouku s bodem [0,0]:

1 cosht
P= 3 sinht cosht—/ Va2—1ldz =
1
1 1 1 1 .t
=3 sinht cosht + 3 (:c\/:c2—l — log(m—&—\/:c?—l)) =3 loge = 3
r=cosht
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..

sinh ¢

sint

cost cosht

Obr. 4.4: Popis kruZnice a hyperboly

Oba zminéné ,kiivocaré trojuhelniky*, odpovidajici parametru (¢/2), jsou na obrazku
graficky zvyraznény.

Vsimnéme si jesté dalsich vlastnosti goniometrickych funkci. Tak napf. z rov-
nosti cosit = cosht, t € R, ihned plyne, Ze

t —t
liin cosit = lim Le%p():oo;

t—+oo t—+oo 2

funkce cos neni tedy na C omezend. To je jedna z vlastnosti, které se podstatné
lisi pro realny a komplexni piipad. Ctenaf by si rovnéZ mél poviimnout, Ze pro
zddné x € R neni coshz = 0.

Véta 4.5.4. Funkce exp je periodickd. Je per(exp) = {2kwi; k € Z}. Rovnost
exp z = expw nastdvd, pravé kdyz pro néjaké k € Z nastava rovnost z—w = 2kmi.
Zobrazeni p(t) = exp(it), t € (—m, 7], je prosté a

p(—m 7)) = K(0,1) = {z € C; |2 = 1}..

Diikaz. Pripomenme z Poznamky 4.1.2, Zze 27 je nejmensi kladna perioda funkci
cos a sin. Z definice periody plyne, Ze mnozZina vSech period tvoii vzhledem ke
s¢itani komutativni grupu. Ze vzorce (4.25) vyplyvd, ze pro kazdou periodu ¢
funkce exp plati rovnost

exp(z) = exp(z + ¢) = exp(z) - exp(c) .

Cislo ¢ je v per(exp), pravé kdyz exp c = 1. Protoze 1 = |expc| = ezp (Rec) a pro
u € R je expu = 1, prévé kdyz u = 0, dostavame Re c = 0; odtud plyne, ze ¢ = it
pro néjaké ¢t € R. Pak vsak

1 =expc=-exp(it) = cost+isint,
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tj. cost = 1, sint = 0; tento pripad nastane, praveé kdyz ¢t = 2kw. Jinak feceno,
¢ € per(exp), pravé kdyz c¢/2mi € Z. Funkce exp je proto periodickd funkce a

per(exp) = {2kmi; k € Z} . (4.51)

Rovnost exp(z) = exp(w) nastava, pravé kdyz exp(z — w) = 1, neboli pro
(z—w)/2mi € Z. Je-li1 = |expz| = exp(Rez), pak z € I := {it; t € R}. Je tedy
o((=m,7]) € K(0,1). Pro kazdé z = = + iy € K(0,1) maji rovnice cost = z,
sint = y jediné YeSeni v intervalu (—m, 7], coz d4va zbytek tvrzeni. O

Poznamka 4.5.5. Rovnost exp(is) = exp(it) nemulze pro s,t € R, s # t, nastat,
jestlize |s — t| < 2m. Proto je funkce exp prosta pro kazdé u € R v pasu

{zeC;Imz € (u,u+2n]}. (4.52)
Vyjadfime-li nyni z € C\ {0} = P v ,goniometrickém tvaru*
z=|z|(cos a + i sina), (4.53)

je ¢islo a urc¢eno jednoznac¢né napt. podminkou —7 < o < 7, ale obecné je uréeno
jen , jednoznac¢né mod 27“. To znamena, ze pro z = x + iy muzeme pii vyjadieni
ve tvaru (4.53) pouze Fici, Ze y = amod2w. S oborem —7 < a < 7 budeme
nejcastéji pracovat; jak uvidime v dalsi ¢asti této kapitoly, uzitecnost této volby
souvisi s definici logaritmu v komplexnim oboru.

Lemma 4.5.6. Pro komplezni exponencidlu exp je exp(C) = P.

Diikaz. Podle (4.27) je expz # 0, a tedy ziejmé exp(C) C P. Je-li w € P, na-
lezneme feSen{ rovnice exp z = w vzhledem k nezndmé z v pasu {z € C;Imz €
(—m,7]}. Polozme z = x+1iy. Pak | exp z| = ezpx = |w|, z ¢ehoZ plyne x = log |w|.
Z Véty 4.5.4 plyne existence jediného y € (—m, 7], pro néz nastivi rovnost
cosy+isiny = o(y) =w/|w| € K(0,1). O

Oznaceni 4.5.7. Pro kazdé a € R definujeme
R, ={z€P; z=|z|exp(ia)}.

Geometricky je R, mnozina vSech bodt polopfimky vychazejici z bodu 0 a proti-
najici jednotkovou kruznici v bodé exp(ia); po¢atek pfitom na R,, nelezi. Z¥ejmé
je Ro = Rg, pravé kdyz a = B(mod 27). Misto Ry pouzivame jiz dfive zavedené
oznaceni Ry . PiSeme tedy R misto (0,+00) a také R, misto (—o0,0).

Poznamka 4.5.8. Celou situaci se pokusime piiblizit geometricky. Obecné je nemozné
jednoduse znazornovat komplexni funkce komplexni proménné graficky: Jiz znazornéni
kazdé ze slozek oddélené neni jednoduché. Predstavu nam vsak muze zprostiedkovat
zobrazovani jednoduchych geometrickych kiivek (pfimek, kruznic apod.). Pro ziskani
lepsi predstavy o funkci exp si vSimneme obrazti pfimek rovnobéznych s osami. Vyjdeme
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ze vztahu (4.47). Protoze je exp (R) = R4, je z néj patrno, ze pfimka o rovnici y = yo
se zobrazi na polopfimku Ry,. Gaussovu rovinu C lze vyjadrit jako sjednoceni p¥imek
o rovnicich y = yo € R a mnozina {exp(iy); y € R} je celd jednotkova kruznice, proto
zobrazuje exp komplexni rovinu C na C\ {0} = P.

Piimka o rovnici ¢ = o € R se zobrazi na kruznici K(0,7) o stfedu 0 a o poloméru
r = expxo > 0, avSak ,probéhnutou nekonecnékrat“. Snadno nahlédneme, ze obrazem
useky [zo + iyo; zo + i(yo + 27)] je t4z kruZnice.

Poznamka 4.5.9. Funkce exp, sinh, cosh, sin a cos jsou dilezitymi piiklady
tzv. celych funkci, tj. funkci holomorfnich v celé Gaussové roviné C.

4.6 Logaritmus a argument

Nejprve dokazeme obecné tvrzeni o derivovani inverzni funkce. Bezprostiedné
je pak pouzijeme k derivovani zavadéného logaritmu. Poznamenejme, Ze je-li
f: F — G prosté zobrazeni F' do G a pro g : G — F je g(f(z)) = z pro vSechna
z € F, je restrikce g na f(F) C G inverznim zobrazenim k f.

Véta 4.6.1. Necht F' a G jsou oteviené mnoZiny vC, f: F - Cag: G — C
Jsou spojité funkce takové, Ze f(F) C G a g(f(z)) = z pro vSechna z € F. Je-li g
holomorfni v G a je-li g'(w) # 0 pro vSechna w € G, je i f holomorfni v F a pro
vSechna z € F' plati rovnost

) = —e . (4.54)

Diikaz. Zvolme pevné bod z € I a uvazujme takova h € C, pro néz je h # 0,
z+he F.Potom z = g(f(2)), 2+ h=g(f(z+ h)), takze f(z) # f(z+h) a

L= U GE+R) —g(f(2) _ 9(f(z+h) —g(f(2)) flz+h) — f(2)
h f(z+h) — f(2) h '

Limita levé strany prvni rovnosti pro h — 0 je 1, existuje tedy i limita vyrazu na
pravé strané druhé rovnosti. Protoze limy,_.o(f(z + k) — f(2)) = 0 a pro h # 0 je
f(z+h) # f(2), je podle véty o limité slozené funkce

o S+ ) g7 ()
h—0  f(z4+h)— f(2)

protoze ¢'(f(z)) # 0, existuje i limita lim,_,o(f(z + h) — f(2))/h = f'(2) a plati
vzorec (4.54). O

=9'(f(2));

Poznamka 4.6.2. Jak uvidime pozdéji, 1ze toto tvrzeni jesté zesilit, nebot totéz doka-
zeme za slabsich pfedpokladii; viz Tvrzeni 5.8.3. Na druhé strané nam tato jednoducha
verze umozni dokéazat tvrzeni o souvislosti logaritmu a exponencialy.
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Definice 4.6.3. Pro w € P = C )\ {0} zavedeme oznaceni %)
Logw:={z€C;w=expz}. (4.55)

Prvky mnoZiny Logw nazyvame hodnoty logaritmu w.

Poznamka 4.6.4. V realné analyze je funkce ezp : R — (0,00) prostd a zobrazuje
R na (0, 00), takze pro dané y € (0, 00) existuje prdvé jedno teseni x rovnice expx = y;
pro kazdé w € P vSak existuje v C nekonecné mnoho teseni z rovnice exp z = w. Euler
povazoval za ,logaritmus w* kazdy prvek této mnoziny. Jak jsme ukazali vyse, v kazdém
pésu (4.52), zavislém na volbé u € R, lezi pravé jedno takové feseni.

Abychom se piiblizili pojeti z redlné analyzy, vybereme si jeden z pasti (4.52): na
ném urcime k funkci exp inverzni funkci; ta bude jednim z moznych uzitecnych rozsireni
funkce log, v tomto pfipadé na P. Je rozumné, aby pfimka R byla uprostied takového
pasu, protoze chceme rozsifit redlny logaritmus log definovany na Ri. Pro v = —m
tak dostaneme funkci, ktera se obvykle zna¢i Log, zatimco mnozina ze vzorce (4.55) se
znaci obvykle log. Zaménou tradi¢niho oznaceni dosdhneme analogie: tak jako se znaci
holomorfni rozsifeni ezp na C opét exp (grafické rozliseni v dalsich kapitolach opustime),
bude log znacit funkci a ne mnoZinu. Naopak velké pismeno v oznaceni Log pfipomene
obvyklé znaceni mnozin. Toto hledisko, i kdyz vede k poruseni ceské tradice v oznacovani,

vl

by vSak mélo byt pro zacatecnika ,prirozenéjsi“.
Definice 4.6.5. Ozna¢me pés (4.52) pro u = —m symbolem M, tj. polozme
M={:=x+iy;zeR, ye (—mmn]|}. (4.56)

Funkeci log definujeme jako funkci inverzni k restrikci exp |[M funkce exp na péas
M a nazyvame ji hlavni hodnota logaritmu. Definujeme arg := Im(log); tuto
realnou funkci nazyvame hlavni hodnota argumentu. Dale klademe

Argz:={a €R; z = |z]exp(ia)}, z€P. (4.57)
Prvky mnoZiny Argz nazyvame hodnoty argumentu z.

Poznamka 4.6.6. V zavedeném oznaceni jsou tedy Logz a Argz pro kazdé z € P ne-
kone¢né mnoZiny, kdezto log a arg jsou funkce. Srovnanim s vyjadfenim (4.53) zjistime,
jaky je geometricky smysl argumentu; funkci arg si lze snadno pfedstavit: arg z je veli-
kost orientovaného thlu « € (—m, ], ktery svird pravodi¢ bodu z, tj. polopfimka R,
s R4. Obecnéji, uvazujeme-li vSechna a € R, je tento thel je urcen modulo 27; viz Po-
znamku 4.5.5. Také redlnd ¢ast log z je snadno predstavitelna: grafem log |z| je plocha
v R3 vznikla ,rotaci grafu funkce log“.

Je-li z € P, m4 rovnice expw = z v pasu M definovaném v (4.56) jediné Feseni
w = logz; obecndji v kazdém pasu (4.52) existuje jediné FeSeni této rovnice.
Protoze exp(logz) = z, je |exp(logz)| = exp(Re(logz)) = |z|, z € P a tedy
Re(log z) = log |z|. Dostavame tedy

logz =log |z|+iargz, z€P.

8) Toto oznadeni je netradi¢ni; viz néasledujici Poznamku 4.6.4.



4.6. LOGARITMUS A ARGUMENT 89

Poznamka 4.6.7. Nyni muzeme pro kazdé z € P snadno popsat mnoZiny Log z a Arg z
pomoci funkct log a arg: je log z = log |z| + i arg z, z Gehoz dostaneme

Logz = {log z + 2kmi; k € Z}, Argz={argz+ 2km; k € Z}.

Nejednoznacnost imaginarni ¢asti je zpisobena tim, ze nepracujeme lokdlné a zajimame
se o viechna feseni w rovnice expw = z ?).

Lemma 4.6.8. Funkce log a arg zavedené v Definici 4.6.5 jsou nespojité ve vsech
bodech mnoZiny R, := {texp(im); t € Ry} a spojité v P\ Ry,. Funkce log je
holomorfni na P\ Ry a jeji derivace je log'(z) = 1/z pro viechna z € P\ R..

Diikaz. Protoze funkce Re(logz) = log |z|, z € P, je slozenim dvou spojitych
funkci a je tedy spojita, pro vysetfeni spojitosti log se staci zabyvat pouze funkci
argz = Im(logz). Je-li zg € Ry, je 20 = Rezp < 0. Pro z — 20, Imz;, < 0,
k € Np, je argzp < —7/2, avSak argzo = 7. Neplati tedy argzp — argzp. Lze
ukazat, Ze pro kazdy bod zy € R,
li 1 =1 li 1 =1 — 273
z—>zo,1?111220 ogz =logzy, a Z_)ZO)lganO og z = log zg — 271

Spojitost v ostatnich bodech z P dokéZeme sporem: je-li zg € P\ R, a arg nent
spojita v bodé zg, existuji body zr — zo tak, Ze argzp — t € [—m, 7], t # arg 2o.
Je vsak exp(log z,) — exp(log zp), a tedy plati zaroven

exp(iarg z,) — exp(iargzg), exp(iargz) — exp(it).

Avsak pak arg zg —t = 2lm pro néjaké | € Z a z | arg zo — t| < 27 dostaneme | = 0,
coz je potfebny spor.
Protoze exp je holomorfni a prostd na vnitiku M°, kde M je definovana
v (4.56), exp(M°) = P\ R je oblast, na které je funkce log = exp~! spojita, je
podle Véty 4.6.1
1 1 1

log'(z) = = =
og (%) exp’(logz) exp(logz) =z’

a log je tedy holomorfni v P\ R,. O

Priklad 4.6.9. Kazdé ¢islo w € P ma (jedinou) hlavni hodnotu logaritmu; s ohledem
na log w = log |w| + 7 arg w dostavame

log(1) =0, log(—1)=mi, log(i)=mi/2, log(—i)= —mi/2.
Vsechny hodnoty komplexniho logaritmu logw dostaneme z logw pfi¢tenim vSech na-
sobkd 2kmi, k € Z. Je tedy
Log(1) = {2kni; k € Z}, Log(—1) = {(2k + 1)7i; k € Z},
Log(z) = {(2k +1/2)7i; k € Z}, Log(—i) = {(2k — 1/2)7i; k € Z}.

9) Ve stari literatufe se mnoziny Log z a Argz Casto nazjvaly ,nekonecnéznaéné funkce®;
prifazovaly kazdému z € P nekonecné mnoho hodnot. Terminologicky to vSak neni v souladu
s definici funkce ¢i zobrazeni.



90 KAPITOLA 4. Transcendentni funkce

Definice 4.6.10. Je-li M C C a je-li f: M — P spojitd funkce, pro kterou je
f(2) € Log(¢(z)) pro vSechna z € M, nazgvame ji spojita vétev logaritmu ¢
na M. Podobné spojita funkce g na M, pro kterou je g(z) € Arg(p(z)), z € M,
se nazyva spojita vétev argumentu ¢ na M. Je-li ¢ identické zobrazeni na M,
pak ¢ vynechdvame a f nazyvdme spojita vétev logaritmu na M a g spojita
vétev argumentu na M 10).

Je-li f spojitd vétev logaritmu ¢ na mnozing M (tj. f(z) € Log(¢(2)) a f je
spojitd na M), pak ¢(z) = exp(f(2)), z € M, a Im f je spojitou vétvi argumentu
@ na M. Je-li f spojitd vétev argumentu ¢ na mnoziné M (tj. f(z) € Arg(p(z))
a f je spojitd na M), potom log |p| + if je spojitou vétvi logaritmu ¢ na M.
Budeme se proto déle zabyvat pfevazné spojitymi vétvemi logaritmu. Analogickd
tvrzeni pro spojité vétve argumentu si ¢tenai snadno dokaze sam.

Poznamky 4.6.11. V téchto poznamkach predpoklddame, ze M C Ca ¢ : M — P je
spojitd funkce vzhledem k M.

1. Je-li f spojité vétev logaritmu nebo argumentu ¢ na mnoziné M, pak ziejmé ¢(z) # 0
pro vsechna z € M.

2. Je-li g spojitad vétev logaritmu ¢ na mnoziné M, pak pro kazdé k € Z je zfejmé
gk := g + 2kmi rovnéz spojitou vétvi logaritmu ¢ na M.

Véta 4.6.12. Je-li G C P souvisld mnozina a f : G — C je spojitd vétev lo-
garitmu na G, pak F := {f + 2kwi; k € Z} je mnoZina vSech spojitych vétvi
logaritmu na G. Je-li navic G oblast, je kazdd f € F funkci holomorfni v G
aplati f'(z) =271, z € G.

Diikaz. Jsou-li g1, g2 spojité vétve logaritmu  na souvislé mnozZiné G, plati rov-
nosti ¢(z) = exp(g1(2)) = exp(g2(z)) a funkce g1 — g2 je spojitd na M. Podle
Véty 4.5.4 je (91(2) — g2(2))/2mi € Z pro kazdé z; avSak spojitd funkce, kterd na
souvislé mnoziné nabyva pouze celociselniych hodnot je konstantni. Existuje tedy
k € Z tak, ze g1 = g2 + 2kmwi, coZ spolu s Pozndmkou 4.6.11, (2) dava prvni ¢ast
tvrzeni. Druhé c¢ast plyne analogicky jako v Lemmatu 4.6.8 z Véty 4.6.1 o deri-
vovan{ slozené funkce. Sta¢i pracovat s jednou funkei f € F: je exp(f(z)) =z a

1 1 1
f/ zZ) = = = — .,
B~ @)~ @)
Odtud plyne f/(2) = z=! pro kaZdou g € F, nebot rozdil f — g je konstantni
funkce v G. O

Ukazuje se, Ze existence spojité vétve logaritmu (nebo argumentu) je velmi
dtilezitou otazkou, kterd je klicovou pro zavedeni dilezitého pojmu indexu bodu
vzhledem k uzaviené kiivce, neprochézejici timto bodem. Budeme se nyni tomuto
problému vénovat.

10y Neékdy se téz uzivaji terminy jednoznacnd vétev logaritmu a jednoznacénd vétev argumen-

tu. Srv. napf. [19].
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Rarg w+m

Obr. 4.5: Vyjadfeni logaritmu fadou

Lemma 4.6.13. Je-li w € P, o = argw, pak existuje spojita vétev logaritmu
v P\ Rytq; jeji restrikce na U(w, |w|) je na tomto kruhu spojitou vétvi logaritmu
a lze ji vyjddrit mocninnou fadou o stiedu w a poloméru konvergence R = |w|.

Dikaz. Protoze ¢islo ¢ leZi v R gqqr, pravé kdyz je (/w < 0 (tj. (/w € Ry),
plyne z podminky z € R 44+, naopak podminka z/w € P\ R,. Proto je korektni
definovat

f(z) =log(z/w) +logw, ze€P\Rriq,

a je pak f'(z) = (1/(z/w))/w = 1/z, f(w) = logw; funkce f je zfejmé spojitou
vétvi logaritmu v P\ R o 41.
Rozvoj f v U(w,|w|) (viz Obr. 4.5) 1ze nalézt napt. tak, Ze rozvineme funkci

1 1 z —w)F
e S OV

a z tohoto rozvoje ziskame rozvoj funkce f integraci fady ,,Clen po ¢lenu“. Dosta-

neme tak 1)k
—1)¥ 1z —w\k+1
=1lo (=2) 4.58
f(z) gw + Z P i1\ w ; (4.58)
hodnotu aditivni ,,integrac¢ni konstanty* jsme ziskali dosazenim z = w: protoze se
soucet Fady anuluje pro z = w, je f(w) = logw. O

Lemma 4.6.14. Je-li ¢ : [a,b] — P spojitd funkce, pak existuje spojitd vétev
logaritmu funkce ¢ na [a,b], tj. spojitd funkce ®(t), t € [a,b], pro kterou plati

o(t) = exp(P(t)), te]a,b].

Jestlize navic existuje derivace ¢’ na [a,b], pak existuje i derivace ¢’ a plati
rovnost @' (t) = ¢'(t)/¢(t), t € [a,b].
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Diikaz. Protoze je (p) kompaktni mnozina, je jeji vzdalenost d od bodu 0 klad-
ni. Protoze funkce ¢ je stejnomérné spojitd na [a,b], lze zvolit takové déle-
ni DeD([a,b]), D={a=ty <ty <---<t, =Db}, ze obrazy ¢([tk—1,t]) in-
tervaltt déleni maji primér mensi nez d. Protoze pro kazdé t € [typ_1,tx] je
lo(t—1) — p(t)] < d, je také ¢(t) € Uy, kde Uy :=U(p(tk—1),d), k = 1,...,n.
Protoze |¢(t)] > d pro vSechna ¢t € [a,b], zfejmé 0 ¢ Uy. Na Uy, k = 1,...,n,
vsak podle Lemmatu 4.6.13 existuji spojité vétve logaritmu. Oznacéme [ vétev
na Uy a polozme @y, := [ o ¢ na [tg_1,tr]. Funkce @ jsou spojitymi vétvemi
logaritmu ¢ na [tg_1,tx ]

Zakladni myslenkou dalsiho postupu nejprve zhruba nastinime; spociva ve ,sle-
povani“ vétvi @,. Postupujeme takto: k @2 pficteme 2n;7i s takovym n, € Z, aby
D1(p(t1)) = P2(p(t1)) + 2n1mi. Tim jsme dosdhli toho, ze definice

Qs(t) = (151(15) , te [t07t1 ] s Qs(t) = (152(15) +2nme, t € [t17t2]
je korektni. Pak pfi¢teme vhodnou konstantu k vétvi @3 atd. Po kone¢né mnoha krocich
tak ziskdme spojitou vétev logaritmu ¢ na [a,b]. Nyni postup formélné popiSeme.
Prokazdé k =1,...,n—1 jsou @ (p(tx)), Pr+1((tr)) dvé hodnoty logaritmu

Cisla (tx) a existuje proto ny, € Z tak, ze

Dr(@(tr)) = Prrr(p(tr)) + 2npmi .
Funkce

k—1
d(t) Z=¢k(t)+22nkﬂi, te[te—1,te], k=1,...,n,
i=1

je korektné definovana a je spojitou vétev logaritmu ¢ na [a, b], nebot pro kazdé
k na [tkfl, tk] plati

exp(P(t)) = exp(Px(t)) = exp(lk(p(t))) = ¢(t) .

Dalsi ¢ast o derivovani plyne z Pozndmky 3.1.2, nebot sklddame diferencova-
telné funkce [j s ,hladkou” ¢. Tim je dikaz dokoncen. O

Poznamky 4.6.15. 1. Je-li h spojitd funkee na (p), h : {(¢) — P, 1ze aplikovat
Lemma 4.6.14 na funkci ¢(t) = h(p(t)), t € [a,b] a dostat tak spojitou vétev
logaritmu how na [a,b]. Je-li nap¥. h(z) = z— 29, z € C, a ¢ kiivka neprochazejici
bodem zp, dostaneme tak existenci spojité vétve logaritmu ¢ — zp.

2. Existuje-li pro kfivku ¢: [a,b] — C spojita vétev @ logaritmu ¢ — zg na [a, b],
nazyva se rozdil ¢(b) — P(a) pFirustkem logaritmu ¢ — zy podél kfivky ¢.
Pokud je ¥ spojitd vétev argumentu ¢ — zg na [a, b], nazyva se rozdil ¥(b) — ¥(a)
pFirastkem argumentu ¢ — zp podél kiivky .
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4.7 Obecna (komplexni) mocnina

Mocniny z* s celym exponentem k, piesnéji z — z*, 2 € P, k € Z, jsme jiz

definovali. Nyni zavedeme obecnou mocninu 2 i pro « € C\ Z. V reélném obo-
ru jsme obecnou mocninu z* definovali pro z € (0,00) s ¢ € R jako funkci
x +— exp(alog x); v komplexnim oboru to se udélame analogicky, ovSem s ne-
zbytnou opatrnosti. Kromé funkce log mame ovSem k dispozici pro kazdé z € P
mnozinu Log z; zavedeme proto dvé definice.

Definice 4.7.1. Funkci
z —exp(alog(z)), z€eP,

kde log je hlavni vétev logaritmu, nazyvame pro a € C hlavni hodnota a-té
mocniny ¢isla z a zna¢ime ji symbolem m,,, nebo také z%, z € P.

Definice 4.7.2. Pro kazdé a € C a kazdé z € P definujeme mnozinu
M, (2) = {exp(aw); w € Log z}, (4.59)
kterou budeme nazyvat komplexni a-tou mocninou déisla z. Jeji prvky jsou

hodnoty a-té mocniny disla z.

Poznamka 4.7.3. Protoze log je rozsifenim funkce log znamé z realné analyzy,
je rovnéz z® zobecnénim diive zavedené funkce x®. Poznamenejme, Ze pro o € Z
a z € P plati rovnosti

My (2) = {exp(aw); w € Log z} = {exp(a(logw + 2k7i))} =
= {exp(alogw) - exp(a - 2kwi)} = {2°},
a je to jednoprvkova mnozina. Ve shodé s oznacenim lze psat misto exp z symbol e*
pro vSechna z € C. Je totiz e* = exp(zloge) = exp(z), nebot log(e) = log(e) =1
podle definice z realné analyzy; viz téz Poznamku 4.1.2. Tohoto oznaceni budeme
v dalSim textu casto vyuzivat.
Pro kazdé o € C\ Z plati: Funkce z“ je spojitd v P\ R a pro kazdé zg € R,

lim 2% = 2§, lim z2% = 6_20‘“28‘.
z—20,Im 2>0 z—2z0,Im 2<0

Protoze a ¢ Z, je e=2™% £ 1. Funkce 2 je pro vsechna a € C \ Z nespojita
ve vSech bodech z € R. Podle Véty 3.1.1 plati rovnost

(%) = a2z, zeP\R,.

Je diilezité vySetfit pro vechna uvazovand o € C\Z i mnozinu M, (z). Protoze
Logz = {log z + 2kmi; k € Z} a exp(alog z) = 2%, je

M, (2) = {2z - exp(2kami); k € Z} .
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Je proto vhodné védét, ze kterych ¢isel se skladd mnozina {exp(2kamni); k € Z};
jak se ukaze, zavisi to na . Z upraveného vyjadieni tvaru {(exp(2ami))*; k € Z}
vidime, ze tato ¢isla pro k € N tvofi geometrickou posloupnost a stejné tak i pro
—k € N. Pro « € T = {it; t € R} lez{ pfitom na piimce a pro o € R na kruZnici.

Pro vSechna ¢isla « € C\ Z, kterd jsou redlnd iraciondlni, nebo jsou komplexni
a maji nenulovou imaginarni ¢4st, je mnozina M,(z) nekoneénd. Kdyby totiz
platila pro néktera dvé riznd celd ¢isla k, [, rovnost exp(2kani) = exp(2lani),
pak by také platila rovnost exp(2(k — l)ami) = 1, a tedy a(k — 1) € Z, coz dava
potfebny spor dokazujici nekoneénost uvazované mnoziny.

Pro raciondlni ¢isla o € R\ Z je vySetfovand mnozina koneénd; je-li o = p/q,
kde p € Z, q € N jsou nesoudélna ¢isla, tvofi tato mnozina vrcholy pravidelného
g-uhelniku. V algebfe se dokazuje, ze ¢isla 0,1,...,q — 1 lezi v g riznych tr¥idach
modulo ¢, ¢isla 0,1/¢,2/q,...,(qg—1)/q v q rtiznych tfiddch (mod 1) a ¢&isla

ok Lri, k=0,1,...,(¢—1) (4.60)
q

v ¢ riznych t¥idach (mod 27i); podobné pro kazdé I € Z lezi &islo 2l(p/q)wi
v jedné ze t¥id urcenych ¢isly (4.60). Specidlné je tato mnozina vzdy konecénd,
a pro popsany pripad je

my/q(2) = {zp/qexp(2k£7ri); keNyg,0<k<qg—1}.
q

4.8 Funkce tangens a kotangens

Zavedeni funkce tangens (a kotangens) v komplexnim oboru neni obtizné, k defi-
nici pomoci podilu tg := sin / cos je vak uZite¢né znat mnoziny (srv. se (4.1))

N.(C):={2€C;cos2=0} a NG(C):={z€C;sinz=0}. (4.61)

Ziejmé sin z = 0, pravé kdyz plati exp(iz) = exp(—iz), neboli exp(2iz) = 1. Podle
Véty 4.5.4 je to pravé kdyz 2iz = 2kwi pro k € Z, neboli kdyz z € {km; k € Z},
takze Ns(C) = {km; k € Z}, a vzhledem k (4.45) je N.(C) = {(2k + 1)7/2; k € Z}.

Definice 4.8.1. Pro vSechna z € C definujeme

sin z CoS 2

tgz = , 2€ C\ N,(C), cotgz:=
cos 2 sin z

L 2€C\NJ(C).  (4.62)

Poznamka 4.8.2 (duleZitd). Z piedchazejici definice vidime, Ze obé& funkce tg
i cotg jsou rozSifenim stejnojmennych ,redlnych“ funkci. Z Eulerovych vzorct
(4.38) dostaneme pro w = exp(2iz) neméné zajimavé vyjadieni

1w

-1 1
tgz=-——, 2€ C\ N.(C), cotgz:i&
1w w —

1 1 2 €CANS(C). (4.63)
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Tato vyjadreni jsou dulezitd pro vysSetfovani inverznich funkci; analogickd vy-
jadreni existuji i pro hyperbolicky tangens, ktery se definuje pomoci rovnosti
tgh z := sinh 2/ cosh z a hyperbolicky kotangens (cotgh := cosh z/ sinh z). Funk-
ce tg je holomorfni v mnoziné C \ N.(C) a podobné funkce cotg je holomorfni
v mnoziné C\ Ny(C). Nebudeme se témito funkcemi zatim hloubé&ji zabyvat. Jako
ukdzku uvedeme odvozeni vzorce, znamého z redlné analyzy: z definice snadno

dostaneme identitu )
cos? z + sin® z 1

to’ = =
g(2) cos? z cos? z

platnou vSude v mnoziné C \ N.(C). Pozdé&ji rozsifime funkce tg a cotg na C tak,
ze budou spojité vsude v C.

4.9 Doplnky a komentare

Poznamka 4.9.1 (o exponenciale). Ctendf by mozna uvital, kdybychom se
na vlastnosti ,redlné“ exponencidly exp zminéné v Poznamce 4.1.2 neodvolavali
a odvodili je pfimo z Definice 4.4.1. To je na zakladé jiz dokdzané Véty 4.4.3
jednoduché, pro tplnost vSak postup stru¢né popiseme.

Z definice (4.24) plyne ezpx > 1 pro vSechna z € R,;. Pomoci Véty 4.4.3
dostaneme expx > 0 pro vSechna z € R. Podle Véty 2.3.5 obdrzime exp’ = exp,
z ¢ehoz plyne, Ze ezp je spojita rostouci funkce na R. Je 0 < ezpz < 1 v (—o0,0),
ezp0=1a ezpx > 1v (0,00). Pro kazdé z € R je (ezpz — (1 + z))’ = expx — 1,
takze funkce exp x—1—x mé v bodé 0 minimum a plati tedy nerovnost expz > 1+=x
pro vSechna x € R.

Nasledujici dveé Véty 4.9.2 a 4.9.3 spolu s Poznamkou 4.9.4 ukazuji, Ze stejné
jako v redlném oboru lze komplexni exponencialu zavést vice zpusoby: pomoci
jednoduché diferencidlni rovnice v C a ,po¢atecni podminky*, pomoci funkcio-
nalni rovnice v C, a také jako limitu posloupnosti jistych polynomi (odlisnych od
Taylorovych polynomil). Poznamka 4.9.4 popisuje cestu, ktera sahéd az k Eulerovi
a ktera je schiidna i v komplexnim oboru.

Véta 4.9.2. Necht G C C je oblast. Je-li f holomorfni v G a je-li b € C, jsou
ekvivalentni tyto podminky:

(1) Ewzistuje a € C tak, Ze f(z) = aexp(bz) v G;
(2) rovnost f'(z) = bf(z) plati pro vechna z € G .

Specidlné, funkce f holomorfni v C, pro kterou je f' = f a f(0) = 1, je komplezni
exponencidla.

Diikaz. Vypoctem lehce ovéfime, Ze z (1) plyne (2). Funkee g(z) := f(2) exp(—bz),
z € G, spliiuje podle (2) v G podminku ¢'(z) = 0, a podle Véty 3.4.5 je tedy
konstantni v G. Oznac¢ime-li jeji hodnotu a, dostaneme odtud snadno (1). O
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Véta 4.9.3. Necht G C C je oblast, obsahujici bod 0, necht f je funkce, kterd
md nenulovou derivaci b := f'(0) a vyhovuje funkciondini rovnici

flz4+w) = f(2)f(w), pokudje zw,z4+wéeQG. (4.64)
Potom je f'(z) = bf(z). Specidlné, pro b =1 je f restrikce exponencidly na G.

Diikaz. Pripomenme, ze podminkou o nenulovosti derivace jsou konstantni feseni
funkciondlni rovnice (4.64) vyloucena. Existuje tedy zg € C, pro néz f(zo) # 0,
takZze z rovnosti (4.64) plyne f(zo +0) = f(20)f(0) a f(0) = 1. Zvolme nyni
libovolné z € G a r > 0 tak, aby okoli U(z,r) i U(0,r) lezela v G. Pak podle
(4.64) pro 0 < |h| <7 je

flz+h)—=f(2) f(h)—1
f—f(z)T—f(Z)T

z ¢ehoz plyne limitnim pfechodem pro h — 0 existence f'(z) = f(z)f'(0) = bf(2).

Protoze tento vztah plati pro vSechna z € G, je f holomorfni v G a lze uzit
Vétu 4.9.2, z niz jiz plyne dokazované tvrzeni. O

Poznamka 4.9.4. V [Z], str. 155 a nésl., je ,redlnd“ exponencidla zavedena na R jako
limita posloupnosti polynomii:

expxr = lim (1 + g)n . (4.65)

n—oo

S nésledujicim podrobnym navodem ¢étenar snadno dokaze, Ze obdobné lze postupovat
i v komplexnim oboru. Oznacime-li

amky = (1- D) (1-2) . (-2,

pro kazdou dvojici ¢isel k,n € N, pro néz je 1 < k < n, snadno zjistime, ze

n n k n k
(1—1—%) :Z(Z>%:1+z+2q(n7k)%.

Dale je
k

= |3 (- atm)

k=2

d(n) == ‘Z%—(l+%)"
k=0

pficemz z Bernoulliho nerovnosti (viz [Z], str. 29) snadno plyne, ze

— 1\ k-1 — —
q(n,k)2<1—kn1) 21—%%—1), coz da 1—q(n,k)<w.

Odtud jiz dostaneme odhad

k(k —1) |2|* 2|2
a) < 30 MDD L
k=2 ’

takze (4.65) plati i v komplexnim oboru, tj.

expz = lim <1+i)n, zeC.
n

n—00
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Poznamka 4.9.5 (o é&isle 7). V diikazu Véty 4.5.4 se opirame o znalosti z redlné ana-
lyzy. Je to proto, ze nechceme nékteré tivahy zbyteéné opakovat. Na druhé strané nékte-
ré pojmy lze v komplexni analyze definovat ekvivalentné jinym zptsobem: tak bychom
mohli napt. definovat m jako nejmensi ¢ € Ry takové, ze

per(exp) = 2¢iZ. (4.66)

Jiz. vime, ze exp(z + 2kwi) = expz pro vSechna k € Z. Pokud pro z = z + iy je
exp z = 1, je x = 0. Nyni sta¢i dokazat, ze pro vSechna y, 0 < y < 27 je exp(iy) # 1. To
dokézeme sporem: zvolme pevné 0 < y < 27 a pfedpoklddejme, ze exp(iy) = 1. Pak je
y/4 € (0,7/2), takZe pro u, v, pro néz exp(iy/4) = cos(y/4) + i sin(y/4) = u + iv, plati
ziejmé u > 0, v >0 a

1 =exp(iy) = (u+ w)* = u* — 60’0 +v* + diwv(u® — v?). (4.67)

2

Porovnanim imaginarnich ¢asti dostaneme u? = v2, tj. u = v, a dosadime do realné ¢asti

vpravo v (4.67) u za v. Dostaneme tak
vt — 6t ot =~ <0
a nalezeny spor ukazuje, ze nejmensi kladné ¢, pro které 2ci € per(exp), je .

Poznamka 4.9.6 (dalsi vzorce). Ctendi si miize polozit otazku, jak je to se viemi
témi vzorci pro goniometrické funkce, se kterymi se seznamil na st¥edni skole, pfipadné
pozdéji v ,redlné“ analyze. Vzorce (4.43) a 4.44 (pro rozdily) jsme v ,redlné variant&“
uzili spolu s hodnotou derivace sin’(0) = 1 = cos(0) k zavedeni funkci sin a cos a
k odvozeni mnoha dalsich vzorct; viz [Z], str. 171 a nasl. Mohli bychom sledovat tuto
cestu. Pozdéji se vsak seznamime s obecnym principem, ktery ndm umozni ,pfenaset®
vzorce pro goniometrické funkce platné v R do C.

Poznamka 4.9.7 (o odmocninach). Poznali jsme mnoziny M, pro rizné «. Je pfiro-
zené si blize vS§imnout nékterych specialnich pripadd. Specidlné pro n € N \ {1} mnozina
M; ;,,(z) obsahuje pro kazdé z € P celkem n riznych hodnot n-té odmocniny ze z (pro
n =1 jde o identitu). Pro kazdé z € P je

Ml/n(z):{|z|1/”~exp ;k:O,l,...,n—l}.

< arg z + 2km )
—
Geometrickd interpretace je jednoducha: Body Gaussovy roviny odpovidajici témto n
hodnotam tvoii pro n > 2 vrcholy pravidelného n-thelniku vepsaného do kruznice se
stfedem 0 a polomérem |z|1/" ; pro n = 2 se jednd o krajni body tsecky. Staci tedy znat
jeden z vrcholii, napf. ten, ktery odpovida hlavni hodnoté z/™ = |z|Y/™ exp((i arg z) /n)
a vSechny hodnoty n-té odmocniny z é&isla 1, které zfejmé tvori mnozinu

{exp(2kn7”);k:O717...,n—1}7

a kterymi tuto hlavni hodnotu postupné nasobime. Pro n = 2 a z > 0 dostavame pravée
dvé hodnoty, zapisované nékdy stru¢né pomoci zapisu :t\/z. Obecné se v komplexni
analyze oznacuje pro z € P symbolem {/z mnoZina vsech n hodnot My,,(z), v rediné
analyze pro z > 0 znamend tenty? symbol /z jediné (kladné) realné &islo. Abychom
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predesli nedorozuméni, uzili jsme v tomto textu netradi¢ni symboly M, a mq, a to i pro
a=1/n.
Postupovali jsme zadmérné tak, ze pro o € R\ Z jsme funkce zndmé z redlné analyzy

rozsirili z R4 na P, tedy analogicky jako jsme postupovali u exponencidly a goniomet-
rickych funkei.

Priklady 4.9.8. 1.V reilné analyze je \S/T =1 a je to jedno cislo, v komplexni analyze
je My ,3(1) mnoZina, jejiz jeden prvek je (realné) ¢islo 1 a dalsi dva jsou imaginarni ¢isla:
cos(2m/3) + i sin(27/3) a cos(4m/3) + i sin(47/3); zde lze zapis opét zestrucnit a oba
prvky zapsat najednou ve tvaru —1/2 + z\/§/2 Symbol M;,3 je tedy mnozina vsech
fedend rovnice z° = 1.

2. Podobné v R je \/§ =3, ¥/ —27= -3 a / — 4 neni definovéna, zatimco pti zavede-

ném oznaceni je

My/2(9) = {-3,3), My/s(~27) = {3, 3/2 — 3i7/3/2, 3/2 + 3i\/3/2} a
My jo(—4) = {~2i,23} .

3. Urcime jesté i*: dle nasi tmluvy jde o hlavni hodnotu, takze s vyuzitim Piikladu 4.6.9

dostavame i' := exp(ilogi) = exp(i(ri/2)) = e~™/2. Naproti tomu je M, (i) mnoZina;

protoze M;(i) := {exp(i(2km + 7/2)i); k € Z} = {e~@F+Y/D™. L ¢ 7} je to nekonecna
J

mnozina redlnych cisel.

Poznamka 4.9.9. Vsimnéme si nyni vztahu ke stfedoskolské latce. Pfipomeneme, Ze
napft. ¢islo \/5 je kladné (iracionalni) ¢islo a Ze jsme v realné analyze nedefinovali \/E
pro = < 0. Rovnice 2> = 2 ma dvé feSeni, totiz ¢isla —|—\/§ a —\/5. Korektné zapise-
me piislusny postup vypoétu tak, ze piejdeme k rovnici |z| = \/5 a pak pouzijeme
napi. zkraceny zapis x1,2 = :tﬂ.

Pii fefeni kvadratické rovnice az? + bz + ¢ = 0 s koeficienty a,b,c € C, a # 0
nasobime obé strany rovnice ¢islem 4a # 0 a upravime ji na tvar

(2az + b)? = b* — 4ac.
Odtud vidime, ze je 2az +b € M, >(b* — 4ac), a tedy
—b +my/2(b* — 4ac)
2a

Na stfedni skole se komplexni odmocnina nezavadi a navic se fesi pouze rovnice s re-
alnymi koeficienty. S dostupnym aparatem, tj. ,realnou“ druhou odmocninou, bychom
méli nap¥. p¥i feSeni rovnice ax? + bz +c =0, a,b,c € R, a # 0, psat dusledn&ji

(4.68)

212 =

—b+ /D

501,2=T\/— pro D:l)2—4aczo7
bt/ —D

501,2:;7(1 pro D=0 —4dac<0.

Poznamka 4.9.10. Znovu pripomindme, Ze jsme v této kapitole rozliovali gra-
ficky mezi (dfive zavedenymi) redlnymi variantami elementdrnich funkci a za-
vadénymi funkcemi komplexni proménné. V dalsim textu to jiz nebudeme délat
a v pripadé potfeby upozornime, kdy pracujeme vyhradné s restrikci funkce na R.



4.9. DOPLNKY A KOMENTARE 99
Cviceni

1. Uvédomte si, Ze pouzity zpusob zavedeni exponencidly, hyperbolickych a goniome-
trickych funkci ndm poskytuje okamzité dvé dilezité informace: (a) Tyto funkce
jsou holomorfni v C, a (b) jsou rozsifenim obdobnych funkci, které jsme jiz diive
zavedli v R. Pokud bychom napf. k definici exp pouzili funkcionélni rovnici

f(z—&-w):f(z)f(w% z,weC,

byla by nase vychozi situace jina. Velmi tézime z pfedchozich znalosti o mocnin-
nych fadach.

2. Zjednoduste vyraz:

(D) (S5 (E 5 (Eev ) -

3. Vyjadiete funkci f(z) = (2% + 2)(sin z 4 cos z) jako soudet sudé a liché funkce!
[Je f(2) = (zsinz + 2% cos z) + (2°

4. Dalsi hyperbolické funkce jsou definovany analogicky jako v redlném oboru:

sin z + z cos 2). |

inh h 1 1
tghz = S 2 , cotghz= cosu 2 , cosechz =
cosh z

sinh z ’ " coshz sinh z
Odivodnéte, ze pro né plati nasledujici vzorce (lze je pouzit jako ekvivalentni
definice téchto funkei) :

e — 1 e +1 2¢e* 2¢e”

—_— cotghz = ——— sechz = ——— cosech z = .
e2z + ’ e2z _ ’ e2z +1 ’ e2z _ 1

tghz =
5. Ukazte, ze pro exponencialu plati vztah
1 2
(exp z)(expw) = | exp 5(:/: + w)] ,

ktery lze interpretovat takto: Geometricky primér hodnot exponencidly je hodno-
tou exponencidly v aritmetickém pruméru hodnot jejich argumenti. Tuto formu

vztahu (4.25) preferoval Weierstrass.
6. Dokazte vzorec, uziteény pii studiu Fourierovych rad
1 i 2
3 +cosz+cos2z+ -+ cosnz = %!

[Uiijte Eulerovy vzorce z Definice 4.5.1 (nejprve pro cos, a pak pro sin) a také
elementéarni vzorec pro ¢astecny soucet geometrické fady.]

7. Dokazte z definice goniometrickych funkci pro vSechna z € C vzorce
sin3z = 3sinz — 4sin® 2 , sindz = 8cos® zsin z — 4coszsinz,
cos3z = 4cos® z — 3cosz, cosdz= 8cos* z — 8cos® 2z + 1!
[ Pozdéji se nauc¢ime vzorce tohoto typu ,,prenaset z R do C“ na zakladé obecného
tvrzeni o jednoznacnosti. Zatim vime, Ze exponenciala je holomorfnim rozsifenim

exponencialy na R do C. Zminéna véta nam zaruci, ze takové rozsifeni existuje
pravé jedno.]
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Vyznam spojitych vétvi logaritmu podtrhuje Véta 4.6.1, ze které vyplyva, ze spojity
logaritmus je uz nutné holomorfni funkce. Tentyz vysledek vsak plyne z moznosti
rozvinuti logaritmu v U(w, |w|) v fadu (4.58), tj. fadu

log(z) = log(w +Zk+1<z; >k+1;

Jde o dtlezity vysledek. Pripomente, jak 1ze k nému jednoduse dojit.
Ke spojitému rozsifeni na C funkce f, kde
sin z

(a) f(z) =exp(z3),  (b) f(5) = S22 (o) f(s) = BEZD)

z z

uréete primitivni funkci F' a pak rozvinte F' v mocninnou fadu o stfedu zo = 0!
[Rozvoje jsou tvaru

Z2k+1 A 22k+1

@ FO =Y @ ® FO =X Gy
© F& == G715

Ukazte, ze je funkce definovana predpisem

£() = /01 sirlzt di

holomorfni v C.
sin zt  (zt)2FH1

= XD e
)2kt ("1)21c o koo [1 @) o
/Z DI COIE +/O T

t2k+1 2k+1

= Y1)t [%—HL:O = Z(—l)km .

Zaména integrace a scitani je korektni, fada pro kazdé z konverguje stejnomérné
v t na intervalu [0,1]. ]

Uréete Taylorovu fadu funkce f(z) = log(z* — 2z +2) v bodé 0!

z ¢ehoz snadno dostaneme

[Je

[Rozvoj ma tvar
oo k

1\z
f(2) :logQ—;(l+ 27)?]
P1i hledani rozvoju je ispésné feseni ulohy Casto zavislé na volbé vhodného pos-
tupu. Rozvinite v mocninnou fadu o stfedu zg = 0 funkci f(z) = (cosh z)(sinh z).
[Zatimco postup zalozeny na nasobeni fad

L2k L2k+1
f(z) = (Z (2@')(2 (2k+1)!) -

je neschudny, jednoduchd tprava nadm umozni fesit ilohu zpameti. Je

1 2k+1
f(Z) = §smh2z = ZQ m ]



Kapitola 5

Holomorfni funkce

Tato kapitola tvofi jadro celé teorie, kterou budujeme. Je vénovana sou-
vislostem mezi diferencovatelnosti komplexnich funkci, existenci primitiv-
ni funkce a k¥ivkovym integralem. Odvodime v ni fadu dilezitych vlast-
nosti holomorfnich funkci, zejména téch, které maji lokalni charakter.

5.1 Specialni krivky

Oznaceni 5.1.1. Budeme potfebovat dva specidlni piipady uzavienych polygo-
nélnich kiivek, které jsou intuitivné hranicemi trojihelniku nebo obdélniku v C.
Pouzijeme opét ztotoznéni C s R?; podotykame vyslovné, Ze v obou pfipadech
pfipoustime ,degenerované pripady“, tj. oba Gtvary nemusi mit zadny vnitini
bod.

Je-li {a,b,c} uspofddand trojice komplexnich éisel, pak oznac¢ime A{a,b,c}
nejmensi konvexni mnoZinu obsahujici body R? odpovidajici ¢isltim a, b, c. Je-li
G C R? a Afa,b,c} C G, iikdme, ze Aa,b,c} je trojihelnik v G. Dale polozime

Ala;b;e]l = [aybyea] =[a;b] + [bye] +[¢a)

a neni-li nebezpeci z nedorozumeéni a body a, b, ¢ jsou ziejmé z kontextu, piSeme
kratéeji (A) := Ala;b;c]. Pro kazdou f € C((A)) tedy

/(A)f:/[a;b]f+/[b;c]f+ [c;a]f’ (5.1)

a hodnota integralu ve vzorci (5.1) vlevo pres (A) = Ala,b, ] se s ohledem na
Lemma 1.6.16 neméni cyklickou zdménou a, b, ¢ v usporddané trojici {a, b, c}. Z&-
ménou trojice {a, b, c} za {a, c,b} se zméni v odpovidajicim integralu v (5.1) vlevo
jeho znaménko.
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Je-lia=a+iy,b=0+1iy,c=0+1i, d=a+ i, kde a < 3, v <9,
bude Q{a,b, ¢, d} nejmensi konvexni mnozina, kterd obsahuje body a, b, ¢, d. Je-li
Q{a,b,c,d} C G, fikdme, Ze Q{a,b, c,d} je obdélnik v G. Déle polozime

Qlasb;;d] = [a;b;¢;dsa] = [a;0] + [bie] + [ d] + [dsal;

neni-li nebezpedi z nedorozuméni, piSeme kratéeji (Q) := Q[a;b; ¢;d]. Vsimnéte
si, ze obdélnik, ktery uvazujeme, méa vzdy specidlni polohu, nebot jeho ,strany*
jsou v nedegenerovaném piipadé rovnobézné s osami soufadnic v R%. Znovu pii-
pomindme, Ze pripoustime ,degenerované pripady*, tj. itvary nemusi mit zadny
vnitin{ bod; ty je tfeba v nékterych piipadech vysetfit zv14st. V nedegenerovaném
piipadé jsou uvazované kiivky Jordanovymi kifivkami.

5.2 Lokalni Cauchyho véta

Lemma 5.2.1 (Cauchy, Goursat 1883*). Necht G C C je oblast, necht v € G
a necht | je spojitd v G a holomorfni v G\ {v}. Potom plati pro kazdy trojihelnik
A C G rovnost

/ f(z)dz =0. (5.2)
(&)

Diikaz. DoporucCujeme Ctenafi, aby sledoval pii ¢etbé dukazu Obr. 5.1. Nejprve
predpoklddejme v ¢ A. Necht (A) = Ala;b;c] anecht k lezi uvnitf tsecky [a;b],
[ uvnitf Gsecky [b;c] a m uvnitf Gsecky [¢;a]. Uvazujme &tyii trojuhelniky A;,

/m\ 7= \

a k

Obr. 5.1: Cauchy-Goursatovo lemma; v & A{a, b, c}

7 =1,2,3,4, tvorené po fadé usporddanymi trojicemi bodi

{a,k,m}, {k,b,l}, {l,e,m}, {k,l,m}



5.2. LOKALNi CAUCHYHO VETA 103
a oznacme L délku kiivky (A). Ziejmé je

(O1) = [myal + [a; k] + [ksm],  (A2) =[kb]+[b1] 4+ [I5k],
(A3) =[Lel+[em]+[m;l],  (A4) =[msk] + [k +[lm],

pricem? posledni uzaviend k¥ivka (A4) je souctem tsecek opacné orientovanych
k ,,poslednim“ orientovanym tiseckam v pfedchézejicich tfech souctech, tj. tisecek
[k;1], [I;m], [m;k]. Definujme A jako hodnotu integrélu z f pfes (A). Protoze
se integrédly ptes [k;m], [m; k], resp. pfes [m;1], [{;m], resp. pFes [1; k], [k;1] lisi
jen znaménkem a protoze integraly ptes [a;b], [b;¢], [¢;a] jsou po Fadé soucty
integréla ptes [a; k] a [k;b], pfes [b;l] a [l;c] a pTes [¢;m] a [m;al, je

4
A= 2)dz = 2)dz . 5.3
/(A)f() ;/(Aj)f() (5.3)

Z (5.3) a z trojthelnikové nerovnosti vyplyva, Ze absolutni hodnota nejméné jed-
noho z integrali na pravé strané (5.3) je alespon |A|/4. Zfejmé téz plati odhad
diam(A) < L((A)). Pro jednoduchost mizeme volit za body k, [, m stfedy tsecek
[a;0], [b;c], [¢;al.

Ozna¢me odpovidajici trojihelnik A! a opakujme pravé provedenou tivahu
s A! misto s A. Tak uréime trojihelnik A2, atd.; postup opakujeme a tak sestro-
jime klesajici posloupnost do sebe zafazenych (uzavienych) trojiuhelnika A™ tako-
vou, ze délka (A™) je 27" L, pFicemz délky nejdelsi strany (A™) a tedy i diam(A™)
tvoFi posloupnost konvergujici k 0. Pro integrély z f pfes (A™) dostaneme

4] < 4" neN. (5.4)

f(2)dz],
)

(An

Podle Cantorovy véty (viz napf. [Z], Véta13.2.12) existuje pravé jeden bod
¢ e Z:i A" Ziejmé je ( € A C G, takze ¢ # v a funkce f ma v bodé ¢ deriva-
ci. Nyni{ zvolme libovolné ¢ € R, . Podle vzorce (1.11) z Lemmatu 1.4.1 existuje
r € Ry tak, Ze

[f(2) = F(Q) = f(O(z = Ol < elz = (], (5:5)

kdykoli je |z — (| < r. Existuje n € N tak, ze 27"L < 7, tudiz |z — (| < r
pro v8echna z € A™ a plati odhad (5.5). ProtoZe ke kazdému polynomu existuje
primitivni funkce, je napt. podle Véty 3.4.3

[ @iz = [ (@-10-r@E-0:, 6
(&™) (&™)
az (5.5),z (5.6) a ze standardniho odhadu integralu (1.18) z Kapitoly 1 plyne, Ze

‘/( . f(z)dz) <e(27"L)2.
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Uzijeme-li (5.4), dostaneme |A| < eL? s libovolné piedem zvolenym kladnym e.
Pro vySetfovany ptipad v ¢ A je tedy skuteéné A = 0.

Predpoklddejme déle, Ze v je vrcholem trojihelniku A a Ze napf. v = a;
sledujte Obr. 5.2. Je-li A degenerovany (a, b a ¢ lez{ na téze pfimce), potom plati
(5.2) pro kazdou spojitou funkci f. Pokud nikoli, zvolme bod z uvniti Gsecky
[a;b] a y uvnitf tsecky [a;c]. Integrdl z funkce f pies (A) je souctem integrali
pres kiivky Ala;2;y], A[z;b;y] a Alb;c;y].

Podle toho, co jsme jiz dokézali, posledni dva integraly jsou rovny 0, nebot
odpovidajici trojahelniky neobsahuji v. Integral pies (A) je tedy sou¢tem inte-
gralt pies tsecky [a;z], [x;y] a [y; al, tj. pfes trojihelnik Ala;z;y]. Pro kazdé
r € Ry lze volit x,y € U(a,r). Protoze existuje K € Ry tak, ze |f| < K v A,
podle standardniho odhadu (1.18) je tedy

[, e < KLy

a posledni soucin konverguje k 0 pro x — a, y — a. Z toho plyne, ze i v tomto
pripadé plati (5.2).

v=a T b

Obr. 5.2: Cauchy-Goursatovo lemma; pfipad v = a

Lezi-li v uvnitf nékteré strany trojuhelniku A, spojime ho tseckou s vrcholem
A lezicim proti této strané a na vzniklé dva trojahelniky aplikujeme ptredchézejici
uvahu. Je-1i koneéné v libovolny vnitini bod A, aplikujeme predchézejici vysledky
na trojihelniky Ala;b;v], A[b;c;v] a A ¢ a;v]. O

verzi predchéazejiciho Lemmatu 5.2.1 s libovolnym intervalem @, tj. s (Q) na misté (A).
Obé verze (s trojuhelniky i s intervaly) jsou vhodné pro ,obricenou vétu“: jak dale
ukézeme, pokud se pro oblast G C C anuluje integral z funkce f pfes (A) pro kazdy
trojuhelnik A C G nebo pres (Q) pro kazdy interval @ C G, je f holomorfni funk-
ce v (. Analogickou vétu pro kruZnice bychom popsanou technikou nemohli dokazat;
srv. Véty 5.5.9 a 5.5.10.
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Definice 5.2.3. Pfipomenme znovu, ze mnozina M C R™ je hvézdovita vzhle-
dem k bodu v € M, jestlize M obsahuje pro kazdé z € M geometricky obraz
usecky [v; z]. Je-li M hvézdovita vzhledem ke kazdému bodu v € M, pak fikdme,
Ze mnozina M je konvexni.

Je-li G oblast a je-li z € G, existuje r € Ry tak, ze U(z,r) C G; je-li G navic
hvézdovitd vzhledem k néjakému bodu v, snadno nahlédneme, ze Afv;2;(] C G
pro kazdé ¢ € U(z,r). Tuto informaci ihned vyuzijeme v dikazu nésledujici véty:

Véta 5.2.4 (Cauchyho véta pro hvézdovité oblasti). Necht G C C je ob-
last hvézdovitd vzhledem k bodu v € G a necht f je funkce spojitd v G a holomorfni
v G\ {v}. Potom pro kaZdou uzavienou kitwku ¢ v G

/f(z)dz _y (5.7)

definujeme-li na G funkci F' vztahem
F(z):= / flwdu, zeq, (5.8)
[viz]

je F primitivnt funkci k f v G.

Diikaz. Hvézdovita oblast G obsahuje pro kazdy bod z € G geometricky obraz
usecky [v; z]. Definujme funkci F' pomoci vzorce (5.8). Zvolme nyni libovolny bod
¢ € G anéjaké jeho okoli U(¢) C G. Pro body z € U((¢) lezi trojtahelnik s vrcholy
v, ¢, z v G a plati pro néj Lemma 5.2.1, takze F(z) — F(¢) je hodnota integralu
z funkce f podél [(; z]:

F(z) = F(Q) = fu)du — flw)du = f(u)du
[v52] [vi(] [¢52]

Proto plati rovnosti

F(Z)_F(O_ _ u — U
2—( 1(©) z— C/qz]f wdu=1(¢ ZC (¢i2] 1©)d

pro vSechna z € U(¢), z # ¢. Ke kazdému ¢ € R existuje s ohledem na spojitost
funkce f v bodé ¢ takové 6 € Ry, 7e pro |u— ¢| < d je |f(u) — f(¢)| < ¢&; je proto

F(zi_ ‘_|Z_ |’/<Z ())du’_

pro vSechna z, pro néz je 0 < |z — | < 6. Tim je dokdzana rovnost f({) = F'(().
Vzhledem k tomu, Ze ¢ € G bylo libovolné zvoleno, je f = F' v G. O

Dusledek 5.2.5. Véta 5.2.4 plati specidlné pro kaZdou konverni mnozZinu G a f
holomorfni v G, pricemz ve vyjddrent (5.8) lze volit za bod v libovolny bod z G.
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Priklad 5.2.6. Logaritmus log |R4, tj. restrikci funkce log na Ry, lze téz zavést zpiso-
bem, ktery propagoval FELIX KLEIN (1849 —1925). Prozkoumédme tuto moznost v kom-
plexnim oboru. V R se definuje

logx:/ @, reRL.
.t

Oblast G := P\ R je hvézdovitd vzhledem k bodu 1, takze podle Véty 5.2.4 je funkce

F(z)::/ d_z7 ze@,
[1z] 7

funkei primitivni k funkci 1/z v G; je pfitom ziejmé, ze F'(1) = 0. Protoze stejné vlast-
nosti ma i restrikce funkce log na G, je F' = log vSude v G. Viz Obr.5.3.

z
z i
Pz 0
du . du
10gzz/¢27 y alrctgz_/%14_“2
Obr. 5.3: Funkce log Obr. 5.4: Funkce arctg

Priklad 5.2.7. Stejnym zpisobem jako v pFedchézejicim piikladu bychom mohli zavést
v komplexnim oboru i funkci arctg. Ozna¢me G := C\ {it; ¢t € R, |t| > 1}. Potom je G
hvézdovita vzhledem k 0 a lze definovat pro [0; 2],

du
arctg z := /[O;z] T ? €Gq. (5.9)

Funkce arctg je holomorfnim rozsifenim funkce arctg z R na G. VSimnéte si, ze ,vyfezy“
nam umoznily definovat na G pfimo funkci arctg bez zavadéni spojitych vétvi nebo
mnoziny hodnot Arctg. Viz Obr. 5.4.

Nyni mizeme znovu prozkoumat vztah (2), o kterém jsme se zminili v Gvodni kapi-
tole, neboli zda a v jakém smyslu plati rovnost

arct Z*llo ks
827 5 %1 i

zeq. (5.10)
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Funkce definovana vztahem (5.9) je podle Véty 5.2.4 primitivni funkci k 1/(1 + 22).
Derivovanim vyrazu na pravé strané rovnosti (5.10) dle vzorce z Tvrzeni 3.1.1 dostaneme

11—iz<1+iz>’_1 21 1

2i1+iz\1—idz/ 2 (1+iz)(1—42) 1422

Obé strany (5.10) maji tedy v oblasti G stejnou derivaci a proto se lisi jen o aditivni

konstantu. Protoze se obé strany v bodé 0 rovnaji 0, rovnost (5.10) plati v celé oblasti G.
Pfi zkouméni oboru hodnot funkce tg jsme pracovali s mnoZinou (v terminologii,

které se vyhybame, s ,vicezna¢nou funkci“) vSech FeSeni rovnice tgw = z

l,Logl_FZ,Z.
21 1—1z

(5.11)

Poznamenejme, Ze rovnost tgw = z pak pro z # +i nastavé, pravé kdyz je

1 exp(2iw) — 1 Ca 143z
— = 7 = boli 2iw =1
% exp(2iw) +1 0 NEPOL S TI08Y

+ 2kmi,

— 1z

kde k je celé ¢islo. Analogickd situace nastava pii zavadéni ,komplexniho arkuskosinu®
apod.

5.3 Cauchyho integral

Kfivkové integraly pies kiivku ¢ tvaru
f(w)dw
[ cecvi, rece.
o W—2Z

jsou velmi dillezité a jsou znamy pod nazvem integraly Cauchyho typu. Do-
kazeme, Ze to jsou funkce proménné z holomorfni v C\ (¢). Nejprve dokdzeme
jednoduchou variantu véty o derivovani téchto integralt podle (komplexniho) pa-
rametru.

Lemma 5.3.1. Necht ¢ : [a,b] — C je krivka, f € C({¢)). Polozme

[ fw)

F(z): w—zdw , 2€C\{p). (5.12)
Potom
F<k>(z)_k1/%, 2eC\ (), keN; (5.13)

je-li zo € C\ (¢) a R := dist(zo, (¢)), je

F(z):Z(/ %)(z—zo)k, z€U(zo, R). (5.14)

©
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Diikaz. Necht G := C\ (p). Necht 20 € G, 0 <r < R, z € U(zp,7), w € (p). Pak
je |(z—20)/(w—20)| <T/R<1a

I 1 B (z — 20)F
w—2z (w—2)— (2 — 20) _Z(w—zo)k“‘l

(5.15)

pri¢emz Fada vpravo konverguje stejnomérné vzhledem k w € (). Protoze spojita
funkce f je na (p) omezend, lze (5.15) nasobit f(z), aniz se porusi stejnomérna
konvergence a lze pouzit disledku Lemmatu 1.7.2 pro fady a obdrzet

F(z)—/@g(iu)zdw —/p(f(w)Z%)dw =
_Z(z—zo)k(/@(wi(#dw).

Vzorec v (5.14) je Tayloriv rozvoj funkce F(z) v mocninnou fadu o stfedu zo,

v (b)

(/

¢(a)

Obr. 5.5: Vyjadreni Cauchyho integralu mocninnou fadou

jejiz koeficienty jsou rovny F*)(zy)/k!; z toho plyne vzorec (5.13). O

Poznamka 5.3.2. Derivace F lze tedy ziskat derivovanim vyjadieni v (5.12) pod-
le proménné z za integra¢nim znamenim. Pokud bychom méli dokazanu obecnou vétu
o derivovani integralu podle komplexniho parametru, méli bychom moznost dospét k vy-
jadfeni jinym zpusobem.

5.4 Index bodu vzhledem ke krivce

V dalsim budeme potfebovat pojem indexu bodu ¢ € S\ (¢) vzhledem k (obecné)
uzaviené kiivce. Tento pojem nazorné odpovida ,,poétu obéhi“ kiivky ¢ kolem ')
bodu (. Pfipomenime vysledky Piikladd 1.6.10 a 3.4.4:

1) V angli¢ting se té2 uziva nazorny termin winding number.
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Priklad 5.4.1. Pro kladné orientovanou kruznici ¢ o stfedu zy a poloméru r,
tj. pro kiivku ¢(t) = zo + r exp(it), t € [0, 27 ], plati pro vSechna k € Z rovnost

d 27 o ) 27 )
/ - % :/ (re) ireittdt = rl_k/ iet(1=Rt g
@ (2 — 20) 0 0

Je-li k # 1, existuje k poslednimu integrandu primitivni funkci e!(*=) /(1 — k),
ktera je 2m-periodicka; pro k =1 je integrand roven . Odtud vyplyva

/ dz 7{ 0 pro keZ, k#1,
©

(z — 20)* 2ri pro k=1.
V dalsim navazeme na tento vysledek pro piipad k = 1.

Definice 5.4.2. Necht ¢ : [a,b] — C je uzaviend (ne nutné regularni!) kiivka a
necht ¢ € C\ (). Je-li funkce f spojitou vétvi logaritmu funkce ¢ — ¢ na [a,b],

pak definujeme
1

2mi

ind(p,¢) := 5—(f(b) = f(a));

¢islo ind (i, ¢) nazyvame indexem bodu ¢ vzhledem ke ki¥ivce ¢. Pro ( = oo
klademe ind (¢, c0) = 0.

Poznamka 5.4.3. Poznamenejme, ze Definice 5.4.2 ma dobry smysl, nebot existenci
spojité vétve logaritmu zarucuje Lemma 4.6.14 a rozdil libovolnych dvou spojitych vét-
vi logaritmu ¢ — (¢ je podle Véty 4.6.12 konstantni funkce. Zfejmé pro kazdou kiivku
plati rovnost ind(p, 2) = —ind( = ¢, 2). Jestlize je ¢ = @1 + w2 a ¥ = p2 + @1, potom
ind (¢, z) = ind (¥, 2), tj. hodnota indexu ,nezavisi na volbé pocateéniho bodu“ uzavie-
né krivky. Definice zavadi index vici obecnéj$im k¥ivkam nez jsou kfivky po Castech
regularni.

Lemma 5.4.4. Nechi ¢ : [a,b] — C je uzaviend kiika. Potom pro kaZdy bod
¢ €S\ {p) jeind(p,() celé &islo a pro ¢ € C\ {(p) je

ind(y,¢) = %(g(b) —9(a)),

kde g je libovolnd spojitd vétev argumentu funkce ¢ — ¢ na [a,b].

Diikaz. Oznacme f = f1+1ifo libovolné zvolenou spojitou vétev logaritmu ¢ —( na
[a,b]. Pfipomenime, ze f1(t) = log |p(t)—(| a ze f2(t) je spojitd vétev arg(p(t)—().
Protoze je o(b) = p(a), jsou f(b) a f(a) hodnoty logaritmu téhoz ¢isla p(a) — (;
jejich rozdil je proto k-nasobkem 27i pro néjaké k € Z a podil rozdilu a ¢isla 274
je tedy celé ¢islo. Dale je

f(b)—f(a) (fl(b)_fl(a))_i‘(fﬂb)_f2(a)) _ fa(b)—fa(a)

271 271 21 ’
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protoze f1(b) = fi(a). Je-li g libovolnd spojita vétev argumentu ¢ — ¢ na [a,b],
plati

ind(, ) 1= 5-(9() — g(a) (5.16)
protoze plati rovnost f2(b) — fa(a) = g(b) — g(a). O

»(t)

Obr. 5.6: Znazornéni piirtistku spojité vétve arg(o(t) — ¢) podél kiivky ¢

Poznamka 5.4.5. Poznamenejme nejprve, ze ind(p, ¢) je az na faktor roven pfirtstku
spojité vétve logaritmu nebo argumentu ¢ — ¢ podél kiivky . Z (5.16) je nejsnéze
patrny vyznam indexu. Zvolime-li spojitou vétev argumentu ¢ — ¢ a oznacime ji g, je
g(a) orientovany uhel, ktery svird vektor ¢(a) — ¢ se smérem polopfimky R4 ; ten se pfi
pribéhu t intervalem [a, b] spojité méni. Pfedstavime-li si situaci ,,dynamicky*, méfime
uhel pravodice ¢(t) — ¢ se smérem polopiimky Ry a zjiStujeme orientovany priristek
hlu podél kiivky. Ten pak po déleni konstantou 27 dava ,,pocet obé&hit p(t) kolem bodu
¢“. Odtud je odvozen zminény anglicky termin winding number.

Véta 5.4.6. Je-li v : [a,b] — C uzaviend kifivka a je-li ( € S\ (p), je

ind(gp,c):i/ dz_ (5.17)

2mi J, 2 —(

Diikaz. Podle definice kiivkového integralu je

1 dz 1 bY(t)
5 Soﬁ_%/a 7@(t)—§dt' (5.18)

Podle druhé casti Lemmatu 4.6.14 a Poznamky 4.6.15 je integral vpravo integra-
lem z derivace ¢’ sestrojené spojité vétve logaritmu funkce ¢ — (. Jestlize zvolime
takové déleni D = {a =ty < -+ < t, = b}, Ze ¢'|(tx—1,tk) je spojité rozsifitelna
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na [tg—_1,tx ] pro vSechna k = 1,..., n, plati

1t "1t \ 1 «
i | 50 ¢ Z%/t“@ 7 ) ) =
= L (@) - #(a) = ind(p.0).

Tim je ditkaz dokoncen. O

Poznamka 5.4.7. Pro uzaviené kiivky ve smyslu nasi amluvy, tj. kfivky po ¢astech
reguldrni, se nékdy index pomoci vztahu (5.17) definuje. V tom pfipadé plyne rovnost
ind(p, 00) = 0 ,pfirozené“ z definice: integrujeme pak funkci identicky rovnou 0. V této
kapitole budeme ddle pracovat pouze s po cdstech regularnimi krivkamsi; pro né lze vzorec
(5.17) povazovat za ekvivalentni Definici 5.4.2.

V této souvislosti je zajimavé, Ze lze Lemma 4.6.14 ,obejit“ a dokazat souvislost
vzorce (5.17) se spojitou vétvi logaritmu pfimo. Z definice dostaneme (5.18), kde na
pravé strané je integrovana funkce ¢’/(p — () po &astech spojitd na [a,b]. Proto k ni
existuje zobecnénd primitivni funkce g. Ta je spojita na [a, b] a existuje koneéna mnozina
K C [a,b] tak, zZe je

g =—-20 ek [0b),
pricemz

1 dz__ g(b) —g(a)
2mi J, 2 —¢ 2mi ’

Nyni dokadzeme, zZe existuje ¢ € P tak, ze funkce & = g — ¢ je spojitou vétvi logaritmu
¢ —( na[a,b]. Tim bude dokdzdna nezdvisle na Lemmatu 4.6.14 existence spojité vétve
logaritmu ¢ — ¢ na [a,b] a zaroveri i (5.17). Funkce exp(g)/(¢ — () je spojitd a rizné od
0 na [a,b], pficemZ pro t € [a,b]\ K je

(SRlE(0)y_ exlo)e') —expla(0)' () _ (5.19)
(et ’ '

w(t) = ¢ w(t) = ¢)?

proto je rovna nenulové konstanté, kterou zapiseme ve tvaru exp c. Tak dostaneme pro
v8echna ¢ € [a,b] rovnosti

exp(P(t)) = exp(g(t) —¢) = ¢(t) — ¢,
takze @ je spojita vétev logaritmu ¢ — ¢ na [a,b].

Dusledek 5.4.8. Necht ¢ : [a,b] — C je uzaviend kiivka. Je-li G := S\ (),
je funkce F(z) := ind(y, 2), z € G, funkci holomorfni v G, kterd je konstantni
v kaZdé komponenté mnoZiny G. V neomezené komponenté mnozZiny G nabjvd
hodnoty 0.
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Diikaz. Z Lemmatu 5.4.4 plyne, Ze funkce F' nabyvd v G pouze celo¢iselnych
hodnot. Podle Lemmatu 5.3.1 je holomorfni a tedy i spojitd v C \ (p), z ¢ehoz
plyne, Ze je konstantni v komponentidch mnoziny C \ (¢). Jelikoz je F(c0) = 0,
staéi ukazat, Ze v néjakém okoli U (co) nabyvéa F pouze hodnoty 0. To vSak vyplyva
z odhadu

. 1 dz 1 L(y) 1 L(y)
0.0 =[5z [ 2| < o e e T~ It

Protoze pro ¢ — oo mé posledni vyraz limitu 0, je ind(p,2) = 0 pro vSechna
z lezici v (neomezené) komponenté S\ (¢), obsahujici bod oco. O

Definice 5.4.9. Pro kazdou uzavienou kiivku ¢ v C definujeme
Int(p) := {2z € C; ind(p,2) # 0}, Ext(p):={z¢€ C;ind(p,z) =0}.

Mnozinu Int(p) nazgvdme vnitFek k¥ivky ¢ a mnozinu Ext(p) vnéjSek k¥ivky
. Ctenai by si mél uvédomit, ze tato definice neni v kolizi s Definici 1.6.22 2).

Je C = Int(p) U (p) UExt(p), aviak obecné neplati Int(¢) = Int(p) U (). Definujme
napi. ¢ := 1 =1, kde (t) := e*™** ¢ € [0,1]. Pak Int(p) = } a rovnost ziejmé neplati.

Dusledek 5.4.10. Nechf je ¢ kladné orientovand kruZnice o stvedu zog a poloméru
r € Ry. Potom

, (1 provsechna ¢ € U(zo,7),
ind (i, €) = { 0 pro vSechna ¢ € S\ U(zo,r).

Je-li p zdporné orientovand kruinice o stfedu zg a poloméru r, je ind(p, () = —1
pro vsechna ¢ € U(zo,T).

Diikaz. Tvrzeni plyne z pfimého vypoctu pro stfed zg a z Dusledku 5.4.8. o

Poznamka 5.4.11. Diikaz piedchézejictho Diisledku 5.4.10 se opird o Vétu 1.6.21
z Kapitoly 1. Lze dokazat, ze analogické tvrzeni plati i pro kazdou Jordanovu
ki¥ivku . Pro kazdé ¢ z neomezené komponenty S\ {p) je ind(p,{) = 0 a pro ¢
z omezené komponenty je |ind(p, ()| = 1.

Poznamka 5.4.12 (dulezita). U uzavienych k¥ivek, které budeme uzivat k vy-
poctum, vyjadfenych jako orientovany soucet usecek a ¢asti kruznic, lze hodnotu
indexu zpravidla ,vy€ist z obrazku“. Vétsinou se totiz pracuje s Jordanovymi
kiivkami. Pro né se jesté zavadi toto oznadeni: Jestlize pro kazdy bod w € Int(yp)
je ind(p, w) = +1, fikdme, Ze ¢ je kladné orientovana Jordanova kiivka; pokud
pro kazdé w € Int(yp) je ind(p, w) = —1, fikdme, Ze ¢ je zAporné orientovani
Jordanova kiivka. Toto rozliSeni je velmi nazorné. Jestlize Jordanova kiivka ¢

2) Oznaceni je odvozeno od anglickych termint interior a exterior.
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,obé&hne bod w € Int(y) proti sméru otaceni hodinovych rucicek®, je kladné ori-
entovand, souhlasi-li smér obfhani po (p) se smérem otaceni hodinovych rucicek,
je kfivka zaporné orientovana. Pravé tato nazornost byla pfic¢inou, ze jesté v prv-
ni tfetiné tohoto stoleti se v teorii funkci komplexni proménné poklddalo mnoho
zékladnich poznatki z topologie roviny za zfejmé, prestoze prave jejich dikazy, a¢
Casto elementéarni, jsou pomérné velmsi neprehledné a dlouhé. Pro uréeni hodnot
indexu lze uzit napf. nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 5.4.13 (Matikova véta). Nechi ¢ : [a,b] — C je uzaviend krivka; budte ddle
z1,22 € C\ (¢) dva body, pro néz je Rez1 < Reze, Imz1 = Imzz a p(a) ¢ ([21;22]).
Necht konecné mnozina

Ty :={t € [a,b]; o(t) € {[21;22])}

je konecnd, pricemz funkce Imy je v kaZdém bodée t € T, ryze monotonni. Definujme
funkci n, : T, — R podminkami

(t) == { 1, je-li funkce Imy v bodé t € T, rostouct,
Ml = 1 ,  je-li funkce Imp v bodé t € T, klesajict.
Pak j . .
e ind(p, 21) = ind(g, 22) + Y 7 ().
teT,

Tvrzeni je s nepodstatnymi zménami v oznaceni pfevzato z [19], str. 93. Jiné tvrzeni,
pomoci kterého lze urcovat index bodu vzhledem ke kiivce, lze nalézt napf. v [44],
str. 244, Véta 10.37. Srv. Obr. 5.7, kde jsou v jednotlivych komponentach C\ (¢) hodnoty
indexu vyznaceny.

Obr. 5.7: Hodnoty indexu v komponentach C \ {(¢).

Jiz samotna Cauchyho véta poskytuje moznost vypoctu nékterych integrala.
Nebudeme se pocetni strankou hloubéji zabyvat, uvedeme jen nékolik ilustrativ-
nich piikladi; pozdéji se sezndmime s obecnéjsi metodou vypoctu. Integraly, které
zde i dale pocitame, jsou chadpany v Newtonove smyslu.

Priklad 5.4.14. Nejprve uvedme jednu trividlni ukazku, kterd p¥imo nesouvisi s vy-
kladem v této kapitole, avSak ilustruje formélni zjednoduseni, které stoji za povsimnuti.
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V realné analyze se nasledujici integraly pocitaji riznymi metodami, napf. dvojnasob-
nou aplikaci metody per-partes, integrovanim fady ,¢len po ¢lenu“, derivovanim podle
parametru apod.; viz nap¥. [32], str. 92 a 93. DokaZzeme jinym zpusobem, Ze pro kazdé
a>0abeRije

/0 e~ cosbrdr — (12;11)2 , /0 e “sinbrdr = (12——Z|7—b2 . (5.20)

Pro w = a + ib zndme primitivni funkci k f(z) := exp(—wz), z € C; obdrzime tak
0o oo ) (—a+ib)t b
/ e *(cos bt + i sin bt)dt :/ e-at®itgy = & =2 ;
0 0

—a+ib|,_, a?+0b? +Za2—|—b27

oo

z ¢ehoz porovnanim realné a imaginarni ¢asti plynou oba vzorce v (5.20).

Priklad 5.4.15. Spoc¢teme hodnotu tzv. Fresnelovych integralu a dokdZzeme,
7e (integrély chédpeme stéle v Newtonové smyslu)

/ sin t?dt :/ cost?dt = \/E (5.21)
0 0 8

K tomu potfebujeme znit hodnotu Laplaceova integralu

r

—¥3

/4

0 w7 r

Obr. 5.8: Znazornéni kiivky pouzité pro vypocet Fresnelovych integrali

o0 1
/ e dt = 5\/E, (5.22)
0

ktery se pocita v ,redlné analjze“ napf. pomoci dvojného integralu:

() (et = [
[ e
0 0
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P1i vypoctu jsme uzili Fubiniho véta a také vetu o substituci pro polarni soutad-
nice x = pcost, y = psint; takto jednoduse to jde s Lebesgueovym integralem,
vypocet musime eventualné modifikovat podle arovné znalosti o vicerozmérné in-
tegraci.

Zvolme nyni funkci f(z) := ¢**, z € C a definujme pro kazdé r € R, k¥ivku

¢r =1+ ph = g, kde
Oi(t):=t, te[0,r], h(t) :=re’, t € [0,7/4], @5(t) :=te"™* t € [0,7].

Protoze oblast C je konvexni a f je holomorfni v C, plati pro kazdé r € R
podle Véty 5.2.4 rovnost

o_/w f(z)dz(_/wf(z)dz +/% F(2)dz _/Sag f(z)dz).

1

Dokéazeme, ze druhy z integral v zavorce konverguje pro r — oo k 0. K odhadu
uzijeme zdkladni odhad (1.18) z Kapitoly 1 a vztah |expz| = exp(Re z), ktery
jsme odvodili v Poznamce 4.9.1; pomoci nich dostaneme

/4 ] ) /4
}/ f(z)dz} = ‘/ exp(ir?e?™) ire”dt} < r/ exp(—r?sin2t)dt . (5.23)
o5 0 0

Ziejmé je u/2 < sinu na intervalu [0, /2], tedy it < sin(2t) na intervalu [0, 7/4],
takze posledni integral v (5.23) z nezaporné funkce lze odhadnout shora integra-
lem, ktery pro r — +oo konverguje k 0:

r

/ f(2)dz :/ et dt :/ cost>dt +i/ sin t2dt
or 0 0 0

. T 2 kA
/ f(z)dz = 67”/4/ e dt = i(l + z)/ e at ,
or 0 2 0

z ¢ehoz dostadvame pro vsechna r € Ry vztah

71'/4 o0 1
0< 7"/ exp(—r?t)dt < r/ exp(—r?t)dt = = — 0.
0 0

Dale je

r
2

" 2 T
/ (cost® + isint?)dt = %(14—@)/ e dt —/ f(z)dz,
0 0 7]

a z ngj limitnim pfechodem pro r — oo, uzitim (5.22) a porovnénim realné a
imaginarni éasti vzorec (5.21). V dalsich piikladech podobného typu budeme jiz
v oznacent krivek zdvislost krivek na parametru r apod. vynechdvat.
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Poznamka 5.4.16 (dulezitd). Jak si ¢tenaf patrné jiz povsiml, p¥i vytvareni kiivek,
které pouzivame k vypoctim podle Cauchyho véty, resp. pozdéji podle tzv. reziduové
véty, se nesnazime parametrizovat vysledny orientovany soucet a integrujeme vzhledem
k co nejjednodussim parametrizacim jednotlivych ¢lent orientovaného sou¢tu. To samo-
zfejmé neovliviiuje hodnotu pocitaného integralu.

Piiklad 5.4.17. Dokézeme, Ze

> sint T
My =T 5.24
JRE (5.24)

V realné analyze se zpravidla dokazuje, Ze tento Newtoniiv integral existuje ),
elementarnimi metodami ho vSak nelze spocitat. Zde integral spocteme, a to aniz
budeme nuceni predem dokazovat jeho existenci; ta vyplyne pfimo z metody vy-
poctu. Polozme

Snadno nahlédneme, Ze funkci f lze hodnotou f(0) := ¢ spojité rozsifit na C a ze
toto rozsifeni je funkce holomorfni v C:

Lze tedy opét uzit Vétu 5.2.4. Definujme ¢ := 1 + o, kde pro kazdé r € Ry je

p1(t):=t, te[-rr], ©o(t) :=re' | te[0,7].
P2
- P10 r

Obr. 5.9: Krivka ¢ pro Priklad 5.4.17

Opét pro vSechna r € R, plati rovnost

Lf(z)dz -/ F(2)dz +L F(2)dz = 0.

3) Integral z funkce |sin(t)/t| pfes ty# interval nekonverguje (a tedy integral neexistuje
jakozto integral Lebesguetiv).
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Uvazime, ze

T T

Teit 1 r t—1 t
f(z)dz:/ € dt:/ (LS 4 om )dt
o Lt _ t Tt

a vSimneme si, ze diky spojitému rozsifeni integrujeme funkce spojité v bodé 0.
Prvni integral vpravo je roven nule (integrujeme lichou funkci), druhy je jiz ,,sko-
0“ 24-nasobkem hledaného integralu v (5.24). Plati tedy pro vSechna uvazovana

t iz_]_ ™ c o tt . T att
/Slidt [ e - [ e [ 2 (59)
2 z 0 re’ o Tret

Hodnota posledniho integralu v (5.25) je mi a nezdvisi na r, takZe srovnanim se
vzorcem (5.24) zbyva dokézat, ze pfedposledni integral v (5.25) konverguje k 0 pro
r — oo. Plati

. T ) /2 .
0 < ‘/ eXp 7/];6 eztdt‘ S / e—rs1ntdt — 2/ e—’l‘SlIltdt S
re* 0 0

§2/ e T2 dt :§—>0,
O T‘

takze limitni pfechod v (5.25) pro r — oo davd (5.24). S pravé provedenym
Htrikem® se jesté setkame.

Priklad 5.4.18. Také néasledujici integral se v realné analyze poditd riznymi
metodami. Pomoci Cauchyho véty dokazeme, Ze pro vSechna a > 0, b € R je

e 2 ™ b2
Tar brdr =/ — - . 5.26
/70<>G cosbrdx \/;exp( 4@) (5.26)

Protoze je integrand ,,sudou funkci vzhledem k b*, budeme predpokladat, ze b > 0;
piipad b = 0 vyfesime zvl4st. VyuZijeme opét vzorec (5.22) a budeme integro-
vat funkci f(z) := exp(—az?), z € C, holomorfni v C, pies kiivku (Q), kde
Q=[-rr]%x[0,b/2a]. Je tedy

2
/ e" % dz =0. (5.27)
Oznacime-li @)
e1(t)=t, te|[-rr], p3(t) = =t +1ib/2a, te[-rr],
b . b
<P2(t):’r+7't%7 te[oal]a (p4(t):—7’+l(1—t)%, te[ovl]v

pak (Q) = p1+wa+pstes a(5.27) plati pro vSechna r € R. Budeme postupovat
trochu rychleji: Je

r 1 rva
f(z)dz :/ e dy = — eVdt — E,
p1 —r \/a —ryva oo a
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2 P2

—r ©1 0 T

Obr. 5.10: Kfivka ¢ pro Priklad 5.4.18

kde jsme uzili definici k¥ivkového integralu pies ¢; a substituci z = t/\/a. Zéro-
vell jsme ovéfili, ze vzorec (5.26) plati i pro pfipad b = 0. Pro integral pies o3
dostavame

T

. (2)dz :—/_Texp (—a(—t+ ;—Z)z)dt :—/_ exp (—a(tz—%t—%))dt =

T T

b2\ [
= —exp (4—)/ e ot (cosbt + isinbt)dt = (*)
a —r
b2\ [ b2\ [
= —exp (—)/ efaﬁ cosbtdt — —exp (—)/ eﬂzt2 cos btdt,
4a/ ]_, r—oo da/ )_

kde se ¢len se sinem v fadku (x) anuluje s ohledem na to, Ze integrand je lich4
funkce.

Zbyvajici dva integraly lze v absolutni hodnoté odhadnout shodné pomoci
odhadu (1.17) z Duisledku 1.6.5. Pro oba pfipady jak k = 2, tak i pro k = 4 plati
pro délky kiivek L(p2) = L(ps) =b/2a a pro z =x + iy z (p2) a {p4) je |z| =7
ay €[0,b/2a]. Odtud dostaneme

b2
|exp(—az?)| = exp (— a(z? — y*)) < exp (E) exp(—ar?),

z ¢ehoz plyne, ze

b b2
dz| <L = —exp(— )exp(—ar’) — 0. 5.28
|| $@z| < L] = 5 e (1) expl-ar’) (5.28)

T —00

Dostévame tak z (5.27) po limitnim pfechodu r — oo

b2\ [
\/E — exp (—)/ e~ cosbtdt = 0,
a 4a/ J_

z ¢ehoz jiz plyne dokazovany vzorec (5.26).
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5.5 Cauchyho vzorec

Lemma 5.5.1. Necht f je holomorfni funkce v oblasti G C C a necht w € G.
Definujme funkci F' na mnoZiné G predpisem

F(z) = w z#Fw, F(w) = f'(w). (5.29)
Potom je funkce F spojitd na G a holomorfni v G \ {w}.

Diikaz. Snadno nahlédneme, Ze funkce F' je holomorfni v G \ {w} a protoze dale
plati F(w) = lim,_,,, F(2), je F spojitd v bodé w. O

Véta 5.5.2 (Cauchyho vzorec). Necht f je holomorfni funkce v hvézdovité ob-
lasti G C C a necht ¢ je uzaviend kiiwka v G. Potom pro vdechna ¢ € G\ (p)

plati vzorec
£(O)-d(p.0) = o= [ L0

2mi J, 2 —(

(5.30)

Diikaz. Definujme funkci F' na G pomoci (5.29). Pouzijeme ji pfi Gpravé integralu
v (5.30); je

ﬂﬁM:/CW%f@+f@)M:/FMM+ﬂO/dz

02—¢C z=¢ z—¢ z=¢
Na prvni z integrali aplikujeme Vétu 5.2.4, pfi vypoctu druhého uzijeme vzorec
(5.17) a tak dostaneme (5.30). O

Predchézejici vysledek o souvislosti holomorfni funkce f s Cauchyho integra-
lem se nazyva Cauchyho vzorec. Tento vzorec ma mnoho uziteénych dusledku.
Protoze ind (¢, ¢) je konstantni v kazdé komponenté S\ (p), je vhodné se omezit
na specialni jednoduchou situaci: Je-li ¢ napt. kladné orientovand kruznice, ma
Cauchyho vzorec (5.30) zvlasté jednoduchy tvar, protoze ind(p,.) = 1 v Int(¢) a
ind(p,.) =0 v Ext(y).

Véta 5.5.3. Necht f je funkce holomorfni v oteviené mnoziné G C C a necht
kruh U(zp,7), r € Ry, je obsaZen i se sugm uzdvérem v G. Necht ¢ je kruinice,
o(t) := zo + rexp(it), t € [0,27]. Potom plati:

(1) Pro vSechna ¢ € U(zo,r) je

£(Q) = = /f(z) dz . (5.31)

T omi 2 — ¢
(2) Pro vSechna ¢ € Int(p) a k € N je

FPQ) = 2%/ % dz . (5.32)
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(3) Je-li f funkce holomorfni v oteviené mnoZiné G C C, md derivace vSech
rdadu. Pro kazdé ¢ € G plati rovnost

f(2) = ar(z= O,

atovC, pokud G =C, avU((d), kde d := dist(¢,C \ G), v pFipadé, Ze
G # C.

Diikaz. Protoze je U(zo,7) C G, existuje 1 € (r,00) tak, ze Int(p) C U(z0,71);
v Int(¢) je ind (¢, ¢) = 1, takZe tvrzeni (1) je disledkem Véty 5.5.2. Podle Lemma-
tu 5.3.1 plati tedy i (2). Je-li G = C, lze v Lemmatu 5.3.1 volit R € R libovolné
a R € (0,d), je-li G # C; z toho plyne (3). Tim je Véta 5.5.3 dokdzana. O

Véta 5.5.4 (Morera 1886*). Je-li f spojitd v oteviené mnoziné G C C a nezd-
visi-li integrdl z f (ve smyslu Umluvy 1.6.18) na cesté v G, je funkce f holomorf-
ni v G.

Diikaz. Predpoklady zarucuji existenci primitivni funkce F' k f, coz jsme jiz doka-
zali ve Vété 3.4.3. Protoze F € H(G), a F' = f, je také podle &asti (3) Véty 5.5.3
f e HQ). O

Umluva 5.5.5. Oblast G, ve které integral z kazdé funkce holomorfni v G ne-
zévisi na cesté, budeme nazyvat pripustnou. Zatim pouze vime, Ze hvézdovité
oblasti, a tedy specidlné konvexni oblasti, jsou pripustné.

Ve Vété 5.5.9 a Vété 5.5.10 dokazeme dalsi verze Morerovy véty, a to za slabsich
predpokladi.

Poznamka 5.5.6 (spiSe filozofickd). Je vhodné uvédomit si, ze fada v (5.14) je jed-
nozna¢né uréena jak restrikci funkce f na (), tak i restrikci f na libovolné malé okoli
bodu zg. Obé tyto restrikce jednoznac¢né urcuji vSechny derivace funkce f v bodé zo
a plati rovnost

2 £ (2o
f(z) = Z %('Z —20)F, zeU(z,d).
k=0
Je zde tedy vazba mezi ,lokalnim“ i ,globdlnim* chovanim funkce f.

Podle Definice 2.3.3 se fada z (3) nazyva (stejné jako v ,redlném piipadé&“)
Taylorova tada funkce f. Je zde vSak podstatny rozdil: V redlném pripadé spo-
jité rozsiieni funkce f(x) = exp(—1/2%) na R je funkce, kterd méa na R spojité
derivace vSech radi, avSak presto neni v zadném okoli pocatku souctem mocnin-
né fady o stfedu 0; v pfipadé holomorfni funkce to nastat nemtze. To je jeden

vvvvvv
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Véta 5.5.7. Necht G C C je oteviend mnoZina a [ je funkce holomorfni v G,
kterd nenabyvd hodnoty 0. Potom ezistuje funkce g holomorfni v G takovd, Ze je
f =expog, pravé kdyz f'/f md primitivnt funkci v G.

Diikaz. Je-li f = expog, kde g € H(G), dostavame zderivovanim f' = ¢’ expog,
a tedy ¢’ = f’/f; funkce g je tedy primitivni funkei k funkei f'/f. Obracens, je-li
g holomorfni v G a je-li ¢’ = f'/f, je (f exp(—g))' = f'exp(—g) — f' exp(—g) =0
v G. Na kazdé komponenté G je proto fexp(—g) konstantni; ozna¢me hodnotu
této konstanty pro zvolenou komponentu & # 0. Volime ¢ € C tak, aby k = exp¢;
na uvazované komponenté je exp(g + ¢) = f; stejnou ivahu miizeme provést pro
kazdou komponentu mnoziny G. O

Dusledek 5.5.8. Necht G C C je hvézdovitd (specidlné konvexni) oblast a necht
funkce f je holomorfni a vsude nenulova v G. Pak md f v G spojité vétve loga-
ritmu, a vSechny tyto vétve jsou funkce holomorfni v G.

Diikaz. Protoze f'/f je holomorfni v G, existuje podle Véty 5.2.4 funkce primi-
tivni k f'/f v G. Podle Véty 5.5.7 pak existuje g € H(G) tak, ze f = expog
v G, coz znamena, zZe g je spojita vétev logaritmu f. Protoze kazda spojita vétev
logaritmu f v G se na kazdé komponenté mnoziny G lisi od g jen o (aditivni)
konstantu, je holomorfni v G. O

Véta 5.5.9. Necht f je spojitd v oteviené mnoziné G C C a necht f(A) f=0pro
kazdy trojuhelnik AN C G. Pak je f funkce holomorfni v G.

Diikaz. Vétu jsme prakticky dokézali v dikazu Cauchyho Véty 5.2.4; stac¢i uvazit,
7Ze ke kazdému bodu zg € G existuje okoli U(zg,r) C G, coz je konvexni mnozina.
Zakladni podminka pro trojthelniky (jako p¥i v mimo trojthelnik) pak dava podle
Véty 5.2.4 existenci primitivni funkce k restrikei f|U(zo, 7). O

Lemma 5.5.10 (Morera 1886*). Je-li f spojitd v oteviené mnoziné G C C
a integrdl z f se anuluje vzhledem ke hranici kaZdeho intervalu obsaZeného v G,
tj. pro kazdy obdélnik, ktery spolu se svgm vnitikem lezi v G, pak je f holomorfni
funkce v G.

Dikaz. Zvolme libovolné U(w,r) C G s r € Ry; dokdzeme, Ze funkce f mé
v U(w,r) primitivni funkci. Zvolme z € U(w,r) a oznaéme @ interval o vrcholech
w,u, 2, v

w=wi +iwy, uU=21 +iws, 2=2z1+129, V=wi+ 12

a definujme primitivni funkci F(z), z € U(w, r):

F(z)= /[w;u;Z] flu)du = /[w;v;z] f(u)du .
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Podle predpokladia véty je tato definice korektni. Zvolme ¢islo 6 > 0 tak, ze
U(z,0) C G a definujme pro 0 < |h| < § kiivku wp(t) = z + th, t € [0,1]. Potom
pro h € R, h — 0, plati

PEEM=PE _yig| <[t [ 5= 1) < [ s+ - s o

Odtud plyne D1F(z) = f(z). Stejnou tGvahu lze provést s ih na misté h a do-
spét k Do F(2) = if(z). Funkee f je spojitd a F spliiuje Cauchy-Riemannovy
podminky, takze F' (a tedy i f) je holomorfni. O

Poznamka 5.5.11. Véty 5.5.9 a 5.5.10 ukazuji, Ze pro pfipustnost oblasti G zdaleka
neni nutné predpokladat, ze integrél z kazdé funkce f € H(G) je roven 0 pro kaZdou
uzavienou kiivku v G; sta¢i to ovéfit pouze pro hranice vSech trojuhelniki, nebo pro
hranice vsech intervalii, kde opét uvazujeme i ,degenerované®“ pripady.

Dusledek 5.5.12. Necht f je spojitd na oblasti G C C a holomorfni na G\ K,
kde K je mnoZina izolovand v G. Pak je f holomorfni na G.

Diikaz. Zvolme libovolné w € K. Protoze K je mnozina izolovana v G, existuje
r € Ry tak, Ze f je holomorfni na U(w, 2r)\ {w} a spojitd na U(w, 2r). Na U (w,r)
sestrojime primitivni funkci F' k f pomoci Véty 5.2.4. Pak F je holomorfni a podle
Véty 5.5.3 je i f holomorfni v U(w, r). Stejnou tvahu lze aplikovat na kazdy bod
z K; proto je f € H(G). O

Prikladem pouziti Lemmatu 5.5.10 je napi. dikaz nasledujici véty

Véta 5.5.13 (Schwarzuv princip zrcadleni). Necht G je oblast v C symetrickd
vzhledem k redIné ose, tj. takovd, kterd s kaZdym z € G obsahuje i z. Necht ddle

Gti={2€G;Imz>0}, G ={z€G;Imz<0}, G°:=GNR,

a necht f je holomorfni v GT, spojitd v G\ G~ a redlnd v G°. Funkce g definovand v G
vztahy

9(z) = g1(2) == f(2), z€GTUG", g(z) = g2(2) = f(2), 2€G UG (533)
je holomorfni v oblasti G.

Dikaz. Je-lih: z — Z, je g2 v G\ G4 tvaru h o f o h a je proto spojita. Déle je g spojita
i v bodech R, protoze g1 i g2 jsou spojité a gi(z) = g2(z), 2 € G N R. Pro funkci g
ziejmé plati f(Q1) g = 0 pro kazdy obdélnik Q1 C G*, nebot g = f v G* a f € H(G™M).

Pro kazdy obdélnik Q2 € G~ a Q1 = Q2 je

/ g:/ 92:/ g1 = f=0;
(Q2) (Q2) Q1) Q1)

to plati i pro obecné&jsi kiivky lezici ,symetricky” vzhledem k R. Prochézi-li R vnitfnim
bodem obdélniku Q C G, déli tsecka uo = [a;b] := Q@ N R na dva obdélniky Q1, Q2.
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Pak ale staci ukazat, ze f(Q) g = f(Ql) g+ f(Qz) g = 0. To v8ak vyplyva z toho, Ze pro
usecku uc(t) := (1 —t)a+ tb+ie, t € [0;1] je

b
tim [ g(2)a :/uof:/a F(t)dt

nahradime-li Q1, Q2 ,zmensSenymi obdélniky“ se stranami (u+.) a provedeme limitni
ptechod pro € — 0+. O

Vyznamné vyuziti Véty 5.5.9 v nésledujicim diikaze dava pohodlny pristup
k vété o (lokalné) stejnomérné limité holomorfnich funkei:

Véta 5.5.14 (Weierstrass 1841%). Necht { fi}72, je posloupnost funkct holo-
morfnich na otevrené mnoziné G C C, fi 210c [ na G. Potom je také f funkce
holomorfni v G a pro vsechna n € N je

fkn) =loc f(") na mnoziné G.

Diikaz. Funkce fi jsou zfejmé pro vsechna k € N spojité v G. Zvolme libovolné
bod z € G a jeho okoli U(z) C G. V kazdém trojihelniku A C U(z) je fr = f,
takZe je f specidlné spojitd na (A) a podle Lemmatu 1.7.2 plati rovnost

/ f(w)dw = lim Jr(w)dw
(2) koo J(a)
Protoze fi, € H(G), integraly na pravé strané rovnosti se anuluji a podle Véty 5.5.9
je rovnéz f € H(G).

Pro dikaz druhé casti tvrzeni zvolime z € G a r € Ry tak, aby uzavér okoli
U(z,r) lezel v G. Pak uzijeme Cauchyho vzorec pro derivaci (5.32) z Véty 5.5.3,

z néhoz pro ¢ € U(z,r) a ¢(t) := z + rexp(it), t € [0,27], obdrzime
00 - 1) = | [ 2 | <
_ sl —Jlw ey .

— 27 dist(¢, {(p))nt1

Snadno nahlédneme, Ze napf. pro ¢ € U(z,7/2) a K := U(z,7/2) plati analo-
gicky odhad stejnomérné na K, pouze ve jmenovateli zlomku musime nahradit
vyraz dist((, (¢)) vyrazem dist(K, (p)) = r/2; jako disledek odtud dostaneme

f,g") Z10c £ na mnoziné G. O

Dusledek 5.5.15. Necht fi jsou funkce holomorfni na oteviené mnoZiné G a
necht tada > fi konverguje lokdiné stejnomérné na G. Pak je jeji soudet funk-
ce holomorfni na G a pro kaZdé n € N je Zf,gn) = f) | pricem? Fada vlevo
konverguje lokdlné stejnomeérné v G.
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Lemma 5.5.16. Necht f je holomorfni v oblasti G C C, w € G. Definujme
funkci g proménné z na mnoziné G jako v (5.29) predpisem

Potom g je holomorfni funkce v G.

Diikaz. Podle Lemmatu 5.5.1 a Dusledku 5.5.12 je g € H(G). O

5.6 Véta o priméru

Véta 5.6.1 (o pruméru). Necht f je funkce holomorfni v oblasti G C C a necht
uzdvér kruhu U(C,r) o poloméru r € Ry je obsaZen v oblasti G. Potom je

27
FO = [ fcHretyat, (5.34)

:27T 0

tj. hodnota holomorfni funkce f(C) je v kaZdém bodé ¢ oblasti G lokdiné integrdl-
nim prumeérem svych hodnot na kruznici o stredu C.

Dikaz. Je-li ¢ kladné orientovand kruznice o stiedu ¢ a poloméru r, pak vzorec
(5.34) vyplyva z (5.31) pfevodem na Newtontiv integral:

L [2" f(C+retydt . 1 [ ,
= Lo = )t
FQ =57 | Ho et = o [ p(Cret
tim je vzorec dokézan. O

Jako ilustraci pouziti Véty 5.6.1 dokazeme jednoduché lemma:

Lemma 5.6.2 (o existenci nulového bodu). Necht V := U(w,r) C G je okoli bodu
w v oblasti G takové, Ze V. C G. Je-li f holomorfni v G a plati-li

min{|f(2)[; z € OV} > [f(w)],
potom existuje ¢ € V takové, Ze f({) = 0.

Drikaz. Budeme dokazovat sporem. Pokud neexistuje takovy bod ¢ € V, pro né&jz
f(€) =0, je f(2) # 0 v okoli V a g = 1/f je holomorfni funkce v okoli mnoziny V.
Z Véty 5.6.1 plyne

|£(w)|" = |g(w)| < max{|g(2)[; 2 € IV} = max{|f(z)| ;2 € OV} =
= (min{lf(); = € 8V})71,

a tedy |f(w)| > min{|f(z)|; z € OV}, coz je ve sporu s predpokladem dokazovaného
lemmatu. O
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Dusledek 5.6.3 (odhad). Za stejnych predpokladi jako ve Vété 5.6.1 o pramé-
ru plati odhad

[F (O < M, :=max{|f(2)]; 2 € OU(,7)} - (5.35)

Diikaz. Vzorec (5.35) je jednoduchym dtisledkem vzorce (5.34) z Véty 5.6.1 o pri-
méru a zékladniho odhadu (1.17). O

Disledek 5.6.3 je jednoduchou verzi tzv. principu maxima modulu. V na-
sledujicim lemmatu dokazeme trikem silnéjsi tvrzeni:

Lemma 5.6.4 (Landau 1916). Necht f je holomorfni funkce v oblasti G C C a necht
kruh U(C,r) o poloméru v € Ry je obsaZen i se suym uzdvérem v oblasti G a necht
o(t) =re', t €[0,2r]. Potom pro viechna z € U((,T) je

|F(2)] < My := max{|f(2)]; z € (p)} . (5.36)

Diikaz. Ze vzorce (5.31) vyplyva snadno pomoci (1.17) nerovnost |f(z)| < ra. M., kde
o, := max{l/|w — z|; w € dU(C,r)}. Protoze je f* € H(G) pro vechna k € N, plati
analogicky odhad i pro |f*(2)|; z né&j vyplyva pro viechna z € U((,r)

[F() < (rae) "My, 2 €UGT).
Limitnim pfechodem pro k — oo dostaneme odtud (5.36). a

Predchézejici lemma je ovSem dusledkem dale uvedenych ,silnégjSich* forem
principu maxima modulu; srovnej s Vétou 5.9.1. I tyto dvé nejjednodussi verze
principu maxima modulu maji vSak jednoduché a zavazné dutsledky:

Lemma 5.6.5 (o aproximaci). Predpoklidejme, Ze [ je funkce holomorfni v
otevrené mnoziné G C C a necht ¢ € G. Oznacme

1f" = (Ol = sup{|f'(u) = f'(Of; u € D}. (5.37)

Potom pro kazdé okoli U(C,r), jehoZ uzdvér D lezi v G, a pro kaZdé dva rtzné
body z,w € D je

z) — f(w
TRV 2T _ o) <15 - 7Ol (5.39)
z—w
Diikaz. Protoze D C G, existuje € € Ry tak, ze U(¢, r+¢) C G. K funkei f/— f/(()
je primitivni funkei na U((, r+¢) napf. funkce u — f(u)— f'()-u, u € U((,r+¢),
z ¢ehoz plyne



126 KAPITOLA 5. Holomorfni funkce
Standardni odhad integralu podle (1.17) davéa

[ g0 = ©pau| <15 = £ Ol 12—,

z ¢ehoz dostavame (5.38). O

Véta 5.6.6 (o lokalniexistenci inverzni funkce). Necht f je funkce holomor-
fné definovand na oteviené mnoZiné G C C a necht f'(¢) # 0 v néjakém bodé
¢ € G. Potom ezistuje takové okoli U(C) C G, Ze restrikce f|U(C) je prostd
funkce.

Dikaz. Jelikoz f'(¢) # 0 a f’ je spojitd, 1ze volit U(() = U((,r) tak, aby jeho
uzavér D lezel v G a aby platila nerovnost

1f = (Ol < IOl (5.39)

Pouzijeme Lemma 5.6.5. Pokud by v U(() lezely dva body w # z takové, ze
f(w) = f(z), plynula by z (5.38) nerovnost |f'(¢)| < |f'(¢)]; tento spor dokazuje
tvrzeni. O

5.7 Véta o jednoznacnosti

V této Casti uvedeme nékolik ¢asto uzivanych tvrzeni o holomorfnich funkcich.
Jednim z nich je velmi diilezita véta o jednoznacnosti, kterd popisuje jev, nemajici
v ,redlné analyze* (ani pro nekonecéné diferencovatelné funkce) obdobu.

Véta 5.7.1 (o jednoznaénosti). Necht f je funkce holomorfni v oblasti GCC
a necht f =0 na mnoziné N1 C G, kterd md hromadny bod v oblasti G. Potom
f =0 vG. Obecnéji, pro holomorfni funkce g, h, pro néz plati rovnost g(z) = h(z)
na mnoziné, kterd md hromadny bod v G, plati rovnost g(z) = h(z) vsude na G.

Predchézejici Véta 5.7.1 je mirnym zobecnénim Véty 2.4.3 o jednoznacnosti pro moc-
ninné fady, kterou jsme vSak nedokazali. Dikaz Véty 5.7.1 je zaloZen na souvislosti G.
Dokézeme, Ze mnozina vSech nulovych bodu f je neprazdna, oteviend v G a uzaviend
v G, tedy splyva s G. Vzhledem k mimotadné dilezitosti véty posledni ivahu o otevie-
nosti a uzavfenosti provedeme podrobnéji.

Diikaz. Druha &ast véty vyplyva z prvé, polozime-li f = g — h, budeme tedy
dokazovat pouze prvni ¢ast. Oznaéme N mnozinu v§ech nulovych bodu f, které
lezi v G. Protoze Ny C N, je N # () a m4 hromadny bod v G. MnoZina N je
ziejmé uzaviend v G: je-li wy € N, wy — w € G, je f(wy) = 0 pro vSechna k, a
ze spojitosti funkce f plyne f(w) = limg_,o f(wg) = 0, tedy w € N. Mnozina N’
vsech hromadnych bodi N je tedy podmnozinou N a je také uzaviend v G.
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Dokézeme jesté, ze N’ je oteviend mmnozina: Necht w € N’ a U(w,r) C G.
Podle Véty 5.5.3 je funkce f souctem své Taylorovy fady f(z) = 3. ar(z — w)k,
z € U(w, r). Kdyby vSechny koeficienty ax nebyly rovny 0, existovalo by nejmensi
¢islo p € Ny takové, ze ap, # 0, a bylo by

f2)=> ar(z—w) = (z-w)fi(2), z€U(w,r),
k=p

kde fi(w) = ap, # 0. Protoze fi je spojitd v bodé w, jsou oba €initelé vpravo
rizni od 0 v jistém prstencovém okoli P(w,r1) C U(w,r), r1 € R4. To je v8ak
spor s pfedpokladem, ze w € N'. Proto N’ obsahuje néjaké okoli U(w) bodu
w. Mnozina N’ je tedy otevienou i uzavienou podmnoZzinou oblasti G. Jak jsme
pripomnéli v Kapitole 1 v ¢asti 1.2, plyne odtud N’ = N = G. O

Priklady 5.7.2. 1. Nejprve ukézeme, jak se vzorce pro goniometrické funkce
apod. ,prenaseji“ do komplexniho oboru. Dokazeme, Ze napt. vzorec

cos2z = cos® z — sin® 2 (5.40)

znamy z ,realné analyzy“ plati pro vSechna z € C. Na obou stranach rovnosti jsou
funkce g, h holomorfni v oblasti C a je g(z) = h(z) pro vSechna z € R. Polozime
N; = R v predchazejicim tvrzeni. Potom je i R C N’, a podle Véty 5.7.1 vzorec
(5.40) plati pro vSechna z € C.

2. Podobné ze vzorce sin(x £+ 27) = sinz platného pro vSechna z € R plyne
analogicky vzorec sin(z £ 27) = sin z pro vSechna z € C. Analogickou tvahu lze
provést pro ostatni ,realné periodické funkce“ holomorfni v C.

3. Snadno nahlédneme, ze funkce f(z) := (expz —1)/z, z € P, a f(0) := 1 je
holomorfni v C. Proto je i g = 1/f holomorfni v okoli U(0,27) bodu 0 a lze ji
(jednoznaé¢né) vyjadfit mocninnou fadou

z Bk k
— = - 41
92) = e 1 E:kﬂz, (5.41)

Rada vpravo se v teorii funkci komplexni proménné pouziva piimo k definici
tzv. Bernoulliho é&isel By; srv. [Z], str. 512, kde jsme Bernoulliho éisla definovali
jinym zptisobem. Podle vzorce (4.63) je
1 24z
(Z * 2 e%iz — 1) ’

1
cotgz =i+ —g(2iz). (5.42)
z

e2i* 41 2
6212 _ ]_ Z( + e21z _ 1

odkud dostaneme vztah

cotgz =1

Protoze cotg je lichd funkce, je z cotgz sudd funkce. Ze vzorce (5.42) plyne téz
identita g(z) +z/2 = (1/2i)z cotg(z/2i), takze i g(2) + z/2 je sudd funkce. Odtud
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plyne, 7Ze By = —1/2 a Ba11 = 0 pro vSechna k € N. Plati tedy rovnosti

()= 1 ZyN
9\=) = expz — 1 2 pt
Odtud jiz snadno dostaneme identitu

1 - k4 B2k 5 2k— 1
tgz = — P(0, ). 5.43
cotg= =1+ () ePOm. (64

Podobné plati
> 4%(4F — 1) By,

_ k—1 2k—1

tgz = ;(_1) —an . EE U(0,7/2). (5.44)

4. Ukazme trochu slozitéjsi aplikaci Véty 5.7.1; znovu dokézeme, Ze pro vSechna
z,w € C plati vzorec

sin(z + w) = sinz cosw + cos zsinw .

Vyuzijeme toho, ze vzorec plati pro vSechna z,w € R. Vétu o jednoznacnosti
pouzijeme nejprve tak, ze zvolime napf. w € R pevné a uvazime, Ze na obou
stranach vzorce jsou funkce proménné z holomorfni v celé roviné C. Z Véty 5.7.1
a z platnosti vzorce pro vSechna z € R plyne platnost vzorce pro w a vsechna
z € C. Tuto tvahu lze zopakovat s kazdym w € R. Nyni zvolime libovolné ale
pevné z € C. Opét jsou obé strany rovnosti pro toto zvolené z holomorfnimi
funkcemi v proménné w, takze z rovnosti pro vSechna w € R plyne rovnost pro
z a v8echna w € C. Protoze jsme volili z € C libovolné, plati vzorec pro vsechna
z,w € C.

Poznamka 5.7.3. Pro funkce holomorfni v C zavedl Weierstrass jiz r. 1876 spe-
cidlni nazev celé funkce. Celymi funkcemi jsou nap¥. vSechny polynomy; dalsi
celé funkce jako napf. exp, sin, cos jsou transcendentni.

Vratime se ke vzorci (5.35), kterému lze dat i trochu jiny tvar. Jestlize plati
rovnost f(z) = Y ar(z — ¢)* na néjakém okoli uzavéru U((,r), je

M,
(Ol =laol < My (==7).
Maéame tedy odhad velikosti koeficientu ag. Pfirozenym zobecnénim tohoto odhadu

jsou tzv. Cauchyho odhady pro vsechny koeficienty mocninné fady, ktera (jak
jiz. vime) je Taylorovou fadou svého souctu.
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Lemma 5.7.4 (Cauchyho odhady 1835). Za piedpokladi Véty 5.6.1 plati pro
vsechna k € Ny tento odhad koeficienti Taylorova rozvoje o stredu ( :

F©
Rl

M,

rk’

lax| = ‘ ‘ < (5.45)

zde je M, opét mazimem funkce |f| na hranici kruhu U(C,r).

Diikaz. Ze vzorce (5.32) z Véty 5.5.3 a ze zakladniho odhadu kiivkového integralu
(1.18) dostaneme pro vSechna k € N vztahy

|ak|_}f<k>(<)’_’%/@(&dz A M, M,

k! z — )kl = 2 rktl rk

coz jsou spolu s (5.35) Cauchyho odhady. O

Poznamka 5.7.5. Také v pfipadé Cauchyho odhadt lze pro nekonstantni funkci f
dokézat, ze v (5.45) plati dokonce ostrd nerovnost. Poznamenejme jesté, Ze pomoci
standardnich tvah o pokryti lze dospét k tvrzeni:

Véta. Je-li G oblast v C, K C G kompakini mnozina a L C G kompaktni okoli K,
ezistuje pro kazdé k € N ¢islo My € Ry zdvislé pouze na G, K a L tak, Ze

£k < Ml fl.

pro viechny funkce f € H(QG).
Roli L nemiZe pfevzit K, coz plyne snadno z piikladu: fn(z) := 2" € H(C),
K :={z € C; |2| < 1}, protoZe v tomto piipadé je || fn||x = 1, aviak || f,.||lx =n, n € N.

Lemma 5.7.6. Je-lip € N, je celd nenulovd funkce f polynomem stupné mensiho
nez p, pravé kdyz vyhovuje podmince lim,_, o, f(2)/2P = 0.

Diikaz. Jedna Cast tvrzeni je zfejma: Jestlize je f polynom stupné mensiho nez p,
: p—1 k
tj. f(2) = > p_parz”, pak

lim f(Z): lim (@4_ a1 +...+£):0'

z—oo 2P z—oo \ zZP zp—1 z

Druhé ¢éast tvrzeni Lemmatu je vyplyva piimo z Cauchyho odhadt pro koeficien-
ty ar z Lemmatu 5.7.4, kde M, zna¢i opét maximum funkce |f| na hranici kruhu
U,r):

M, M, 1

ol < S =S

prvni zlomek na pravé strané rovnosti mé podle ptredpokladt pro r — oo limitu 0,
druhy m4 pro k > p vlastni limitu (rovnou 1 nebo 0). Je tedy ar = 0 pro vSechna
k> p. O



130 KAPITOLA 5. Holomorfni funkce

Véta 5.7.7 (Liouville 1847*). KaZdd omezend celd funkce je konstantni.

Dikaz. Podminka z pfedchézejiciho Lemmatu 5.7.6 je zfejmé splnéna pro kazdou
omezenou celou funkei f s p =1, a tak f(z) = ao, takze f je polynom stupné < 1,
tedy konstantni funkce. O

Véta 5.7.8 (zdkladni véta algebry; Gauss 1799*). Predpoklddejme, Ze poly-
nom P md kladny stupen. Potom existuje alespori jedno cislo ( € C tak, Ze

P(¢) = 0.

Dikaz. Pokud neexistuje nulovy bod funkce P, je 1/P omezend celd funkce a je
tedy konstantni podle Liouvillovy véty. Polynom P pak ale nema kladny stupen.
O

Poznamka 5.7.9. Predchézejici existenéni Vétu 5.7.8 nazval pravé CARL FRIEDRICH
GAuUSss (1777—-1855) zdkladni vétou teorie algebraickych rovnic; u nds se uziva vzity
nazev zdkladni véty algebry.

5.8 Otevrené zobrazeni

Poznamka 5.8.1. Pfipomenme, ze zobrazeni metrického prostoru (P, ¢) do metrického
prostoru (Q, o) je spojité, pravé kdyz pro kazdou otevienou mnozinu B C @ je také jeji
vzor 1 (B) otevienad mnozina. Obréicené, jestlize pro kazdou otevienou mnozinu A C P
je jeji obraz f(A) oteviend mnozina, nazyva se f otevrené zobrazeni prostoru P.

Véta 5.8.2 (véta o otevienosti zobrazeni). Necht funkce f je nekonstantni
a holomorfni v oblasti G C C. Potom f je oteviené zobrazeni G do C.

Diikaz. Dokazme, Ze pro kazdé wy € f(G) existuje d € Ry tak, ze U(wp, d) C f(G):
Je-li wy € f(G), existuje bod zj tak, Ze f(z9) = wg. Takovy bod zg neni hromad-
nym bodem mnoziny {z € G; f(z) = wp}, protoze pak by byla funkce f podle
véty o jednoznacnosti konstantni v G. Existuje tedy ro € Ry tak, ze f nikde
v P(z9,70) nenabyva hodnoty wg; zvolime-li pevné r € (0,rg), nenabyva f této

hodnoty nikde v K := U(zg,r) kromé bodu zy. V disledku toho je
d:= (1/2) min{|f(z) — wol; |2 — z0 =1} > 0.
a pro vSechna z, |z — zg| = r a vSechna w, |w —wo| < d je
() = w] > 1(2) = wo)| — o — wo| > 2d—d = d. (5.46)
Protoze f(zo) = wo, staci dokazat, ze kazdé w € P(zp, d) je hodnotou této funkce

v n&jakém bodé z mnoziny K. Pfedpokladejme obricené, Ze existuje w € P(zq,d)
tak, ze w ¢ f(K), a utvofme funkci g := 1/(f — w). Tato funkce je pak holomorfni
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a nenulové v kazdém bodé z K, tedy holomorfni a nenulové v jistém U(zg,r’),
kde ' > r a podle (5.46) a Véty 5.6.3 je pak

11 1
d Jwo—w|[ |f(z0) —w

)

SHNC

| = g(20) <max{|g(2)|; |z — 20| =7} <

coz je spor. Funkce f tedy nabyva v K, a tedy i v G kazdé hodnoty w € U(wo, d).
Tim je véta dokazana. O

V Kapitole 4 jsme dokéazali Vétu 4.6.1, kterou jsme uzili k derivovani logaritmu;
méla vSak zbytecné silné predpoklady. Ukazeme nyni, Ze nékteré lze vynechat.

Dusledek 5.8.3 (véta o derivaci inverzni funkce). Necht f je funkce holo-
morfni na oblasti G C C a f'(z) # 0 pro vSechna z € G. Pak je zobrazeni | ote-
vren€ a lokdlné prosté v G. Jestlize je f navic prosta funkce na G, je inverzni
funkce g := (f)~! holomorfni a plati

g (w) = ( = - w € f(G). (5.47)

Diikaz. Podle Véty 5.8.2 je f oteviené zobrazeni a podle Véty 5.6.6 je f lokalné
prosté. Je-li f navic prosta funkce na G, existuje inverzni zobrazeni g k f a je
spojité na f(G), takze lze pouzit Vétu 4.6.1; tak dostaneme druhou ¢ast tvrzeni
véetné (5.47). O

Poznamka 5.8.4. Tento postup ditkazu, zaloZeny na vlastnosti prauméru, pouzil CON-

STANTIN CARATHEODORY vV jiZz zminéné dvoudilné knize [13]; viz prvy dil, str. 133 a
nasl.

5.9 Princip maxima modulu

Véta 5.9.1 (princip maxima modulu). Necht f je nekonstantni funkce holo-
morfni v oblasti G C C; pak plati:

(1) Je-li U(zo0,7) C G, existuje u € U(zo,r) tak, Ze je |f(z0)| < |f(u)|, tj. funkce
|f| nemd v bodé zy lokdlni mazimum.

(2) Je-li U(z,7) C G, je |f(2)| < m pro vSechna z € U(zo,r), kde definujeme
m = sup{|f(2)|; z € U(zo,7)}.

(3) Je-li G C C omezend oblast, je-li  spojitd na uzdvéru Ga holomorfni v G,
a je-li M = max{|f(2)|; z € 0G}, je |f(2)| < M pro vSechna z € G.
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Diikaz. Dokazeme nejprve (1) a pak implikace (1) = (2) a (1) = (3). Pfedpokla-
dejme, Ze (1) neplati, tj. Ze pro vSechna dostateéné malé p a vSechna t € [0,27] je

|f (20 + pe'*)| < |£(20)]- (5.48)

Pak podle (5.48) uzitim (5.34) dostaneme, Ze pro vSechna dostate¢né mald p je

2m 2m
ol < 3= [ 1o+ pelde < o= [ Ireolar = 1ol

a tudiz oba integraly maji stejnou hodnotu. Proto plati rovnost

AQU%H—W%+%%D£=U

Integrovand funkce v poslednim integralu je spojitd a podle (5.48) nezaporna.
Pokud by byla v jediném bodé kladna, byl by kladny i jeji integral, musi tedy
byt identicky rovna 0. Odtud ale plyne existence okoli bodu zj, na kterém je
| /| konstantni, a tudiz, podle Disledku 3.4.7, na kterém je konstantnii f. Podle
Véty 5.7.1 je f konstantni v G; nalezeny spor ukazuje, ze plati (1).

(1) = (2): Pokud by pro néjaké w € G bylo | f(w)| = m, podle (1) by existovalo
z € G tak, ze | f(z)| > m. Protoze je to ve sporu s definici m, plati (2).

(1) = (3): Je-li kone¢né f spojitd na G, pak |f| nabyvéa svého maxima m na
kompaktni mnoziné G. Pokud m = M, tvrzeni plati. Kdyby bylo m > M, naby-
vala by |f| maxima v G a to vede ke sporu s (1). Tim je véta dokézdna. O

Dusledek 5.9.2. Necht f je funkce holomorfni v oblasti G C C. Nabyvd-li funkce

|f| v G mazima, je f konstanini na G.

Poznamka 5.9.3. Cesta k nékterym dutlezitym tvrzenim vede téz pfes tzv. Gutzme-
rovu formuli. AUGUST GUTZMER (1860 —1925) ji publikoval r. 1887. Z Cauchyho vzorce
(5.32) pro f(™(z) dostaneme snadno

1 27 i int
" n — 7 m dt ,
anr o/, fzo+re)e

z ¢ehoz jiz plyne nasledujici véta:

Véta 5.9.4 (Gutzmer 1887). Je-li f(z) = > ar(z — 20)*, md-li fada polomér
konvergence vétsi nez éislo r € Ry a oznacime-li M, := {max|f(z)|; |z—z0| = r},
platt

1 27 .
3 lag 22 = %/0 1f (20 + rei®)[2dt < (M,)?. (5.49)
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Diikaz. Protoze f(zg +re't) = > aprfe ™t je
|f(20 + Teit)|2 _ f(ZO + Teit) . f(ZO + Teit) _ Za_wkf(zo + Teit) efiktdt ,

pfidemz fada konverguje stejnomérné na intervalu [0, 27 |. Integraci (vpravo ,,¢len
po €¢lenu“) dostavame

27 2m
/ |f(z0 +re™)Pdt = apr* flzo+re')ye ™ dt =21 " |ax[*r?*.
0 0

Odhad pomoci (M,)? je diisledkem zékladniho odhadu (1.17) pro integrél vlevo
v pfedchézejicich rovnostech. O

Poznamka 5.9.5. Uvedeme dalsi varianty ditkkazu Liouvillovy véty.
(a) Tvrzeni lze dokdzat pfimo z Cauchyho odhadii z Lemmatu 5.7.4: Jestlize
[f(2)| <M, z€C, je

M

|Clk| < r_k
pro vsechna r € Ry a vSechna k € N, z ¢ehoz limitnim pfechodem pro r — oo
dostaneme aj, = 0 pro vSechna k € N, takze je opét f(z) = ag pro vSechna z € C.

(b) Uzijeme pouze odhadu pro prvni derivaci, avSak v kaZdém bodé z, € C.
Zvolme jedno takové zp a rozvinime f v mocninnou fadu o stiedu zg

f(z)= Zak(z — )k,

Uvahou obdobnou jako v (a) dostaneme f'(zo) = 0, a to pro kazdé zy € C, z éehoz
jiz snadno pomoci Véty 3.4.5 dostaneme, Ze f je konstantni v C.

(c) Z Gutzmerovy formule pro rozvoj f(z) = > ax(z — 20)* o stiedu zo = 0 plyne
pro vsechna r € Ry nerovnost

Z |ak|27,2k < ]\427

z ¢ehoz limitnim prechodem pro r — oo vyplyva, ze a1 = a2 = --- = 0, a tedy
f(z) = ag, z € C.

Se zakladni vétou algebry je ekvivalentni tvrzeni o faktorizaci, které pro néas
ma motivaéni vyznam.

Dusledek 5.9.6 (faktorizaéni lemma). Za piedpokladi z Véty5.7.8 existuje
takové cislo ¢ € C, navzdjem ruznd cisla z1,...,z, € C a ¢isla my,...,m, € N
tak, Ze P je jednoznacéné (aZ na pofadi ciniteld) vyjadien ve tvaru soucdinu

Pz)=clz—2z)™ (2 —2z)"", (5.50)

kde m1 +---+m, = n.
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Predchézejici dtisledek, ktery je ekvivalentni se zakladni vétou algebry, je o tzv. roz-
kladu P na kovenové cinitele, coz je vyjadieni (5.50). Cisla m1, ..., m, se nazyvaji ndsob-
nosti nulovych bodi 21, . .., z-. Nékdy téz za uvedenych predpokladi fikame, ze polynom
P m3a prdvé n korenti, pokud kazdy pocitame tolikrat, kolik ¢ini jeho nésobnost.

Poznamky 5.9.7. 1. VSimnéte si, Ze jde o specidlni vlastnost polynomii, kterd nemd

analogii u ostatnich funkci z H(C). Funkce exp nema Zddny nulovy bod v C, zatimco
mnoziny nulovych bodt funkei sin a cos jsou nekonecné.

2. Je-li I > 0 nésobnost 0 jakozto kofene polynomu P (v pfipadé potieby zobectiujeme
a Cisla, v nichz se polynom P neanuluje, povazujeme za kofeny P o nasobnosti 0), 1ze
polynom P vyjadfit ve tvaru

P(z2) = c2' kl;[l (1 - i)m’c , (5.51)

kde pro nasobnosti opét plati vztah | + mi + --- 4+ m, = n.

3. Pfipomenme, zZe z vyjadfeni (5.50) plynou napf. dulezité vztahy mezi kofeny a koefi-
cienty polynomu. Pro matematickou analyzu je dilezité pozorovani, ze polynom s real-
nymi Kkoeficienty mé pdrové komplexné sdruzené imaginarni kofeny, tj. Ze s kofenem w
ma i kofen w a jsou stejné nasobnosti. Protoze pro né pak je

(z—w)(z—w)=2"— (w+w)z+ww,
kde (w 4+ w), ww jsou redlna cisla, lze kazdy polynom s redlnymi koeficienty stupné

alesponi 1 vyjadfit (az na poradi €initelll) jednozna¢né ve tvaru souéinu linedrnich a
kvadratickych redingch polynom.

cich, se kterymi jsme se v této kapitole seznadmili:

Véta 5.9.8. Necht G C C je oteviend mnoZina a f : G — C spojitd funkce na
G. Potom jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

(1) funkce f je holomorfni v G;
(2) pro kazdy trojuhelnik A\ C G plati rovnost f(A) f=0;

(3) kiivkovy integrdl z f v G lokdlné nezdvisi na kitvce, ale pouze na jejich
koncovych bodech;

(4) je-li U(z0,7) C G a je-li p(t) = 29 +re', t € [0,2m], je

_ 1 f(2)
f(w)—% @z—wdz

, weU(z,r);

(5) funkci f lze v okoli kazdého bodu zo € G vyjddrit jako soucet mocninné fady
(polomér konvergence této rady je vidy alespont d = dist(zo,C \ G)%).

4) Zde opét klademe d = +oo v pifpadé, 7e G = C.
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Cviceni

1. Sestrojte holomorfni funkci v C s nulovymi body z = (k4 1)7', k € N, kterd
nabyvéa v bodé 1 hodnoty f(1) =1!

[Uiijte Vétu 5.7.1, ze které snadno odvodite, ze f = --- (na FeSeni pfijdete jisté
i bez népovédy).]

2. Sestrojte funkci f holomorfni v C s pravé vSemi nulovymi body tvaru z = (2k + 1),
k € Z, kterd nabyva v bodé 0 hodnoty f(0) = 1! Je takova funkce uréena jedno-
znacné ?

[Funkce f neni rozhodné urcena jednoznac¢né. Zvazte vlastnosti goniometrickych
funkei (jako nédpovéda pro feseni by to mélo stacit). |

3. V Piikladu 5.2.7 jsme se zminili o moznosti zavedeni funkci arctg a arcsin pomoci
integralu. Pro¢ jsme u funkci exp, cos, cosh a pod. volili jiny zptsob 7

[Taylorovy rozvoje funkci exp, cos, cosh konverguji v C, a tak pouze s jiz zna-
mym aparatem mocninnych fad dostaneme, Ze jsou to funkce holomorfni v C.
Analogicky rozvoj funkce arctg nebo arcsin konverguje pouze v jednotkovém kru-
hu a cesta k dalsim poznatktm je slozitéjsi (podobné u dalsich funkci tohoto typu).
»Integralni pristup“ je pfirozeny, neintegrujeme pouze po useckach, obsahujicich
body +i (u arkustangenty), ale ponékud zastird obtize, spojené s nejednoznaénos-
ti. Také rozvoj

N =
|

4. Vypoctéte hodnotu integralu (r > 0)
I= / Imzdz pro @(t) =re’, t €[0,4n].
7}

Umite na zakladé ziskaného vysledku urcit hodnotu tohoto integralu, zaménime-li
Im z za Re z? Nejsou obdrzené vysledky v rozporu s Vétou 5.2.4 7

[Je I = —mir?, posledni otazka je zaroveii navodem k odpovédi na otézku pred-
chézejici. |
5. Liouvilleovu vétu lze dokédzat i pfimo z Cauchyho vzorce: Predpokladejme, Ze

‘f(z)’ < M pro vSechna z € C, a zvolme v C body z1 # z2. Pro kruznici ¢ o stfedu
z1 a poloméru R > |z1 — 22| je

1 1

) =16l < 52 [ e i

zZ— 2z zZ — 22
Odtud dostanete odhad, ve kterém lze provést limitn{ pfechod (podrobnéji
napft. v [21])

f(z1) = f(z2) < tim A=zl

— =0.
R—+o0o R — |Zl —22|

[ Podrobnéji viz napr. [21]. |
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. Spoctéte integral z funkce f(z) = |z|z vzhledem ke k¥ivce p(t) = e

KAPITOLA 5. Holomorfni funkce

. Vyjadfete polynom p(z) = 82% — 5222 + 110z — 71 jako polynom v mocninéch

dvojélenu (2z — 5)!

[Je p(z) = (22 —5)® + 2(22 — 5)® + 4(22 — 5)°; jde pouze o jinak formulovanou
tlohu o rozvinuti funkce v mocninnou fadu.]
it |

[Protoie je
a |z|? = 1 pro vSechna z € (), po¢itame vlastné integral z P¥ikladu 1.6.10 pro

specialni ptipad » = 1, zo = 0. Proto je hledana hodnota integralu rovna 27i ]
1

. Spottéte integral z funkce f(z) = 127" vzhledem ke kiivce ¢ = [2; 2i; —2; —24; 2];

2
jde o hranici ¢tverce {z = z + iy; |z| + |y| = 2}!

[Pokud by byla f holomorfni nap¥. v C, mél by integrél hodnotu 0. Az budeme
mit k dispozici dalsi poznatky teorie funkci komplexni proménné, bude odpovéd
velmi jednoduché. Nyni pouzijeme Cauchyho vétu zvlastnim zpisobem : oznac¢ime
Pi(t) = e, t € [0,7], ¢¥2(t) = e, t € [n,2r], a podobné @1 = [2;2i;—2],
2 = [—=2,-2i;2] |, o = o1+ w2, m = [=2;—1], 2 = [1;2]. Integraly f podél
kiivek

pr1+m = Yr+ne a w2 = M2 = P2 =~ m

jsou oba rovny 0, z ¢ehoz dostaneme

/wf(z)dz:/wf(z)dz:m;

posledni rovnost je disledkem vysledku z Prikladu 1.6.10.]

. Ukazte, Ze definujeme-li funkci f hodnotou integralu

+oo 2
f(2) :/0 e 7 tdt

v8ude v C, kde je tento integral konec¢ny, je to holomorfni funkce ve dvou disjunkt-
nich oblastech v C!

[Necht’ z = x + 1y. Integral je koneény, pokud je koneény integral z funkce

Re(—2z2t) — (a2 —y?)t
)

e =e neboli pokud z? — y2 > 0.
Integral, kterym jsou hodnoty f(z) na tomto oboru uréeny, spocteme a ovéfime

existenci derivace f. ]



Kapitola 6

Laurentovy rady

V této kapitole budeme pouzivat novy nastroj. Jsou jim Laurentovy rady,
které jsou zobecnénim mocninnych fad. Pfipomenme, ze mnozina M C G
je izolovand v oteviené mnoziné G C C, jestlize pro kazdy bod z € G
existuje prstencové okoli P(z) C G, pro néz je P(z) N M = (). Budeme
se zabyvat funkcemi, které jsou holomorfni v§ude v oteviené mnoziné GG
kromé mnoziny K C G, kterad je izolovand v G. Jinak feceno, budeme
pracovat s funkcemi, které jsou pro kazdé z € G holomorfni v jistém
prstencovém okoli P(z) C G.

6.1 Zobecnéni Cauchyho vzorce

Oznaceni 6.1.1. Je-li 0 <71y <1y <00 a zy € C, oznac¢ime
P(zg,71,1m2) ={2€C; 1 < |z — 20| <7ra}. (6.1)

Tuto mnozinu nazyvame prstencem nebo téz mezikruzim o st¥edu zg, vnit¥-
nim poloméru r; a vnéjSim poloméru ry. Prstencové okoli P(zg) je zfejmé
specidlnim prstencem o vnitinim poloméru r; = 0.

Budeme potiebovat pomocna tvrzeni o spojité zavislosti kiivkového integralu na
realném parametru a o jeho derivovani podle realného parametru. Plati téz analogicka
tvrzeni o spojitosti a o derivovani podle komplexniho parametru, ktera nebudeme potie-
bovat. Pripomenme, Ze jsme dokazali zjednodusenou verzi takového tvrzeni o derivovani
Cauchyho integralu podle parametru; viz Vétu 5.5.3.

Tvrzeni 6.1.2. Necht ¢ : [a,b] — C je kiivka, necht I C R je otevieny interval a necht
funkce f : (@) x I — C je spojitd. Pak je

g(u) ::/f(z,u)dz, uel,

spojitd funkce na I.
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Dikaz. Zvolme libovolné bod v € I a uzavieny interval J C I tak, ze v € J. Dokazeme
spojitost g v bodé v vzhledem k J. Ze stejnomérné spojitosti f na (p) x J existuje pro
kazdé € € Ry takové & > 0, ze

(Z € <90>7 tau € J> |t_ ul < 6) = |f(Z,t) - f(zvu)| <e. (6'2)
Odtud vsak vyplyva pro kazdé u € J, |[u —v| < 4,

o)~ 90 = | [ (e = e 0] < [ 11w s 0liz <10),

®

a tedy i spojitost g v bodé v vzhledem k J. O

Tvrzeni 6.1.3. Necht ¢ : [a,b] — C je kifivka a I C R otevieny interval a necht ddle
f (@) x I — C je spolu s parcidlni derivaci D2 f spojitd na (@) X I. Potom md funkce

g(u) ::/f(zm)dz7 uel,

v intervalu I spojitou derivaci, pro kterou je

g'(u):/sz(z7u)dz :/ Wdzg uel. (6.3)

Dikaz. Funkci f 1ze rozlozit na redlnou a imaginérni ¢ast a dokazovat tvrzeni pro kazdou
z nich zvl4st. Proto miizeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze f je redlnd funkce.
Zvolme u € I a dokazme rovnost v (6.3) pro tento bod u. Necht u € (¢,d) C [¢,d] C I
a necht je dano € > 0. Protoze je parcialni derivace D2 f = Jf/0u stejnomérné spojita
na (¢) X [¢,d], existuje § > 0 tak, ze

0f(z,1)  0f(zu)

(z € (o), te[cd], |t_u|<5):»] = = ‘<€. (6.4)
Pro taz z,t existuje podle véty o p¥irtistku funkce bod &, tak, ze |£.¢ —u| < |t —u| a
f(zt) = f(zu)  Of(z,u) | _ |0f(2,Cn)  Of(2,u)
t—u ou ‘_‘ Ou ou ‘<E’ (6:5)
takze
’g(t)—g(U) _/ 8f(z,U)‘ _ ‘ / [f(z,t)—f(z,u) _ 8f(z,u)] ’ < L(p)e
t—u Jo Ou o t—u ou - '
Tim je dokazano, ze
t—u t—u ) au
Spojitost ¢’ je diisledkem Tvrzeni 6.1.2. |

Lemma 6.1.4. Necht [ je holomorfni funkce v prstenci P(zo,71,72) a necht pro
kazdé p € (r1,72) je @,(t) = z0 + pe't, t € [0,27]. Potom je funkce

P f(z)dz, pe(r,re), (6.6)
Pp

konstantnsi.
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Diikaz. Bez Gijmy na obecnosti lze pfedpokladat, ze zo=0. Oznaime ¢(z) := zf(z)
a dale

2m
J(p) ::/ f(z)dz :/ @dz = i/o glpe™ydt , pe(ri,m). (6.7)

Podle Tvrzeni 6.1.3 o derivovéni integralu podle (realného) parametru je

J'(p)=i/2w2 (g(pe”)) dt =i/27rg’(pe“) edt = l/ g'(2)dz =0, pe (r1,r).
0 8/) 0 P ©p ’ ’

Posledni rovnost plyne z toho, Ze integral je roven rozdilu hodnot funkce g v kraj-
nich bodech uzaviené kiivky ¢,. O

Poznamky 6.1.5. 1. Existuje jesté jiny ,nézorny“ dikaz, ktery pro zo = 0 stru¢né
popiseme; pokud se vSak neopfeme o Obr. 6.1, je pfi podrobném sepsani také dost
dlouhy. Je-li m1 < p < o < r2, 1ze v P(0,71,7) zvolit pravidelny n-uhelnik, jehoz vrcholy
a poéatek urcuji poloptimky roztinajici P(0,p,0) na vzijemné podobné ,kiivocaré®

Obr. 6.1: Obréazek k Poznamce 6.1.5, (1)

¢tyfuhelniky. Pfitom n-thelnik lze volit tak, Ze kazdy z téchto ¢tyfahelnika lezi v jisté
oteviené konverni mnozin€, v niz je funkce f holomorfni. Orientujeme-li ktivky urcené
hranicemi téchto ¢tyftahelnikt vesmés kladné, pak se vSechny integraly z f pfes tyto
kiivky anuluji a jejich soucet se rovné souctu integrald pres obé kruznice o polomeérech
p, 0. Je tedy
(2)dz = / f(z)dz .

J oo

Jop
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Bez jjmy na obecnosti opét predpokladame, ze je zo = 0. Funkce log zobrazi ,rozfiznuté
mezikruzi“ P(0,p,0) \ (—o,—p) na (logp,logo) x (—m, ), pfiCemz uzavér Q tohoto
obdélniku je obsazen v mnoziné log(P(0,71,72) \ (—r2,—71)). Pfevedeme tak integraci
g na integraci (g o exp) exp pfes ,hranici obdélniku® v oblasti, pro kterou jiz Cauchyho
v&tu mame dokdzanu. Integrujeme holomorfni funkci g(expw))expw = g(w) pres (Q)
a dostaneme hodnotu 0; viz [10], str. 125.

Z piedchazejictho tvrzeni dostaneme Cauchyho vzorec pro prstenec!),
ktery nam umozni feSit problém vyjadieni funkci ve tvaru souc¢ti fad obecnéjsiho
typu nez jsou mocninné fady.

Véta 6.1.6. Necht 2o € C, 0 <1y < rg < 00 a necht [ je funkce holomorfni
v P(z0,71,72). Je-li { € P(z9,71,72), 11 < p < |(—20| < 0 < r2, a oznadime-li

Pp(t) = 20 + pexp(it), ¢o(t) =20 +oexp(it), te[0,2r],
je
_ 1 f(z) 1 f(2)
f(()_%/%z_<dz—%/%z_<dz. (6.8)

Diikaz. Princip dtkazu jiz zname z piedchoziho vykladu; viz dikaz Véty 5.5.2.
Definujme na P(zg,r1,72) funkci F takto:

2# ¢ FO=[().

Tato funkce je holomorfni v P(zp,71,72), coz plyne z Lemmatu 5.5.16. Proto
mizeme pouzit i vysledku z pfedchoziho Lemmatu 6.1.4: Je

/

Po dosazeni a apravé dostaneme

o f(—)gd ‘/% f(—)gd :f@(/ Zd_zc —/% f_:) = 2mif(¢),

F(z)dz :/s(J F(z)dz .

4 3

%o

nebot ind(¢,,¢) =1 a ind(p,,¢) = 0. Tim je vzorec dokazan. O

6.2 Laurentovy rady

V predchazejicim vykladu jsme pracovali s holomorfnimi funkcemi; dokéazali jsme, Ze je
I1ze lokalné vyjadrit jako soucty mocninnych fad. Nyni zavedeme obecnéjsi, tzv. Lauren-
tovy rady.

1) Jiny dikaz lze nalézt napt. v [38], str. 98.



6.2. LAURENTOVY RADY 141

Piiklad 6.2.1. Funkci f(z) = (1 — )~ miiZeme vyjadfit jesté jinak nezli fadou 3 2*.

Pisme 1 1 1 1 1 1

et sy D Db R Do
snadno nahlédneme, Ze tato fada konverguje pro vSechna z, pro kterd je |z| > 1, a ve
vsech ostatnich bodech z € C diverguje. Jak pozdéji ukdzeme, situace s Fadami tohoto
typu je podobnd jako u mocninnych fad o stfedu 0: existuje takové r, 0 < r < oo, ze
fada konverguje pro vSechna z, |z| > r, a diverguje pro vSechna z, |z| < r.

Umluva 6.2.2 (dilezita). Dale budeme uzivat oznaceni

-1

Z ap(z — 20)" = Z (zci;zko)k ) (6.9)

k=—0o0 k=1

které nam umozni struény a elegantni zapis vySetfovanych fad.

Lemma 6.2.3. Necht ax, —k € N a zg jsou komplexni ¢isla. Existuje pravé jedno
¢islo r, 0 < r < oo takové, Ze Tada

-1

Z ar(z — 20)" (6.10)

k=—o0

konverguje absolutné pro vSechna z € P(zp,r,00) = {z € C; |z — 20| > 7} a
diverguje pro viechna z € C, pro néz |z — zo| < r. Pro r plati vzorec

r = limsup |a_x|*/* (6.11)
k—o0
a Tada (6.10) konverguje ve viech bodech mnoZiny P(zo,r,00) absolutné a na mno-
Ziné P(zo,7,00) lokdlné stejnomérné a tedy i normdlné.

Diikaz. P¥ipometime, Ze mocninnd fada > byv* konverguje (absolutné) pro viech-
na v € C, |v| < R, a diverguje pro v8echna v € C, |v| > R, kde R je polomér
konvergence této fady; plati pfitom Cauchy-Hadamardtv vzorec (2.7)

R = (limsup +/|by| )_1 ,
k—o0

ve kterém klademe 1/ + 0o =0 a 1/0 = +o00. Dosadime-li za v vyraz 1/(z — zg)
aa_y zabg, k € N, ap = 0, dostaneme fadu (6.10). Necht r := lim sup;_, ., {/|a—x/|.
Rada (6.10) zfejmé absolutné konverguje pro viechna z € C, pro néz |z — zo| > r,
a diverguje pro vSechna z, pro néz |z — zg| < 7. Lokalné stejnomérnd konver-
gence plyne z Weierstrassova M-testu z Véty 1.7.5: konverguje-li (6.10) v bodé
¢ € P(zp,r,00) absolutné, je fada

-1

S lawlic = zof*

k=—oc0
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v P(zp, |¢ — 20|, o0) majorantni fadou fady (6.10) a v P(z, r, 00) konverguje (6.10)
normalne. O

Poznamka 6.2.4. Podobné jako je tomu u mocninnych fad, neplati ani u fad (6.10)
z4dné obecné tvrzeni o konvergenci ¢ divergenci v bodech kruznice {z € C; |z—20| = 7};
k ilustraci uvazujme tyto rady se stfedem zo = 0:

oo oo

1 1 =1
1 k=1

k=1 k=

Vsechny tii fady konverguji absolutné pro vsechna 2z € {w € C; |w| > 1}, avsak na
mnoziné {w € C; |w| = 1} prvni z fad vSude diverguje, tieti v§ude konverguje a druhéd
konverguje napt. pro z = —1 a diverguje pro z = 1.

Definice 6.2.5. Necht zg € C. Symbol

o0

> ak(z — z0) (6.12)

k=—o0

budeme nazyvat Laurentovou fadou o sti¥edu zp. Cisla a; jsou koeficienty
Laurentovy fady. Rikame, Ze tato fada konverguje v bodé z € C, jestlize v tomto
bodé soucasné konverguji obé fady

-1

Zak(z—zo)k, Z ak(Z—Zo)k
k=0

k=—o0

Prvni, resp. druhd z téchto fad se nazyva regularni éast, resp. hlavni cast
Laurentovy fady (6.12) o stiedu zo. Souéet Laurentovy fady definujeme vztahem

0o -1

Z ap(z — z0)F = iak(z —z20)* + Z ar(z — 20", (6.13)
k=0

k=—o0 k=—o00

ma-li prava strana smysl. Mnozinu P(zg,r, R), kde R je polomér konvergence re-
guldrni ¢asti fady (6.12) a r je pro hlavni éast fady (6.12) uréeno vzorcem (6.11),
nazyvdme v piipadé r < R prstenec konvergence fady (6.12); pfipoustime
ptitom pfipady » = 0 i R = +o0. Uzivdme podobnou terminologii jako u moc-
ninnych fad: pokud Laurentova fada (6.12) konverguje v P(zg,r1,72) a 11 < T2,
fikdme i o ni, Ze v kazdém bodé z € P(zp,r1,72) konverguje absolutné a ze
v P(z9,r, R) konverguje lokalné stejnomérné a normalné.

Dusledek 6.2.6. Pokud Laurentova fada konverguje v prstenci P(zg,r1,72) §
r1 < ro, je jeji soucet holomorfni funkce v P(zg,71,72).

Dikaz. Tvrzeni plyne z toho, zZe séitdme holomorfni funkce v P(zg,71,72) a kon-
vergence Laurentovy fady (6.12) v prstenci P(zq,71,72) je lokdlné stejnomérna.
O
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Poznamka 6.2.7. Je-li P(zg,r, R) prstenec konvergence Laurentovy fady (6.12)
ar<rs <ry< R, jejeji konvergence na P(zp,71,72) dokonce stejnomérna. Prs-
tenec konvergence Laurentovy fady (6.12) je maximaln{ v tom smyslu, Ze na kom-
plementu jeho uzdvéru jiz fada (6.12) vsude diverguje.

Tak, jako jsme ziskali lokalni reprezentovatelnost holomorfnich funkci pomoci
Taylorovych rozvoji, budeme nyni podobné pracovat s funkcemi lokalné reprezen-
tovatelnymi Laurentovymi fadami. Zdanlivé nepfili§ vyznamné zobecnéni repre-
zentace pomoci Laurentovych fad ma vyznamné disledky. Podstatné je dokazat
nejprve analogické tvrzeni o existenci a jednoznac¢nosti Laurentova rozvoje.

6.3 Vyjadieni funkce Laurentovu radou

Doporucujeme ctenaii, aby si pred studiem Véty 6.3.1 pfipomnél Priklad 2.3.9. Da-
kaz provedeme podrobné, i kdyz jsme néco podobného jiz délali. Jako specialni pripad
zahrnuje totiz vyjadfeni Taylorovou fadou, s nimz se ¢tenaf setkal jiz diive.

Véta 6.3.1 (Laurent, Cauchy 1843*). Necht zp € C, 0<r; <re<oo, a necht
f je funkce holomorfni v P(zp,r1,72). Potom existuje prdavé jedna Laurentova
rada se stredem zg a s koeficienty ay, k € Z, tak, Ze plati rovnost

o0

Q)= > al¢—=)" (€ Plao,rm2).

k=—o0

Je-li p € (r1,7m2) @ definujeme-li p,(t) = zo + pexp(it), t € [0,27], plati pro

vsechna k € 7 rovnost
1 f(z)
= — — = dz. 6.14
U= o /S(J (z — z)k+L ‘ (6.14)

Diikaz. Nejprve budeme piedpokladat, ze funkce f je vyjadiena v P(zg,r1,72)
Laurentovou fadou

o0

f(z)= Z ar(z — 20)%, 2z € P(z0,71,72) . (6.15)

k=—o0

Rada konverguje v P(zp,71,72) lokdlné stejnomérné a na geometrickém obrazu
(¢p) konverguji regularni i hlavni ¢ast fady (6.15) stejnomérné. Tato stejnomérna
konvergence na (p,) zistane zachovana, nasobime-li fadu €len po ¢lenu omezenou
funkei (z — z9)~(+1):

f(z) S

(Z _ Z())n+1
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Tuto novou fadu lze tedy integrovat ,Clen po ¢lenu“, ¢imz dostaneme

o0

1 f(z) 1 ak B
2mi (2 — zo)" Tt dz = 2mi ( ZOO (2 — zo)"t1-k ) dz =

Pp P k=—

— i L/ Ldz
W 2mi g, (z — zp)nt1-k

Prave uvedené integrandy maji kromé pfipadu k = n vSechny primitivni funkci na
P(z9,71,72), takze se anuluji vSechny ¢leny fady, ve kterych je k # n. Zbyvajici
¢len je roven a,, tj.

RN N O R Ny S
%)

; _ n+1 _
21 J,, (2 = 20) 21 Jy,, 2 — 20

pokud existuji, jsou koeficienty a,, Laurentovy fady funkce f urceny funkci f jed-
noznacne.

Existenci Laurentova rozvoje funkce f dokdzeme pomoci Cauchyho vzorce pro
mezikruzi z Véty 6.1.6. Zvolime ( € P(zg,r1,72) a pak poloméry kruznic p a o
tak, aby

T1<p<|<—Zo|<0’<7’2.

Podle vzorce (6.8) je

£(0) = %(/% %dz —L Zf(%)cdz). (6.16)

V integralech v (6.16) je integrand stejny. Vyjadiime ho pomoci geometrickych
fad; viz Pfiklad 2.3.9. V prvnim piipadé je |z — 20| = o, a pro vSechna ¢, pro néz
je |¢ — 20| < o, dostdvame rovnost

Z Com)
Z—C (z — zg)kt+1’

pricemz fada vpravo konverguje stejnomérné vzhledem k 2z na (p,), nebot pro
z € (o) je | C—20|/|2—20] = | {—20|/0 < 1. Proto po ndsobeni funkci f omezenou
a spojitou na (p,) dostaneme opét stejnomérné konvergentni fadu, kterou lze
yintegrovat ¢len po ¢lenu“; tim dostaneme

GRS S/ (T
Cpt =Y ) [

k=0

Podobné postupujeme ve druhém ptipadé, kdy je |z — 20| = p, navic vSak jesté
transformujeme scitaci index: klademe k& + 1 = —j, takze j < 0, a pak jesté
polozime j = k. Pro vSechna (, pro néz je | — 29| > p, plati rovnosti

2 (z—2 - (2 — z9) 7771 — (¢ — 20)F
S et L e - L e

0 j=—o00
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fada konverguje stejnomérné na (¢,), protoze pro vechna z € (¢, ) lze odhadnout
|z — 20|/ ¢ — 20| = p/| ¢ — 20| < 1. Opét nésobime funkci f spojitou a omezenou
na (p,) a integrujeme ¢len po ¢lenu, ¢imz analogicky dostaneme

FG) g - N 1
- et = Xt | g

k=—oc0 Pp

Protoze je funkce f(2)/(z — 20)*™! pro kazdé k € Z holomorfni v P(z9,71,72),
podle Lemmatu 6.1.4 pro kazdé p; € (r1,r2) je

[a (Z_ioik-i-l dz _/% (z—,(zo;’“*ldz _[a (Z_i();k-i-l dz

P1
z ¢ehoz po dosazeni do (6.16) a seCteni dostdvame vzorec

o0

ro=3 <<—M%/¢ %d

k=—o0

ktery se shoduje s tvrzenim véty a po zjednoduseni oznaceni zaménou p za p; se
vzorcem (6.14). O

Poznamka 6.3.2. Jinak feeno, pro soucty f Laurentovych fad tvaru (6.15) v prstenci
P(z0,71,72) jsme nalezli tvar prostého zobrazeni f — {a.}5>_ .., které pfifazuje funk-
ci f koeficienty , jeji“ Laurentovy fady. Je-li 71 = 0 a f ma holomorfni rozsifeni na
U(z0,72), jsou koeficienty {an}aeo Laurentovy fady podle dokdzané Véty 6.3.1 zdroven
koeficienty jeji Taylorovy fady. Protoze je kruh pfipustnd mnozina a integrandy ve vzorci
pro vypocet a_n, n € N, jsou holomorfni funkce, je a—, = 0 pro vSechna n € N.

Definice 6.3.3. Je-li f sou¢tem Laurentovy fady (6.12) v prstenci P(zq,71,72),
kde zp € C a 0 < r; < r9 < 00, potom Fikdme, Ze fada (6.12) je Laurentovym
rozvojem funkce f v P(zg,r1,72). Podobné téZ nazyvame soudet reguldrni ¢asti
fady regularni ¢ast funkce f v prstenci P(zg,r1,72) a soucet hlavni ¢dsti fady
hlavni €ast funkce f v prstenci P(zg,r1,72).

Piiklad 6.3.4. Ctenar si snad jiz povsiml, Ze funkce f miZe mit vice navzajem riznych
Laurentovych rozvoju se stejnym stfedem, jejichz mezikruzi konvergence jsou disjunkt-
ni. To je dulezité p¥i formulaci loh, nebot Laurenttv rozvoj funkce zévisi v uvedeném
smyslu nejenom na stredu fady zo, ale i na prstenci, v némz rozvoj mame nalézt. Tak
napi. funkce f(z) := 1/(1 — z) mé dva Laurentovy rozvoje o stfedu 0, z nichz jeden kon-
verguje v U(0, 1) a je zaroven Taylorovym rozvojem f o stfedu 0, a druhy je Laurentovym
rozvojem v P (0,1, 00); srovnejte s Piikladem 6.2.1 (1).

6.4 Singularity holomorfnich funkci

Definice 6.4.1. Necht f je funkce holomorfni v prstencovém okoli P(zg,r) bodu
zg € C pro néjaké r € R, avsak nent holomorfni v bodé zy. Potom fikame, ze bod
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zp je izolovanym singularnim bodem nebo izolovanou singularitou funkce
f; zdtrazniujeme, ze pracujeme s prstencem o nulovém ,vnitfnim* poloméru.

Piiklady 6.4.2. Ukazuje se, Ze izolované singularity mohou byt riznych typi; uvedme
nékolik jednoduchych prikladi:

1. Funkce f(z) = (exp(z) — 1)/z neni definovdna v bodé z = 0, avSak mé& v tomto
bodé limitu: Tato limita je rovna exp’(0) = exp(0) = 1. Z Diisledku 5.5.12 vyplyva, ze
f bude holomorfni v C, pokud polozime f(0) = 1. Je-li f definovana v bodé 0, avsak
f(0) # lim.—o f(z) = 1, stane se f holomorfni v C, pokud hodnotu f v bodé 0 zménime
a polozime f(0) = 1.

2. Pokud je f(z) = 1/z, pak je bod 0 opét izolovanou singularitou f. Opét existuje limita
lim._o f(2), ta je vSak rovna oco.

3. Funkce f(z) = sin(1/z) mé také izolovanou singularitu v bodé 0, avSak tentokrat
neexistuje limita lim,_o f(z). Staci si uvédomit, ze restrikce g funkce f na R je redlnd
funkce, pro kterou neexistuje lim,—.o+ g(z), protoze neexistuje lim¢— oo sin t.

Predchazejici priklady v jistém smyslu ilustruji vSechny moznosti, které mohou pro
izolované singularni body nastat. To v této ¢asti zpfesnime a také dokdzeme. Uvedme
jesté priklad stejného typu jako v predchazejicim piipadé; vyuzijeme tentokrat vétu
o jednoznaénosti. Definujme f(z) = 2z?sin(1/2) pro z € C \ {0} a f(0) = 0. Potom je
f holomorfni v P = P(0,c0), ale ne v bodé 0. Bod 0 je hromadnym bodem posloupnosti
{1/n7}521, tedy nulovych bodd f a kdyby byla f holomorfni i v bodé 0, plynulo by
odtud podle véty o jednoznacnosti f = 0 v C, coz vede ke sporu. Pfitom restrikce f|R
mé vSude v R derivaci! Je uzite¢né si povsimnout, ze

2 .
.z sin(l/z) =0 . .
llg}) g fllg%)zsm(l/z)

v C neexistuje (¢tenaf by si mél uvédomit rozdil mezi chovanim v R a C).

Lemma 6.4.3. Necht zg € C, necht [ je holomorfni a omezend v jistém P(zp).
Potom existuje koneénd limita im,_,,, f(2) a definujeme-li f(z0) := lim,_,., f(2),
stane se f holomorfni funkci v prislusném okoli U(zy). Specidlné je Laurentiv
rozvoj [ o stredu zo roven Taylorovu rozvoji rozsitené f o stredu zo, a hlavni cdst
Laurentova rozvoje je tedy nulovd funkce.

Diikaz. Definujme g(z) = (z — 20)%f(2), 2 € P(20) a g(20) = 0. Podle definice
snadno spocteme, Ze ¢'(z9) = 0, a g je tedy holomorfni v U(zp). Podle Véty 5.5.3
o vyjadreni holomorfni funkce Taylorovou fadou a s pfihlédnutim k tomu, Ze je
g(z0) = ¢'(20) = 0, existuji koeficienty ay € C tak, ze je

9(z) = (z = 20)* Y _anlz = 20)* = (= = 20)*f (2).
k=0

Proto je f po spojitém rozsifeni hodnotou f(z9) = ag holomorfni v U(zg) a hlavni
¢ast jejiho Laurentova rozvoje je rovna nule. O
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Poznamka 6.4.4. Vidime, Ze funkce je holomorfni v bodé zy € C, je-li holo-
morfni v néjakém P(zp) a spojitd a koneénd v zo (nestaci spojitd v rozsifeném
smyslu!). Porovname-li to s Definici 3.3.3, mdme nyni moZnost jednotného popi-
su: Funkce je holomorfni v bodé zy € S, pokud je holomorfni v néjakém P(z) a
spojita a konecnd v zg.

Lemma 6.4.5. Necht zg € C, necht f je holomorfni v jistém P(zy) a nechtp € N
md tu vlastnost, Ze limita funkce g(z) := (z — 20)P f(2) v bod€ zy je koneénd a
nenulovd. Potom je hlavni éast Laurentova rozvoje funkce f v P(z9) nenulovd a
je polynomem stupné p v 1/(z — 29)“. Pfitom je lim,_.,, f(z) = co.

Diikaz. Z predpokladi a Lemmatu 6.4.3 plyne, ze funkci g 1ze holomorfné rozsitit
z P(zp) na ptislugné U(zg) tak, Ze g(z0) # 0. Funkei g 1ze rozvinout v Taylorovu
fadu

9(z) =Y an(z = =0)",
k=0

ve které je ag # 0. V P(z) je tedy

f(2)= (2= 20)Pg(2) =Y ar(z—20)* 7 = Y bi(z— 20)",

k=—p

kde by = agyp, K = —p,—p +1,.... Protoze je ag # 0, je téz b_, = ag # 0,
a hlavni ¢ast f je nenulovd; ma vSak koneény pocet nenulovych ¢lend a ma tvar
h(1/(z — z0)), kde h je polynom stupné p. Souéin (z — z9) Pg(z) = f(z) ma pro
z — zp limitu oo. O

Z pocetniho hlediska je uziteéné zavést i Laurentv rozvoj o stfedu oo, nebot
se pomoci néj daji zjednodusit né€které vypocty. Nemé pro nas zésadni teoreticky
vyznam, ukazuje vSak, ze vyjimecnost bodu oo je jen zdanliva, a Ze lze pro néj
nalézt vcelku snadno cestu k jistému ,zrovnopravnéni“ s body z C.

Poznamka 6.4.6 (Laurentova ¥ada v P(c0)). Nechf pro 0 <7 < ry < 400
obé tfady
oo a -1 a [eS)
k k
S D = !
0 n=1

k= k=—o0

konverguji na n&jakém P(co,r1,79) = {2z € C; ry* < |2| < r'}. Potom

[e'S) oo -1
3 %;:ZZ—ZJF 3 Z—Z; (6.17)
k=—o0 n=0 n=-—00

symbol v (6.17) vlevo nazyvame Laurentovou Fadou o st¥edu co v P(co, 71, 72).
Prvni z fad na pravé strané (6.17) je jeji regulérni €ast a druhé jeji hlavni
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éast. Oznalime-li f soudet této Laurentovy fady, je fada (6.17) Laurentovym

rozvojem funkce f o stfedu oo v prstenci P(co,71,72). Ctenaf by si mél

povsimnout, Ze u formalné shodného Laurentova rozvoje o stfedu 0 odpovida jeho

hlavni ¢ast regularni ¢asti ,,u nekonecna“; regularni ¢asti u 0 podobné odpovida
i x

hlavni ¢ast u co. ,,Absolutni“ ¢len ag patii vidy k reguldrni ¢asti rozvoje. Ziejmé
té7Z je P(oo,rl,rg) = P(O, (ro)~1, (rl)_l).

Véta 6.4.7 (Casorati 1868, Weierstrass 1876). Necht je funkce f holomor-
fnd v jistém okoli P(zy), z0 € C, a necht f(z) =3 o ar(z — 20)*, 2 € P(z0).
Potom nastdvd prdvé jedna z téchto tri moznosti:

(1) Funkce f je omezend v néjakém prstencovém okoli P(zg) bodu zo; pak exis-
tuje v C limita lim,_, ., f(z) a po spojitém rozsiteni funkce f touto limitou
v bodé zy je f holomorfni v U(zo). Hlavni ¢dst Laurentova rozvoje funkce
f v P(20) je identicky rovna 0.

(2) Funkce f md limitu lim,_,,, f(z) = oo. Hlavni ¢dst Laurentova rozvoje
f v P(z0) md pouze konecny nenulovy pocet nenulovych koeficientd ay,.

(3) Pro kazdé p > 0 je f(P(z0,p)) =S, tj. obraz f(P(z0,p)) ,libovolné malého*
prstencového okoli P(zp,p) je mnoZina hustd v S. Hlavni édst Laurentova
rozvoje v P(zg) md nekonecné mnoho nenulovych koeficienti.

Diikaz. Ukazeme, Ze pokud nenastane (3), nastane pravé jedna z moznosti (1)
¢ (2). Jestlize je pro néjaké p € Ry uzaviend mnozina M := f(P(zo,p)) viastni
podmnozinou S, je S \ M neprazdnd oteviend mnozina. Existuje tedy wo € C \ M a
e € Ry tak, ze U(wp,e)NM = (). Potom na prstencovém okoli P(zg, p) dostaneme
pro funkci g(z) := (f(z) — wo)~* odhad

<

J—
o | =

Funkce g # 0 spliiuje predpoklady Lemmatu 6.4.3 a lze ji tedy po spojitém rozsi-
feni do bodu zy rozvést v Taylorovu fadu o stiedu zp; je

g(z) = Z cr(z — Zo)k )

k=0

Je-li p > 0 nejmensi index, pro néjz je c, # 0, je

9(z) =Y ez = 20)" = (2 = 20)" Y_ iz = 20)" 7 = (2 = 20)"h(z),
k=p k=p

kde h(zp) = ¢, # 0. Existuje tedy okoli U (2, p1) takové, ze funkce h je holomorfni
a v8ude ruzné od 0 na U(zo, p1). Funkce 1/h je na tomto okoli holomorfni a lze ji
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tedy rozvést v Taylorovu fadu o stiedu zg. Necht je

o0

1
= ka—Z()k, ZEUZOupla
TER MG (zoup)

kde by = 1/¢, # 0. Pak vSak v P(zg, p1) plati rovnosti

1 B o0 o0 B o0
f(Z)—wo = ﬁ = (Z—Zo) prk(z—Zo)k:Z bk(z—zo)k p:Z ak(z—zo)k.
g k=0 k=0 k=—p
Je tedy a—, = by # 0, a hlavni Cast rozvoje f v Laurentovu fadu je tvaru

P(1/(z — 2p)), kde P je polynom stupné p € Ny. V zavislosti na tom, zda p > 0
¢ p = 0, nastane ptipad (2) ¢ (1), a v hlavni ¢asti je tedy jen koneény pocet
nenulovych koeficienti.

Obracené, pokud mé hlavni ¢ast Laurentova rozvoje funkce f v bodé zy pouze
konecny pocet nenulovych koeficientd, existuje podle Lemmatu 6.4.3 a Lemma-
tu 6.4.5 kone¢né nebo nekonecnd lim,_.,, f(2), a zfejmé je C \ f(P(z0,p) # 0 pro
kazdé dostatecné malé p > 0. O

Definice 6.4.8. Necht zg € C je izolovana singularita funkce f a necht

oo

F& = anlz - =)

k=—0o0

je jeji Laurentiiv rozvoj v néjakém prstencovém okoli P(zp). Nastane-li pfipad
(1) z predchazejici Véty 6.4.7, fikdme, Ze zp je odstranitelnou singularitou
funkce f. Nastane-li pfipad (2), existuje nejmensi p € N tak, ze a_, # 0 a bod
20 nazyvame polem Fadu p nebo p-nasobnym pdlem funkce f. V ptipadé (3)
fikame, Zze bod zy je podstatnou singularitou funkce f.

V této souvislosti je uzitecné definovat analogické pojmy i pro bod oc.

Definice 6.4.9. Jestlize je f definovéna na néjakém P(c0), pak fikdme, Ze bod
oo je odstranitelna singularita, resp. pél nasobnosti p, resp. podstatna
singularita funkce f, je-li bod 0 odstranitelnou singularitou, resp. pélem néa-
sobnosti p, resp. podstatnou singularitou funkce f(1/z), definované v néjakém
P(0).

Poznamka 6.4.10. Definice je velmi pfirozena v nasledujicim smyslu: Necht je funkce
f holomorfni v néjakém P(oc0). Potom je bod oo odstranitelnou singularitou funkce f,
pokud existuje koneénd lim._.o f(z). Pokud je lim, .o f(z) = 00 a a—p # 0 pro né&jaké
p € N, ale a_ = 0 pro vSechna k > p, je bod oo pélem fadu p funkce f. Pokud tato
limita neexistuje, ma f v bodé oo podstatnou singularitu. Zaroven je vhodné rozsitit tuto
analogii i na nulové body funkce f: Bod oo je nulovym bodem funkce f nasobnosti
p, je-li bod 0 nulovym bodem nasobnosti p funkce g(z) := f(1/z), z € P(c0), g(0) := 0.
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Pi¥iklad 6.4.11. Funkci f(z) = (expz — 1)/2* snadno rozvineme v Laurentovu
fadu o stfedu 0. Je

zelP.

expz—1 1(002’C 1)7

z4 z4 kKl

k=0

Regularni ¢ast tohoto rozvoje R(z) a jeho hlavni ¢ast H(z) tvori fady

Zk—4 11 11 11
k! 2'22 11237

Rozvoj v prstenci konvergence P(00,0, +00) =P je formélné stejny, aviak tento-
krét regularni ¢ast rozvoje R(z) a hlavni ¢ast rozvoje H(z) tvorii fady

k—4
z 1 11 11 11
RE = G =a g, taE s
k=1
0 k—4 2
z z z
k=5

V bodé 0 mé tedy f pdl fadu 3 a v oo podstatnou singularitu. Snadno nahlédneme,
ze je lim,_,o f(2) = oo, zatimco

li = li =0
x~>+}>ror}m€]Rf($) o0 & xﬂfgg,lzGRf(x) ’

coz koresponduje s tim, ze singularita v bodé oo je podstatna. Tomu téz odpovida
korespondence s chovanim v bodé 0: funkce

exp (271) -1 IR 1 B
EETea S R S

_ !

1 1
—I—? +—z —i——z +Z k:+4

ma v bodé 0 podstatnou singularitu.

Priklad 6.4.12. Ma-li celd funkce v bodé oo odstranitelnou singularitu nebo je
v néjakém prstencovém okoli bodu co omezenad, je ziejmé omezend na C a je podle
Liouvilleovy véty konstantni.
Jestlize pro ni existuje K € (0, +00) takové, Ze na néjakém prstencovém okoli
bodu oo plati pron € N
[F(2)] < K"
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Pak vSak Laurenttv rozvoj funkce f(z)/z™ v prstencovém okoli bodu co ma nu-
lovou hlavni ¢ast a je pro vSechna z € P tvaru

>

2k

Proto je f(z) = coz* +c124+ -+ cn12+cn+epr12  +cry22 2+ - a protoze
tento Laurentiv rozvoj je s ohledem na jednozna¢nost rozvojem f € H(C) na C,
je ¢ = 0 pro vSechna k > n a f je polynom stupné nejvyse n-tého. Srovnej téz
s Lemmatem 5.7.6.

Netrivialni celé funkce jsou tedy vzdy soucty nekonec¢nych mocninnych fad
tvaru Y axz¥ a maji v bodé oo podstatnou singularitu.

Véta 6.4.13. Necht [ je holomorfni funkce v jistém okoli P(zy) a necht zy € S
je nulovym bodem, resp. polem funkce f ndsobnosti p. O souvislostech nulovych
bodi, a poli funkce [ a poli a nulovgch bodi funkce 1/f v bodé zy plati:

(1) Je-li p € N a zp je p-ndsobnym nulovgm bodem f, pak je zy p-ndsobngm
pdlem funkce 1/f.

(2) Je-lip € N a 2z je p-ndsobngm pdlem f, pak je zo odstranitelnou singularitou
funkce 1/f; po rozsiteni 1/ f spojité do bodu zy je tento bod p-ndsobngm
nulovym bodem funkce 1/f.

(3) Je-li z9 € C p-ndsobngm nulovgm bodem funkce f, je (p — 1)-ndsobngm
nulovym bodem funkce f'.

(4) Je-li zo € C p-ndsobnym polem funkce f, potom je (p+ 1)-ndsobnym pdlem
funkce f'.

Dikaz. Necht zy € C. Pfedpoklddejme bez Gjmy na obecnosti, ze f(z) # 0 pro
v8echna z € P(zp) a ze v P(zp) ma f Laurentiv rozvoj

F(2) = ar(z—20)" = (2 = 20)" Y anhsp(z — 20)*, a, #0, (6.18)
k—p k=0

pro né&jaké p € Z \ {0}. Oznacme h(z) := > p artp(z — 20)¥, 2 € U(20). Potom
1/h(z) # 0 v U(zp), funkce 1/h(z), z € U(z), je holomorfni v U(z) a je souétem
své Taylorovy fady o stfedu zg. Pro g(z) = 1/f(z) snadno dostaneme

oo

g(z) = Z bi(z — 20)F = (2 — 29) 7P Z brp(z —20)*, b, =1/a,#0.
k=—p k=0

Odtud vyplyvaji tvrzeni (1) a (2). Derivaci f'(z) dostaneme pfimym vypocétem

a je v P(zp) rovna vyrazu:

o0

p(z—zo)p_lzakﬂ)(z—zo)k + (z—zo)kaakﬂ,(z—zo)k_l, a,#0. (6.19)
k=0 k=1
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Pro p € Nz (6.19) dostaneme (3) a pro —p € N analogicky obdrzime (4). V pfi-
padé, Ze zp = oo se analogicky vySetii funkce f(1/z) v okoli bodu 0. O

S funkcemi, které jsou holomorfni ,skoro na celé mnoziné G, budeme casto
pracovat. Proto k zestruénéni uzivame nésledujici tmluvu:

Umluva 6.4.14. Funkce f je holomorfni v oteviené mnoziné G C C aZ na
mnozinu M C G vzdy znamend, ze M je uzaviend mnozina izolovana v G a f
je holomorfni na G \ M, ale neni holomorfni v Zddném bodé M. Pokud nebude
feCeno néco jiného, budeme vSechny odstranitelné singularity funkci povazovat
za ,odstranéné“, tj. je-li f funkce s izolovanymi singularnimi body v oteviené
mnoziné G C C, nahradime ji vzdy rozsifenim z G \ M (oznaceni f ponechame)
pomoci limity
f:z— lim f(w)
w—2z

ve viech bodech z € M, ve kterych tato limita existuje a je kone¢n4 ?). Izolovanymi
singularnimi body jsou tedy déle vZdy poly nebo podstatné singularity.

6.5 IDI’Hospitalovo pravidlo

Uvahy, které jsme pouzili pfi ditkazu Véty 6.4.13 nyni uzijeme jesté k dtikazu komplexni
varianty I’Hospitalova pravidla, ktera je formalné jednodussi nez v ,redlném piipadé®,
a kterd je uzitecna pro nékteré vypocty:

Tvrzeni 6.5.1 (I’Hospitalovo pravidlo). Necht funkce f, g jsou holomorfni
v néjakém prstencovém okoli P(zy), z0 € C, a necht zy je izolovany nulovy bod
obou funkci f, g. Potom existuji ob€ ndsledujict limity a plati rovnost

) )
206 ARG

Diikaz. Je-li zg € C, existuji holomorfni funkce fi, g1 nenabyvajici hodnoty 0
v néjakém U(zp), a p,q € N tak, Ze

f(2)=(z=20)"f1(2), 9(2) = (2 —20)"91(2), 2 € Pi(20)-
Jednoduchou tpravou dostaneme

f(2) )p_qm f'(2)
9(2)

)
91(z) " g'(2)
2) Jak pozdgji uvidime, analogické rozsifeni je nékdy uziteéné provést i v téch bodech, které
jsou poly funkce f.

p—qPf1(2) + (2 — 20) f1(2)
q91(2) + (2 — 20)91(2)

=(z— 2

= (z— 2)

)
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z ¢ehoz pro p — g > 0 vyplyva, ze limity obou vyrazi jsou nulové, kdezto pro
p—q < 0 jsou rovny co. Je-lip—qg =0, tj. p=gq, je

P phE)E -G Ail) L f()

z
lim = lim
220 g'(2) 220 pgi(2) £ (2 — 20)91(2)  g1(20) 220 g(2)

)

¢imz je dikaz tvrzeni dokoncen. O

Poznamka 6.5.2. Tvrzeni plati i pro pfipad, Ze f, g maji v bodé zo pdl, ale nema prak-
ticky vyznam: fad pdlu funkci f, g se derivovanim zvySuje a tak nedochézi k zddoucimu
zjednoduseni vyrazu f(z)/g(z).

Poznamka 6.5.3. Ctenéf by si mél rozmyslit, co z Véty 6.4.13 vypl§va pro ope-
race s funkcemi, které maji v néjakém bodé zy odstranitelnou singularitu nebo
pol, tj. pro néz hlavni ¢ast Laurentova rozvoje v tomto bodé ma pouze koneény
pocet nenulovych koeficientii 3).

Jsou-li f,g € H(P(z0)) a f,9 maji v bodé& zy nejvyse pdl, pak také f+ga fg
lezi v H(P(zp)) a tyto funkce maji v bodé z¢ nejvyse pél. Pro pfipad f/g musime
vylouéit moznost g = 0 na néjakém P(zg). Pak bod 2o mtZe byt pouze izolovangm
nulovym bodem funkce g a po eventualnim zmenseni prstencového okoli lze pred-
pokladat, ze g(z) # 0 pro vSechna z € P(zp). V takovém piipadé m4 funkce f/g
v zg opét nejvyse pol. Neni obtizné zformulovat kvantitativni tvrzeni typu: Md-li
f v bodé zy pdl (nulovy bod) ndsobnosti p a funkce g pdl (nulovy bod) ndsobnos-
ti g, potom f + g,...md v bodé zg .... Tuto situaci vSak v konkrétnim piipadé
fesime ad hoc pro pfislusné f, g a obecné tvrzeni nebudeme ani formulovat.

6.6 Jesté o singularitach

Zacneme jednoduchym pozorovanim: vime jiz, ze pro vSechna |z| < 1 je
Q-2)t=1+z4+22+--=> 2" 2€U(01).

Funkce f*(z) = (1 — 2)7 ", ktera je definovana v C\ {1}, je ndm dfivérné znama, a tak

Ize snadno ,uhodnout® tvar jeji Taylorovy fady: lze ji pro kazdy bod zo # 1 vyjadfit
v U(zo0, |1 — z0|) mocninnou fadou

Vsimnéme si nyni restrikce f := f*|U(0,1): pro kazdé zo # 1, |z0] = 1, existuje
v néjakém okoli U(zo) funkce g € H(U(z0)) tak, ze restrikce obou funkci g a f na
U(zo) N U(0,1) splyvaji. Jinak Feceno, f lze ,holomorfné rozsitit“ z U(0,1) do bodu zo.
Vyjimkou je jediny bod na konvergenc¢ni kruznici, a to bod 1. Body tohoto typu budeme
déle (alesponl ve specidlnich pfipadech) studovat.

3) Casto se uziva pro tuto situaci vyjadfeni ,,maji nejvyse pél v zo“.
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Definice 6.6.1. Necht funkce f je holomorfni v oteviené mnoziné G C C s ne-
prazdnou hranici 0G. Potom k bodu ¢ € 0G muze existovat okoli U(¢) a funkce
f1€ HGUU(C)) takova, ze f1 = f na G, tj. f lze ,rozsifit holomorfné* na ote-
vienou mnozinu G1, G C G1, takovou, ze ( € G;. Jestlize tento pfipad nenastane,
nazyvame bod ¢ € 9G singularnim bodem nebo kratéeji singularitou funkce
f. Jestlize neexistuje zadna oteviend mnozina G; # G, G C Gy, a funkce g ho-
lomorfni v G; takova, ze g| G = f, nazyvé se hranice G p¥irozenou hranici
funkce f.

Poznamenejme, ze definice zobecniuje difive uvedenou definici izolovaného singulér-
niho bodu; ten je ve smyslu predchozi definice singuldrnim bodem (pokud neuvazujeme
odstranitelné singularity).

Pi#iklady 6.6.2. 1. Funkce f(z) := (1—2z)~' mé singuldrni bod 1. Je totiz lim,_.; = oo
a funkce holomorfni v bodé 1 by musela mit v bodé 1 limitu v C. Soucet geometrické
fady fi(z) := 3. 2", ktery je definovan pouze v G = U(0,1), mé na hranici G jediny
singularni bod 1.

2. Funkce f(z) := (1 + 2z?)™! m4 dva izolované singuldrni body ¢ = =i; jeji restrikce
fi :== f|U(0,1), ktera je souétem mocninné fady > (—1)*22*, mé proto rovnéz dva
singularni body na jednotkové kruznici. Tyto pfiklady nas mohou vést k domnénce, ze
pro funkci, ktera je sou¢tem mocninné fady v konvergenénim kruhu U(zo, R), R € R4,
lezi na hranici OU (zo, R) vzdy bod, v némz je limita vzhledem k U(zo, R) rovna co. Jak
ukaze néasledujici priklad, neni tato domnénka spravna.

3. Funkce f(2) := 3 2*"'/(k + 1)? je definovéna a je spojitd na U(0, 1), prestoze je
polomér konvergence fady opét roven 1. Jak se snadno ukaze, na hranici QU (zo, r) kruhu
konvergence mocninné fady musi vSak vzdy lezet alespon jeden singularni bod jejiho
souctu; viz nasledujici Véta 6.6.3.

Véta 6.6.3. Necht f(z) := Y. ar(z — 20)* v U(zo, R), kde R € Ry je polomér
konvergence Tady vpravo. Potom na hranici kruhu konvergence tady leZi alesporn
jeden singuldrni bod funkce f.

Diikaz. Dokazeme, ze pokud takovy singuldrni bod na K := 90U (zp, R) neexistuje,
fada konverguje na U(zp,R1) s R1 > R a R nemuZe tedy byt jejim polomérem
konvergence. Pisme zkracené U misto U(zg, R). Necht pro kaZdé ¢ € K existuje
okoli U(¢) a funkce f. € H(U(¢)) splyvajicis f na U. Tato okoli a funkce pevné
zvolime a polozime G := U U J¢c U((). Pro kazdy bod z € G\ U zvolime
¢ tak, ze z € U(C) a polozime g(z) := f¢(2); pro z € U definujeme g(z2) := f(2).
Aby tato definice byla korektni, musime ukazat, ze pro (,n € K, pro néz existuje
ze (U)NUM)\U, je fe(z) = fn(2). V tom piipadé vSak existuje na tsecce
[¢;n] jeji ¢ast M Cc UNU(C) NU(n) tak, ze M’ = M (vSechny jeji body jsou
hromadnymi body M) a je

fe(w) = f(w) = fo(w), weM.
Z Véty 5.7.1 o jednoznacnosti plyne f¢(w)= f,(w) pro kazdy bod w € U({) N U(n)
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a tedy i f¢(z) = fy(2). Funkce g je rozsifenim funkce f na G a g € H(G). Dale
U UK C G, a proto existuje Ry > R tak, ze Taylorova fada pro ¢ (a tedy i pro
f) o stfedu zo konverguje v8ude v U(zg, R1). O

Poznamka 6.6.4. Je-li f definovina na oteviené mnoziné G a je-li 0G pfirozenou
hranici funkce f, jsou vSechny body 0G singularitami f. Nabizi se pfirozené otéz-
ka, zda je pfirozend hranice vzdy izolovanou podmnozinou C (jako napf. u funkce
tg nebo cotg), nebo muze-li to byt napf. i celd hranice jednotkového kruhu G.
V takovém piipadé bude funkce f souctem své Taylorovy fady o stfedu 0. Uka-
zuje se, ze sestrojeni takové funkce neni slozité. Konstrukci popisuje nasledujici
priklad.

Piiklad 6.6.5. Uvazujme funkci f, definovanou v U(0, 1) mocninnou fadou

Uzijeme Cauchy-Hadamardiv vzorec a zjistime, ze fada ma polomér konvergence
R = 1. Zvolme n € N a takové ¢, aby platilo (¢)?" = 1; téchto ¢ je 2" a jsou
rozloZeny na hranici U (0, 1) tak, Ze tvoti vrcholy pravidelného 2"-thelniku. Pro
kazdé t € (0,1) a pro viechna k € N, k > n, je (t¢)2" = 2", takze fady pro f(t()
a pro f(t) se lisi nejugse v prunich n clenech.

Pro specialné zvolenou posloupnost t; = (1/2)'/%) j € N, je t; € (0,1),
t; — 1, a pfitom

Ft5) > 302 > G+ D()* = (G +1)(1/2) — .

k=0

Reélna funkce f(t), t € (0,1), je rostouci na intervalu (0, 1), proto odtud vyplyva
lim;_.;_ f(t) = oo; odtud déle plyne lim;_,;_ |f(¢{)| = co. Mnozina vrcholi vSech
pravidelnych n-thelnikt o stfedu 0 s vrcholy na OU(0, 1) pro vSechna n € N tvofi
hustou podmnozinu hranice U (0, 1). Ukdzali jsme tak, ze v husté mnoziné bod
¢ na jednotkové kruznici neexistuje koneénd limita (vzhledem k tsecéce [0;(])
funkce f, takze vSechny body jednotkové kruznice jsou singularni.

Cviceni

1. Kolik riznych Laurentovych rozvoji v bodé 0 méa funkce

1

f(z) = 22—3z—|—2?

Urcete tyto rozvoje spolu s prislusnymi prstenci, ve kterych tyto rozvoje konver-
guji!
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[Rozvoje jsou tri:

) L, [
flz) = Z e 2V okoli U(0,1),
k=0

oo
Z z— 1 v prstenci  P(0,1,2),
k=0

=
X

I
Mg .
N??‘

v prstenci  P(0, 2, c0) ]

=

=2

2. Urcete Laurentuv rozvoj funkce f v prstencovém okoli bodu i s vnitfnim polomé-
rem 0 a maximalnim vnéjsim polomérém

1
1) = ——!
(22 +1)°
[Rozvoj je tvaru
11 1 — i"(k +3) K .
—_ = _ = + — , € P(3,0,2).
R S o i Sy Z S =)t 2e PG,02)

3. Urcete Laurentuv rozvoj funkce f v prstencich P(27 0, \/5) a P(0,1,2) pro

22 —22+45
— L —erTY
&=+
[Hledané rozvoje jsou
oo Nk+1l o \k+1
1) = s+ () I BT o)t v prteni P(2,0,15), o
k=0

k

o] 1 S P
— QZ =% Z 5T v prstenci P(O, 1,2) ]
k=1 k=0

4. Najdéte Laurentovy rozvoje funkci f(z) = exp (z + zil) a g(z) = 2% exp (zil)
o stfedu 0! [Hledané rozvoje jsou

:f:Zkiglk o +§:z*kzmvprstenm]3(0000)
+ (k+10)!

k=0 £=0 k=1
oo

g(z )*1—&—;:—&-2 +Z k—|—2 vprstenciP(O707oo).]
el

5. Provedte klasifikaci izolovanych singularit (v C) funkci
24 5 1 z

14 24 ©) (1-2)2 (d) 2(22 + 4)? (e) 1+ 22
1422 1—¢*

® e W) e (-27) ()

e —1
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[Postupné: (a) z=0a z = =£1 jsou vesmés pdly fadu 1,

V2 V2

(b) z= 7(1 ti)az= 7(—1 +14) jsou opét vesmés pély fadu 1,
(¢c) z = 1 je pélem fadu 2, (d) z = 0 je pdlem fadu 1 a z = £2i jsou pé-
ly fadu 2, (e) z = =£i jsou pdly fadu 1, (f) funkce nemd v C singuldrni body,
(g) 2= (2k+ 1)7i, k € Z jsou vesmés pdly fadu 1, (h) z = 0 je podstatnou
singularitou, (j) z = 0 je odstranitelnou singulatitou]

. Pro funkce (a) —(j) ze Cviceni 3 zjistéte, zda je bod oo jejich singuldrnim bodem !

[V pfipadech (a), (b) je oo reguldrnim bodem, v dalsich p¥ipadech pak (c) — pdl
fadu 3, (d) — regularni bod, (e), (f) — podstatna singularita, (g) — bod oo je limitou
polt, (h) — podstatné singularita, (j) — odstranitelna singularita]

. Které body jsou izolovanymi singularitami (v C) funkce

22—71'2

sin® z

?

flz) =

[Funkce f je podilem holomorfnich funkci v C. Jednoduchymi nulovymi body
Citatele jsou body z = +7, dvojndsobnymi nulovymi body jmenovatele jsou body
z = km, k € Z. Odtud jiz vyplyva, ze singularitami funkce f jsou pouze pdly v
bodech z = km, k € Z, a tyto pdly jsou vesmés radu 2, kromé bodt z = +m, ve
kterych jsou pdly rfadu 1.]

. Najdéte chybu v nasledujicim ,sporu v matematice*:

-1

—  k o= k11 11 1
ZZ—ZZ+kZ:()Z—;1_271+1_Z—2_1+1_Z—07

k=—o00 k=—o0

avSak koeficienty Laurentova rozvoje nulové funkce jsou vesmés nulové!

[Pokud chybu nevidite ani po chvilce pfemysleni, prectéte si Kapitolu 6 jesté
jednou.]

. Jaky typ singularity méa v bodé z = 0 funkce f(2) = cos(z)sin(z7')?

[Povaha rozvoje v prstenci o stfedu 0 neni, alespon na prvni pohled, zfejma. Toto
cviceni méa zduraznit vyznam Véty 6.4.7. Ziejmé

. .1 o
lim cos(z)sin (—) neexistuje ,
z—0,zER x

nemuze tedy existovat anilim._.o f(z), a proto f nemé v bodé 0 ani odstranitelnou
singularitu, ani pdl, ale podstatnou singularitu ]

Necht p,, je polynom stupné n a ¢, je polynom stupné m, n, m € Ny. Zformulujte
a odivodnéte tvrzeni o singularité racionalni funkce

v bodé oo v zavislosti na stupnich n, m!
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[Véhé.te—li s odpovédi, doporucujeme se vratit k Definici 6.4.9 a Poznamce 6.4.10.
Pak jiz snadno nahlédneme, Zze co je napi. odstranitelnou singularitou R, je-li
m > n. Analogicky pfi m < n je oo pdlem funkce R, nikdy vSak nemuze byt
podstatnou singularitou R.]

Uréete Laurenttiv rozvoj funkce f(z) = exp (z+ 27 1) v P(0,4+00)!

[Funkce f(z) = exp(z)exp(z~') se nezméni pii vzajemné zéméné z za 2" |.
Staci tedy urcit koeficienty u nezapornych mocnin z v Laurentové fadé, kterou
obdrzime nasobenim rad

(E5) (Z55)-

Tyto koeficienty jsou vyjadieny jako soucty rad. Pokud je oznacime a,, je

. oo Y oo 1
f(z):Zanz +;a,nz ,  kde an:a,n:kz:om

pro véechna n € Ng (=0,1,2,...). Rozvoj konverguje v ]P’.]
Uréete Laurentiiv rozvoj funkce f(z) =exp ((1—2)"") v C\ {1}!

[Dosadime —(z — 1) do rozvoje exponencialy a dostaneme

1) = X =

Rada zfejmé konverguje pro viechna z € C\ {1} .]
Uréete Laurenttiv rozvoj funkce funkce f(z) = (22 + 1) v prstenci P(4,0,2)!

[Funkce f mé dvojnasobné pély v bodech 4i. Spocteme lim,_,; f(2)(z — i)* = —i
alim. i (f(2)+ 2 (2—14)7?)(2— i) = —%: Tim mame urcenu hlavni &st rozvoje.
Po urceni regularni ¢asti rozvoje dostaneme

11 i 1 k+ 3)" Nk
f(z):—z(z—i)2—Zz—i+Z(2+k'7+4)(z_l) ]




Kapitola 7

Reziduova véta

V této ¢asti dokdzeme uzitecna tvrzeni o mnozinach izolovanych v otevie-
né mnoziné G C C; poslouzi ndm pfi zachazeni s mnozinami izolovanych
singularnich bodt funkci.

7.1 Specialni mnoziny v C

Pripomenme, Ze mnozina M je izolovana mnoZina v oteviené mnoziné G, jestlize
M C G a ke kazdému bodu = € G existuje prstencové okoli P(z) C G tak, Ze
M N P(z) =0, tedy G neobsahuje zadny hromadny bod M.

Lemma 7.1.1. Necht G C C je oteviend mnoZina a M C G mnoZina izolovand
v G. Potom je pro kaZdou kompaktni mnoZinu K C G prinik M N K konecnd
mnozina.

Diikaz. Protoze M je uzaviend a K kompaktni, je M N K kompaktni. Pokud je
M N K nekoneénd mnozina, vybereme z ni nekone¢nou prostou posloupnost bodt
{wn}. Z této posloupnosti bodl l1ze vybrat posloupnost {wy,, }?°; konvergentni
k néjakému bodu w € M N K C M. Tento bod je hromadnym bodem M v G,
a tedy M neni izolovand v G. O

Lemma 7.1.2. Necht M C G je mnoZina izolovand v oteviené mnoZiné G C C.
Potom je M spocetnd mnozina.

Diikaz. Je-li G = C, definujme Ky, := {z € C; |z| < k}, k € N. Mnoziny K}, jsou
ziejmé kompaktni. Déle je C = |Ji—; K a M N K}, jsou kone¢né mnoziny pro
vSechna k € N. Odtud vyplyva, ze M = (J;—, (M N Kj) je spoéetnd mnoZina.
Ctenaf si jisté povsiml, ze jsme ,vycerpali“ C pomoci kompaktnich mnozin
K. To Ize v8ak udélat i pro obecnou otevienou G C C, G # C. Sta¢i modifikovat
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definici K, a pro k € N definovat
K, ={z € G;dist(2,C\G) > 1/k}n{z € C; |2| < k}.

Vzhledem ke spojitosti funkce dist je prvd mnozina uzaviena a druha kompaktni,
takze K jsou kompaktni mnoziny a | J;, K = G. Zbytek avahy je jiz analogicky
jako v pfipadé G = C. o

Poznamka 7.1.3 (dulezitd). Z pfedchazejictho vyplyva, Ze je-li {w,} prostd
(nekonecna) posloupnost bodd mnoziny M izolované v C, je lim, . w, = oo.
Naproti tomu mnozina M izolovana v S je konecnd: staCi uvazit, ze S je kompaktni
mnozina. Oznacéime-1i M’ mnoZinu hromadnych bod mnoZziny M, vyplyva z toho,
ze M je izolovand v oteviené G C C, pravé kdyz M'NG = (. ProtoZe je téz ziejmé
M'C M NG, je M uzaviend v G a G\ M je oteviend mnozina.

7.2 Reziduova véta

Ctenaf by si mél opét piipomenout Ptiklad 5.4.1, ktery ukazuje jistou vyjimec-
nost pifpadu k& = —1 pii integraci mocnin (z — 20)*. Jak vime, kazdou funkci
f holomorfni v néjakém okoli P(zp) bodu zo € C lze rozvést jedinym zpiisobem
v Laurentovu fadu o stfedu zg.

Definice 7.2.1 (Cauchy 1826*). Je-li f holomorfni v jistém prstencovém okoli
P(zp) bodu zy € C, nazyvame reziduem funkce f v bod& zy koeficient u moc-
niny (2 — z9) ~! v Laurentové rozvoji funkce f v P(zg). Je-li 29 = co a funkce f je
holomorfni v néjakém prstencovém okoli P(c0), pak se nazyva reziduem funkce
f v bod8& oo koeficient —a; v Laurentové rozvoji funkce f v P(00).

Je-li tedy

oo

fz)= Y arz—2)*, z€P(z),

k=—o0

je reziduum funkce f v bodé zy ¢islo a_1; uzivame pro néj oznaceni res(f, zp),
ev. i res(f(z), zo). Je-li specidlné f holomorfni v okoli U(zp) bodu zg, potom je
samoziejmeé res(f, zo) = 0.

Poznamka 7.2.2. Definice rezidua je korektni, protoZze Laurenttv rozvoj funkce f
v P(20) je jediny; viz Véta 6.3.1. Ctenafe miize piekvapit letopodet, k némuz se zavedeni
vztahuje. Cauchy vSak poprvé zavedl reziduum pro pdly vySetfované funkce v souvislosti
s integraci funkci po Jordanové kiivce neprochdzejici zadnym pdlem; jak vime, tento
integral jiz nemusi byt roven 0, coz dava pfi srovnani s Vétou 5.2.4 tusit genezi uzitého
terminu ,reziduum®.

Lemma 7.2.3. Necht funkce f je holomorfni v oteviené mnoziné G C C vsude
az na konecnou mnoZinu M = {z1,...,z,}. Jsou-li H; hlavni édsti Laurentovych
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rozvoju funkce f v prstencovych okolich P(z;), j =1,...,n, lze funkci
9() = F(:) = S Hy(2), zeG\M (7.1)
j=1

spojité rozsirit na G a toto rozsirent je funkce holomorfni v mnoziné G.

Diikaz. Tvrzeni je témér ziejmé, jestlize si uvédomime nékteré skutecnosti. Pred-
né vSechny uzité Laurentovy rozvoje funkce f o stfedech z; konverguji lokalné
stejnomérné v jistych prstencich o stiedech z; s ,vnitinim polomérem® rovnym 0,
a proto jejich hlavni ¢asti

-1

Hi(z)= Y ap(z—2)", j=1...n (7.2)

k=—0o0

konverguji pro v8echna j = 1,...,n lokdlné stejnomérné v P(z;,00), a tedy i na
G\ {z#;}. Funkce H; je tedy holomorfni v G\ {z;}, j = 1,...,n. Pomoci (6.14)
spo¢teme koeficienty Laurentovych rozvoji funkce g v bodech z; a zjistime, Ze
maji hlavni ¢asti rovny 0; body mnoziny M jsou tedy odstranitelnymi singula-
ritami funkce g. Po spojitém rozsifeni g na G je rozsifena g zfejmé holomorfni

v G. O

Piiklad 7.2.4. Predpokladejme, ze zo € C a Ze H je funkce holomorfni v C\{zo},
pro kterou ma Laurentiv rozvoj v P(zp) nulovou regularni ¢ast, tj.

-1

H(z) = Z ar(z — 20)*, 2€C\{z}. (7.3)

k=—o0

Je-li ¢ Jordanova kiivka v C takova, ze zo ¢ (p), je
/ H(z)dz =27mia_1ind(p, 29) .
@

Rada v (7.3) konverguje lokalné stejnomeérné v C\ {29} a tedy stejnomérné na
(). Proto lze zaménit poradi integrace a s¢itani a tak dostaneme

-1

/ ( Z ak(z—zo)k)dz = Z /Gk(z_zo)kdz :
¥ k=—oc0 k=—o0 ¥

V fadé oddélime ¢leny, k jejichZ integrandiim existuje v C\ {29} primitivn{ funk-

ce: ty jsou podle Véty 3.4.3 rovny nule. Jediny zbyvajici ¢len jesté upravime a

dostaneme tak s prihlédnutim k definici rezidua

_1d d
/H(z)dz :/ a-1s zreS(H7zo)/ SE— PY res(H, zp) ind (e, 29) .
@ @

zZ— 20 wZ—ZO
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Véta 7.2.5 (reziduova véta; Cauchy 1826). Necht G C C je pFipustnd ob-
last (viz Umluvu 5.5.5). Necht ddle f je funkce holomorfni v G viude aZ na mno-
Zinu M izolovanou v G. Je-li ¢ uzavrend kiivka v G\ M, je

/ f(z)dz = 2mi Z ind(y, 2) res(f, 2), (7.4)

zeM

pricemz v souctu vpravo je pouze konecny pocet nenulovych scitanci. Specidlné,
je-li ¢ kladné orientovand Jordanova krivka, je

/f(z)dz = 23 Z res(f,z). (7.5)

z€Int o "M

Poznamka 7.2.6. Nez budeme tvrzeni dokazovat, pfipojime nékolik objastiuji-
cich poznamek.

(1) V prikladech ¢asto vystacime s ,integra¢ni kiivkou®, jejiz geometricky obraz
je sjednocenim nékolika tisecek a obloukt kruznic.

(2) Na () je funkce f spojita.

(3) Protoze M je izolovand v G a mnozina Int ¢ C G je kompaktni, je mnozina
M N Int ¢ kone¢nd; v ostatnich bodech w € M jsou rezidua res(f, w) v (7.4)
rovna 0.

(4) Casto je sama mnozina M kone¢na, jako napt. v piipadé, Ze f je racionalni
funkce.

Dikaz Vety 7.2.5. Uzavér Int ¢ je omezenad uzaviena a tedy kompaktni mnozi-
na. Oznaéme G, takové jeho omezené okoli v G, pro néz G; C G. Potom je
L := M N G; koneéna mnozina a G; C C je omezené oblast, v niz se anuluje in-
tegral z kazdé holomorfni funkce po kazdé uzaviené kiivce. Existuje tedy n € N,
pro néz mnozina L := {z;; j = 1,...,n} obsahuje vSechny izolované singularity
funkce f lezici v G1; viz Lemma 7.1.1. Oznacme tak jako v Lemmatu 7.2.3 pro
j=1,...,n symboly H; hlavni ¢asti Laurentovych rozvoji f o stiedech z; € L
(v jistych prstencovych okolich P(z;) s vnitinim polomérem 0) a definujme jako
v tomto lemmatu funkci g pomoci vzorce (7.1). Podle pfedpokladu je fwg =0,
a proto je
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coz jiz dava (7.4). Poznamenejme, %e zdména sumadniho symbolu a integralu je
mozna, stejné jako v Prikladu 7.2.4, protoze fady, jejichz soucty jsou funkce Hj,
konverguji stejnomérné na (p). Vypocet se pak redukuje pro kazdé j na uvahu
(kviili nebezpedi zdmény vyjimeéné pouzivime k oddéleni dvou indexi stiednik)

0 ro k=-2,-3,...

. _ . \k — ) p ) ) 5
/@aﬂk(z %) dz { 2niaj—1ind(p,2;), pro k=-1,

kterou jsme jiz vicekrat délali; viz Priklad 7.2.4 nebo dikaz Véty 6.3.1. O

Poznamka 7.2.7. V Definici 7.2.1 jsme zavedli také res(f,oo). Viimnéme si,
jak toto ¢islo souvisi s k¥ivkovym integrdlem f a jaky je smysl znaménka ,,minus“
v jeho definici. Rozvoj f ma tvar

o0

f(z)= Z Z—:, z € P(0).

k=—o0

Zvolme jednoduchou uzavienou zdporné orientovanou kiivku ¢ v C tak, aby
(p) C P(c0). Potom Laurenttv rozvoj f je na (¢) stejnomérné konvergentni a je

— Ok S ak . .
/@f(z)dz = /@k_zoo?dz = k_zoo/@ o —2mi(a1) = 2mwires(f, 00),

protoZe v souctu integralii ze 1/z* je jediny rtizny od 0, a to pro k = 1.

Dusledek 7.2.8. Jestlize mnoZina vsech singuldrndch bodu M funkce f v C je
koneénd a M = {z1,22,...,2n}, pak je

Zres(f,zk)—i—res(f, o0) =0, (7.6)
k=1
a to véetné piipadu res(f,00) = 0, ktery se ndm téZ nékdy miZe hodit.

Diikaz. Zvolme kruznici ¢(t) = re’, t € [0,27], pro niz je 7 > 0 zvoleno tak, 7e
je zi € Int(p), k=1,2,...,n. Pak je
/f(z)dz :Zres(f,zk) a / f(z)dz =res(f,0).
® k=1 —¢

Se¢tenim obou rovnosti dostaneme (7.6). O

7.3 Vypocet rezidui

Nyni popiSeme nékteré metody vypoctu rezidui. V konkrétnich prfipadech nebyva
tento vypocet obtizny; existuji postupy vice ¢i méné vhodné pro rtizné vysetfované
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pfipady (viz napf. [19]). Metody charakterizujeme heslovitymi ndzvy; nejprve se
budeme zabyvat vypoctem rezidui v bodech z C.

(A) Laurentuv rozvoj. Nékdy snadno uréime cely Laurentiv rozvoj a z néj
ziskdme koeficient a_;. Napt. je ziejmé, ze funkce f(2) = exp(z)/z* ma v C
jediny izolovany singularni bod z =0 a ze

3

_ z 22z 1 _
f(z) == 4(1+ﬁ+§+5+---)=---+6z Yoo, zeC\{0},

takze res(f,0) = 1/6. Ostatni koeficienty Laurentova rozvoje nepotfebujeme.

(B) Cast Laurentova rozvoje. Casto uréujeme z rozvoje pouze reziduum.
Jsou-li g a h funkce holomorfni v néjakém P(w), je f = gh rovnéz holomorf-
ni v P(w) a Laurentv rozvoj f lze ziskat ,nésobenim rozvoju“. Protoze fady
v Laurentovych rozvojich konverguji v kazdém bodé prstencového okoli P(w) ab-
solutné, 1ze fady prerovnavat. Rozhodujici je spocitat koeficient tohoto rozvoje u
mocniny (z — w)~!. Napt. pro f(z) = exp(z)sin(1/z) a bod w = 0 tak dostaneme

z 22 1 5 1 _4
f(z)=(1+ﬁ+§+---)(z ~ 317 +52 _...>:

1 1 .
_...+<1_ﬁ+m_...)z + ey ZGC\{O},
a je tedy
+oo
res(.0) = 3 (- G-
2V ek o

Vypocet vsech koeficientd hlavni ¢asti Laurentova rozvoje by byl pracnéjsi nez
v pfedchézejicim pripadé.

(C) Jednoduchy pdl. Jestlize funkce g je holomorfni v bodé w € C a funkce
h méa v bodé w jednoduchy pdl, je

res(gh, w) = g(w) res(h,w).
To dostaneme snadno nasobenim Laurentovych rozvoji o stfedu w v jistém P(w)

res(h, w)

9(z) =g(w) +ar(z —w) +---, h(z) = +bo+b1(z —w) + -

zZ—w
Specialné, je-li funkce g holomorfni v bod€ w, je

res ( gizz)ﬂ,w) = g(w).

z
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(D) Jednoduchy nulovy bod jmenovatele. V ptipadé f = g/h, kde g, h jsou
holomorfni v bodé w, pficemz h mé v bodé w jednoduchy nulovy bod, ma 1/h
v bodé w jednoduchy pél a z (C) vyplyva vzorec:

res(f.0) = ks

v tom piipadé je totiz res(1/h, w) = 1/h'(w).

Je-li napt. f(z) = mwcotg(wz) = mcos(nz)/sin(nz), ma f v bodé 0 (a s oh-
ledem na periodicitu v kazdém bodé k € Z) reziduum res(f,0) = 1, nebot
7 cos(mz)| =0 = 7 a sin’(72)|,—0 = 7 cos(nz)|.—o = 7. Odtud plyne, Ze

res(f,0) =res(f,k)=n/r=1, keZ.

(E) Vypodéet pomoci limity. Ma-li funkce f v bodé w € C pdl nasobnosti p, je

-t im [(z — w)P f(z)] "7V
res () = oy i [ =0 (2], &

Skute¢né, v jistém prstencovém okoli P(w) méa f rozvoj

fz) = Z ar(z — w)" .
k=—p
Pak vsak je
f(2)(z —w)P = Z ap(z — w)FP = Zak—p(z —w)*,

k=—p k=0

takze

(f(2)(z — w)P)(pfl) _ an_p k(k — 1) (k — p+2)(z — w)FP+.

k=p—1

Odtud limitnim prechodem pro z — w a zadménou poradi limity a sc¢itani dosta-
neme vpravo (p — 1)l a_1, a tedy

res(f.w) = o = o B (G- (2) 7. (19)

Je-li napt. f(2) = 22/(2% + 1)?, ma f v bod& 2o = i pdl fadu 2, a proto

43 1

=i 16i4 1

N 22\ 2z2(z414)2 — 22%(2 + 1)
res(f.i) =l (=53 = EEE
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Zde je na misté varovani: vypocet podle této metody miize byt znacné kompliko-
vany, a to napft. tehdy, kdyZ po nasobeni faktorem (z — w)P nelze vhodné kratit
(pokud vyjadfeni funkce f neobsahuje explicitné faktor (z—w)~P). Pokud bychom
méli uréit res(f,7i), kde f(z) = (expz + 1)72, mé funkce f v bodé i pdl fadu
p =2 a podle (E) bychom dostali

. . z—7i)2\/ o 2z—mi))(e*F+1)2=2(z—7mi)%(e*+1)e?
res ('f’ 7”) - zlingz (ﬁ) :zligrli ( )( zez+§)4 ) ( ) =
o z _ _ i\2,2
— lim 2(z—mi)(e*+1)—2(z—mi)%e .
Z—Th (ez—%1)3

Nyni by nés éekalo trojnésobné opakované uziti ’'Hospitalova pravidla (a to jsme
pracovali pouze s p = 2). Lepsi cestu ukazuje vypocet: za e™ dosadime do vzorce
pro Taylortiv rozvoj v bodé w = mw¢ a dostaneme

ciq g (2o (z—mi)? _ ‘ (z—mi)  (2—mi)?
e“+1=0— T o -——(z—m)(l—f— 51 + 3 +---),
z ¢ehoz vyplyva
— 202 o a2 L
) = o, = (1 B )

Priklad 7.3.1. V Prikladu 7.4.13 budeme k secteni fady mj. potfebovat rezidua
funkei 2 — (7 cotg m2)/2?" v bodé 0 pro piirozena ¢isla r. Pokud se omezime jen
na maléd r, mtizeme pouzit k urceni rozvoje kotangenty ,déleni rozvoja“. Je

cotg z=cosz:sinz =

2 4 6 3 5 7

_12’22 . z5  Z5  Z __IZZ
“(-graat ) gt = !

pfiéemz postupujeme podobné jako p¥i déleni polynomi (ale ¢leny fadime ,vze-

22 24 ZG 2’3 25 Z7
T e I Cer = )=
( > T21 "m0 T =% T120 020 "

22 2’4 26

(P2 )
( 6 + 120 5040 +
22 24 2’6
"3 730 w0
22 24 2’6
(-5+% "0t
2’4 Z6
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Pii dostatecné trpélivosti (a stateénosti) tak 1ze obdrzet ¢ast Laurentova rozvoje
funkce cotg z v P(0, )

tgr ="t - = _ = ..., .
colgz =2 3 45 945 4725 93555 (7.9)

(F) Vypocet v ,,nekoneénu*. Prozkoumejme moznosti spoéitat reziduum funk-
ce f v bodé co. Definovali jsme ho v Definici 7.2.1 a pfipominame, Ze trochu
odlisné, nezli v bodech z C. Domluvime se na tom, Ze pokud ma f odstranitel-
nou singularitu v bodé oo, budeme konecnou hodnotu lim,_,, f(z) znacit ag a
pokud pracujeme s funkci, definovanou na S, miZeme psat pfimo ag. Pro nazor-
nost si rozepiseme schematicky ¢ast Laurentova rozvoje f v prstenci konvergence
P(x0) = P(0,0, R), a dostaneme

a a Qa,
f(z):(---+a_2z2+a_1z1)+(ao+z—1+z—§+z—§+---), (7.10)

kde v levé zavorce je hlavni a v pravé regularni ¢ast rozvoje. Eventualni volbou 1,
0 < r1 < R, dosdhneme toho, ze konvergence fady ve druhé zavorce je stejnomérna
v P(00,0,71). Nyni rozlisime tyto pfipady :

(1) Existuje lim,_,o f(2) a lezi v C. Potom je zfejmé hlavni ¢ast rozvoje funkce
f rovna 0, tj. a—r, = 0, k € N, a funkce f je bud spojitd v oo (pracuje-
me-li s funkcemi definovanymi na S), nebo existuje jeji spojité rozsifeni na
S, které je soucasné i holomorfni v bodé oco. Dodefinovani limitou odpovi-
da nasi dohodé o odstranovani odstranitelnych singularit. Potom je ziejmeé
(moznost limitovani ,¢len po ¢lenu® je zarudena stejnomérnou konvergenci
v P(00,0,71))

res(f,00) = —a_1 = _ZILIgo (f(z) —ao) z = zlggoz (a0 — f(2)) -

Pozor, je zde podstatny rozdil: v odstranitelné singularité f v bodé w € C
je automaticky res(f,w) = 0, ale je-li bod oo odstranitelnou singularitou f,
miZe byt res(f,00) # 0!

(2) Pokud je bod oo n-ndsobnym pélem funkce f, tj. ve shodé s Definici 6.4.9,
je-li pélem néasobnosti n funkce f(1/z) definované v néjakém P(0), pak je
n+1

res(f,00) = % Zlg{)lo (z"+2 d(i — f(z)) ) (7.11)

Skutecné, v tom piipadé je ve vyjadieni f(z) ve tvaru (7.10) vyraz v prvni
zévorce n-Clenny a je to polynom stupné n. Pokud ho (n + 1)-krét zderivu-
jeme, dostaneme nulovou funkci. Derivovanim druhé zavorky dostaneme

dn+1 a “
i J(2) = ((—1)"+1(n + 1)!Zni2 + (-D)"(k+ 2)121% T )

zderivujeme, dostaneme po vynasobeni faktorem z"*2 a po provedeni limit-
niho pfechodu pro z — oo vzorec (7.11).
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(3) Specialné je-li n = 0, dostaneme odtud jiny vzorec pro vypodet v p¥ipadé
odstranitelné singularity

res(f,00) = lim 22f'(2).

Z— 00

7.4 Vypocet integrala pomoci reziduové véty

K ilustraci uziti reziduové véty k vypoctu nékterych integralti uvedeme nékolik
jednoduchych typovych prikladi. Metodami, zalozenymi na uziti reziduové véty,
Ize spocitat ¢asto jednoduseji hodnoty mnoha integrala, které zndme z teorie funk-
ci redlné proménné; umime tak napf. uréit hodnotu integralu z funkce, ke které
neumime vyjadfit primitivni funkci pomoci ,elementarnich funkci“. Podrobny sys-
tematicky vyklad lze opét nalézt v [19]. Abychom nemuseli v pfikladech opakovat
nékteré odhady, dokdzeme nejprve nasledujici tvrzeni; s pouzitym ,trikem“ jsme
se jiz setkali v Prikladu 5.4.17.

Lemma 7.4.1 (Jordanovo lemma). Necht r € Ry, necht ¢.(t) = rexp(it),
te[0,m], a necht f je funkce spojitd na P(co)N{z € C; Imz > 0} takovd, Ze pro
funkci A(r) := sup{ |f(re®)|; t €[0,7]} je lim, oo A(r) = 0. Potom

r——4o0

lim f(z)exp(iz)dz =0. (7.12)
or
Diikaz. Kfivkovy integral vyjadiime podle definice
f(z)edz = / f(re™) exp(ire™)ire' dt
©r 0

a jeho absolutni hodnotu odhadneme; s vyuzitim odhadu z Poznamky 4.9.1 do-
staneme pro vsechna dostatecné velka r € R, nerovnost

‘/ f(z)eizdz‘ < TA(T)/ e "sintgt
©r 0

Posledni integral upravime a s ohledem na sint¢ > 2t/7 pro vSechna t € [0,7/2]
odhadneme

T ] /2 ] /2
0< / e—rsmtdt — 2/ e—rsmtdt < 2/ e—27‘t/7rdt <
0 0 0

< 2/0 e /T = 2. 2—: [— exp(—2rt/7r)]g° = g,

takZe pro r — 400 je s ohledem na A(r) — 0 je

< 7’A(1")z =7A(r) — 0.

izd
|| T -

Tim je dtikaz vzorce (7.12) dokoncen. O
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Poznamka 7.4.2. Odhad z predchdzejiciho lemmatu lze pouzit nap¥. pro racionélni
funkci f = P/Q, kde stuperni polynomu Q je vétsi nez stupeii polynomu P; pak je ovSem
lim. o f(2) = 0 a je tedy splnén piedpoklad A(r) — 0.

Priklad 7.4.3. Vypoéteme hodnotu integralu

o0 . o0 o0 :

/ exzp(zx) g :/ 020590 g —|—z'/ szln:v gz
oo T2 +1 o TP F1 oo T4+ 1
Snadno nahlédneme, Ze oba integraly vpravo existuji napt. jako Newtonovy inte-
graly: integrujeme funkce spojité na R a v okoli nevlastnich bodu 4o Ize odhad-
nout napi. |sinz|/(2? + 1) < 272. Jelikoz je druhy integral roven 0 (integrand je
lich4 funkce), poslouzi ndm néasledujici vypocet k uréeni prvniho z nich. Definujme
pro kazdé r € R kiivku ¢ = 1 + @2 (viz Obr. 5.9; zavislost na r u kiivek ¢y, jiz
explicitné nevyznacujeme), kde

p1(t)y=t, tel-rr], pa(r) =re't, te[0,7]. (7.13)

Funkce f(z) = exp(iz)/(z% + 1) je holomorfni v C\ {i, —i}. ProtoZe f ma v bodé
i jednoduchy pdl, je podle (D)

iz -1

res(f,1) = ° =

T2zl 20

Pro kazdé r > 1 dostaneme podle reziduové véty rovnost

o1
Lf(z)dz —2m-%,

pricemz

lim f(z)dz :/ 8T e .

2
r—oo J,, Ceo TP 41

Podle predchazejictho Lemmatu 7.4.1 je

lim f(z)dz =0,
P2

r——400

 cosx T

Lo TP+ 1 e
Poznamka 7.4.4. Pfedchézejici priklad lze dale zobecnit. Necht funkce R je raciondlni
funkce, kterd nemé pdoly v R a kterd nabyva na R pouze redlnych hodnot. Je tedy
holomorfni na mnoziné D := {z € C; Imz > 0} s vyjimkou kone¢né mnoziny M lezici
uvnity D. Predpokladejme dale, Ze lim._,oc R(2) = 0. Volime kiivku ¢ = ¢1 + (2 stejné
jako v (7.13) a predpokladame, Ze pro vSechny body w € M je |w| < r. Potom podle
reziduové véty pro kazdé takové r € Ry dostaneme

I:= / R(z)e*dz = 2mi Z res (R(2) e, w) .

weM

takZze dostavame
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Limitnim pfechodem pro r — 400 odtud dostaneme
J\/)/ x)e'dr = 2mi Z res (R(z)e"”,w), (7.14)
weM

nebot limita integralu vzhledem k @1 je pro r — oo zfejmé rovna hodnoté na levé strané
rovnice (7.14), zatimco limita integralu pfes ¢2 je podle Lemmatu 7.4.1 rovna 0.

Priklad 7.4.5. Pro a € R, zfejmé plati rovnost

> cosw 1 [ cosz *  sinz
I:/ 2 22dx:§/ 7 22 / 75 2% =0;
o (a®+2?) oo (a% +2%) oo (@% 4 2%)

hodnotu I uréime integraci funkce f(z) = exp(iz)/(a? + 22)? s dvojnidsobnymi
pély v bodech +ai, a to opét podél kiivky ¢ z (7.13). Vyuzijeme-li (E) k vypoctu
rezidua, je

20,0 _ 47)\2 1z /
2rires(f,ai) = 2mi zhj%z e(zgz_'_i;;;z = 2mi ZILIEZ_ ((z—T—Ti)Q) =
= 2mi lim_ (ij(z‘(z +ai)? = 2(z+ai) = 7= (a+1).

Podle Pozndmky 7.4.4 tak dostaneme I = me~%(a + 1)/4a>.

Poznamka 7.4.6. Pro sezndmeni s principy vypoc¢ti podle reziduové véty jsme
zatim pouzili jediny typ kfivek, ty vsak mohou byt v jinych pripadech rozmani-
t&jsl. Ctendr jisté tusi, Ze pii absenci faktoru exp(iz) je nutno metodu popsanou
v Poznamce 7.4.4 modifikovat. Necht R je raciondlni funkce, R = P/Q, kde P,
Q jsou polynomy s redlnymi koeficienty takové, Ze stupen @ je alespon o 2 vétsi
nez stupenn P a () nem4 kofeny na realné ose. Necht M je mnozina vSech kofent
polynomu @, které maji kladnou imaginarni ¢ast. Pak se snadno dokaze vzorec

/ R(z)dz = lim [ R(z)dz = 2mi Z res(R,w),
oo "

rT—00
weM

kde ¢ je popsdna stejné jako v (7.13). Pro diikaz je podstatné, Ze existuji takova
K >0 a P(c0), ze v P(c0) plati odhad |22R(z)| < K. Pak totiz pro dostateéné
velkd r € R lze provést nésledujici odhad a pro r — oo dostaneme

K K
‘/ Rre me”dt <7r7“——7T — 0.

r

Pi¥iklad 7.4.7. Pro f(z) = (2* + 1)~ ! je podle piedchézejici poznamky

I = /O; ;LAd——xH = 27Ti(res(f, Zl) + I'es(f, 22))7
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kde 21 = (1+1)/1/2 a 22 = (—1+1i)/+/2. Rezidua uréime pomérné snadno, nebot
jmenovatel ma v uvazovanych bodech jednoduché nulové body. Uzijeme metodu
(D) a vypoc¢teme hodnoty 1/(2* + 1) = 1/423 = 2/42* v bodech 21, z3. Tak
dostaneme

z
424

V21 +9) z

z=z1 o -8 ’ 424

V2-1+1)

Z=Zz2 _8

)

z ¢ehoz plyne, ze I = 2mi /2(—i)/4 = m/+/2. Doporuujeme &tenafi porovnat
vypocet s Piikladem 9.3.12 ze [Z], kde se mj. ur¢uje primitivni funkce k f.

Piiklad 7.4.8. V Poznamce 7.4.4 jsme predpokladali, Ze funkce R nemd pdly na R,
avSak i piipadé, ze R mé pdly v R, mize integral z R na intervalu (—oo, 00) existovat
a lze ho jiz popsanou metodou po drobné modifikaci spocitat. Jde o integraly tvaru

/ R(z)cosxzdr , mnebo / R(x)sinzdz .

— o0 J — 00

Aby vsak takovy integral existoval, musi mit funkce R pouze jednoduché pdly a tyto navic
musi lezet v mnoziné nulovych boda druhého faktoru integrandu. Vzdy vsak z integrala
ffooo R(z)coszdx a ffooo R(x)sinzdz existuje jen jeden. Specidlni piiklad tohoto typu
jsme jiz spocetli v Prikladu 5.4.17. Podame navod k feseni dalsiho podobného prikladu:

ukazeme, jak lze spocitat
I /°° sin zdx _ o
J —oo ZL’(ZL’ - 7T)

Dosud uzivanou kfivku (hranici ptilkruhu) nahradime kfivkou znazornénou na Obr. 7.1.
Vyjadiime ji ve tvaru ¢ = o1 + @2 + @3 + 4 + 05 + ©s.

©6
®2 P4
N\
—-R ¥1 0 ¥3 ™ V5 R

Obrazek 7.1: Kfivka pro vypocet integralu z Piikladu 7.4.8

Poznamenejme, ze integrand lze spojité rozsitit do bodi z = 0 a z = =, takze
vySetfovany integrdl ziejmé existuje. Pro kiivku ¢ s R > m, r € (0,7/2) a funkci
f(z) = e /2(z—7) je fw f(z)dz = 0. Poznamenejme, ze f vSak ma v bodech 0 a 7 pély.
Limity integralti pres 2 a (4 spocteme pfimo z definice k¥ivkového integralu. Snadno
lze téz dokazat, ze jsou rovny —mi - res(f, w) pro w = 0 a w = 7; poly funkce f v téchto
bodech jsou jednoduché a tak snadno spocteme

res(f,0) = —1/m, res(f,m)=—-1/7.
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Pro imaginarni ¢asti obou stran rovnosti fw f = 0 dostaneme po limitnim pfechodu pro
R — oo a r — 04 hledany vysledek I = Im(mwi(—2/7)) = —2.

Piiklad 7.4.9 (dulezity). Jako ilustraci pouziti jiné kiivky uvazujme ptipad
funkce ,raciondlni v sinu a kosinu“. Necht R(z,y) = P(z,y)/Q(z,y), kde P, Q
jsou realné polynomy v proménnych z a y. Dale pfedpokladame, Ze pro zadny bod
[z,y], pro ktery 22 + 4% = 1, neni Q(x,y) = 0. Potom je funkce R(sint,cost),
t € R, spojita a existuje integral

2T
/ R(cost,sint) dt ;
0

jeho hodnotu lze spoéitat takto: snadno nahlédneme, Ze pro z = exp(it) je

A ) e Y
cost=—=(z+ = sint=—(z— =
2 2/’ 24 2/’

a proto pro ¢(t) = e, t € [0,27], je podle definice integralu vpravo v nasledujici

rovnosti
2m
1 1 1y 1 1\\ d
/ R(cost,sint)dt = f/ R(— (z—|— _), —,(z— _))_Z,
0 i J, \2 2/ 24 z z

pri¢emz integrand posledniho integrdlu je néjaka racionalni funkce }Ni(z), ktera
nemé pély na (p); proto lze k vypoétu uzit reziduovou vétu, pokud umime uréit
v8echna rezidua funkce R, lezici v Int(ip).

Priklad 7.4.10. Klasickym pfikladem vypoctu integralu typu, ktery jsme po-
psali v pfedchézejicim Ptikladu 7.4.9, je integral (|a| # 1)

I._/% dt _1/ dz
" Jo a®—2acost+1 i), (1—az)(z—a)’

v némz a # +1 je redlné &islo. Pro a = 0 je vysledek I = 27 zfejmy. Jestlize je
a # 0, ma funkce f(z) = [(1 —az)(z — a)]™! jednoduché pdly v bodech a, 1/a,
pricemz

1 1
1—a?’ -1
Uvézime, Ze pro |a| < 1 je a € Int p a pro |a| > 1 je 1/a € Int ¢; hodnoty rezidui
se ligi pouze znaménkem. Proto dostavame I = 2w sgn(|a| — 1)/(a? — 1).

res(f,a) = res(f,1/a) = e

Poznamka 7.4.11. Metodu z pfedchézejiciho Pfikladu 7.4.9 mtzZeme zobecnit.
Je-li
27
I= R(cost, sint,cos2t, sin2t, ..., cosnt, sinnt) dt ,
0



7.4. VYPOCET INTEGRALU POMOCI REZIDUOVE VETY 173

nahradime v integralu goniometrické funkce vyrazy

1 1 1 1
cosktzi(zk—i—z—k), sinktzﬂ(zk— ),

ok

a prii analogickém oznaceni dostaneme

1 1 1 1 1 1 1 1 1 dz
LA D e DA A
z/g, 22+z 212 z 22+zk 212 2k z

Zbytek celého postupu je snad jiz zfejmy.

Pfi integraci vyrazi obsahujicich obecnou mocninu nebo logaritmickou funkci
je tfeba jisté opatrnosti; pracujeme pfitom s vhodnou spojitou vétvi logaritmu.
Zde je ilustrativni ptiklad:

Piiklad 7.4.12. Dokazme, Ze pro kazdé a € (0,1) je

o) a—ld
/ R —] (7.15)
0

r+1 sinam

Integrovand funkce je spojita v intervalu (0, 00). V jeho krajnich bodech je srov-
natelna s funkcemi x4~ ! (,u 0“) a 2%~2 (,;u nekone¢na®); hledany integréal tedy
existuje a je kone¢ny. Budeme integrovat funkci

e(a—l) log™ z

1) =05

)

kde log™ je spojitd vétev logaritmu s imagindrni ¢asti z intervalu (0, 27). Integro-
P2

®1

\
S
Jany

Obrazek 7.2: Tvar kiivky uzité v Piikladu 7.4.12

vand funkce je holomorfni v C \ [0, 00) s vyjimkou bodu z = —1. K¥ivka, podél
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které budeme integrovat, je ¢ = p1 + 2 = w3 = @4, kde kiivky ¢y jsou pro
e€(0,m/4) a0 <r <1< R < oo definovany predpisy

e1(t) = te's 3(t) = te™, te [r,R],
pa(t) = Re't, wq(t) = re %, te [e,2m — €],

Tvar kiivky ¢ pfiblizuje Obr. 7.4.12. Podle reziduové véty pak je
/ f(z)dz = 2mires(f,—1).
©

Tak jako v predchézejicich prikladech provedeme jesté limitni pfechod pro r — 0+
a R — oo. Integraly pfes oblouky kruznic pfitom odhadujeme takto: Pro R — oo
je pro vSechna ¢ € [0, 7/4)

1
142

2rR%
. — <
+ 12 R}—R 10

<2rR-R%1 sup{’

‘ f(z)dz
P2

a podobné pro r — 0+ plati pro vSechna e € [0, 7/4)

2mr®

. o <
i 12 T}_l—

1
Rp— 0
‘ Wf(z)z < 2mrsup |7 —
pripometime, Ze je a € (0,1). Déle je
log* @1 (t) =logt +ic, log" ps(t) =logt+i(2r —¢),

takze plati

R a—1yg ) R a—1g4
lim (2)dz :/ z i ,  lim / f(z)dz = ezm(a*l)/ z - ;
T 1 +z Y3

e—04 1 e—04 r 1 +x

z ¢ehoz pomoci limitnich pfechodt pro r — 04 a R — oo dostaneme

= = res(f,—1).

]_ +x 1 _ e27ria efﬂ'ia _ eﬂ'ia

/°° e tdr  2mirves(f,—1) = 2mie ™
0

Integrovand funkce f mé v bodé —1 jednoduchy pdl. Podle (C) snadno spoc¢teme

res(f,—1) = pla—Dlog™(=1) _ gmi(a—1) _ _ mia

3

z ¢ehoz obdrzime dokazovanou rovnost (7.15). Poznamenejme, Ze k odhadu inte-
gralt podél ¢, @3 lze uzit i substituci.
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Priklad 7.4.13. Protoze je

T COSTTZ

weotgmz = ze€C,

sinmz

a protoze nulové body funkce sinus jsou jednoduché, ma funkce 7 cotg 7wz jedno-
duché pély ve vSech nulovych bodech funkce sin 7z, které tvori pravé mnozinu Z.
V téchto bodech jsou rezidua funkce 7 cotg 7z rovna 1. Je-li r € N, pak pro funkci
gr(2) = 1/2%" a kiivky ¢, (t) = (n 4+ 1/2)e®, t € [0,27], plati

1
5 g gr(z)meotgmz dz = Z res(g,(z) weotgmz, k) =
n k€Z, |k|<n

n

=2 Z gr (k) + res(gr(z) wcotg w2, 0) .
k=1

Funkce 7 cotgmz je omezend na |J,- ;(pn). To vyplyva z nasledujici avahy: Ze
vzorce (4.63) dostaneme

LW
mcotgmz = Tt

+1 zwi(l—i—%), 2eC\Z,

kde w = exp(27miz). Z Véty 4.5.4 vime, Ze expu = 1, pravé kdyz je u = 2wik
pro k € Z. Funkce g(z) := exp(2mwiz) ma periodu 1 a je prosta pro kazdé a € R
na pasu {z € C; a < Rez < a+ 1}. Tento pés zobrazi na C. Podle Véty 5.8.2
(o otevieném zobrazeni) se U := U(0,1/4) zobrazi na okoli V' = f(U) bodu 1
a 0 := dist(1,C\ V) > 0. Z periodicity plyne, ze na C\ U,c, U(k,1/4) a tedy i na
UZO:1<<PH> je

2
| cotg mz| < 7r(1 + S) =K.

Pror >1je

K 1/2
SMHOpronﬂoo,

/ gr(z) meotgmz dz
n T

on

’ 1
2mi
takze po provedeni limitniho pfechodu pro n — oo dostaneme

=1
ZkZT

k=1

1
= —5res (9r(2)m cotg 7z, 0) .

V Piikladu 7.3.1 jsme odvodili pro kotangentu tvar ¢asti Laurentova rozvoje (7.9)
funkce cotg. Z néj pro m cotg wz obdrzime v P(0,1) vyjadieni

7wz mz3 2705

1
t = —-_—— (— —_—
meotgmz =~ T 5 T Tosp

+ ) 2 e P(0,1),



176 KAPITOLA 7. Reziduova véta

7 néhoz dostaneme

)P N N o S .
(k+1)2 6 (k+1)4% 90’ (k+1)6 9457 """

Euler nalezl pozdéji i obecny vzorec pro soucty tohoto tvaru; vzorec obsahuje
Bernoulliho éisla, kterd jsme zavedli pomoci (5.41). Ta se poprvé objevila v knize
Ars conjectandi Jacoba Bernoulli (1654 — 1705); viz jesté Historickd poznadmka
na konci této kapitoly.

Poznamka 7.4.14. Podobnym zptisobem jakym jsme v predchazejicim Ptikladu 7.4.13
uzili funkci 7 cotg 7wz 1ze vyuzit i funkei 7/ sin 7z. Rozdil je v tom, Ze pro vSechna k € Z
plati

res(mcotgmz, k) =1, res(m/sinwz, k) = (—1)F.

Na zaveér této partie uvedeme nékolik poznamek:

Poznamka 7.4.15. Postup popsany v predchazejicim Piikladu 7.4.12 lze uzit pro pri-
pad libovolné racionalni funkce R(z) na misté 1/(1 + z), pokud plati analogicky

’/ R(z)z“fldz‘ -0, ’/ R(z)z“fldz‘ —0.
v P2 VP4

Lze tak podéitat i integraly s jinymi hodnotami parametru a, a ¢ Z. Tudy vede i cesta
k vypoctu integralt typu

/000 R(z)dx /7000 R(z)dz = /000 R(—z)dx

s racionalni funkci R, pokud tyto integraly konverguji. Ctenafe odkazujeme napi. na
[38] a [19].

Poznamka 7.4.16. Shriime kroky, podle nichz zpravidla pfi vypoctech integrali
pomoci reziduové véty postupujeme. Zahrnuji: (1) pokud je to nutné, vySetieni
existence zkoumaného integralu, existenci integralu vsak casto zarucuje sama pou-
7it4 metoda, (2) volbu vhodné funkce, kterou budeme integrovat, (3) volbu vhodné
k¥ivky, podél niz budeme integrovat, pfipadné (4) odhady nékterych integrala a
(5) vypocet potifebnych rezidui. Pokud chce ¢tendf ziskat vétsi praxi v uzivani
metod tohoto typu, doporu¢ujeme mu napf. [19], [38], [20] nebo pouzit nékterou
specializovanou sbirku piikladi z teorie funkci komplexni proménné, napf. [9],
[23] nebo [53].

Cviceni
1. Vysvétlete, proé je pro o(t) = e, t € [0, 27]

1 1
/ —dz = 2mi, ale zaroven / —dz =0,
° (p Z - (P Z
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kdyz obé integrované funkce jsou spojité na (y) a obé maji v Inty jediny pdl
v bodé 0!

[Funkce jsou zaroven piimo svymi Laurentovymi rozvoji v bodé 0 a tedy jejich
rezidua v bodé 0 jsou proto snadno ,,vidét“ — je to v prvém ptipadé 1 a ve druhém 0.
Jiné singularity v Int ¢ funkce nemaji, coz vysvétluje podstatu odlisného chovani. ]

. Urcete rezidua nasledujicich racionalnich funkci f ve vSech izolovanych singular-
nich bodech a pripadné i v co

1 1 224+z-1
(a)

23 — 25 (b) 2(1—22) ©) 22(z—1)

[(a) res(f,£1)=—3, res(f,0)=1, res(f,00) = 0;
(b) res(f,0)=1, res(f,£1) = -1, res(f,00) =0;
(c) res(f,0)=0, res(f,1) =1, res(f,00) = —1.]

. Necht P, Q jsou polynomy stejného stupné a polynom @ neni identicky roven 0.
Urcete res (R, 0), kde R = P/Q!

[Jsou—li P, @ stupné 0, pak je zfejmé res (R, 00) = 0. Oznac¢ime-li schematicky
P(Z) = anzn + an71Z7L*1 +---4+ao s Q(z) = bnz" —+ bnilznil + -+ bO ,

a P, @ jsou stupné alesponi 1, je lim. oo R(2) = an/bn, bod 0o je odstranitelnou
singularitou R; podle (F') spoé¢teme

(& _ P<Z>> _

res(R,00) = lim z

imoe \bn Q(2)

= lim Zan(bnz” + bn712"*1 + .- ) — bn(anzn + ‘1n712"71 4. ) _
e O (PR T

_ anbn,1 - anflbn ]

b7,
. Odvodte pro izolovanou singularitu funkci f, g v bodé 2o € S a a, b € C vzorecek
res (af + by, z0) = ares(f, zo0) + bres(g,zo0)!
. Prozkoumejte reziduum res (R, 00) racionalni funkce R(z) = P(z)/Q(z) v pfipadé,
Ze pro stupné polynomd plati st (P) + 1 =st(Q)!
[Uiijeme oznaceni z predchazejicitho cviceni. Podle (F') spoéteme s pfihlédnutim
k tomu, Ze lim; .o R(z) =0:

<O—P(Z)> _ . an—12" +--- _ QGn-1 ]

Q(z) 200 bPzn 4o b,

. Ukaizte, Ze je res (R, 00) = 0 racionélni funkce R(z) = P(z)/Q(z) v pfipadé, ze pro
stupné polynomt plati st (P)+1 < st (Q)! Shriite poznatky o reziduich res (R, co)
pro libovolnou racionalni funkci R!

[Podle (F) spocteme

res(R,00) = lim z
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Odvodte pro funkce f, g a a, b € C vzorecek
res(af + bg,z0) = ares(f,z0) + bres(g,2z0), 20 €S,

pokud mé vyraz vpravo smysl!

Neni obtizné spocitat metodami ,realné analyzy*

/°° de _ m
o w24+1 27

Pro procviceni vypoctéte hodnotu tohoto integralu pomoci reziduové véty !

[Integrujte jako v Prikladu 7.4.7 po ,hranici pulkruhu“. Odhad integralu pfes
oblouk kruznice je jednoduchy (stupeii polynomu ve jmenovateli je o 2 vétsi nez v
Citateli) a pocitame reziduum v bodé 4, v némz m4 integrand jednoduchy pdl. Je

1

2 N
res ((z° +1) 71)—22

z=1 21 ’

> dx 1 [ dx 1. .1 ™
=5 =7 =52m5 =5
o z*+1 2/ _z*+1 2 2t 2

Podobné jako v Piikladu 7.4.7 spoctéte
/ < z2dx |
o 1

[Uiijeme—li stejné oznaceni jako v Prikladu 7.4.7, snadno dostaneme

takze

* z’dr ) .
I:= /700 e 2mi = 2mwi(res(f, z1) + res(f, z2)),

kde tentokrat f(z) = 2z%(z* 4 1)7'. Spoéteme analogicky hodnoty rezidui :

3
_ 1 :Q(l—i), Z :Q(—l—i).
z=z1 4z z=z1 8 424 8

23

424

1

z2=2z9 4z

z2=2z9

Odtud dostaneme, Ze opét jako v Ptikladu 7.4.7 I = 27i\/2(—i)/4 = 7/,/2. ]

Integraci pres hranici ,ctvrtkruhu®, tj. po kfivee ¢ = @1 + p2 = @3, kde
o1(t) =rt, a(t)=irt, tc[0,1] a @2(t)=re", tc[0,7/2]

a limitnim pfechodem pro r — +o0o odvodte vzorec

/°° rdx .
Jo x+1

Proc¢ nevede k cili analogicky postup jako v predchazejicim cviceni?

[Integré,l existuje a je konecny, avSak integrovana funkce je licha, a tak integraci
pres hranici ,,pilkruhu“ dostaneme jen trivialni vysledek, totiz zZe integral pres R
je roven O.]
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(tézsi) Pro pfipad p,q € N, p+ 2 < 2q, se pokuste odvodit vzorec

 xPdr » T
/,oo x2 +1 (1+(-1) )2q sin ((7/2¢)(p+ 1)) !

Ukazte, ze plati

I::/oo dx :27r\/§!
o =341 9

[Integrujeme funkci f(z) = (2% +1)7'. Volba kiivky je patrné jediny problém: je

vhodné integrovat po uzaviené kiivce ¢ = 1 + @2 ~ @3, kde

27i

ety =t, @s(t)=tes , te[0,r] a @at)=re", te[0,21/3].

Pro vSechna dostatecné velkd r > 0 lezi uvnitt kfivky ¢ jediny singuldrni bod
2mi

funkce f. Volba ¢3 souvisi s tim ze (14 (re s )?) o (147371, Zatimco integral
pres @2 lze odhadnout napt.

27w /3 r
dz| < —dt
’ Apzf(Z) ny/o 7,,3_1

a konverguje tedy pfi r — oo k 0, prislusné reziduum v jednoduchém poélu v bodé
¥ = e‘rrz/3 je
—2mi/3
mifay _ L 1 e
res(f,e™”) 3,2
Limita souctu integrali pres ,zbytek kfivky ¢“ je rovna I(l - e2”/3), a tak
dostavame

z=e™i/3 - 3627”/3 - 3

_ —27i/3
1(1—e2m/3):2ﬂ'ie 3T neboli I:2—7r.]

33

Urcete hodnoty integralt

T dz " dz T cos? wdx
— b —_ _— |
(2) /,r5—|—3cosx’ (®) /Tr13—|—12sinx7 (c) /0 12+ 12cosx

[ Postupujte jako v Piikladu 7.4.9; (a) 7/2, (b) 27/5, (c) 7/9. ]
Urcete hodnoty integralt

°° z2 dx © 22z 42 © 2241
L — rorTe gy dz !
(a)/oo(:c2+1)(:c2+9)’ ()/wm4+10x2+9 v (C)[wm4+l v

[ Postupujte jako v Piikladu 7.4.7; (a) 57/12, (b) 27/5, (c) 47v/2/3.]

Pro parametr a € (0, 1) spoététe integral

27
dx
I(a) = —!
(a) /0 l1+acosz
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[Poéitejte podle navodu v Prikladu 7.4.9; je

I S
7 wl—&—%(z—&—l) z ia ¢22+%Z+17

z

pfi¢em# pouze jeden nulovy bod jmenovatele zgp = a~* ( —14+/1— a?) se nachdzi
uvnitf jednotkové kruznice . Spoéteme

res(f(z),20) = <2z + 2)71

2=z 2\/1—a?
z ¢ehoz dostaneme

2
V1—az

Pripomenme, Ze s-nasobnym ,obéhem* kruznice ¢ muzeme spocitat integraly
z f pes intervaly tvaru [r2m, (r+s)2r], 7 € Z, s € N. ]|

= omi 3 res (f(z), 20) =

Neékteré praktické ulohy, napt. vysetfovani stability oscila¢nich obvodii, které lze
fesit i jinymi matematickymi prostiedky, lze také elegantné zvladat i pomoci teorie
funkci komplexni proménné. Zajemce o tuto problematiku odkazujeme napf. na
druhy dil knihy [35], str. 280.



Kapitola 8

Historické poznamky
a komentar

V této kapitole si vSimneme vzniku a vyvoje teorie funkci komplexni
proménné a také okomentujeme ptivod a vyznam nékterych tvrzeni, ktera
jsme v tomto textu dokazali.

O historii zavadéni komplexnich &sel jsme se podrobnéji zminili v Uvodu. Za zminku
stoji fakt, ze ,,geometricky pohled“ na problematiku funkci komplexni proménné ptijal
Louls AUGUSTIN CAUCHY (1789 —1857) teprve v roce 1825. Prace, kterou napsal JEAN-
ROBERT ARGAND (1768 -1822) v r. 1806 a také jeji zdokonalena verze z r. 1815 maély
v tomto sméru mensi vliv nez prace Cauchyho.

Podminku (3) z Lemmatu 1.4.1 publikoval v trochu jiném kontextu CONSTANTIN
CARATHEODORY (1883 — 1950) v [13] a jeji analogie je velmi uZiteénd pii vySetfovani
funkei vice redlnych proménnych; viz napt. [1]. Plyne z ni mj. okamzité to, co ¢tena¥ vi
o vlastni derivaci redlné funkce, Ze totiz nutnou podminkou pro existenci derivace f’(zo)
je spojitost f v bodé w.

Cauchy-Riemannovy podminky se v tisténé podobé objevily poprvé v praci z r. 1752,
kterou napsal JEAN LE ROND D’ALEMBERT (1717—1783). V souvislosti se studiem ro-
vinného proudéni se vyskytly u LEONHARDA EULERA (1707—-1783) a JOSEPHA LAGRAN-
GE (1736—1813), avsak to patrné neovlivnilo vyvoj teorie funkci komplexni promén-
né. R. 1814 se tyto podminky objevily v pfimé souvislosti s funkcemi komplexni pro-
ménné u Cauchyho a kolem r. 1847 u GEORGA FRIEDRICHA BERNHARDA RIEMANNA
(1826 —1866). Poznamenejme, ze nékdy byvaji tyto rovnice nazyvény rovnice d’Alem-
bert-Eulerovy.

Cauchy byl také prvy, kdo od r. 1823 zapisoval Cauchy-Riemannovy podminky ve
formé jediné rovnice (3.3). Na druhé strané teprve r. 1851 si uvédomil souvislost mezi
spojitosti komplexni funkce a spojitosti jejich slozek. Tehdy si patrné, ptriblizné ve stejné
dobé jako Riemann, ktery toho roku dokoncil svoji disertaci, plné uvédomil dtlezitost
téchto podminek pro diferencovatelnost komplexni funkce komplexni proménné.
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V Poznamce 3.2.4 se pracuje s linedrnim zobrazenim L4 a rovnosti (3.11) pro o € R
a a € C. V prvém pripadé fikdme, ze zobrazeni je R-linedrni a ve druhém, Ze zobrazeni
je C-linearni. Ve Vété 3.2.2 a nasledujici Pozndmce 3.2.4 jsme dokazali, Ze zobrazeni f je
komplezné diferencovatelné v bodé z, prdvé kdyz je redlné diferencovatelné (slozky fi, fa
jsou diferencovatelné) a diferencidl je C-linedrnim zobrazenim.

Dokéazané tvrzeni o diferencovatelnosti komplexnich funkci 1ze jesté podstatné zesilit.
Naésledujici podminku publikoval r. 1935 DMITRIJ JEVGENEVIC MENSOV (1892 —-1988):
Funkce f spojitda na otevrené mnoziné G je holomorfni v G, jestlize ke kaZdému bodu
z existuje dvojice rizniych piimek p, p' prochdzejicich bodem z tak, Ze limity

im LW -IG@ - [ @)
w—z, WEP w—=z w—z, wEP’ w—z
existuji v C a jsou si rovny. Souvislostem mezi diferencovatelnosti funkci a tzv. zacho-
vavanim uhld jsme se vénovali jen okrajové, trochu vice nalezne ctenar v Kapitole 9
v ucebnici [K].

Teorii kiivkového integralu budoval Cauchy postupné od r. 1814. Komplexni funkce
v integrandu se u né&j objevuji krétce pred r. 1821 (tehdy poprvé v tisténé formé).
Velmi dlouho vsak trvalo, nez dospél k integraci podél obecnéjsich kiivek. K tomu doslo
prakticky az v praci z r. 1831; viz [49].

Stereografickou projekci pouzival PTOLEMAIOS (asi 100 - 168) k zobrazovani hvézdné
oblohy. Popsané uziti pochazi od Riemanna, v tisku se patrné poprvé objevilo v pra-
ci CARLA GOTTFRIEDA NEUMANNA (1832-1925). Topologicky pfistup umoznil teprve
vznik topologie. Jednobodova kompaktifikace C je specidlnim pfipadem tzv. Aleksan-
drovovské kompaktifikace ; PAVEL SERGEJEVIC ALEKSANDROV (1896—-1982) byl zakla-
datelem sovétské topologické skoly a vyznamné se zaslouzil o studium (bi)kompaktnich
topologickych prostort *).

Definice derivace je standardni, zajimavéjsi je vSimnout si Lemmatu 1.4.1. Podminky
(2) a (3) se &asto uzivaji pfi studiu funkei vice proménngch, resp. zobrazeni z R™ do R¥;
v tom piipadé se A, resp. ¢ interpretuji jako matice; viz [1].

Krivka je relativné slozity topologicky pojem, jehoz definice se zpfesnovala fadu let.
Kofeny tohoto pojmu sahaji k fecké matematice, v niz vrcholily klasifikaci kiivek, kterou
podal ve svych komentarich PAPPOS ALEXANDRIJSKY (asi 290 —asi 350) ve druhé polo-
viné 4. stol. Dalsi pfinosy této problematice souviseji se vznikem analytické geometrie
a infinitezimalniho poctu; tak nap¥. RENE DESCARTES (1596 —1650) studoval rovinné
kfivky stupné vyssiho nez 2. Infinitezimalni metody studia kfivek nachazime jiz u ISAA-
cA NEWTONA (1643 —1727). Problém uréeni délky kiivky byl dokonce jednim z motivii
vzniku infinitezimalniho poc¢tu. Dalsi pokrok pfinesl vznik diferencidlni geometrie, v niz
se tyto metody dale rozvinuly. Cauchy se ve svych pracich nejprve omezoval na velmi
jednoduché ktivky slozené z tsecek a postupné dospél k praci s uzavienymi kiivkami.
Problematiku komplexnich funkci komplexni proménné studoval cca od r. 1814, vyhod-
nost uziti kruznic misto hranic intervald v nékterych tvahéach si vsak uvédomil teprve
v r. 1827; viz [49], str. 136.

Pojem ,obecné“ kiivky jako spojitého zobrazeni f intervalu [a,b] do C resp. R™
se objevuje r. 1887 u CAMILLA JORDANA (1838 -1922). Pro nékteré aplikace pouzival
pojem jednoduché krivky. Vyslovil a ,dokdzal* (ne zcela korektné) Vétu 1.6.21; jeji prvni

1)V ruské terminologii se uzival pro kompaktni prostor termin bikompaktni prostor; viz téz
[Z], str. 394 a nasl..
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bezchybny dfikaz podal teprve r. 1905 OSWALD VEBLEN (1880 —1960). Ctena# by si mél
povsimnout, ze jsme studovali pfevazné vlastnosti nezavislé na parametrizaci, ale kfivku
jsme definovali jako zobrazeni ¢, ne celou tfidu t¥idu jejich parametrizaci.

Pojeti kiivky jakozto kontinua K C R?, které je 7idké v R?, lze stopovat ke GEORGU
CANTOROVI (1845—1918). Jinak feceno, mnozina K nemd vnitini body. Tato podminka
je reakci na objev GIUSEPPE PEANA (1858-1932), ktery r. 1890 sestrojil spojité zob-
razeni intervalu [a,b] C R' na jednotkovy étverec [0,1] x [0,1] C R?; je to kfivka
ve smyslu Jordanovy definice, snadno lze vSak ukazat, ze takové zobrazeni neni proste.
Spojita zobrazeni ¢ : [a,b] — R™, pro néz je vnitiek ({))° # 0, se nazyvaji Peanovy
krivky.

Jestlize je ¢ po ¢astech regularni k¥ivka, je jeji délka L(p) koneénd. Pfi obecnéjsim
pojeti kiivky jakozto spojitého zobrazeni ¢ intervalu [a,b] do C to jiz neni pravda,
dokonce ani v p¥ipads, Ze ¢ je prosté. Poznamenejme, Ze obecné se délka L(p) definuje
vzorcem

Lip) = sup { 3" lo(tr) = p(te-1)l; D = {a=to < -+ < tn =b} € D([a,b])},

k=1

kde supremum se uvazuje vzhledem ke vSem délenim D intervalu [a,b]. Zakladni aparat
pro obecné ktivky, analogicky tomu, ktery jsme vylozili pro po édstech reguldrni kiivky,
je vybudovan napf. v [29].

V otézce konvergence posloupnosti a fad funkci si Cauchy nejprve vyznam stejnomér-
né konvergence neuvédomoval. V prvnich krocich k jejimu vyuziti mél Cauchy pfedchtd-
ce, vyznam pro spojitost limity spojitych funkci (ale ne pro zdménu souctu fady a integra-
lu!) si uvédomil nejpozdéji v praci publikované r. 1853. Dfive, jiz r. 1842, dospél k pojmu
stejnomérné konvergence CARL WILHELM THEODOR WEIERSTRASS (1815-1897) a pa-
trné prvni dokazal véty o derivovani a integraci fad funkci ,Clen po ¢lenu“. Pojem stej-
nomeérné konvergence pak intenzivné vyuzivali Weierstrassovi zaci, ktefi prispéli k tomu,
ze se stal brzo obecné znamy.

Pro pojem bezpodmineéné (absolutni) konvergence dokazal zakladni tvrzeni o shod-
ném souctu prerovnané fady r. 1837 JOHANN PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET
(1805—-1859). Pojem podminecné (neabsolutni) konvergence analyzoval jako prvni Rie-
mann r. 1854 (véta o pferovnavani: viz [Z ], str. 99; tento zasadni vysledek byl publikovan
po Riemannové smrti). Odhady typu Véty 1.7.5 pro mocninné rady uzival v modifiko-
vané formé jiz NIELS HENRIK ABEL (1802-1829) (stejnomérny odhad zbytku). Pojem
normalni konvergence kombinuje vyhody absolutni a lokalné stejnomérné konvergence.
Zaved] ho r. 1908 RENE BAIRE (1874—-1932). Napsal (citat je prelozen z [41]): Ackoli
zavedeni kazZdého nového pojmu musi byt provedeno po peclivé dvaze, zddlo se mi nut-
né charakterizovat krdtkou frdzi pripad nejjednodussi a prevlddajici formy stejnomerné
konvergence rad, jejichZ cleny jsou v absolutni hodnoté odhadnuty nezdpornymi cleny
konvergentni ciselné tady (coz se nékdy nazyvd Weierstrassovo kritérium). Nazgvdm ty-
to Tady normalné konvergentni a doufdm, Ze lidé tuto moji inovaci omluvi. Mnoho dikazu
o Taddch a trochu pozdéji o nekonecnych soucinech se pouZitim tohoto pojmu, ktery je
mnohem snadnéji pouZitelny neZ stejnomérnd konvergence, znacné zjednodusi. Vyuziti
v partiich jako je funkcionalni analyza ukazalo, Ze tento Bairetv krok byl dobfe uvazen.

Mocninné fady patfily jiZz od vzniku infinitezimélniho poc¢tu k duilezitym matema-
tickym néastrojim, avsak jejich pouzivani nebylo svédzano s presnymi znalostmi jejich
vlastnosti. V jistém smyslu, ktery zahy pozname, teorie funkci komplexni proménné
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,Splyva“ s teorii mocninnych fad. Jiz JOSEPH Louls LAGRANGE (1736 —1813) pracoval
s funkcemi, které bylo mozno lokalné vyjadiit mocninnou fadou. V praci Théorie des
fonctions analytiques z r. 1797 chtél dokonce dokazat, Ze lze takto vyjadrit kazdou spoji-
tou funkci. Z té doby pochézi termin analytické funkce; byly to zaroven pravé ty funkce,
které byly tehdy pokladany v analyze za uzitecné. Poznamenejme, ze v dne$ni dobé€ se
Casto uziva nazvu analytické funkce pro jiny typ ,objekti“ (nejsou to jiz zobrazeni),
které umoznuji vhodnym zptisobem zvladat problém ,viceznacnosti“.

Pokud se studuji pouze tzv. formdlni mocninné fady o tomtéz sttedu bez ohledu na
konvergenci, lze o nich fici, ze tvotfi komplezni algebru. Pak u € C ztotozinujeme s fadou
u+ 352, 0%(2 — 20)* a pro

f= Z ar(z — zo)k7 g= Z br(z — zo)lc definujeme
F+g9=> (ar+be)(z—20)", [-9=> pr(z—2)",

kde py := Z?:o ajbi—j; fada ) pi je Cauchyho soudin fad > ag, > bi.

Poznamenejme, ze r. 1821 Cauchy odvodil tvrzeni o konvergenci mocninné rady
véetné vzorce (2.7) z Lemmatu 2.3.1; vzorec popsal slovy, nebot formalni definici lim sup
podal teprve PAUL DAVID GUSTAV DU BOIS-REYMOND (1831 —1889) r. 1882. Cauchy téz
soucasné dokazal vzorec (2.9), pokud v ném uvedena limita existuje.

R. 1888 objevil vzorec (2.7) znovu, patrné zcela nezivisle na Cauchym, JAQUES
HapAMARD (1865 —1963); v té dobé byl studentem znamé Ecole Normale. Piesnou for-
mulaci pak podal v élanku z r. 1888, vlivem kterého se v fadé uéebnic uvadi (2.7) jako
Hadamardav vzorec. Patrné je nejvhodnéjsi uzivat oznaceni Cauchy-Hadamardiv vzorec,
nebot Hadamard dal$im vyuzitim vzorec ,zpopularizoval“; srv. [36].

Upozornéme na zavazny rozdil mezi readlnymi funkcemi redlné proménné a komplex-
nimi funkcemi komplexni proménné. Je-li f nekone¢nékrat diferencovatelnéd funkce na R,
pak soucet jeji Taylorovy fady se stfedem 0 muze konvergovat v R k funkci g, pro kterou
f(x) # g(x) pro vSechna x # 0, ale existuji i funkce f, jejichz Taylorova fada se stfedem
libovolné zvoleném bodé z € R konverguje pravé jen v bodé z; srv. [Z], str. 203, kde je
uveden Cauchyho piiklad z r. 1822 a str. 204, kde je zminén piiklad MATYASE LERCHA
(1860—1922). Naproti tomu pro komplexni funkei f, ktera je (nekonecénékrat) diferen-
covatelna v C, jeji Taylorova fada se stfedem v libovolném bodé zo € C konverguje k f
vsude v C. To jsme dokazali v Kapitole 5.

Uvedme jesté metodickou poznamku: dnes patrné jiz nikdo nepochybuje o tom, ze
vykladat mocninné fady pouze pro funkce reidlné proménné je anachronismus. Je nutné
si proto rozmyslet pouze to, jak mnoho o mocninnych fadach vykladat bez rozvinuti
elementdrni teorie funkci komplexni proménné. To ovsem zalezi na cilech prednasky,
na jeji Casové dotaci, a také na ambicich prednasejiciho dosdhnout u studentt solidni
hloubky porozuméni této partii analyzy.

Vyvoj chapani elementarnich transcendentnich funkci v redlném oboru nebudeme
popisovat; viz nap¥. [Z], str. 178—181. Poznamenejme, ze CARL FRIEDRICH GAUSS
(1777-1855) mnapsal r. 1811 v dopise z 18. prosince 1811 FRIEDRICHOVI WILHELMU
BESSELOVI (1784-1846): Na dplném zacdtku bych Zddal kaZdého, kde chce zavést do
analyzy novou funkci, aby objasnil, zda se spokoji s redingmi veli¢inami (5. s redlnou
proménnou) a bude povaZovat imagindrni hodnoty za néco ne zcela rozvinutého, nebo se
pripoji k mému ndzoru, Ze imagindrni veliciny a +/—1b = a + ib musime povazovat za
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zcela rovnopravné veli¢indm redlnym. Timto vyrokem pfedznamenal do jisté miry ukon-
¢eni vyvojového obdobi jednotlivych komplexnich funkci komplexni proménné a zrod
teorie funkci komplexni proménné.

O diskusich kolem moznych hodnot logaritmu log  pro < 0 jsme se zminili v avod-
ni kapitole. Ty zavrsil Euler, u néhoz se setkdvame s komplexni exponencialou a vzorci
(4.38), které jsou po ném nazyvany. Logaritmus byl pro Eulera mnohoznaénou funkei:
za log z povazoval kazdé komplexni ¢islo w, pro néz je exp w = z. Exponencialu zavadél
jako limitu posloupnosti polynomu i v komplexnim oboru; viz vzorec (4.65). Analogicky
postupoval u logaritmu. Znal vyjadfeni exponencidly fadou (4.24) a jeji vztahy ke gonio-
metrickym funkcim. Patrné jako prvni dospél k soudobému tvaru formule (4.48) nazvané
po ABRAHAMU DE MOIVREOVI (1667 —1754), ktery ji objevil. Pochopeni vlastnosti funkei
arg a log je rozhodujici pro kli¢ova tvrzeni teorie funkci komplexni proménné. Pozname-
nejme jesté, ze ,Cisty pristup® k exponenciéle (bez vyuziti znalosti o redlné exponenidly
exp) jsme se pokusili demonstrovat popisem zpusobu jejiho zavedeni. Charakterizace
elementéarnich funkci pomoci funkcionalnich rovnic mé kofeny opét v pracich Cauchyho,
ktery se vSak zabyval spojitymi redlnymi FeSenimi t&chto rovnic; viz [Z], str. 152 a nésl.

Moivre r. 1707 publikoval numerické piiklady pfedchazejici (4.48). Pravdépodobné
kolem r. 1730 jiz uzival vzorec

cost = % v/ cos nd + isinnd + % Y/ cosnd) — isinnd

a pozdéji, r. 1738, dospél k relativné komplikovanému postupu pro vypocet Y/ z + iy;
rovnost (4.48) patrné nikdy explicitné neuvedl. Dnesni pojeti zavrsil Euler r. 1748 a vlast-
ni formuli (4.48) rigorézné dokézal o rok pozdéji pro vSechna n € Z.

Jako perlicku nematematického charakteru uvedme, Ze zpusob zavedeni m pomoci
nejmensiho kladného nulového bodu funkce cos poslouzil jako zadminka k diskrimina-
ci zndmého némeckého odbornika na teorii ¢isel EDMUNDA LANDAUA (1877-1938) po
nastupu nacistd k moci v Némecku.

Definice funkci tg a cotg je pfirozend (zobecnéni postupu aplikovaného v ,redlném
pfipadé“). K pochopeni jejich hlubsiho vyznamu je potieba dalsi trocha teorie; viz [K],
8. kapitola (o meromorfnich funkcich). Funkce 7 cotg(nz) a 7/ sin(7z) se uzivaji ke s¢itani
fad metodou, plynouci z reziduové véty; viz Kapitola 7.

I hyperbolické funkce byly zndmy pred vznikem teorie funkci komplexni proménné.
Zavedl je r. 1757 VINCENCIO RICATTI (1707—-1775), jejich standardni znadeni poché-
zi od JOHANNA HEINRICHA LAMBERTA (1728 -1777). Jejich prvni tabulky se objevily
r. 1890. Bylo by skodlivé se domnivat, ze jde o samoucelné vzniklé ,neuzitecné“ analogy
goniometrickych funkci; nap¥. grafem funkce cosh |R je kiivka, kterd se nazyva fetézov-
ka. Tvar této kfivky méa napt. drat vysokého napéti mezi vzdalenymi sloupy stojicimi
v téze vysce. Nalézt analyticky popis fetézovky bylo jednim z nejstarsich problému lezi-
cich u zrodu infinitezimélniho poétu. Netspésné se jim zabyval jiz LEONARDO DA VIN-
c1 (1452-1519), avSak jedno z prvnich feSeni metodami infinitezimalniho poétu podal
JOHANN BERNOULLI (1667 —1748). Uzite¢nost hyperbolickych funkci pro teorii funkei
komplexni proménné ukazuji nap¥. vztahy (4.40).

V partii o odmocninéach jsme se ptiblizili castecné algebie. Partie o ,,n-tych odmoc-
ninach z jedné“ tvotila Casto i u nas ¢ast prfednasek z algebry. V historickych knizkach
o algebte lze nalézt fakta o ,algebraickych“ kofenech zkouméni komplexnich ¢isel.

Jistou formu vychoziho Lemmatu 5.2.1 dokazali Gauss r. 1811 a Cauchy r. 1814
a 1825, avSak spojitost derivace byla v jejich dikazech podstatna. Prvni verzi prezento-
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vaného ditkazu objevil r. 1883 EDOUARD JAEN BAPTISTE GOURSAT (1858 —1936) a dopi-
sem ji sdélil CHARLESU HERMITOVI (1822 —-1901). Hermite dopis otiskl r. 1884. Goursat
pouzival obdélniky misto trojuhelnikil. Ze jeho ditkaz nevyuziva ve skuteénosti spojitosti
derivace, explicitné neuvedl; byl si v8ak této skutecnosti zdhy védom. Diukaz formélné
publikovany r. 1884 modifikoval az r. 1900 tak, ze explicitné uvedl predpoklad pouhé
existence f’ .

Triangulacni technika pochézi od ALFREDA PRINGSHEIMA (1850—-1941) a je z r. 1901
a z pozdéjsi prace publikované r. 1903. Dikaz Cauchyho véty lze provést i ,redlnou tech-
nikou* pomoci Greenovy véty; vice o tom a o piibuznych vécech lze nalézt v ¢lanku [57].

Lemma 5.3.1 je vlastné variantou véty o derivovani integrdlu podle (komplexniho)
parametru. Trik s rozvinutim funkce 1/(z — ¢) = 1/(¢(t) — ¢) v mocninnou fadu a za-
ménou pofadi s¢itani fady a integrace pouzil patrné jako prvni Cauchy r. 1831, je vSak
Casto uzivan dodnes; viz jeho varianty v [10], str. 48 & [41], str. 208. Podstatné je, do
jaké hloubky je dfive rozvinut aparat mocninnych rad. Obecnéjsi verzi této véty nalezne
Ctendl napt. v [44], str. 221. Konvergence fady v U(zo, ) vyplyvé pfimo z dikazu, plyne
v8ak mj. i z odhadu pro koeficienty ar pomoci normy || f|| funkce f v prostoru C({y))

_ f(z)dz f(2)] A1 L)
27r|ak|_‘/w(z—zo)k+1 SL’Z_Z§+1’dZ < PRl )

ktery plati pro vechna k € Ny, a z jednoduchych vzorecki (2.8) nebo (2.9) pro polomér
konvergence mocninné rady.

Pfipomenme, ze pfi uziti (5.17) plyne rovnost ind(p,c0) = 0 ,pfirozené* z definice:
integrujeme nulovou funkci. Kdyz jiz vime, k ¢emu mame dojit, lze v pfipadé naseho
chapani kiivek definovat index pomoci (5.17), postupovat nezévisle na Lemmatu 4.6.14
a dokdzat vztah indexu k logaritmu jen s vyuzitim zdkladnich pojmu; viz napt. [44],
str. 223. Srv. téz [3], str. 115; tam je tato cesta v kontextu po ¢astech regularnich k¥ivek
oznacena za nejjednodussi. Velmi obtizné je vystopovat v této souvislosti kofeny uziti
indexu, sahaji vsak patrné az ke Cauchymu.

Pocetni priklady, které jsme zaradili, ilustruji vyuziti jednoduché verze Cauchyho
véty. Vypoctem hodnot integralti podobného typu zacal Cauchy budovat postupné celou
teorii, kterou vytvofil. Integraly z Ptiikladu 5.4.15 hraji dilezitou roli v teorii difrakce
svétla. Jsou pojmenovéany po fyzikovi AUGUSTINOVI JEANOVI FRESNELOVI (1788 —1827).
Pfi vypoctu se vyuziva toho, ze zndme hodnotu Laplaceova integrdlu (5.22); tu lze uréit
mnoha zpusoby. Jeho hodnotu uréil PIERRE SIMON DE LAPLACE (1749 -1827) zcela
nezévisle, diive k ni véak dospél r. 1771 LEONHARD EULER (1707 —1783). Casto se tento
integral nazyva také Gaussuv integrdl, a¢ to byl pravé Gauss, ktery ho poprvé pojmenoval
Laplaceovym jménem. Hodnotu integralu z Prikladu 5.4.17 vypocetl také jiz Cauchy,
avsSak nekorektnim zptsobem. Poznamenejme jesté, ze se oznaceni Fresnelovy integraly

uziva i pro integraly
wcostdt: wsintdt: 17
o Vi o Vi V2

které vzniknou z integrala (5.21) substituci.

Tvrzeni obsazena ve Vété 5.5.3, kterd Cauchy odvodil, markantné ilustruji rozdil
mezi diferencovatelnosti v R a v C. Lze je obdrzet i bez integralni reprezentace Cau-
chyho vzorcem. Cauchy odvodil Cauchyho vzorec (5.31) ve specidlnim tvaru jiz r. 1819,
avsak teprve r. 1831 rozeznal obrovskou silu tohoto nastroje. Pfitom jej uzil pro vSechny
body kruhu jesté v praci z r. 1822. R. 1831 pomoci néj dokazal ¢ast (3) Véty 5.5.3.
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Poznamenejme, Ze k integraci pres obecnéjsi uzaviené kiivky dospél Cauchy teprve az
v r. 1831.

Vétu 5.5.14 dokdzal CARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS (1815—-1897) jinym
zpusobem. Abychom ukéazali mozné aplikace Morerovy véty, vyuZili jsme ji k dukazu
prvni ¢asti tvrzeni. Vyznam, jak postiehl jiz napt. Osgood r. 1896, tkvi v tom, Ze k di-
kazu holomorfnosti f staci pouze zakladni poznatky teorie. Dusledek 5.5.15 lze chapat
jako zobecnéni tvrzeni o derivovani mocninngch Tad ¢len po ¢lenu. Z Véty 5.9.1 plyne
toto tvrzeni: Necht G C C je omezend oblast a {fr} jsou funkce spojité na uzdvéru G
a holomorfni v G, pricemZ je fi = f na OG. Potom fr, = f na G. Specialné jsou spl-
nény piedpoklady Weierstrassovy Véty 5.5.14. Rada Yoo zk/k2 vSak ukazuje, Ze se
stejnomérnd konvergence nemusi prenést na posloupnost ¢i fadu derivaci.

Dusledek 5.5.4 uzavird nas obraz o holomorfnich funkcich: jsou to spojité funkce,
které jsou v jistém presné vymezeném smyslu ,rozumné k¥ivkové integrovatelné“. To je
kromé existence derivace nebo diferencovatelnosti slozek spolu s Cauchy-Riemannovymi
podminkami dalsi popis holomorfnich funkci. V zahrani¢ni literatufe byva nazyvan
Morerova véta. Dusledek 5.5.4 v uvedené verzi dokazali pozdéji jini autofi, mezi ni-
miz byli napf. JEAN DE LA VALLEE POUSSIN (1866 —1962) r. 1893, DIMITRI POMPEIU
(1873-1954) r. 1895, nebo WILLIAM FoGcG OsGoOD (1864—1943) r. 1896. Zda se, ze
Morertv vysledek neznali. GIACINTO MORERA (1856 —-1909) vSak v podstaté dokazal
silnéjsi tvrzeni, které uvadime nize jako Disledek 5.5.10. Podobna tvrzeni, napi. Dtsle-
dek 5.5.9, jsou tuvrzeni Morerova typu; pracuji s uzsi tfidou speciadlnich kfivek a téchto
specidlnich vlastnosti Ize z vyhodou v nékterych tvrzenich vyuzit. Ctenaf by si mél po-
vSimnout dal§iho aspektu Morerovy véty: ta dava mj. pohodlny pFistup k vété o (lokalné)
stejnomérné limité holomorfnich funkci; viz Vétu 5.5.14. To si uvédomili jak Morera, tak
pozdéji Osgood.

Uvedeny princip zrcadleni z Véty 5.5.13 dokazal a déle zobecnil HERMANN AMANDUS
SCHWARZ (1843 —1923) v letech 1867-70; misto pfes pfimku R lze uvazovat ,holomorfni
rozsifeni“ pres obecnéjsi hladké kiivky. Odkazy na ptivodni Schwarzovy préace lze nalézt
napf. v [39], str. 57.

Zdénlivé trividlnim dusledkem Cauchyho vzorce je véta o prameéru. Ackoli se lehce
dokaze, ma dalekosahlé disledky. Jednim z nich je jednoducha verze principu mazima
modulu v nasledujicim Disledku 5.6.3. Ten umoziiuje dokazat otevienost zobrazeni ho-
lomorfni funkci s nenulovou derivaci a zlepsenou verzi véty o derivovani inverzni funkce
z Dtsledku 5.8.3.

Ptiblizné v r. 1831, kdy si Cauchy uvédomil pfednosti prace s kruznicemi, dospél také
ke zobecnéni odhadu z Dusledku 5.6.3: byl schopen odhadnout velikost nejen prvniho,
ale dokonce vsech koeficientit Taylorova rozvoje. Dnes jsou tyto odhady nazyvany zpra-
vidla Cauchyho odhady. Tim se otevielo dalsi pole techniky vyuziti Cauchyho vzorce.
Dusledkem Cauchyho vzorce je také tzv. véta o jednoznacnosti. Jeji vyznam je obrovsky;
ruzné aspekty jejitho vyuziti jsme se pokusili ilustrovat na nékolika ptikladech. Pozna-
menejme v této souvislosti, ze je-li f nekonstantni funkce holomorfni v oblasti G C C,
nema mnozina {z € G; f(z) = a} nejen zadny vnitini bod, ale nemé dokonce zadny
hromadny bod v G; je tedy izolovana v G.
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Neni bez zajimavosti, Ze oba vzorce (5.43) a (5.44) byly zndmy jiz Eulerovi. Vztah
pro (5.43) lze upravit na ,elegantnéjsi“ tvar

2 4 6
z z z z z
icotgizl—Bzg-i—BALE—Baa

R

Lemma 5.7.6 je jednou z pristupovych cest k Liouvillové vété a je samo o sobé
zajimavym tvrzenim. JOSEPH LIOUVILLE (1809-1882) publikoval Vétu 5.7.7 r. 1847
v praci o dvojperiodickych funkcich, jako Liouvillovu vétu ji pojmenoval pozdéji r. 1879
CARL WILHELM BORCHARDT (1817 —1880). P¥ipomindme, ze zde priorita patrné nélezi
Cauchymu, ktery tuto vétu dokazal jiz r. 1844; srv. [10], str. 82. Viz téz Pozndmka 5.9.5.

Jednou z vét, kterou lze pomoci Liouvillovy véty dokézat jako jeji jednoduchy dusle-
dek, je tzv. zdkladni véta algebry, viz Véta 5.7.8. Nazval ji tak vpodstaté Gauss. Také k
ni vede Fada cest. Prvni zminku o ni nachdzime u PETERA ROTHA (77?77 -1617) v préci
z r. 1608, i kdyZ tvrzeni je pfipisovdino ALBERTU GIRARDOVI (1595 —-1632) (1629). Gauss
se k diikazu zakladni véty algebry jesté nékolikrat vratil (1815, 1816) a podal ¢tyfi rizné
dtkazy tohoto tvrzeni. Pokusy o dikaz nachézime jiz u JEANA D’ALEMBERTA r. 1746
a u Eulera; tyto dukazy vSak byly, stejné jako prvni dikaz Gaussiv, z hlediska dne$nich
narokt na pfesnost neuplné. Tak napf. Cauchy dokazal zédkladni vétu algebry nejprve
r. 1817, pak r. 1820 pro polynomy s redlnymi koeficienty a r. 1821 rozsitil tento vysledek
na polynomy s komplexnimi koeficienty; dfive obdrzel ¢astecny vysledek v tomto sméru
r. 1815 JEAN ROBERT ARGAND (1768 —1822). Poznamenejme jesté, ze je publikovano
pres 100 riznych dikazi tohoto tvrzeni.

I kdyZ nelze vytvaret analogickou teorii funkci jako je teorie funkci komplexni pro-
ménné obecné na R™, mé Liouvillova véta analogii v teorii harmonickych funkci na R™;
v tomto pripadé vSak staci napf. omezenost funkce zdola.

Véta 5.9.1 obsahuje nékolik silnéjsich tvrzeni nez to, které je obsahem Diisledku 5.6.3.
Vsechna jsou zpravidla oznacovana nazvem princip maxima modulu. Véta 5.9.4 je opét
zajimava sama o sobé. Pomoci ni Ize dokazat nékteré vysledky jinym zpusobem. AUGUST
GUTZMER (1860—1925) ji publikoval r. 1887. Podle Gutzmera ji objevil CARL GUSTAV
AXEL HARNACK (1851 — 1888), nicméné poprvé se objevila v praci z r. 1806, kterou
napsal MARC-ANTOINE PARSEVAL (1755—1836). Zde jsme zachovali pojmenovani podle
Gutzmera, pouzité jiz dfive v ¢eském textu.

Jak jsme vidéli, vétsinu uvedenych tvrzeni nam umoznil dokazat Cauchyho vzorec pro
kladné orientovanou kruznici. Role kruznice neni pfitom podstatnd, stejné se da pracovat
napf. s hranicemi intervalti. Dosud jsme se zamérili prevazné na odvozeni vysledki
»lokalniho charakteru®; napf. k dikazu toho, ze funkce je holomorfni, jsme ovérili lokdiné
existenci primitivni funkce k f.

Poznamenejme, Ze napt. podminku z Véty 5.5.9 by zfejmé stacilo ovérit pro vSechny
trojihelniky s diametrem mensim nez dané é € Ry. Varianta Morerovy Véty 5.5.10 se
knizné poprvé objevila r. 1912 u WILLIAMA FOGGA OSGOODA (1864 —1943).

Nakonec jesté pripomenme dalsi aspekt popsanych tvrzeni: pravé Cauchyho vzorec
umoznuje pfechod mezi ,,globalni reprezentaci kfivkovym integralem a ,lokalni“ vlast-
nosti, jakou je ziejmé diferencovatelnost vSech fadu.

Véta 6.1.6 se vyskytuje u LOUISE AUGUSTINA CAUCHYHO (1789-1857) v praci
zr. 1840. V ni se vSak Cauchy opiré o jiny pfistup, zalozeny na vété o primeéru. Vzhledem
k dulezitosti véty jsme uvedli navody, jak ji dokazat jinym zptisobem.
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PIERRE ALPHONSE LAURENT (1813—1854) nebyl profesi matematik; jako armadni
inzenyr se podilel na stavbé pristavu v Le Havru. Objev fad ohlasil bez dikazu v kratké
poznamce r. 1843; Cauchy o ném referoval tentyz rok. Je zajimavé, Ze puvodni Lau-
rentova prace nebyla nikdy publikovana; posmrtné byly publikovany Laurentovy tvahy
vCetné dikazu v jiném clanku r. 1863 s komentarem, ktery napsal JOSEPH LIOUVILLE
(1809 — 1882); soucasné byl publikovan podrobny dtkaz, ktery napsal za svého Zivota
Cauchy. Laurentovy fady byly znamy i Weierstrassovi 2). Neékteri matematici jejich objev
nepovazovali za zdvazny. Také u LEOPOLDA KRONECKERA (1823 —1891) pievladl nazor,
ze Laurentovy fady jsou malo vyznamnym dusledkem Cauchyho vzorce z Véty 6.1.6,
ktery nestoji za specidlni oznaceni jménem (o svém kolegovi Weierstrassovi se Kronec-
ker viibec v této souvislosti nezmiiiuje). Na druhé strané napf. Pringsheim vyslovil jiz
r. 1896 podiv nad tim, jak malo pozornosti Weierstrass tomuto svému rannému vysledku
vénoval (,,. .. bez Laurentovych Fad nemd elementdrni teorie funkci Zddny smysl. “)

Charakteristiku odstranitelné izolované singularity pomoci omezenosti v prstenco-
vém okoli singularniho bodu lze stopovat az k praci GEORGA FRIEDRICHA BERNHARDA
RIEMANNA (1826 —1866) z r. 1851 *). Termin pdl zavedli r. 1875 CHARLES AUGUST AL-
BERT BRIOT (1817-1882) s JEANEM CLODEM BOUQUETEM (1819-1885). Véta 6.4.7
prosla delsim vyvojem. Jeji ptivodni verze charakterizuje podstatnou izolovanou singula-
ritu zo funkce f jako bod, ve kterém neexistuje lim._.., f(z). Objevil ji FELICE CASORA-
TI (1835-1890) r. 1868, pozdéji CARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS (1815—1897)
dospél nezavisle k tomuto vysledku r. 1876. Protoze je toto tvrzeni netrividlnim jadrem
Véty 6.4.7, uziva se pro ni zpravidla nazev Casorati- Weierstrassova véta. Vétu také zcela
nezavisle objevil JULIAN VASILJEVIC SOCHOCKIJ (1842—1927).

Tvrzeni v bodu (3) Véty 6.4.7 lze zesilit. R. 1879 dokézal CHARLES EMILE PICARD
(1856 —1941) tzv. velkou Picardovu vétu. Ta Fika, ze je-li zo € S podstatnou singularitou
funkce f, existuji takovd 1o € Ry a w € S, Ze pro viechna prstencovd okoli P(zo,r),
0 <r <ro, je f(P(z0,7)) = C\ {w}, kde tato jednobodovd mnozina nezdvisi na r. Pro
funkci f(z) = exp(1/z) je napf. w = 0: f(P(0,p)) pro vsechna p € Ry neobsahuje 0.
Pokud w = oo, nabyva f v P(z0,7) vSech hodnot z C. K bliz§imu sezndmeni s timto
tvrzenim doporucujeme ¢tenafi hezky ¢lanek [57]; viz téz [19].

Tvrzeni o vztahu pdli a nulovych bodt maji pfevazné technicky charakter, jsou vSak
velmi uzite¢nd pri vypoctech.

Dalsi ¢ast kapitoly je kratkym pohledem na zajimavou problematiku rozsifovani ho-
lomorfnich funkci. Véta 6.6.3 ukazuje, ze kazda funkce definovana jako soucet mocninné
fady v kruhu konvergence U(0, R)

f(z) = Zakzk (8.1)

ma na konvergencni kruznici alespon jeden singularni bod. Vznika otazka, zda lze vSech-
ny nebo alespoii jeden z nich uréit z posloupnosti koeficientd {ar}. LEON FRANGOIS
ALFRED LECORNU (1854 —1940) publikoval r. 1887 ¢lanek, ve kterém se pokusil dokazat
o fadé (8.1), Ze existence limity

¢:= klingo (ar/aks1) (8.2)

2) Jak se uvadi v [41], Weierstrass znal prokazatelné fady tohoto typu uz v r. 1841, aviak
jeho vysledek byl publikovan az r. 1897; uzival pro né termin mocninné fady.
3) Jde o Riemannovu dizertaéni préci.
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zaruéuje, ze soucet f fady (8.1) ma na hranici kruhu konvergence jeding singuldrni bod
¢. Obrécenou vétu, tj. ze existence jediného takového bodu ( zarucuje rovnost (8.2),
dokazali G. KONIG r. 1876 a GASTON DARBOUX r. 1878. Lecornovo tvrzeni vyvratil
JACQUES SALOMON HADAMARD (1865—1963) pomoci fady

Z_:(l+%>zk7

k=0

jejiz soucet (1 — 2)™' + log(1 + z) mé na jednotkové kruznici dvae singularni body +1;
zaroven dokazal, ze Lecornovu podminku je tfeba nahradit podminkou

1/k

a
k <1.

lim sup
k—oo Qk+1

Jako nejlepsi bibliograficky pramen, popisujici Zivot a matematické vysledky Hadamar-
dovy, lze doporudit obséhlou knihu [36].

Priklad 6.6.5 je jen jednim z mnoha moznych. Kronecker i Weierstrass védéli z teorie
tzv. modularnich funkci, Ze jednotkova kruznice K (0, 1) je hranici funkce 1+2 3777 P
R. 1891 dokézal ErRIC IVAR FREDHOLM (1866 —1927), zZe pro kazdou funkci

fz) ="

kde 0 < |a| < 1, je K(0,1) opét hranici f; v tomto pfipadé fada konverguje vsude
v M :=U(0,1) U K(0,1) a soucet f je ,hladkd“ funkce na M. Existuje mnoho dalsich
vylepSeni tohoto vysledku, zminime se vsak o jediném. R. 1892 Hadamard dokézal toto
tvrzeni: Necht {ax} je rostouct posloupnost piirozenych éisel a mocninnd tada v definici
funkce f

f(z):= Z apz™"
md polomér konvergence R € Ry . Jestlize pro néjaké § € Ry plati pro vSechna dostatecné
velkd k € N nerovnost

Qpt1 — g > o,
pak je K(0, R) := {z € C; |z| = R} pfirozenou hranici funkce f.

Jestlize ma mocninnd fada (8.1) polomér konvergence R = 1, je mnozina singuldr-
nich bodud f uzaviend v K := 9U(0,1). Pokud je vlastn{ podmnozinou K, existuje bod
¢ € K afunkce g € H(U(¢,r)) tak, ze g(z) = f(2) pro z € U(¢,r) N U(0,1). Funkci f
1ze rozsifit holomorfné na otevienou mnozinu G = U(¢,r) UU(0,1) a U(0,1) je vlastni
podmnozinou G. Tato véc stoji v pozadi Weierstrassovy teorie, zaloZzené na ,,pokracovani
pomoci mocninnych fad“. Se specidlnim pfipadem této techniky jsme se setkali pti kon-
strukci spojité vétve logaritmu, kdy jsme pokryvali () kruhy, na nichz byl logaritmus
vyjadien souc¢tem mocninné fady. Podstatné je zde to, ze ,slepenim“ kone¢né mnoha
otevienych kruht Ui, £ = 1,...,n, z nichz kazdé dva po sobé jdouci maji neprazdny
prunik a jejichz symetricky rozdil (U \ V) U (V \ U) je neprazdny, dostaneme prostie-
dek pro rozsifovani holomorfni funkce fi1 z U; postupné hodnotami fr na Uy az na f,
na U,. MiZe se vSak stat, ze G := Uy N U, # 0 a pfitom restrikce na G nesplyvaji,
tj. fi| G # fn| G. Tudy vede cesta k tzv. analytickym funkcim, které umoziiuji korektni
préaci s jiz dfive zminénymi ,vicezna¢nymi funkcemi“.

Piiklad 6.6.5 ukazuje, ze je-li G = U(0,1), existuje takova funkce f € H(G), pro
kterou je OG jeji pfirozenou hranici; nékdy se v tomto pripadé fika, ze G je mnoZinou
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holomorfnosti funkce f. D4 se nejenom dokazat, ze ke kaZdé neprazdné oteviené mnoziné
G C C ezistuje f € H(G), jejiZ prirozenou hranici je G, ale ze takovych funkci je
v H(G) v jistém smyslu vétsina .

Prvni ¢ast Kapitoly 7 ma obecny charakter a obsahuje tvrzeni, ktera nejsou specificka
pro teorii funkci komplexni proménné. Jde o tvrzeni z topologie roviny, dopliujici latku
tradi¢né prednasenou v kontextu metrickych prostorii.

Vypocet hodnot integrala byl pro Cauchyho prvotnim motivem pro studium proble-
matiky funkci komplexni proménné. V jistém smyslu sahaji pocatky vypoctu rezidui az
ke Cauchyho préaci z r. 1814. Reziduum bylo nejprve chapano jako (nenulova) hodnota
integralu komplexni funkce komplexni proménné, souvislost s integralem po uzaviené
kiivce a se singularitami funkce byla objevovana postupné v prubéhu vyvoje teorie;
viz [39].

Cesta k dnesni formé reziduové véty zacinala sice vypoctem jednotlivych integrali,
ale pocatky teorie nalézame teprve v Cauchyho praci z r. 1826. V ni je reziduum defino-
véano v pdlech veelku stejnym zptusobem jako v Definici 7.2.1. V této praci Cauchy slibuje
vyuziti v mnoha aplikacich, napt. pro rozklad racionélni funkce, Lagrangetv interpola¢ni
vzorec, feseni linearnich diferencialnich a diferen¢nich rovnic apod. Pro soucet rezidui
vzhledem k odpovidajici mnoziné polu zavadi nazev integrdlni reziduum. Zabyvéa se také
metodami vypoctu rezidui. Poznamenejme, Ze obdobu tvrzeni z Lemmatu 7.2.3 dokéazal
Cauchy jiz dfive r. 1825.

Je zajimavé, ze v praci z r. 1827 se Cauchy zminuje poprvé o Eulerové ¢lanku z r. 1775.
V ném zavadi Euler pojem ekvivalentni reziduu pro jednoduché poly. Uvadi se, Zze na
tento pramen Cauchyho patrné upozornil SYLVESTRE-FRANGOIS LACROIX (1765 —1843).
Teprve o dva roky pozdéji, r. 1829, Cauchy poprvé pracuje s podstatnou singularitou.

Cauchy dosahl v obdobi po r. 1825 vyrazného pokroku mj. v metodach vypoctu
integrali a urcovani souctt fad. Pro nas je zajimavé, ze v této dobé vyuzivad vyhod
polérnich soufadnic a ze teprve v této dobé objevuje vyznam studia integralt vzhledem
k uzavrengm kiivkam.

Metody vypoctu rezidui nemaji standardni nazvy a do jisté miry se ptrekryvaji.
Bylo by chybou se domnivat, Ze existuje spolehlivy navod, kterou metodu vypoctu si
vybrat jako optimalni pro dany pfiklad; zde je patrné nejlepsi snazit se ziskat urcitou
praxi samostatnym poéitdnim piikladii z vhodné sbirky. Viz napt. [23] nebo [53]. Mnoho
prikladil 1ze nalézt i v [19] a [20].

Neni bez zajimavosti, ze Cauchy prozil nemalou ¢ast svého zivota v exilu v Praze
(1833 -1838) jako vychovatel a ucitel syna francouzského krale Karla X, ktery v Praze
nékolik let zil. Byl (zahrani¢nim) ¢lenem Krdlovské ceské spolecnosti nauk a ta vydala
dvé Cauchyho prace (1835, 1836). Publikoval vysledky ¢asto nékolikrat s riiznymi vy-
lepsenimi. Tak napf. prvni vysledky o integralech s redlnymi mezemi jsou z r. 1814, pak
r. 1817 pracoval s integraly komplexnich funkeci (s redlnymi mezemi) a asi od r. 1825
s integraly komplexnich funkci vzhledem ke specidlnim kfivkam. Po integraci vzhledem
ke kruznicim r. 1827 pfesel teprve r. 1831 k integraci vzhledem k Jordanovym kfivkam.
Vyznam Cauchy-Riemannovych podminek pro diferencovatelnost si plné uvédomil az
r. 1851, tedy v roce vydani Riemannovy disertace. Detailnéjsi rozbor Cauchyho vysled-
ku lze nalézt v [49].

Jesté poznamka ke zpiisobu psani: Ceskd verze nazvu pro reziduum vznikla (rozum-
né) pocesténim, nikoli prekladem; uzivame vSak stale oznaceni res(f, z0) se ,s“, nikoli

rez (f, 20).
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