
8

非 線形制 御系 における外乱の隔離可 能性†

石 島 辰 太 郎＊

The Disturbance Decoupling Problem of Nonlinear Control Systems

Shintaro ISHIJIMA*

In the disturbance decoupling problem (DDP)

of the linear system (A, B, C), the A-invariant

subspace and the (A, B)-invariant subspace are

proved to play a key role. The purpose of
this paper is to extend the study of the DDP

to nonlinear control systems.

It must be noted that the problems are stated

on the tangent bundle over the state space.

The state space and the tangent bundle over

it can be identified in the analysis of linear

systems, but they must be distinguished in the

case of nonlinear systems. So it is needed to

establish the corresponding concepts in the

state space to extend the A-invariance and the

(A, B)-invariance to nonlinear systems. From
such a point of view, the invariant structure

and the structure which can be modified in-

variant by nonlinear state feedback are intro-

duced as the state space representations of the

A-invariant subspace and the (A, B)-invariant
subspace.

The main result obtained here, is the alge-

braic necessary and sufficient condition for the

DDP of the nonlinear control systems.

1. は じ め に

外 乱 の隔 離 可 能 性 の 問 題 は, 状 態 フ ィ ー ドバ ッ クを

考 慮 した シス テ ムの 分 割 問 題 な どの 基 礎 と な る 問 題 と

して 重 要 で あ る. す で に線 形 シス テ ム に お い て は, こ

の 問 題 は多 くの 人 達 に よ って 研 究 され, ほぼ 完 全 な 形

で 解 決 され て い る. と くに Wonham ら は1), この よ

うな 問 題 で は, シス テ ムオ ペ レー タ に対 し て 不 変 な 部

分空 間 (A-invariant subspace)と, 状 態 フ ィー ドバ ッ

クに よっ て 不 変 に で き る 部 分 空 間 ((A, B)-invariant

subspace) とが 重 要 な役 割 を果 す こ と を 示 した.

一 方, 非 線 形 シ ス テ ム の 可 制 御 性 や 可 観 測 性 に 関 し

て, 微 分 幾何 学 的 な 手 法 を適 用 す る こ とに よ り, い く

つ か の 代 数 的 な 結 果 が 導 か れ て い る2),3),7). そ して こ

れ らの結 果 も ま た, 幾 何 学 的 には, シ ス テ ム の 定 義 す

る ベ ク トル 場 に 対 す る部 分 多 様 体 の 不変 性 に 密 接 に 関

係 して い る. し た が って, 非 線 形 シス テ ム の 外 乱 の 隔

離 可 能 性 の 問 題 に お い て も, 線 形 シ ス テ ム に お け る

(A, B)-invariant subspace に相 当 す るょ うな概 念 が 重

要 と な る と予 測 され る.

本論 文 の 目的 は, 以 上 の観 点 か ら線 形 シ ス テ ム にお

け る二 つ の不 変 部 分 空 間 の 概 念 を 非 線形 シ ス テ ム に 拡

張 し, これ ら の 機 念 を用 い て, 非 線 形 シ ス テ ム に お け

る外 乱 の 隔離 可 能 性 に 関 す る代 数 的な条 件 を導 くこ と

で あ る. と こ ろ で, 線 形 シス テ ムで は, そ の線 形 性 に

よ り状 態 空 間 と 接 空 間 を ま っ た く同一 視 し て 扱 う こ

とが で きた が, 非 線 形 シ ス テ ムで は, これ らは 厳 密 に

区別 され るべ き で あ る. 実 際, 線 形 シス テ ムで, A-

invariant subspace と よ ばれ て い る部 分空 間 は, 接 空

間 に お け る部 分 空 間 で あ り, 状 態 空 間 に お け る幾 何 学

的 な理 論 展 開 の た め に は, これ に対 応 す る 不変 性 の 概

念 を状 態 空 間 に 導 入 す る必 要 が あ る. この よ うな 考 察

に基 づ いて, 2節 で, 不 変 構 造 お よび 不 変 化 可 能 構 造

の概 念 が 導 入 さ れ る. つ ぎ に, 3節 で は, 不変 構 造 に

つ いて の基 本 的 な 性 質 を, 接 バ ン ドル に お け る特 徴 と

い う立 場 か ら考 察 す る. これ ら の結 果 を 用 い て, 4節

で は, 不 変 化 可 能 構 造 に対 す る代 数 的 な 結 果 を 導 き,

外 乱 の 隔 離 可 能 性 に 対 す る局 所 的 な必 要 十 分 条 件 を 導

く.

2. 問題の記述 と定義

議 論 の対 象 は, つ ぎ の微 分 方 程 式 で 記 述 され る シス

テ ム とす る.

x=X0(x)+Σrj=1Xj(x)uj (1)

y=g(x) (2)

Rnをn次 元 ユ ー ク リ ッ ド空 間 とし, こ れ を状 態空

間 とす る. ま た, x(t)∈Rnを 状 態, y(t)∈Rmを 出 力,
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u(t)=(u1, …, ur)(t)∈Rrを 入 力 と よ ぶ.

Xj(x), j=0, 1, …, rは, Rnで 定 義 され た 完 備 な

解 析 ベ ク トル 場 と し, g(x)は, Rnか らRmへ の解 析

写 像 とす る. こ こで, 集 合DをD△={X0, …, Xr}と 定

義 し, (1), (2) 式 で 記 述 さ れ る シ ス テ ムを シ ス テ ム

(D, g) と よぶ.

シ ス テ ム (D, g) に 対 して, 外 乱 ω=(ω1, …, ωl) が

加 わ る つ ぎの よ うな シ ス テ ム を 考 え る

.x=X0(x)+Σrj=1Xj(x)uj+Σlj=1Yj(x)ωj (3)

y=g(x) (4)

こ の時, L={Y1, …, Yl}と し, この シ ス テ ム を シ ス

テ ム (D,g,L)と よぶ. た だ し, Yi, i=1, …, lはRn

上 の解 析 ベ ク トル 場 とす る. い ま, Ωを 有 界 可 測 関 数

の 集 合 と し, これ を 許 容 制 御 と よぶ. ま た, 微 分 方 程

式 (3) のx0を 初 期 値 と し, u∈Ωr, ω∈Ωlに対する

解 をx(t, x0, u, ω) で 表 す.

【定 義2.1】

シ ス テ ム (D,g,L) に お い て, 点x0∈Rnの 近 傍U

で, xs∈Uと す る と き, x(t,xs,u,0)∈Uか つx(t,

xs,u,ω)∈Uで あ る よ うな任 意 のtと, u∈Ωr, ω∈Ωl

に 対 して

g(x(t,xs,u,0))=g(x(t,xs,u,ω)) (5)

が 成 立 す る もの が 存 在 す るな ら, 外 乱 ωは, シ ス テ ム

の 入 出 力 関 係 か ら隔 離 され て い る とい う.

つ ぎに, 次 式 の よ うな フ ィー ドバ ッ ク制 御 を 考 え る.

uj(t)=fj(x(t))+vj(t)j=1,…,r (6)

こ こで, fj, j=1,…,rはRn上 の解 析 関 数 とす

る. 状 態 フ ィー ドバ ッ ク (6) を シ ス テ ム (D,g,L) に

施 し た とき の点x0を 初期 点 と し, v=(v1,…,vr)∈Ωr

お よび ω∈Ωlを 入 力 とす る解 をx(t,x0,v,ω) で 表

す.

【定 義2.2】

シ ス テ ム (D,g,L) に お い て, 点x0∈Rnの 近 傍U

とUで 定 義 され た 状 態 フ ィー ドバ ッ ク (6) で つ ぎ の性

質 を 満 た す もの が 存 在 す る と き, 外 乱 ωは, 点x0で

シ ス テ ムの 入 出 力 関 係 か ら隔 離 可 能 で あ る とい う.

∀xs∈U, ∀u∈Ωr, ∀ω∈Ωl,

x(t,xs,u,ω)∈U,

x(t,xs,u,0)∈U⇒

g(x(t,xs,u,ω))=g(x(t,xs,u,0)) (7)

さ ら に, シ ス テ ム (D,g,L) に 電 い て, 外 乱 ωが 任

意 の 点x0∈Rnで 隔 離 可 能 で あ る と き, ωは 隔 離 可 能

で あ る と い う.

(注意2.1) 以 下 の 議 論 は す べ て 局 所 的 な議 論 で あ

る. した が って, 解 の 存 在 は 常 に 保 証 され て い る と考

え て も一 般 性 は失 わ れ な い. ま た, こ こで は状 態 空 間

を ユ ー ク リッ ド空 間 と して い るが, 状 態 空 間 を一 般 的

な 解 析多 様 体 と し て も, 以 下 の議 論 は その ま ま成 立 す

る.

ベ ク トル 場 の集 合Hが 与 え られ た と き, Hと ベ ク ト

ル 場 の間 の リー 積 [,] に よ って 生 成 され る リー 代数

を記 号D(H) で 表 す. ま たD(H) の 積 分 多 様 体 で,

点x0∈Rnを 通 る も の をI(D(H), x0) で 表 す. た だ

し, リー 積 [,] は, ベ ク トル 場

X=Σnj=1ξj∂/∂xj, Y=Σnj=1ηj∂/∂xj

に 対 して, 次式 で定 義 さ れ る4).

[X,Y]=Σnj=1(Σnk=1(ξk∂ηj/∂xk-nk∂ξj/∂xk))∂/∂xj

こ こで, シ ス テ ム (D,g) は 可 到 達 で あ る と仮 定す

る. す な わ ち, 任 意 の 点x∈Rnで

dimD(D)(x)=n (8)

が 成 立 す る と仮 定 す る3). た だ し, D(D)(x) は リー代

数D(D)の 要素 に よ って 点xで 張 られ る ベ ク トル空

間 を表 す. 一 般 に, この 仮 定 が 成 立 し な い場 合 につ い

て は4節 の 最 後 で 論 じ る.

線 形 シス テ ム で は, この よ うに定 義 され る外 乱 の隔

離 可 能 性 に つ い て つ ぎ の 定 理 が 知 られ て い る1). い ま,

シス テ ム (A, B, C, E) を 次 式 で 記 述 され る もの とす

る.

x=Ax+Bu+Eω (9)

y=Cx (10)

《補 助 定理2.1》1)

線形 シ ス テ ム (A, B, C, E) で, 外 乱 ωが シ ス テ ム

の入 出力 関 係 か ら隔 離 され て い る た め の必 要 十 分 条 件

は, 次 式 を 満 た す 部 分 空 間Sが 存 在 す る こ とで あ る.

R(E)⊂S⊂N(C) (11)

AS⊂S (12)

ま た, 外 乱 ωが 隔離 可 能 で あ るた め の 必 要 十 分 条 件 は

(11) 式 を 満 た し, か つ 次 式 を 満 た す 部 分 空 間Sが 存

在 す る こ とで あ る.

AS⊂S+R(B) (13)

た だ し, R(K) は マ ト リクスKの 値 域 を表 しN(C) は

Cの null space を 表 す とす る.

(12) 式 の 性質 を満 たす 部 分 空 間 はA-invariant sub-

space と よば れ, (13) 式 の 性 質 を 満 た す 部 分 空 間 は

(A,B)-invariant subspace と よば れ る. と こ ろで, 前

節 で も述 べ た よ うにSは, 状 態空 間 に お け る部 分空

間 で は な く, そ の接 空 間 に お け る部 分 空 間 で あ る と考

えるのが 自然 で あ る. そ こで, 状態 空 間 に お け る対 応

す る概 念 を得 る た めに, 定 義2.1を 直 接 適 用 して み よ
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う. 定 義2.1に よれ ば, 点x0で 外 乱 ωが 隔 離 可 能 で

あ ると は, 次 式 が成 立 す る こ と と等 価 で あ る.

CeAtx0+C∫t0eA(t-τ){Bu(τ)+Eω(τ)}dτ

=CeAtx0+C∫t0eA(t-τ)Bu(τ)dτ (14)

そ こで, 上 式 の 右 辺 を Cx(t,x0,u), 左 辺 をCx(t,x0,

u,ω) とお き, x(t,x0,u,ω)-x(t,x0,u)=⊿x(t,ω)と

お けば, 上 式 か ら ⊿x(t,ω)∈Sが 常 に成 立 して い る こ

とが 容 易 に 導け る. す なわ ち, (14) 式 は状 態 空 間Rn

に おい て, 部 分 空 間Sに よ っ て定 義 され る等 価 関 係

を表 して い る. い ま, この 等 価 関 係 に よ ってRnに 定

義 され る葉 層 構 造5)を考 え る と, (14) 式 は, この葉 層

構 造 が シ ス テ ム (D,g,L) の 任 意 の解 曲 線 に対 し て不

変 で あ る こ とを 表 し て い る と考 え る こ と もで き る. こ

の 考 え方 を一 般 化 し て, 接 空 間 に お け る不 変 性 に対 応

した状 態 空 間 に お け る 不 変 性 の 概 念 をつ ぎの よ うに導

くことが で き る.

【定 義2.3】

シ ス テ ム (D,g) に お い て, そ の状 態 空 間 に葉 層 構

造Lが 定 義 され て い る とす る. この とき, シス テ ム

(D,g) の任 意 の 解 曲線x(t,x0,u) に 対 して

∀t∈Rx(t,L(x0),u)=L(x(t,x0,u)) (15)

が成 立 す る と き, 葉 層 構 造LはD不 変 構 造 で あ る と

い う. さ らに, 状 態 フ ィー ドバ ッ ク (6) で

∀t∈Rx(t,L(x0),v)=L(x(t,x0,v)) (16)

を満 た す もの が 存 在 す る ときLをD不 変 化 可 能 構 造

で あ る とい う.

3. D不 変 構 造

前 節 で導 入 したD不 変 構 造 は そ の定 義 か ら も明 らか

な よ うに, シ ス テ ム の 可 観 測 性 と 密 接 に関 係 して い

る. い ま, D不 変構 造Lは, そ の定 義 か ら局 所 的 に

は, 一 定 の次 数 を もつ 部 分 多 様 体 の集 ま り とな って い

る. そ こで, L(x) でxを 通 る葉 を 表 す とす れ ば,

L(x) は 局 所 的 に つ ぎ の よ うに 表 す こ とが で き る.

U∩L(x)={z∈U|h(z)=h(x)}

た だ し, Uはxの 適 当 な近 傍 とす る. こ こで, hをL

の局 所 表 現 と よぶ こ と にす る. した が って, D不 変 構

造 はつ ぎの よ う にい い か え る こ とが で きる.

《補助 定 理3.1》

葉 層 構 造Lの 局 所 表 現 をhと す る. この と き, L

がD不 変 構造 で あ るた め の必 要 十 分 条 件 は, シス テ ム

(D,g) の 任 意 の解 曲線x(t,u) に対 し て

h(x1)=h(x2), x1∈U, x2∈U

⇒ ∀t∈I={t|x(t,x1,u)∈U,x(t,x2,u)∈U}

h(x(t,x1,u))=h(x(t,x2,u))

が 成 立 す る こ とで あ る.

し たが って, D不 変 構 造Lは シス テ ム(D,h) の 分

離 不 能 多 様 体 を 葉 とす る葉 層 構 造 で あ る とい い か え る

こ とが で き る. と ころ で, 著 者 らは 文 献7) に お い て,

す で に 分 離 不 能 多 様 体 の接 空 間 の 構造 に つ い て つ ぎ の

結 果 を 導 い て い る. 多 様 体Mの 点xに お け る 接 空 間

をTx(M) で 表 し, Mを 底 空 間 とす る接 ハ ン ドル を

T(M) で 表 す. ま た, M上 で 定 義 され た す べ て の 解

析 ベ ク トル 場 の 集 合 をV(M) で表 す.

《補 助 定 理3.2》

シ ス テ ム (D,h) の 点x0を 通 る分 離 不 能 多 様 体 は,

局 所 的 に は, V(U) の部 分 リー代 数Lで, つ ぎ の 性

質 を 満 た す もの の積 分 多様 体I(L,x0) で 与 え られ る.

[D),L]⊂L (17)

dh・L=0 (18)

た だ し, Uは x0∈Rnの 適 当 な近 傍 と し, [D,L] は

集 合 {Z|Z=[X,Y], X∈D, Y∈L} を 表 す.

この 定 理 に よ って, D不 変 構 造 は (17) 式 の 性 質 を満

た す 部 分 リー代 数Lに よ って 定 義 され る こ とが わ か

る. 一般 に, リー代 数Lが 与 え られ た と き, Lは 必

ず し も任 意 の 点x∈Rnの 近 傍 に葉 層 構 造 を定 義 す る5)

とは 限 らな い が, 仮 定 (8) が 満 た され るな ら (17) 式 を

満 た す 部 分 リー 代 数Lは 必 ず葉 層 構 造 を定 義 す る こ

とが 証 明 で き る.

《補 助 定 理3.3》

Rnの 点x0の 近 傍Uで 定 義 され た 解 析 的 な リー 代

数Lが 条 件 (17) を 満 た し, か つDが 条 件 (8) を 満 た

す とす る. この と き, Lは 条 件

∀x∈U, dimL(x)=k (定数) (19)

を 満 た す. いい か え れ ば, LはUに 葉 層 構 造 を定 義

す る.

(証明) 二 つ の 点x1お よびx2に お い てdim L(x1)

≠dimL(x2) が 成 立 す る とす る. い ま, Dが 条 件 (8)

を 満 た す こ とか らD(D) の 適 当 な ベ ク トル 場Xの 積

分 曲 線Xt(・) に よ ってx1とx2を 結 ぶ こ とが で き

る. す な わ ち,

Xt(x1)=x2

を 満 た すtが 存 在 す る. 解 の 存 在 と唯 一 性 に よ り,

Xt(x1) はTx1(U) か らTx2(U) へ の微 分 同相 写 像

(Xt)＊を 誘 導 す る. と こ ろで, 任 意 の 解 析 ベ ク トル 場

Yに つ いて つ ぎ の テ ー ラ ー展 開 が 知 られ て い る4).

(Xt)*Y(x1)=Σ∞h=0(-t)h/h![Xh,Y](x2)

た だ し, [Xh,Y]=[X,[Xh-1,Y]], [X0,Y]=Yと

す る. と こ ろが (17) 式 か ら, Y∈Lな ら任 意 のX∈D
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(D) に 対 し て[X,Y]∈Lが 成 立 す る. ゆ え に

(Xt)＊L(x1)⊂L(x2)

とな り, 逆 もま った く同 様 に 証 明で き る. し た が って,

(Xt)＊L(x1)=L(x2)

が 成 立 し, した が ってdim L(x1)≠dim L(x2)と は な

り得 な い.

(注意3.1) (19)式 の 条 件 を 満た す リー代 数 は 一 般 に

involutive annalytic distribution と よば れ て い る4).

定 理 で は(17)式 の性 質 を 満 た す リー代 数 が(19)式 を満

た す た め に, シ ス テ ム(D,g)の 可到 達 性(6)を 仮 定

した が, 実 際 に は よ り弱 いつ ぎの 仮定 で 十 分 で あ る.

∀x∈Rn, D(D)(x)+L(x)=Tx(Rn) (20)

(20)式 はD(D)の 積 分 多 様 体 とLの 積 分 多 様 体 が 横

断 的 に 交 わ る こ とを意 味 して い る.

以 下, (17)式 を満 たす リー代 数 をD不 変 リー代 数 と

よ ぶ. D不 変 リー 代 数 は, 線形 シ ステ ム に お け るA-

invariant subspace の概 念 の 自然 な 拡 張 と な っ て い

る. と こ ろ で, つ ぎの定 理 は補 助 定 理3.2か ら明 らか

で あ る.

《補 助 定 理3.4》

シ ス テ ム (D,g)で, つ ぎ の性 質 を 満 た す 最 大 の リ

ー 代 数Lが 存 在 す る.

[D,L]⊂L (21)

dg・L=0 (22)

(証明) L1とL2を(21), (22)式 を 満 た す リー 代 数

とす る. この と き, ラ ロベ ニ ウス の 定 理 か ら リー代

数D(L1∪L2)も (22)式 を満 たす. ゆ え に(21)式 が

D(L1∪L2)に つ い て成 立 す る こ とを 示 せ ば定 理 は証

明 され る. Y1∈L1, Y2∈L2と す る. と の と き, 任

意 のX∈D, に対 して

[X,[Y1,Y2]]=[Y1,[X,Y2]]-[Y2,[X,Y1]]

∈D(L1∪L2) (23)

が 成 立 す る. Y1, Y2は 任 意 だ か ら, (23)式 よ り明 ら

か に [D,D(L1∪L2)]⊂D(L1∪L2) と な る.

Lの 積 分 多 様 体I(L,x) は点xを 通 る シ ス テ ム

(D,g) の 分 離 不 能多 様 体 を表 して い る. ま た, ベ ク ト

ル 場YがLの 要 素 で あ る こ とを示 す た め に, Y=0

mod(D,g)と か く. 以 上 の定 理 に よ って, つ ぎの こ

とが わ か る.

《定 理3.1》

シ ス テ ム (D,g,L) で, 外 乱 ωが 点x0で シ ス テ ム

の入 出 力 関 係 か ら隔 離 され て い るた め の 必 要 十 分 条 件

は, x0の 近 傍Uで 定 義 され た リー 代 数Lで, つ ぎの

性 質 を 満 た す もの が 存 在 す る こ とで あ る.

L⊂L, dg・L=0 (24)

[D,L]⊂L (25)

(注意3.2) 文 献7) で も述 べ た よ うに, L={0}で

あ る こ とが, シ ス テ ム (D,g) が 分 離 可 能 とな る た め

の 必 要 十分 条 件 で あ るが, 離 散 値 系 の 可 観 測性 の 問題

に お い て も指 摘 され て い る よ うに8), 必 ず し も, 任 意

の 初 期 点 を 区 別 す る よ う な入 力列 が 存 在 す る こと を保

証 して い るわ けで は な い. す な わ ち, L={0}で あ っ

て も, 初 期 状 態 を 決 定 す る た め に は, い わ ば “多重 実

験 ”が 必 要 と され る こ と も あ り う る.

4. 外 乱 の 隔 離 可 能 性

シス テ ム (D,g) に 状 態 フ ィー ドバ ッ ク(6)を 施 せ

ば, つ ぎの よ う なシ ス テ ム とな る.

x=X0+Σrj=1fjXj+Σrj=1Xjvj

y=g(x)

こ の シス テ ムを シス テ ム (D(f),g) と よぶ. こ こで,

D(f)={X0+Σrj=1fjXj,X1,…,Xr} である. このと

き, 外 乱 の 隔 離 可 能 性 の 問 題 は, シ ス テ ム(D(f),g,L)

に おい て

L=0 mod(D(f),g) (26)

を満 た す 状 態 フ ィー ドバ ッ ク(6)が 存 在 す るた め の条

件 を求 め る問 題 に ほか な らな い. こ こで, 状 態 フ ィー

ドバ ック(6)に よ って, シ ス テ ム の 可 到 達 性 は影 響 さ

れ ない2)と い うこ と に注 意 す る必 要 が あ る. し た が っ

て, シ ステ ム (D,g) が 可 到 達 で あ る とい う仮 定 の も

とで は, シス テ ム (D(f),g) も可 到 達 と な り補 助 定理

3.3に よ りD(f) 不 変 な構 造 と して は 葉 層 構 造 を 考 え

れ ば十 分 で あ る こ とが わ か る.

い ま, 葉 層 構 造Lが 与 え られ た と き, LがD不 変

化可 能 構 造 で あ ると す れ ば, 補 助 定 理3.2に よ り, L

は つ ぎ の性 質 を満 た す リー 代 数Lに よ って 与 え られ

る.

[X0+Σrj=1fjXj,L]⊂L (27)

[Xj,L]⊂L,j=1,…,r (28)

(27), (28)式 か ら次 式 が 成 立 す る.

[X0,L]⊂L+{X1,…,Xr} (29)

た だ し, {X1,…,Xr} はX1,…,Xrに よ って生 成 され

るCω加 群 を表 す. こ こで, CωはRn上 の 解 析 関数

を 表す. した が って, LがD不 変 化 可 能 構 造 とな るた

め に は, (28), (29)式 が 成 立 しな けれ ば な らな い が, 実

は, これ らの条 件 は十 分 条 件 と もな って い る. い ま,

余 次 元n-lの 葉 層 構 造Lに 対 して, そ の葉 層 座 標近

傍 (Uλ,φλ)5)をと る. 定 義 に よ り, Lの 葉Lαは

{(x1,…,xn)∈φλ(Uλ); xl+1=cl+1,…,xn=cn}

と表 され る. た だ しcl+1,…,cnは 葉 に よ って きま る定
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数 で あ る. 以 下 で は, こ の よ うな座 標 を 葉 層座 標 と よ

ぶ. この座 標 の も とで の ベ ク トル場Xj, j=0,1,…,r

の 成分 表示 をXj=Σnk=1ξjk∂/∂xkで表す. また, 0xkで

点 (0,…,0,xk+1,…,xn) を 表 す. つ ぎの定 理 は ポ ア

ンカ レ の定 理 か らの直 接 的 な帰 結 で あ る.

《補助 定 理4.1》

n変 数 の 関 数 αp(x), p=1,…,lが 条 件

∂αp/∂xq-∂αq/∂xp=0, p,q=1,…,l

を満たすなら, 次式を満たす関数 α(x)が存在する.

∂α/∂xp=αp p=1,…,l

(証明) n-l個 の 関数 αk, k=l+1,…,nを 次 式 で定

義 す る

αk=∫x10∂α1/∂xkdx1+∫x20(∂α2/∂xk)(0x1)dx2+…

+∫xl0(∂αl/∂xk)(0xl-1)dxl

この と き, 関 数 系 α1,…,αnに ポ ア ン カ レの定 理 を適

用す れ ば, 定 理 は明 ら か に 成 立 す る.

《補助 定 理4.2》

関 数 αsi,ξs,i=1,…,l,s=1,…,rが 条 件

Σrs=1(∂αsi/∂xj-∂αsj/∂xi)ξs=0, ∂ξs/∂xi=0, i,j=1,…,l

(30)

を満 た す な ら

∂αsi/∂xj-∂αsj/∂xi=0,i,j=1,…,l (31)

Σrs=1αsjξs=Σrs=1αsjξs (32)

を満 た す 関 数 αsi, i=1,…,l,s=1,…,rが 存 在 す

る.

(証明) 証 明 は帰 納 法 に よ る. は じめにl=2と す る.

いま, f12s=∂αs1/∂x2-∂αs2/∂x1として, 次式 で αs1,

αs2を 定 義 す る.

αs1=αs1-∫x2
0fs12dx2,αs2=αs2 (33)

この とき, αs1,αs2は明 ち か に (31) 式 を満 たす. と こ

ろで仮 定 に よ り, Σrs=1fs12ξs=0である か ら, 両 辺 を

x2で 積 分 し, 条 件 ∂ξs/∂x2=0を 用 い れ ば, αs1, αs2

は(32)式 も 満 た し て い る.

い ま, l=l0-1に 対 し て 定 理 が 成 立 す る と 仮 定 す

る. し た が っ て, αs1,…, αsl0-1, s=1,…,rは(31),

(32)式 を 満 た し て い る と 仮 定 し て よ い. そ こで, fsl0p,

p=1,…, l0-1を 次 式 で 定 義 す る.

fsl0, p=∂αsl0/∂xp-∂αspi/∂xl0 (34)

こ の と き, fsl0pは 次 式 を 満 た す.

∂fsl0,p/∂xq-∂fsl0.q/∂xp=0 (35)

そ こで, αsl0を次 式 で 定 義 す る.

αsl0=αsl0-∫x10fsl0,1dx1-∫x20fsl0,2(0x1)dx2-…

-∫xl0-10fsl0,l0-1(0xl0-2)dxl0-1 (36)

こ の と き, αsz0,αsl0-1,…,αs1は 条 件(31)を 満 たす. ま

た, 仮 定 ∂ξs/∂xp=0, p=1,…,l0に よ り Σrs=1αsl0ξs=

Σrs=1αsl0ξsは容 易 に 証 明 で き る.

以 上 の補 助 定 理 を 用 い て, つ ぎ の 定 理 を 容 易 に 証 明

す る こ とが で き る.

《定 理4.1》

葉 層 構 造Lが 点x0でD不 変 化 可 能 構 造 で あ るた め

の 必 要 十 分条 件 は, x0の 近 傍Uで

[X0,L]⊂L+{X1,…,Xr} (37)

[Xi,L]⊂L i=1,…,r (38)

が 成 立 す る ことで あ る.

(証明) 必要性は明らかで あ るか ら十分性のみを示

す. (37), (38) 式 がUで 成 立 す れ ば, 補 助 定 理4.1お

よび4.2か ら, Lの 葉 層 座標 に対 し て, 次 式 を 満 た す

関 数fsがx0の 適 当 な近 傍で 存 在 す る.

[X0+Σrs=1fsXs,L]⊂L

実 際, 条 件(38)は, この 葉 層座 標 に 対 して 成 分 表 示 す

れ ば, ∂ξsj/∂xp=0,p=1,…,l,j=l+1,…,nと 等

価 で あ る. ま た, (37)式 を成 分 表 示 す る と ∂ξ0j/∂xp=

Σrs=1αspξsj, j=l+1,…,n,p=1,…,lを 得 る. こ の

式 か ら, 容 易 に Σrs=1(∂αsp/∂xq-∂αsq/∂xp)ξsj=0,p,q

=1,…,lが 導 け る. これ は, 補 助 定 理4.2の 条 件 に

ほか な らな い.

し た が って, Lは 状 態 フ ィー ドバ ッ ク, uj=fj+vj,

j=1,…,rに よ ってD(f)不 変 と な る.

定 理4.1に よ り, 局 所 的 な 外 乱 の 隔 離 可 能 性 の 問題

は, つ ぎの よ うに解 決 され る.

《定 理4.2》

シ ス テ ム (D,g,L) は可 到 達 とす る. こ の とき, 外

乱 ωが 点x0で シ ス テ ムの 入 出 力 関 係 か ら隔離 で き る

た め の 必 要 十分 条 件 は, D不 変 化 可 能 構 造Lで

dg・L=0

L⊂L
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を 満 た す もの がx0の 近 傍Uに 存 在 す る こ とで あ る.

D不 変 化 可 能 構 造Lの 表 現(37), (38)が 線 形 シ ス テ

ム に お け る(A,B)-invariant subspace の 自 然 な拡 張

と な って い る こと は, つ ぎ の よ う に して わ か る. い

まSを (A,B)-invariant subspace と し, Sの べ ク ト

ル を 定 数 ベ ク トル 場 と考 え る. ま た, Axお よびBの

各 従 ベ ク トルbiも ベ ク トル 場 と 考 え る と, 定 数 ベ ク

トル 間 の リー積 が0に な る こ と に 注 意 す れ ば, 条 件

(38) は 線 形 シ ス テ ムて は 常 に 満 た され て い る こ とが わ

か る. ま た, 条 件(37)がAS⊂S+R(B) を 意 味 す る

こ と は 明 らかで あ る.

(注意4.1) シ ス テ ム (D,g) が 可 到 達 性 の 仮 定 を満

た さ な い場 合 に は, 以 上 の 議 論 を そ の ま ま 成 立 させ る

た め に は, シ ステ ムの初 期 点x0を 固定 し て, 多 様 体

I(D(D),x0) 上 に 議論 を 限 定 す る こ とが 必 要 とな る.

し か し, この とき定 理4.2で そ の 存 在 が 保 証 され る フ

ィ ー ドバ ックfj(x)は, 初 期 点x0に 依 存 す る と い う

意 味 で, 純 粋 な フ ィー ドバ ッ ク と は い え な い と考 え ら

れ る.

[例 題] つ ぎ の シス テ ムを 考 え る.

x1=x1(1+x1)+x1u+x1ω

x2=-x2(1-x1)+x2u-x2ω

y=x1x2

定 理 の 記号 と合 わせ るた め, X0=x1((1+x1)∂/∂x1-

x2(1-x1)∂/∂x2, X=x1∂/∂x1+x2∂/∂x2, Yx1∂/∂x1

-x2∂/∂x2, g=x1x2と す る. 簡 単 な計算により

[X,Y]=0

[X0,Y]=-x1・X

が導 け る. 定 理4.1か ら, この ときx1x2=0の 点 を

除 い て, シ ス テ ム は可 到達 だ か ら, 局 所 的 に 定 理 の 仮

定 を 満 た し, Y(f)=-x1を 満 た すfが 存 在 す る. 実

際f=-x1と す れ ば よい. この こ と は, u=-x1+v

と してyを 微 分 す れ ば, y=2yvと な る こ とか らも明

らか で あ る. この とき, 外 乱 ωは 大 域 的 に も シ ス テ ム

の 入 出 力 関 係 か ら隔離 され る.

一 般 に, シ ス テ ムの 線形 近 似 モ デ ル に 対 して 外 乱 が

そ の 入 出 力 関係 か ら隔離 可 能 で あ って も, つ ぎの 例 に

示 す よ うにそ の シ ス テ ムの 入 出力 関 係 か ら外 乱 を 隔 離

す る こ とが で き る とは限 らな い.

x1=-x1+x2+(1+x2)u+ω

x2=x1+(1+x1x2)u-ω

y=x1+x2

こ の シ ス テ ムで, X0=(-x1+x2)∂/∂x1+x1∂/∂x2,

X=(1+x1x2)∂/∂x2, Y=∂/∂x1-∂/∂x2, g=x1+x2と

す れ ば, dg・Z=0を 満 た す ベ ク トル 場 の集 合 は{Y}

とな り

[X,Y]=-∂/∂x1+x2∂/∂x2∈{Y}

で あ る. した が って, 定 理4.1の 条 件(48)が 上 記 シ ス

テ ムで は 成 立 せ ず, 外 乱 は 隔 離 で き な い. しか し, こ

の シ ス テ ム を 定 常 解x=0, u=0, ω=0の ま わ りで 線

形 近 似 し た モ デ ル,

{x=Ax+bu+cω,

A=[-1,1 1 0], b=[1 1], c=[1 -1]

y=Hx, H=[1, 1]

で は

AR(c)⊂R(c)+R(b)

R(c)⊂n(H)

が 成 立 す る. した が って, この近 似 モ デル で は, 補 助

定 理2.1か ら, 外 乱 ωは 隔離 可 能 とな る.

5. お わ り に

本 論 文 で は, 非 線 形 シス テ ムに お け る外 乱 の 隔 離 可

能 性 に 対 す る 局 所 的 な必 要 十 分 条 件 を 導 い た. この た

め に 線 形 シ ス テ ム に お け る二 つ の 不 変 部 分 空 間 の 概 念

の拡張として, D不 変構造超よびD不 変化可能構造の

概 念 を 導 入 し, そ の 代 数 的 な 性 質 に つ い て 考 察 し た.

こ れ ら の 概 念 は, 非 線 形 シ ス テ ム の 代 数 的 な 構 造 を フ

ィー ドバ ッ ク 制 御 を も 含 む 形 で 取 扱 う と き 重 要 な 働 き

を す る と 期 待 さ れ る. ま た, こ こ で は 議 論 を 局 所 的 な

も の に 限 定 し た が, 大 域 的 な 性 質 と し て 議 論 を 展 開 す

る こ と が, こ の た め に も 必 要 と な る と 思 わ れ る.

終 り に, 日 頃 ご 指 導 い た だ い て い る 早 稲 田 大 学 示 村

悦 二 郎 教 授 に 感 謝 致 し ま す.
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