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❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞❛✐❧②✮ ✐♠♣❛❝ts ❝❛♥ ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛♥ ❛✛❡❝t ♦✐❧ r❡t✉r♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✈✐❛ ✐ts ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❥✉♠♣ r✐s❦ ✐♥ ♦✐❧

♣r✐❝❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❣r♦✇✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ❥✉♠♣s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥

❝r✉❞❡ ♦✐❧ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ t❤❛t ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ♣r❡♠✐✉♠ ✐♥ ♦✐❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♣r✐❝❡s ✐s ❞✉❡ t♦ ❥✉♠♣s

✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ▲❛rss♦♥ ❛♥❞ ◆♦ss♠❛♥ ✭✷✵✶✶✮✱ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮ ❛♥❞ ❇❛✉♠ ❛♥❞ ❩❡r✐❧❧✐ ✭✷✵✶✻✮✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❥✉♠♣s ✐♥ ♦✐❧

♣r✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❞r✐✈❡ r❡t✉r♥ ❛♥❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ♦✐❧ ♠❛r❦❡t✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡

♦✐❧ ♠❛r❦❡t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❞❡❡♣ ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞ ♠❛r❦❡ts✱ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ♦✐❧✲r❡❧❛t❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡

✐♥str✉♠❡♥ts✱ ✐❢ t❤❡ ❥✉♠♣ r✐s❦s ❡♠❛♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣♦❧✐❝② ❛♥❞ ❡q✉✐t② ♠❛r❦❡t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❝❛♥♥♦t

❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❤❡❞❣❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥str✉♠❡♥ts✱ t❤❡♥ t❤❡s❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦

✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♦✐❧ ♠❛r❦❡t✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡s❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❛✛❡❝t ❡q✉✐t②

♠❛r❦❡ts ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❈❤✉❧✐á ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ✐♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✮✱ ✐♥✈❡st♦rs ♠✐❣❤t ✐♥

❢❛❝t ♠♦✈❡ ❢✉♥❞s t♦ ❞✐✈❡rs✐❢② t❤❡✐r ♣♦rt❢♦❧✐♦s ❜② ✐♥✈❡st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐t② ♠❛r❦❡t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥ ♦✐❧✱ ✐♥

t❤❡ ❤♦♣❡ ♦❢ ❤❡❞❣✐♥❣ ♣♦rt❢♦❧✐♦ r✐s❦s ✭❆♥❞r❡❛ss♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮✳ ❚❤❡s❡ s✉❞❞❡♥ ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥ts

✐♥t♦ t❤❡ ♦✐❧ ♠❛r❦❡t ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ r❡t✉r♥s ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ❝r✉❞❡ ♦✐❧✳ ❆s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❏✐ ❛♥❞

●✉♦ ✭✷✵✶✺❜✱❛✮✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t❡♥❞s t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ ♦✐❧ ♠❛r❦❡t t❤r♦✉❣❤ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s ✇❡❧❧✱ ✐✳❡✳✱

✷



❜② ❛✛❡❝t✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✬ ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳

❆❣❛✐♥st t❤✐s ❜❛❝❦❞r♦♣✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ r❡❝❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♥❡✇s✲

❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣♦❧✐❝② ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✭❊P❯✮ ❛♥❞ ❡q✉✐t② ♠❛r❦❡t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✭❊▼❯✮ ❜② ❇❛❦❡r

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ✐♥ ❝❛✉s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ●r❛♥❣❡r ✭✶✾✻✾✮ s❡♥s❡ ❛♥❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♦✐❧ r❡t✉r♥s ❛♥❞ t❤❡✐r r✐s❦✳ ●✐✈❡♥ t❤❡

♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♦✐❧ ♠❛r❦❡t ✐s ❛❧s♦ ❧✐❦❡❧② t♦ ❞r✐✈❡ t❤❡s❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❡❛s✉r❡s✖s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❑❛♥❣ ❛♥❞

❘❛tt✐ ✭✷✵✶✸❜✱❛✮ ❛♥❞ ❆♥t♦♥❛❦❛❦✐s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✖✇❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜✐✈❛r✐❛t❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❝❛✉s❛❧✐t②✲

❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❇❛❧❝✐❧❛r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻❛✱❜✱❝✮❀ ♥♦t❛❜❧②✱ ✐t ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥ q✉❛♥t✐❧❡

t❡st ♦❢ ❏❡♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ✇✐t❤ t❤❡ k✲t❤ ♦r❞❡r ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ●r❛♥❣❡r ❝❛✉s❛❧✐t② t❡st ♦❢ ◆✐s❤✐②❛♠❛ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✶✮✳ ❇② r❡s♦rt✐♥❣ t♦ t❤✐s q✉❛♥t✐❧❡✲❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛✉s❛❧✐t②✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♥❡✇s✲

❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ r❡t✉r♥s ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ♦✐❧ ❛❝r♦ss ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✐❧❡s✳

❚❡st✐♥❣ ❢♦r ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥ r✐s❦ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s❤❡❞ s♦♠❡ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② s♣✐❧❧♦✈❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ s✐♥❝❡

❛t t✐♠❡s✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥ r❡t✉r♥s s❡r✐❡s ♠❛② ♥♦t ❡①✐st✱ ❜✉t t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s

❛t ❤✐❣❤❡r ♠♦♠❡♥ts✳ ◆♦t❛❜❧②✱ ✉s✐♥❣ q✉❛♥t✐❧❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② str✉❝t✉r❡

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② st❛t❡ ✭❤✐❣❤ ✈❡rs✉s ❧♦✇✮✳

❇❛❧❝✐❧❛r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻❛✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t②

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s r✉♥♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ t♦ ♦✐❧ r❡t✉r♥s ❛♥❞ r✐s❦✳ ❚❤❡② ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t✱ ❢♦r ♦✐❧ r❡t✉r♥s✱

❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ❤❛✈❡ str♦♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❜❛rr✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❛r♦✉♥❞

t❤❡ ♠❡❞✐❛♥✱ ❜✉t ❢♦r r✐s❦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ✈✐rt✉❛❧❧② ❝♦✈❡rs t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s

✐♥ t❤❡ t❛✐❧s✳✶ ❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣❛♣❡r ❜② ❇❛❧❝✐❧❛r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻❛✮ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❛②s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♠❛❞❡

✉s❡ ♦❢ ❛ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❜② ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ✐♥✲s❛♠♣❧❡

q✉❛♥t✐❧❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ❢♦r ❜♦t❤ ♦✐❧ r❡t✉r♥s ❛♥❞ r✐s❦✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✇❡ ❞❡t❡❝t❡❞ str✉❝t✉r❛❧

❜r❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r t✐♠❡❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢✉❧❧✲s❛♠♣❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❝❛✉s❛❧✐t②✱

❛s ✐♥ ❇❛❧❝✐❧❛r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻❛✮✱ ❝♦✉❧❞ ♣♦ss✐❜❧② ❜❡ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❇❛❧❝✐❧❛r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻❛✮✱

t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ❛♥❛❧②s✐s s✉❣❣❡st t❤❛t ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ❛r❡ ♥♦t

❛❧✇❛②s r❡❧❡✈❛♥t ❞r✐✈❡rs ✐♥ ❝❛✉s✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ ♦✐❧ r❡t✉r♥s ❛♥❞ r✐s❦✱ ❜✉t

❛r❡ ♦♥❧② s♦ ❞✉r✐♥❣ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❡r✐♦❞s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥❡s ♦❢ ♠❛r❦❡t ❞✐str❡ss✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇

❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ str♦♥❣❡r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡①❡s ❛♥❞ ♦✐❧ r✐s❦✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦✐❧

r❡t✉r♥s✳ ❚❤✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✜♥❞✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡①❡s

❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♦✐❧ r✐s❦✱ q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② ✐ts ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐ts❡❧❢ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡

♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

❙❡❝♦♥❞✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❇❛❧❝✐❧❛r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻❛✱❜✱❝✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥ r✐s❦ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣

sq✉❛r❡❞ r❡t✉r♥s✱ ✇❡ ✇❡♥t ❢✉rt❤❡r ❜② ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ♦✐❧✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t

t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r♦✈✐❞❡ s✐♠✐❧❛r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛t ❝❡♥tr❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s ❧❡✈❡❧s✱ ❜✉t ❞✐✛❡r ❢♦r t❤❡ ❡①tr❡♠❡

q✉❛♥t✐❧❡s✱ t❤✉s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ sq✉❛r❡❞ ♦✐❧ r❡t✉r♥s ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s ♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❝❛✉s❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

✶◆♦t❡ t❤❛t ❇❛❧❝✐❧❛r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻❛✮ ❢♦❝✉s ❥✉st ♦♥ t❤❡ ✐♥✲s❛♠♣❧❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❤❡r❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡
❛♥❛❧②s✐s ❜♦t❤ ✐♥✲s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡✳

✸



♦✐❧ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❡❛s✉r❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ❡①❡r❝✐s❡ ✇✐t❤ ❛ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❇❡❦✐r♦s

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❢♦❝✉s ♦♥❧② ♦♥ ❛ ♣♦✐♥t ❢♦r❡❝❛st ♦❢ ♦✐❧ r❡t✉r♥s✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡

t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛st ❢♦r ❜♦t❤ ♦✐❧ r❡t✉r♥s ❛♥❞ r✐s❦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ❞❡t❡❝t❡❞

✐♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✭❑♦❡♥❦❡r ❛♥❞ ❇❛ss❡tt✱ ✶✾✼✽✮✱ ❛♥❞ ✐♥ ❞♦✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❛❞❥✉st❡❞

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡st✐♠❛t❡❞ q✉❛♥t✐❧❡s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡✐r ❝♦❤❡r❡♥❝❡❀ t❤❛t ✐s✱ t❤❡✐r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✐♥

τ ∈ (0, 1)✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❑♦❡♥❦❡r ❛♥❞ ❇❛ss❡tt ✭✶✾✼✽✮ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s✐♥❣❧❡ q✉❛♥t✐❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ♠❛♥② q✉❛♥t✐❧❡s✱ t❤❡② ♠❛②

❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛t s♣❡❝✐✜❝ q✉❛♥t✐❧❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡♥✱ ❢r♦♠ ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❝t❡❞ q✉❛♥t✐❧❡s✱ ✇❡ ❜✉✐❧t

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♦✐❧ r❡t✉r♥s ❛♥❞ r✐s❦ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❦❡r♥❡❧✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s

❛❣❛✐♥ ✐s ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ❢♦r❡❝❛sts✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❊P❯

❛♥❞ ❊▼❯ ✐♥ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♦✐❧ ♠♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s ✭❜❡❛r✐s❤✱ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❜✉❧❧✐s❤✮ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥

❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ ❢♦r❡❝❛sts✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞✐❞

♥♦t r❡str✐❝t ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥✲s❛♠♣❧❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s s✉✐t❛❜❧❡ t❡sts✳ ❇♦t❤ ✐♥✲ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇

❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡✛❡❝ts ♦❢ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ♠♦✈❡♠❡♥ts

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞❀ t❤❛t ✐s✱ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞

❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✭❊●❆❘❈❍✮✱ ✇❤✐❝❤ ❣❛✈❡ str♦♥❣❡r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡

❝❛✉s❛❧✐t② ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ✇❤❡♥ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♦✐❧ r❡t✉r♥s✱ ❜✉t ❛ ✇❡❛❦❡r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✇❤❡♥ ✇❡

❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♦✐❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❊●❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✉s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s t❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ◆♦t❛❜❧②✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✈❡r♣❡r❢♦r♠❡❞

t❤❡ ❊●❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❝♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡

✉s❡❢✉❧ ✐♥s✐❣❤ts ❢♦r ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡rs ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❛r❡❛s ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ✜♥❛♥❝❡✱ s✉❝❤ ❛s r✐s❦

♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ♣r✐❝✐♥❣ ❛♥❞ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ✐♥str✉♠❡♥ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♦✐❧

r❡t✉r♥s ❛♥❞ r✐s❦✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s

♣✉rs✉❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s❡t✕✉♣ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥

✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞✳

✷ ❉❛t❛ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②

■♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ ❢♦✉r s❡r✐❡s✿ ♦✐❧ ♣r✐❝❡s✱ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ♦✐❧ ❢✉t✉r❡

♣r✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡①❡s✖❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱■❳✷✱ ❛

✷❖❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❢❡❛r ✐♥❞❡① ♦r t❤❡ ❢❡❛r ❣❛✉❣❡✱ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t✬s ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢
st♦❝❦✲♠❛r❦❡t ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦✈❡r t❤❡ ♥❡①t ✸✵ ❞❛② ♣❡r✐♦❞✳

✹



♣♦♣✉❧❛r ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ❙✫P✺✵✵ ✐♥❞❡① ♦♣t✐♦♥s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥❡✇s✲❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡

♦❢ ❊▼❯ ✐♥❞❡① t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❜♦t❤ ♦✉r ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✭✐✳❡✳✱ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯✮ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥

❛ s✐♠✐❧❛r ♠❡t❤♦❞ ✭✐✳❡✳✱ ♥❡✇s ❛rt✐❝❧❡s✲❜❛s❡❞✮ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤

♦✐❧ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ❆❧s♦✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❇❛❧❝✐❧❛r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻❛✮✱ ✇❡ t♦♦ ✉s❡ t❤❡

s❛♠❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛s t❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs✱ t❤♦✉❣❤ ✐❞❡❛❧❧② ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡

♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛s ♦✐❧ ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛r❦❡t✳ ❇✉t t❤❡♥ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ❛r❡ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❲❚■ ♦✐❧ ♣r✐❝❡

♠♦✈❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ♠♦r❡ ❞✉❡ t♦ ❯❙✲❜❛s❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱

t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❞❛✐❧② ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❆❥♠✐

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✱ ❯❙ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❧❡❛❞s ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ ♦t❤❡r ❡❝♦♥♦♠✐❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇♦r❧✱ t❤✉s ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❛♥

✐♠♣♦rt❛♥t s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦①② ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❋♦r ♦✐❧ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ❜♦t❤ ❊▼❯ ❛♥❞ ❊P❯✱

✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞ st❛rt✐♥❣ ♦♥ ❏❛♥✉❛r② ✷✱ ✶✾✽✻ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❆♣r✐❧ ✷✸✱ ✷✵✶✺✱ ❢♦r ❛ t♦t❛❧ ♦❢

✼✻✹✻ ❞❛②s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ❞❛✐❧② r❡❛❧✐③❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ♦✐❧ ❢✉t✉r❡ ♣r✐❝❡s ❢r♦♠ ✜✈❡✲♠✐♥✉t❡s

❞❛t❛ ❢r♦♠ ❏❛♥✉❛r② ✷✱ ✷✵✵✼ t♦ ❆♣r✐❧ ✷✸✱ ✷✵✶✺✳✸ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s

❛♥❞ ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✇❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❞❛✐❧②

r❡❛❧✐③❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳

▲❡t {yt}t∈T ❜❡ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ♦✐❧ r❡t✉r♥s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s yt = log (oilt)− log (oilt−1)✱ ✇❤❡r❡ oilt ✐s

t❤❡ ♦✐❧ s♣♦t ♣r✐❝❡ ❛t t✐♠❡ t✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② {x1,t}t∈T ❛♥❞ {x2,t}t∈T t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝

P♦❧✐❝② ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✭❊P❯✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❊q✉✐t② ▼❛r❦❡t ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✭❊▼❯✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t bpvt ❜❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❛✐❧② r❡❛❧✐③❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ♦✐❧ ❢✉t✉r❡ ♣r✐❝❡s✳

◆❡①t✱ ✇❡ ♠♦✈❡ t♦ ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ t♦♦❧s ✇❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳

✷✳✶ ❈❛✉s❛❧✐t② ✐♥ q✉❛♥t✐❧❡s

❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❡ ✉s❡❞ t♦ s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♦✐❧ r❡t✉r♥

❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡①❡s ✐♥ ❛ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡

✉s❡❞ xt ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ x1,t ♦r x2,t ✇❤❡♥ ✇❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❊P❯ ♦r ❊▼❯ ♦♥ yt✳

▲❡t Fyt|Zt−1
(yt|Zt−1) ❛♥❞ Fyt|Yt−1

(yt|Yt−1) ❜❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ yt ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ Zt−1 ❛♥❞ Yt−1

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡ Yt−1 ≡ (yt−1, ..., yt−p) ❛♥❞ Zt−1 ≡ (yt−1, ..., yt−p, xt−1, ..., xt−q)✱ ❢♦r (p, q) > 1✳

❇❡s✐❞❡s✱ Qτ (Zt−1) ≡ Qτ (yt|Zt−1) ❛♥❞ Qτ (Yt−1) ≡ Qτ (yt|Yt−1) ❛r❡ t❤❡ τ ✲t❤ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ yt ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

♦♥ Zt−1 ❛♥❞ Yt−1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r τ ∈ (0, 1)✳

■♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ●r❛♥❣❡r ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥ q✉❛♥t✐❧❡s✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❏❡♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✿ xt ❞♦❡s ♥♦t ❝❛✉s❡

t❤❡ τ ✲t❤ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ yt ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Zt−1 ✐❢ Qτ (Zt−1) = Qτ (Yt−1)✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ xt ✐s ❛ ♣r✐♠❛ ❢❛❝✐❡

❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ τ ✲t❤ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ yt ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Zt−1 ✐❢ Qτ (Zt−1) 6= Qτ (Yt−1)✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ♥✉❧❧

❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ♥♦ ❝❛✉s❛❧✐t② ✭H0✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡st st❛t✐st✐❝ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❏❡♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡

❞❡♥♦t❡ ❛s Ĵ∗
T t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❛♣❡r✳ ◆♦t❛❜❧②✱ Ĵ∗

T ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s N (0, 1)✳✹

✸❚❤❡ s❡r✐❡s ♦❢ ♦✐❧ ♣r✐❝❡s ✇❛s r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢r♦♠ ❚❤♦♠s♦♥ ❘❡✉t❡rs ❉❛t❛str❡❛♠✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❊P❯ ❛♥❞
❊▼❯ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t http : //www.policyuncertainty.com/✳ ❍✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❞❛t❛ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❚✐❝❦❉❛t❛✳❝♦♠✳

✹❖t❤❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t ✉s❡ Ĵ∗
T ❛r❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❇❛❧❝✐❧❛r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻❛✱❜✱❝✮✳

✺



▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❇❛❧❝✐❧❛r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻❛✱❜✱❝✮ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❏❡♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮

t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ♦❢ yt✳ ❚❤✐s ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛✐♠s ❛t t❡st✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ q✉❛♥t✐❧❡ ❝❛✉s❛❧✐t②

✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ♦r ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ yt✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

❇❛❧❝✐❧❛r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻❛✱❜✱❝✮ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ τ ✲t❤ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ ♦✐❧✬s ✈❛r✐❛♥❝❡ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣

yt ❜② y2t ✱ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Ĵ∗
T ✳ ❇❛❧❝✐❧❛r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻❛✱❜✱❝✮ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t②

♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ✐♥ ◆✐s❤✐②❛♠❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✉s✐♥❣ sq✉❛r❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❛t ✐s✱ y2t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞✐r❡❝t

❢♦❝✉s ♦♥ ❝❛✉s❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❡❛s✉r❡s t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ ♦✐❧ r✐s❦✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡

q✉❛♥t✐❧❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦♠❡♥t✱ t❤✐s ♠✐❣❤t ❞✐st♦rt t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ q✉❛♥t✐❧❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥

t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♠♦♠❡♥t✱ ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ◆✐s❤✐②❛♠❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ❇❛❧❝✐❧❛r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻❛✱❜✱❝✮✳

▼♦r❡ ❝❧❡❛r❧②✱ t❤❡ t❡st ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ sq✉❛r❡s ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❝❛✉s❛❧✐t② ✉♣ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♠♦♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡

✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ t❡st ❢♦r ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥ r✐s❦ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ q✉❛♥t✐❧❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ❢♦r yt✳ ❲❡ t❤❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞

t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜② ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❏❡♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ t❡st t♦ r❡❛❧✐③❡❞ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢

✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✜t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥ ❇❛❧❝✐❧❛r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻❛✱❜✱❝✮✱

✇❤❡r❡ t❤❡ sq✉❛r❡❞ r❡t✉r♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❛s ❛ ♣r♦①② ♦❢ t❤❡✐r s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t✱ ❢♦r

❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✐♥ q✉❛♥t✐❧❡s✳ ❇② r❡♣❧❛❝✐♥❣ yt ♦r y
2
t ✇✐t❤ bpvt✱ t❤❛t ✐s✱ ♦✐❧✬s ❜✐♣♦✇❡r

✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭❇❛r♥❞♦r✛✲◆✐❡❧s❡♥ ❛♥❞ ❙❤❡♣❤❛r❞✱ ✷✵✵✹✮✱ ✐♥ Ĵ∗
T ✱ ✇❡ t❡st❡❞ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❊P❯ ❛♥❞

❊▼❯ ♦♥ t❤❡ τ ✲t❤ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ t❤❡ yt✬s r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

✷✳✷ ◗✉❛♥t✐❧❡s ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛st✐♥❣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❡ ✉s❡❞ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❊▼❯

❛♥❞ ❊P❯ ♦♥ yt✱ y
2
t ❛♥❞ bpvt✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ q✉❡st✐♦♥s ❞❡❛❧s

✇✐t❤ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡①❡s✳ ❆ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡①❡r❝✐s❡

❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❥♦✐♥t❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r

t❡st✐♥❣ t❤❡✐r st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✐♠♣❛❝t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛✐♠❡❞ t♦ ❢♦r❡❝❛st ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

q✉❛♥t✐❧❡s ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ yt✱ y
2
t ❛♥❞ bpvt t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊P❯

❛♥❞ ❊▼❯✳

❚❤❡ t❡st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❛✉s❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s

♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❛s t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✳ ❲❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❛❞♦♣t

t❤❡ s✐♠♣❧❡st s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s✱ t❤❛t ✐s✱ ❛ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡✱ r❡s♦rt✐♥❣ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❑♦❡♥❦❡r ❛♥❞ ❇❛ss❡tt ✭✶✾✼✽✮✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧✐♥❡❛r ♦♥❧② ❛t t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s✱

❛♥❞ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ✐♠♣♦s❡ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s✳ ❲❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧

❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r❡❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛sts ✐♥ ❛ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✇❛②✳

●✐✈❡♥ Wt−1 ≡ (yt−1, ..., yt−p, x1,t−1, ..., x1,t−q, x2,t−1, ..., x2,t−r)✱ ❢♦r (p, q, r) > 1✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ ❝♦♥✲

s✐st❡❞ ✐♥ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ yt✱ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭❑♦❡♥❦❡r

✻



❛♥❞ ❇❛ss❡tt✱ ✶✾✼✽✮✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿✺

Qτ (yt|Wt−1) = α0(τ) + β1(τ)yt−1 + ...+ βp(τ)yt−p + δ1(τ)x1,t−1

+ ...+ δq(τ)x1,t−q + λ1(τ)x2,t−1 + ...+ λr(τ)x2,t−r. ✭✶✮

❲❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✶✮ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ✇✐t❤ ❛ ❤♦r✐③♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ❛❤❡❛❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Q̂τ (yt+1|Wt) = α̂0(τ) + β̂1(τ)yt + ...+ β̂p(τ)yt−p+1 +

+ δ̂1(τ)x1,t + ...+ δ̂q(τ)x1,t−q+1 + λ̂1(τ)x2,t + ...+ λ̂r(τ)x2,t−r+1. ✭✷✮

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t

❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡✐r ❝♦❤❡r❡♥❝❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡✐r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✐♥ τ ∈ (0, 1)✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ♠✐❣❤t

❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✾✺✲t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❛s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✾✵✲t❤

♣❡r❝❡♥t✐❧❡✳ ■❢ q✉❛♥t✐❧❡s ❝r♦ss✱ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✈❛❧✐❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❑♦❡♥❦❡r ✭✶✾✽✹✮ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ q✉❛♥t✐❧❡

♣❧❛♥❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ❇♦♥❞❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❩❤❛♦ ✭✷✵✶✶✮✳

●✐✈❡♥ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ϑ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s (Q̂τ1(yt+1|Wt), ..., Q̂τϑ(yt+1|Wt))✱ ❢♦r 0 < τj <

τj+1 < 1✱ j = 1, ..., ϑ− 1✱ ✇❡ ✜rst r❡❛rr❛♥❣❡❞ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r✱ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡

❜♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❤❡r♥♦③❤✉❦♦✈ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❡❛rr❛♥❣❡❞ q✉❛♥t✐❧❡s ❛s

Q⋆
τ1
(yt+1|Wt), ..., Q

⋆
τϑ
(yt+1|Wt)✳

❲❡ t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❦❡r♥❡❧ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡

♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞❡♥s✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

f̂yt+1|Wt
(y⋆|Wt) =

1

ϑhϑ

ϑ∑

i=1

Ke

(
y⋆ −Q⋆

τi
(yt+1|Wt)

hϑ

)
, ✭✸✮

✇❤❡r❡ y⋆ ❛r❡ ❡✈❡♥❧② ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ hϑ ✐s

t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ Ke(·) ✐s t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ●❛❣❧✐❛♥♦♥❡ ❛♥❞ ▲✐♠❛ ✭✷✵✶✷✮✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡

❊♣❛♥❡❝❤♥✐❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ ❛s Ke(·)✳

❇② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❢♦r❡❝❛st❡❞ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ❛♥❞ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢

y2t ✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Q̂τ (y
2
t+1|W2,t) ❛♥❞ f̂y2t+1|W2,t

(y2⋆|W2,t)✱ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ yt ✐♥ ✭✶✮✖✭✸✮

✇✐t❤ y2t ✱ ❣✐✈❡♥ W2,t−1 ≡ (y2t−1, ..., y
2
t−p, x1,t−1, ..., x1,t−q, x2,t−1, ..., x2,t−r)✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ✇❡ ❢♦r❡❝❛st❡❞ t❤❡

q✉❛♥t✐❧❡s ❛♥❞ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ bpvt ✭Q̂τ (bpvt+1|W3,t) ❛♥❞ f̂bpvt+1|W3,t
(bpv⋆|W3,t)✮ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ yt ✐♥ ✭✶✮✖✭✸✮

✇✐t❤ bpvt✱ ❣✐✈❡♥ W3,t−1 ≡ (bpvt−1, ..., bpvt−p, x1,t−1, ..., x1,t−q, x2,t−1, ..., x2,t−r)✳

❲❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✬ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞ ✭❊❢r♦♥✱ ✶✾✼✾✮✱ t❤❡ ❛❞✲

✺❲❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♣r❛❝t✐❝❡✱ r❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ♣❛r❛♠✲
❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠❀ ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❑♦❡♥❦❡r ✭✷✵✵✺✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳

✼



✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥✿ ✐t ❛ss✉♠❡s ♥♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs✱ ✐t ✐s ♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥

❛s②♠♣t♦t✐❝ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ✐t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

❆♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜♦♦tstr❛♣♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ xy✲♣❛✐r ♠❡t❤♦❞ ✭❑♦❝❤❡r❣✐♥s❦②✱

✷✵✵✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ✈❛r✐♦✉s ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❢♦r q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❉❛✈✐♥♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✳

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ t❡sts

♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮✱ ❉✐❡❜♦❧❞ ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥♦ ✭✷✵✵✷✮✱ ❉✐❦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ●♥❡✐t✐♥❣ ❛♥❞

❘❛♥❥❛♥ ✭✷✵✶✶✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦ss❡s✴s❝♦r❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡

♠♦❞❡❧s ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ✭❍❆❈✮ ❡st✐♠❛t♦r✳

❲❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ t❡sts ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳

✸ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ s❡t✲✉♣✿ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❆s ♥♦t✐❝❡❞ ❜② ❇❛❧❝✐❧❛r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻❛✮✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ yt ♦r y
2
t ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡①❡s

❛r❡ ♥♦t st❛❜❧❡ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ❇❛✐ ❛♥❞ P❡rr♦♥ ✭✷✵✵✸✮✬s t❡st✱ ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡

♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ str✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s ✐♥ ♦✐❧ r❡t✉r♥ s❡r✐❡s ❢♦r t❤❡ ❊P❯✲ ❛♥❞ ❊▼❯✲❜❛s❡❞ ❱❆❘s✳✻ ❍❡r❡✱

✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ DQ ❛♥❞ t❤❡ SQ t❡sts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ◗✉ ✭✷✵✵✽✮✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡st ✜t ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛s t❤❡②

r❡✈❡❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ r❡❣r❡ss✐♦♥ q✉❛♥t✐❧❡s ✇✐t❤ ✉♥❦♥♦✇♥ t✐♠✐♥❣✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚✐❧❧♠❛♥♥ ❛♥❞ ❲♦❧t❡rs

✭✷✵✶✺✮✱ ✇❤♦s❡ st✉❞② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❯❙ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞❡❞ ✐♥ t✇♦ st❛❣❡s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ✉s❡❞

t❤❡ DQ t❡st t♦ ❝❛♣t✉r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

●✐✈❡♥ t❤❛t ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛✛❡❝t❡❞

❜② ❜r❡❛❦s✱ ✇❡ t♦♦❦ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ❜r♦❛❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛♥t✐❧❡s ❧❡✈❡❧s✱ t❤❛t ✐s✱ τ = {0.05, 0.1, 0.15, ..., 0.95}✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ SQ t❡st ❛t t❤❡ ❞❛t❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ DQ t❡st ✇❛s

r❡❥❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✵✳✵✶✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ SQ t❡st ❛t t❤r❡❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❧❡✈❡❧s✱

t❤❛t ✐s✱ τ = {0.1, 0.5, 0.9}✳ ◆♦t❛❜❧②✱ t❤❡ DQ ❛♥❞ t❤❡ SQ t❡sts ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧

str✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ yt✱ y
2
t ❛♥❞ bpvt✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱

t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❧❧ s❛♠♣❧❡ ❛♥❛❧②s✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥

❢r❛♠❡✇♦r❦✳✼

■♥ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✇❡ ❞✐✛❡r❡❞ ❢r♦♠ ❇❛❧❝✐❧❛r

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻❛✮ ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❝❛✉s❛❧✐t② t❡st✐♥❣✱ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛♥❞

❢♦r❡❝❛st ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ❚❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛ ✇✐❞t❤ ♦❢ ✺✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ r♦✉❣❤❧②

t✇♦ ②❡❛rs✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ t❤✐s s✐③❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❣♦♦❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥

♦❢ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ t✐♠❡✲❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡

q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✱ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❜✉r❞❡♥✱ ✇❡ r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ st❡♣s ♦❢ ✜✈❡ ❞❛②s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✜rst ✇✐♥❞♦✇ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡

✻❲❡ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ❢♦✉r ✭✶✽✴✵✶✴✶✾✾✶✱ ✷✻✴✵✸✴✷✵✵✸✱ ✵✷✴✶✷✴✷✵✵✽✱ ❛♥❞ ✵✺✴✶✶✴✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ✜✈❡ ✭✶✽✴✵✷✴✶✾✾✾✱
✷✹✴✵✸✴✷✵✵✸✱ ✸✶✴✵✺✴✷✵✵✼✱ ✶✶✴✶✷✴✷✵✵✽ ❛♥❞ ✵✺✴✶✶✴✷✵✶✶✮ ❜r❡❛❦s ✇✐t❤ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ♦✐❧ r❡t✉r♥s✳

✼❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ DQ ❛♥❞ t❤❡ SQ t❡sts ❛r❡ ♠♦r❡ t❤♦r♦✉❣❤❧② ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳

✽



✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡❝♦r❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ 500✲t❤ ❞❛② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t

t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t ✇❤❡♥ ✇❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ yt ✭❛♥❞ t❤❡♥ y2t ✮✱ t = 1✱

t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ✜rst ❞❛② ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ❏❛♥✉❛r② ✼✱ ✶✾✽✻ ✭❤❡r❡ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❧❛❣s ♦❢ yt ❛♥❞ y2t ❛r❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ bpvt✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ t = 1 ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ❏❛♥✉❛r② ✾✱ ✷✵✵✼ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②

♦❢ ❞❛t❛ ✭t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ✜rst ✇✐♥❞♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

bpvt ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✶✵✾✼✲t❤ ✇✐♥❞♦✇ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ yt ❛♥❞ y2t ✳

❆t t = 500 ✭❉❡❝❡♠❜❡r ✼✱ ✶✾✽✼✱ ❢♦r yt ❛♥❞ y2t ✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✽✱ ✷✵✵✽ ❢♦r bpvt✮✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst

t✐♠❡ t❤❡ t❡st st❛t✐st✐❝ Ĵ∗
T ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✐❧❡s ❧❡✈❡❧s✱ ✇✐t❤ τ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✵✳✵✺

t♦ ✵✳✾✺ ❛♥❞ ❛ st❡♣ ♦❢ ✵✳✵✺✱ ❢♦r ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✶✾ Ĵ∗
T ✈❛❧✉❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ st❡♣ ♦❢ ✜✈❡ ❞❛②s ✐♥ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇

♣r♦❝❡❞✉r❡✱ Ĵ∗
T ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ t = 505, 510, ...✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇❡r❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ρ(·)✱ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s yt✱ y
2
t ✱ bpvt✱ x1,t✱ x2,t✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡ ♦❢ ✺✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❛ st❡♣ ♦❢ ✺ ❞❛②s✳

❆s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛❢t❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥✲

t✐♦♥❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜✲

s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② str✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❛t

❡✈✐❞❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t yt✱ y
2
t ❛♥❞ bpvt ❛r❡✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❧♦✇❡r ✭❣r❡❛t❡r✮ t❤❛♥ t❤❡✐r τ ✲t❤ ✐♥✲s❛♠♣❧❡ q✉❛♥t✐❧❡s✱ ❢♦r τ = {0.1, 0.5, 0.9}✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱

❢♦r ❡❛❝❤ ✇✐♥❞♦✇✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ yt ❛♥❞ x1,t ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r (yt, x1,t)✱

t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦♥❧② t❤❡ ❞❛②s ✇❤❡r❡ yt ✇❛s ❧♦✇❡r ✭❣r❡❛t❡r✮ t❤❛♥ ✐ts τ ✲t❤ ✐♥✲s❛♠♣❧❡ q✉❛♥t✐❧❡✳ ❇②

r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱

❞❡♥♦t❡❞ ❛s ρ̄(yt, x1,t)✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❋r♦♠ t❤✐s t❛❜❧❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤

♣❛✐r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ τ ✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞✐✛❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ✇❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞

t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ yt✱ y
2
t ♦r bpvt ❜❡✐♥❣ ❣r❡❛t❡r ♦r ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡

✾



✐♥✲s❛♠♣❧❡ τ q✉❛♥t✐❧❡s✳

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s

τ = 0.1 τ = 0.5 τ = 0.9

❧♦✇❡r ❣r❡❛t❡r ❧♦✇❡r ❣r❡❛t❡r ❧♦✇❡r ❣r❡❛t❡r

ρ̄(yt, x1,t) ✲✵✳✶✹✶✺ ✵✳✵✷✽✻ ✲✵✳✵✽✸✼ ✵✳✵✼✽✺ ✲✵✳✵✹✼✹ ✵✳✶✹✷✽
ρ̄(yt, x2,t) ✲✵✳✶✼✺✵ ✵✳✵✷✼✷ ✲✵✳✶✵✷✸ ✵✳✵✾✹✶ ✲✵✳✵✼✶✻ ✵✳✶✺✸✺
ρ̄(y2

t , x1,t) ✲✵✳✵✻✵✵ ✵✳✵✻✶✵ ✵✳✵✵✻✹ ✵✳✵✽✺✸ ✵✳✵✶✼✾ ✵✳✶✷✼✼
ρ̄(y2

t , x2,t) ✲✵✳✵✻✹✾ ✵✳✵✽✶✵ ✲✵✳✵✶✼✻ ✵✳✶✶✹✵ ✵✳✵✶✾✵ ✵✳✶✾✾✸
ρ̄(bpvt, x1,t) ✲✵✳✵✸✼✹ ✵✳✶✽✹✺ ✵✳✵✸✷✻ ✵✳✶✻✼✻ ✵✳✶✻✶✷ ✵✳✶✵✼✷
ρ̄(bpvt, x2,t) ✲✵✳✵✺✽✹ ✵✳✷✺✵✽ ✲✵✳✵✶✷✾ ✵✳✷✺✻✹ ✵✳✶✻✻✹ ✵✳✶✶✹✽

❚❤❡ t❛❜❧❡ r❡♣♦rts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s yt✱ y
2
t ✱ bpvt✱ x1,t ❛♥❞ x2,t✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ yt✱ y
2
t ❛♥❞ bpvt✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ s✉❝❤ t❤❛t yt✱ y

2
t

♦r bpvt ❛r❡ ❧♦✇❡r ♦r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡✐r τ ✲t❤ q✉❛♥t✐❧❡s✱ ❢♦r τ = {0.1, 0.5, 0.9}✳

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥

♠❡t❤♦❞✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t τ ❧❡✈❡❧s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛t

t = 500✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭✶✮ ✇❤❡♥

✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ Qτ (yt|Wt−1)✱ ❜② s❡tt✐♥❣ τ ❢r♦♠ ✵✳✵✶ t♦ ✵✳✾✾✱ ✇✐t❤ st❡♣ ♦❢ ✵✳✵✶✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ q✉❛♥t✐❧❡

✈❡❝t♦rs ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✾✾✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r Qτ (y
2
t |W2,t−1) ❛♥❞ Qτ (bpvt|W3,t−1)✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st

✇✐t❤ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ✜♥❡r ❣r✐❞ ♦❢ q✉❛♥t✐❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡①❡r❝✐s❡ ✇❛s ❞✉❡ t♦ t❤❡

♥❡❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ yt✱ y
2
t ❛♥❞ bpvt ✇✐t❤ ❛❞❡q✉❛t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t✐♠❡ t = 500✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❢♦r❡❝❛sts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s

❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ yt✱ y
2
t ❛♥❞ bpvt ❢♦r t = 501, ..., 505✳ ◆♦t❡✱ ✇❡ ✇❡r❡ ♥♦t ♠❛❦✐♥❣ ❛ ✜✈❡✲st❡♣✲❛❤❡❛❞

❢♦r❡❝❛st✱ ❜✉t ✇❡r❡ s✐♠♣❧② ✜①✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ✜✈❡ ❞❛②s✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✜✈❡ ♦♥❡✲st❡♣✲❛❤❡❛❞

❢♦r❡❝❛sts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❢♦r❡❝❛sts✱ ✇❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t♦rs

♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t = 500, ..., 504 ❜② t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t = 500✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇✐♥❞♦✇ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✻✲t❤ ❛♥❞ t❤❡ ✺✵✺✲t❤ ❞❛②✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛t

t = 505✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡✱ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦✉t♣✉t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t = 500✱ t❤❡

❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❢♦r❡❝❛st❡❞✱ ❢♦r t = 506, ..., 510✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s ❛♥❞

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ yt✱ y2t ❛♥❞ bpvt✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❡♥t ♦♥ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❛t❛s❡t ✇❛s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②

❡①♣❧♦✐t❡❞✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t ✇❡ ♠❛❞❡ s✉❝❤ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♦♥❧② t♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r ❡❛❝❤

❡st✐♠❛t✐♦♥ s❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✇❡r❡✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✾✾ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

❘❡✲❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡✈❡r② ✜✈❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ t♦ ❜❡ s❡♥s✐❜❧② r❡❞✉❝❡❞✳

❆s ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡sts ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮✱ ❉✐❡❜♦❧❞ ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥♦ ✭✷✵✵✷✮✱

❉✐❦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ●♥❡✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❘❛♥❥❛♥ ✭✷✵✶✶✮ ✭s❡❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡s❡ t❡sts ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✱

st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t+1 = 501✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❢♦r❡❝❛sts ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s yt+1✱ y
2
t+1 ❛♥❞ bpvt+1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤♦s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❢♦r

❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❝♦r❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ t❡sts✳ ■♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡

❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇❛s ♥♦t ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ s❛♠♣❧❡✱ ❜✉t ♦♥ r♦❧❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢

✶✵



M = 500 ♣❡r✐♦❞s✳ ❲❡ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❜② t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣✱ ✐♥ t❤❛t ✇❛②✱ ❢♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥

t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛sts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t = 1000

✭◆♦✈❡♠❜❡r ✻✱ ✶✾✽✾ ❢♦r yt ❛♥❞ y2t ✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✽✱ ✷✵✶✵ ❢♦r bpvt✮✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ t❤❡ ❢♦✉r

t❡st st❛t✐st✐❝s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❜② ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ s❝♦r❡s ♦❢ ❡❛❝❤ t❡st ❜② ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ❛❤❡❛❞✱

✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ ✐♥ t = 1001✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡

❡♥t✐r❡ ❞❛t❛s❡t ✇❛s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡①♣❧♦✐t❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ t✇♦ ✇✐♥❞♦✇s✿ t❤❡ ✜rst r❡❢❡rs t♦

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❞❡✜♥❡s t❤❡ r❛♥❣❡ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛st

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❛♥❞ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧s✳

■♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ t❡st ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❏❡♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✱ ❛s ✐♥ ❇❛❧❝✐❧❛r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻❛✮✱ ✇❡ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ❧❛❣ ♦r❞❡r q ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❝❤✇❛r③ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❱❆❘ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣

♦✐❧ r❡t✉r♥s ❛♥❞ ❊P❯ ♦r ❊▼❯✱ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❢✉❧❧ s❛♠♣❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❛❞♦♣t❡❞

t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛ ❧❛r❣❡ q ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧②

❤✉❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r✱ q ♠♦st ❧✐❦❡❧② ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ✇✐♥❞♦✇ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳

❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❛s ❛ r✉❧❡ ♦❢ t❤✉♠❜✱ ❛♥❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s

❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥✱ ✇❡ s❡t q = 2 ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② t❡st ✐♥ q✉❛♥t✐❧❡s✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❢♦r t❤❡

❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡①❡r❝✐s❡✱ ✇❡ s❡t p = q = r = 2✳

✹ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

✹✳✶ ❚✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✐❧❡ ❝❛✉s❛❧✐t②

❲❡ ✜rst ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥ q✉❛♥t✐❧❡s ❛s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ t❡st ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❏❡♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✱

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❲❡ r❡♣♦rt ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t❡st st❛t✐st✐❝ Ĵ∗
T ✇❤❡♥ ✇❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡

❝❛✉s❛❧✐t② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ x1,t ✭t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ ❊P❯✮ ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ yt ✭♦✐❧ r❡t✉r♥✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱

❋✐❣✉r❡ ✸ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ t❡st ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ x2,t ✭t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ ❊▼❯✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥

❋✐❣✉r❡s ✷✖✸ ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✿ ♣❡r✐♦❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ Ĵ∗
T t❛❦❡s ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ✭♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❧♦✇ ♦r ✐♥❡①✐st❡♥t

♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡①❡s ✐♥ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ yt✬s q✉❛♥t✐❧❡s✮ ❛r❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♣❡r✐♦❞s ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t

♣❡❛❦s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ❛r❡ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ yt✬s q✉❛♥t✐❧❡s

❛r❡ ♠♦r❡ ♣❡rs✐st❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ str♦♥❣❡r ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ τ ✬s

❧❡✈❡❧s✳

◆❡①t✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ♦♥ ♦✐❧✬s ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✖✺

t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ ♦✐❧✬s r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭bpvt✮✱ ✇❤❡r❡❛s ❋✐❣✉r❡s ✻✖✼ ❞✐s♣❧❛② t❤❡

r❡s✉❧ts ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ♦✐❧ r❡t✉r♥s ✭y2t ✮✳ ❋♦r ❜♦t❤ bpvt ❛♥❞ y2t ✇❡ ❞❡t❡❝t❡❞

❛ str♦♥❣❡r ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ yt✱ ❛s t❤❡ ♣❡r✐♦❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ x1,t ❛♥❞ x2,t

❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ♣❡rs✐st❡♥t✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱

t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Ĵ∗
T ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✻✖✼ ❡①❤✐❜✐t ❡✈✐❞❡♥t ♣❡❛❦s ♦♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❧❡✈❡❧s ✐♥ s♦♠❡ ♣❡r✐♦❞s✳

❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥ r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t ♣✉r♣♦s❡s✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ t❤✐♥❦ t❤❛t ✉s✐♥❣ y2t ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ bpvt ✇♦✉❧❞
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ P♦❧✐❝② ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✭✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✮ ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ ♦✐❧✬s
r❡t✉r♥s✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ r❡♣♦rts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Ĵ∗

T ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✐❧❡ ❧❡✈❡❧s✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r♦❧❧✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡ ♦❢ ✺✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ st❡♣ ♦❢ ✺ ♣❡r✐♦❞s ❛❤❡❛❞✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞✳

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❚❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦❡t ❊q✉✐t② ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✭✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✮ ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ ♦✐❧✬s
r❡t✉r♥s✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ r❡♣♦rts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Ĵ∗

T ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✐❧❡ ❧❡✈❡❧s✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r♦❧❧✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡ ♦❢ ✺✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ st❡♣ ♦❢ ✺ ♣❡r✐♦❞s ❛❤❡❛❞✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞✳

❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❥✉st ❢♦r t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s ❧❡✈❡❧s❀ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

t❤❡ t❛✐❧s✱ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r y2t ❛♥❞ bpvt ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦✐❧ ❢✉t✉r❡ ♣r✐❝❡s ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛s ❛ ♣r♦①② ❢♦r ♦✐❧ s♣♦t

♣r✐❝❡s ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛♥❞ ♦♥ y2t ❜❡✐♥❣ ❛ ♥♦✐s② ♣r♦①② ❢♦r ♦✐❧ s♣♦t ♣r✐❝❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳

❚❤❡ ❛❢♦r❡s❛✐❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤♦s❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ χ2
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❚❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ P♦❧✐❝② ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✭✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✮ ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ ♦✐❧✬s
r❡❛❧✐③❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ r❡♣♦rts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Ĵ∗

T ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✐❧❡ ❧❡✈❡❧s✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛
r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡ ♦❢ ✺✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ st❡♣ ♦❢ ✺ ♣❡r✐♦❞s ❛❤❡❛❞✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉tt✐♥❣
♣❧❛♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❚❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦❡t ❊q✉✐t② ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✭✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✮ ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ ♦✐❧✬s
r❡❛❧✐③❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ r❡♣♦rts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Ĵ∗

T ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✐❧❡ ❧❡✈❡❧s✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛
r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡ ♦❢ ✺✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ st❡♣ ♦❢ ✺ ♣❡r✐♦❞s ❛❤❡❛❞✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉tt✐♥❣
♣❧❛♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞✳

t❡st ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❛t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✵✳✵✺✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ Ĵ∗
T ✐♥t♦ ❛ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶ ✐❢ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢

♥♦♥✲❝❛✉s❛❧✐t② ✐s r❡❥❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ✵✳✵✺ ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ τ ✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

t❤❡ χ2 t❡st ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝② t❛❜❧❡s ❜✉✐❧t ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐rs ✐♥ {yt, y
2
t , bpvt}✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝❛✉s❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s x1,t ✭✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✮ ♦r x2,t ✭✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❚❛❜❧❡

✷✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✱ χ2(yt, y
2
t ) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ χ2 t❡st ❛♣♣❧✐❡❞ t♦

t❤❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐③❡❞ ✈❛❧✉❡s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✷✖✻✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ τ ✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❚❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ P♦❧✐❝② ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✭✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✮ ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ ♦✐❧✬s
sq✉❛r❡❞ r❡t✉r♥s✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ r❡♣♦rts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Ĵ∗

T ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✐❧❡ ❧❡✈❡❧s✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛
r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡ ♦❢ ✺✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ st❡♣ ♦❢ ✺ ♣❡r✐♦❞s ❛❤❡❛❞✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉tt✐♥❣
♣❧❛♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞✳

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❚❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦❡t ❊q✉✐t② ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✭✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✮ ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ ♦✐❧✬s
sq✉❛r❡❞ r❡t✉r♥s✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ r❡♣♦rts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Ĵ∗

T ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✐❧❡ ❧❡✈❡❧s✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛
r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡ ♦❢ ✺✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ st❡♣ ♦❢ ✺ ♣❡r✐♦❞s ❛❤❡❛❞✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉tt✐♥❣
♣❧❛♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞✳

♦❢ yt ❛♥❞ y2t ❝♦✈❡r ❛ ❧♦♥❣❡r t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ bpvt✱ ❢♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ χ2 t❡st ♦❢

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ st❛rts ♦♥ ❉❡❝❡♠❜❡r ✽✱ ✷✵✵✽

✭✐✳❡✳ t❤❡ ❝❧♦s✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✜rst ✇✐♥❞♦✇ ❢♦r bpvt✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s

✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✖✺✮✳ ❲❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ✇❡ ♥❡✈❡r r❡❥❡❝t❡❞ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✭❛t t❤❡

✵✳✵✺ ❧❡✈❡❧✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ χ2(yt, y
2
t )✱ ✇❤❡r❡❛s ✇❡ r❛r❡❧② r❡❥❡❝t❡❞ ✐t ❢♦r χ2(yt, bpvt)✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ♥✉❧❧

❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇❛s ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s r❡❥❡❝t❡❞✱ ✇✐t❤ ✈❡r② ❧♦✇ ♣✲✈❛❧✉❡s✱ ❢♦r t❤❡ ♣❛✐r {y2t , bpvt}❀

t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ♦❝❝✉rr❡❞ ❛t ❡①tr❡♠❡ τ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉s✐♥❣ y2t ✐♥ t❤❡ ❏❡♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✬s t❡st ❢♦r

✶✹



❛♥❛❧②s✐♥❣ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥ r✐s❦✱ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ bpvt✱ ❧❡❛❞s t♦ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✈❛❧✉❡s

♦❢ τ ❀ t❤❛t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❛t ❡①tr❡♠❡ q✉❛♥t✐❧❡s ❧❡✈❡❧s✳ ❲❡ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ r❡❛❞ t❤✐s r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛

❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇♣♦✐♥t✿ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦✐❧ ❢✉t✉r❡ ♣r✐❝❡s t♦ r❡❝♦✈❡r ❛ ♣r♦①② ❢♦r ♦✐❧ s♣♦t ♣r✐❝❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② s❡❡♠s

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛t ❝❡♥tr❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s ♦♥❧②✳

❚❛❜❧❡ ✷✿ χ2 t❡st ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

τ ❝❛✉s❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ x1,t ❝❛✉s❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ x2,t

χ2(yt, y
2
t ) χ2(yt, bpvt) χ2(y2

t , bpvt) χ2(yt, y
2
t ) χ2(yt, bpvt) χ2(y2

t , bpvt)

✵✳✵✺ ✵✳✻✶ ✶✳✵✵ ✵✳✾✾ ✶✳✵✵ ✵✳✺✹ ✵✳✼✼
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✵✳✹✺ ✶✳✵✵ ✵✳✵✸ ✷✳✹✽❊✲✵✸ ✶✳✵✵ ✶✳✵✵ ✶✳✸✷❊✲✵✽
✵✳✺✺ ✶✳✵✵ ✷✳✹✻❊✲✵✸ ✺✳✻✶❊✲✵✸ ✵✳✽✾ ✵✳✵✺ ✾✳✾✼❊✲✵✸
✵✳✻✺ ✵✳✾✻ ✵✳✵✽ ✵✳✵✸ ✵✳✽✵ ✵✳✺✶ ✹✳✾✼❊✲✵✸
✵✳✼✺ ✶✳✵✵ ✵✳✻✶ ✷✳✸✾❊✲✵✸ ✵✳✼✽ ✵✳✶✹ ✵✳✵✷
✵✳✽✺ ✶✳✵✵ ✵✳✾✹ ✵✳✷✼ ✵✳✹✻ ✵✳✸✽ ✵✳✵✷
✵✳✾✺ ✶✳✵✵ ✵✳✶✶ ✶✳✵✵ ✵✳✾✺ ✵✳✺✹ ✵✳✵✷

❚❤❡ t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ χ2 t❡st ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❛t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✵✳✵✺✳ ❚❤❡ t❡st ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜②
tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ Ĵ∗

T ✐♥t♦ ❛ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ t❛❦✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶ ✐❢ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ♥♦♥✲❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥ q✉❛♥t✐❧❡✱ ❢♦r ❛
❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ τ ✱ ✇❛s r❡❥❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ✵✳✵✺ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ χ2 t❡st ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠
❝♦♥t✐♥❣❡♥❝② t❛❜❧❡s ❜✉✐❧t ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐rs ✐♥ {yt, y

2
t , bpvt}✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝❛✉s❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❛s x1,t ✭✐♥ t❤❡

❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✮ ♦r x2,t ✭✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✮✳

✹✳✷ ▼♦❞❡❧ ❛ss❡ss♠❡♥t

❲❡ ✜rst ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✭✶✮✱ t❤❛t ✐s✱ Qτ (yt|Wt−1) =

α0(τ) + β1(τ)yt−1 + β2(τ)yt−2 + δ1(τ)x1,t−1 + δ2(τ)x1,t−2 + λ1(τ)x2,t−1 + λ2(τ)x2,t−2✳ ❇② r❡♣❧❛❝✐♥❣

yt ❜② y2t ✭bpvt✮ ❛♥❞ Wt−1 ❜② W2,t−1 ✭W3,t−1✮ ✇❡ ❛❧s♦ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ Qτ (y
2
t |W2,t−1) ❛♥❞

Qτ (bpvt|W3,t−1)✳ ❆❢t❡r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡

s✉❜s❛♠♣❧❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s

❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳

❲❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✬ ♣✲✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✵✳✵✺✱ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t t❤❛t

t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❛❧✇❛②s st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s

♦❢ yt✱ y
2
t ❛♥❞ bpvt ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ r❡♣♦rt ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸ t❤❡ ♠❡❛♥ ✭❝♦❧✉♠♥s ✷✖✼✮ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❝♦❧✉♠♥s ✽✖✶✸✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ❜❡✐♥❣ ❧❡ss t❤❛♥

♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✵✺✳ ❚❤❡s❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s β̄j(τ)✱ δ̄j(τ) ❛♥❞ λ̄j(τ)✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ st❛♥❞❛r❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s σβj(τ)✱ σδj(τ)✱ σλj(τ)✱ ❢♦r j = {1, 2}✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ r❡s✉❧ts

♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t τ = {0.1, 0.5, 0.9}✳

❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ Qτ (yt|Wt−1)✬s ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r②

✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❤❛♥❣❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ τ ❧❡✈❡❧s✱ ❝♦✉♥t❡r✲❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥✲s❤✐❢t ❤②♣♦t❤❡s✐s✱

✇❤✐❝❤ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡

✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ tr❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✬ ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r τ ✿ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r β̄j(τ)

✶✺



❚❛❜❧❡ ✸✿ ◗✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦✉t♣✉t

τ β̄1(τ) β̄2(τ) δ̄1(τ) δ̄2(τ) λ̄1(τ) λ̄2(τ) σβ1(τ) σβ2(τ) σδ1(τ) σδ2(τ) σλ1(τ) σλ2(τ)

❊st✐♠❛t❡s ✐♥ Qτ (yt|Wt−1) = α0(τ) +
∑2

j=1 βj(τ)yt−j +
∑2

j=1 δj(τ)x1,t−j +
∑2

j=1 λj(τ)x2,t−j

✵✳✶ ✵✳✵✷✹ ✶✼✳✽✾✸ ✲✵✳✽✸✺ ✲✵✳✵✹✵ ✲✵✳✺✷✾ ✲✵✳✵✷✵ ✶✾✳✶✷✷ ✺✳✾✾✼ ✵✳✸✾✾ ✵✳✻✾✹ ✵✳✷✵✼ ✵✳✻✽✸
✵✳✺ ✲✶✶✳✺✸✶ ✲✼✳✽✻✹ ✲✵✳✹✻✹ ✵✳✷✾✶ ✵✳✵✶✶ ✵✳✶✸✵ ✶✳✻✶✸ ✵✳✺✹✸ ✵✳✶✸✾ ✵✳✸✸✷ ✵✳✷✺✼ ✵✳✷✻✵
✵✳✾ ✲✶✻✳✻✷✺ ✲✶✽✳✸✽✻ ✵✳✺✺✾ ✵✳✽✷✾ ✵✳✺✺✺ ✵✳✼✻✺ ✶✺✳✷✶✸ ✻✳✺✽✶ ✵✳✶✹✻ ✵✳✹✶✹ ✵✳✹✵✶ ✵✳✶✶✾

❊st✐♠❛t❡s ✐♥ Qτ (y
2
t |W2,t−1) = α0(τ) +

∑2
j=1 βj(τ)y

2
t−j +

∑2
j=1 δj(τ)x1,t−j +

∑2
j=1 λj(τ)x2,t−j

✵✳✶ ✵✳✹✻✼ ✶✳✵✷✼ ✵✳✵✵✶ ✲✹❡✲✵✹ ✲✷❡✲✵✹ ✲✶❡✲✵✺ ✵✳✹✹✹ ✵✳✾✵✸ ✸❡✲✵✺ ✶❡✲✵✸ ✷❡✲✵✺ ✸❡✲✵✹
✵✳✺ ✻✳✼✶✶ ✼✳✾✼✼ ✵✳✵✵✾ ✵✳✵✶✶ ✵✳✵✵✸ ✵✳✵✵✺ ✺✳✵✸✷ ✷✳✽✾✺ ✵✳✵✵✹ ✵✳✵✵✼ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✵✸
✵✳✾ ✻✼✳✵✻✾ ✽✺✳✻✺✵ ✵✳✵✸✽ ✵✳✵✷✵ ✵✳✵✺✵ ✵✳✵✵✹ ✷✼✳✸✶✷ ✸✹✳✹✷✷ ✵✳✵✶✻ ✵✳✵✻✺ ✵✳✵✸✶ ✵✳✵✹✻

❊st✐♠❛t❡s ✐♥ Qτ (bpvt|W3,t−1) = α0(τ) +
∑2

j=1 βj(τ)bpvt−j +
∑2

j=1 δj(τ)x1,t−j +
∑2

j=1 λj(τ)x2,t−j

✵✳✶ ✷✾✳✻✼✾ ✶✸✳✷✼✼ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✶ ✹✳✺✶✷ ✷✳✽✸✶ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵
✵✳✺ ✹✹✳✼✸✽ ✷✺✳✹✸✸ ✵✳✵✵✹ ✵✳✵✵✹ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✶ ✹✳✶✽✼ ✻✳✺✺✼ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✶
✵✳✾ ✼✽✳✶✾✾ ✺✾✳✷✼✵ ✵✳✵✷✸ ✵✳✵✶✷ ✵✳✵✵✻ ✵✳✵✵✷ ✷✶✳✹✵✽ ✶✹✳✸✷✽ ✵✳✵✵✸ ✵✳✵✵✸ ✵✳✵✵✸ ✵✳✵✵✷

❚❤❡ t❛❜❧❡ r❡♣♦rts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ✭✪✮✱ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥s ✷✖✼✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✭✪✮✱ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥s ✽✖✶✸✱ ❝♦♠♣✉t❡❞
❢♦r t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡✐r ❜❡✐♥❣
st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✵✳✵✺✳ ❚❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡ ♦❢ ✺✵✵
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ st❡♣s ♦❢ ✺ ❞❛②s ❛❤❡❛❞✳

❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r δ̄j(τ)✱ λ̄j(τ)✱ j = {1, 2}✳ ❖♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ ❧❛❣s ♦❢ yt ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t

t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✬s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❀ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡✐r ❡✛❡❝ts ❜❡❝♦♠❡ ♥❡❣❛t✐✈❡

❛t ♠❡❞✐✉♠✲❤✐❣❤ τ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤✐s ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛s ♣❛st ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡t✉r♥s ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s❡r✐❡s

❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s ♠♦✈❡❞ t❤❡ ✵✳✶ ✭✵✳✾✮ q✉❛♥t✐❧❡ ❢✉rt❤❡r t♦ t❤❡ ❧❡❢t ✭r✐❣❤t✮✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝t

♦♥ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡t✉r♥s s❤r✐♥❦ t❤❡ ❞❡♥s✐t② t♦✇❛r❞ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥

❛❧s♦ ♠♦✈❡s t♦ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡s ❛s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡

s❤♦❝❦s ❧❡❛❞ t♦ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r x1,t−j ❛♥❞ x2,t−j ✱ j = {1, 2}❀ ❢♦r t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②

✐♥❞❡①❡s✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❡①♣❡❝t✐♥❣ t❤❡s❡ s✐❣♥s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠♦✈❡s t❤❡ ❧♦✇❡r q✉❛♥t✐❧❡s

t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r q✉❛♥t✐❧❡s t♦ t❤❡ r✐❣❤t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ❜❡✐♥❣ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥

t❤❛t ♦♥ ♦t❤❡r q✉❛♥t✐❧❡s ❢♦r j = 1✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ x2,t−j ✱ j = {1, 2}✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r

❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❧❡ss ✈♦❧❛t✐❧❡ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ τ ✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✹ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

s✉❜s❛♠♣❧❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✵✳✵✺✳ ■t

✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ t❤❛t ❛t τ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✶✱ ✵✳✺ ❛♥❞ ✵✳✾✱ x2,t−2✱ x2,t−1 ❛♥❞ yt−1 r❡❝♦r❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡

❤✐❣❤❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡✐r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳

▼♦✈✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ Qτ (bpvt|W3,t−1)✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t♦rs ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t

♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ q✉❛♥t✐❧❡s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐s ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ τ ✱ ♠❛✐♥❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ β̄1(τ) ❛♥❞ β̄2(τ)✱ ✇❤✐❝❤ r❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧s ❛t ♠❡❞✐✉♠✲❤✐❣❤ τ ✈❛❧✉❡s✳

❆s ❢♦r Qτ (y
2
t |W2,t−1)✱ ❥✉st δ̄2(0.1)✱ λ̄1(0.1) ❛♥❞ λ̄2(0.1) ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❀ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

t❛❦❡ ✈❡r② ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ λ̄2(τ)✱ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡①❤✐❜✐t✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❛♥

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ tr❡♥❞ ♦✈❡r τ ✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ Qτ (y
2
t |W2,t−1) ❛♥❞ ♦❢ Qτ (bpvt|W3,t−1) ❢♦❧❧♦✇ ❛

s✐♠✐❧❛r tr❡♥❞✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❧❛❣❣❡❞ r❡❛❧✐③❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❧❛❣❣❡❞ r❡t✉r♥s ♦♥

t❤❡ ✉♣♣❡r q✉❛♥t✐❧❡s ❛❣❛✐♥ ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ s✐❣♥❛❧❧✐♥❣ t❤❛t ❧❛r❣❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts ✭❡✐t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✮

✶✻



❧❡❛❞ t♦ ❛ ❤✉❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ r✐s❦✳

❲❡ r❡♣♦rt ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❛♠♣❧❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t

❛t t❤❡ ✵✳✵✺ ❧❡✈❡❧✳ ❇② ✇❛② ♦❢ r❡♠✐♥❞❡r✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦❧❧❡❞ ✇✐♥❞♦✇s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✹✸✵ ✐♥ t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ yt ❛♥❞ y2t ✱ ❛♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✸✸✹ ❢♦r bpvt✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♠♦st

r❡❧❡✈❛♥t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹ ✐s t❤❛t bpvt−1 ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❢♦r ❛❧❧

t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ τ ❀ s❡❝♦♥❞❧②✱ bpvt−2 ❛❧s♦ r❡❛❝❤❡s ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ♦❢ nβ2(τ)✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ♦✐❧

❡①❤✐❜✐ts r❡❧❡✈❛♥t ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐♥ ✐ts ❧❛❣s✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ✐♥ ❈♦rs✐ ✭✷✵✵✾✮✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t

✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s x2,t−1 ❛t τ = 0.9✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✐t ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ ✶✽✻ ♦✉t ♦❢ ✸✸✹ s✉❜s❛♠♣❧❡s✳ ❆s

❢♦r yt ❛♥❞ y2t ✱ ❛t τ = {0.1, 0.9}✱ yt−1✱ yt−2 ❛♥❞ x1,t−1 r❡❝♦r❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤

t❤❡✐r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧✳

❚❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♦✐❧✬s r❡t✉r♥s ❛♥❞

r✐s❦ ✐♥ ❛ ❢❡✇ ❝❛s❡s✳ ❚❤✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✷✖✸✱ ✇❤❡r❡ ❊P❯ ❛♥❞

❊▼❯ s❡❧❞♦♠ ❝❛✉s❡ t❤❡ yt✬s q✉❛♥t✐❧❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✬s

q✉❛♥t✐❧❡s ✭❋✐❣✉r❡s ✹✖✼✮✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ✐♥

❚❛❜❧❡ ✹ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦t❤ x1,t−j ❛♥❞ x2,t−j ✱ ✇✐t❤ j = {1, 2}✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱

✇❤❡r❡❛s ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ❏❡♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✬s t❡st ❜② ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r x1,t−j ♦r x2,t−j ✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❛❧s♦

❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡✐t❤❡r x1,t−j ♦r x2,t−j ✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts

❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ✐♥❞❡①❡s✳✽ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢r♦♠ ❛ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱

❊▼❯ ❛♥❞ ❊P❯ ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✉❜st✐t✉t❡s✳ ❆ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✇❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛r

q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❏❡♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✬s t❡st ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

❢♦r♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✇❤❡♥

❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ♦♥ ♦✐❧✬s r✐s❦✳

❚❛❜❧❡ ✹✿ P❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ r♦❧❧❡❞ ✇✐♥❞♦✇s

τ nβ1(τ) nβ2(τ) nδ1(τ) nδ2(τ) nλ1(τ) nλ2(τ)

❊st✐♠❛t❡s ✐♥ Qτ (yt|Wt−1) = α0(τ) +
∑2

j=1 βj(τ)yt−j +
∑2

j=1 δj(τ)x1,t−j +
∑2

j=1 λj(τ)x2,t−j

✵✳✶ ✶✶✷ ✸✼ ✶✻✺ ✶✶✹ ✺✹ ✶✾✵
✵✳✺ ✶✵✷ ✾ ✸✵ ✻✹ ✶✶✸ ✸✺
✵✳✾ ✸✷✷ ✶✺✻ ✾✸ ✹✼ ✶✵✺ ✺✸

❊st✐♠❛t❡s ✐♥ Qτ (y
2
t |W2,t−1) = α0(τ) +

∑2
j=1 βj(τ)y

2
t−j +

∑2
j=1 δj(τ)x1,t−j +

∑2
j=1 λj(τ)x2,t−j

✵✳✶ ✹✸ ✻✸ ✺✵ ✶✸ ✸✺ ✷✹
✵✳✺ ✶✹✷ ✺✵ ✶✺✵ ✺✼ ✶✹✺ ✶✵✸
✵✳✾ ✶✼✹ ✷✼ ✶✷✻ ✶✶✼ ✻✾ ✾✵

❊st✐♠❛t❡s ✐♥ Qτ (bpvt|W3,t−1) = α0(τ) +
∑2

j=1 βj(τ)bpvt−j +
∑2

j=1 δj(τ)x1,t−j +
∑2

j=1 λj(τ)x2,t−j

✵✳✶ ✸✸✵ ✽✶ ✸✸ ✷✵ ✶✸ ✶✵
✵✳✺ ✸✶✵ ✷✾✽ ✸✷ ✷✻ ✸✸ ✶✵✾
✵✳✾ ✸✸✸ ✶✼✻ ✵ ✸ ✶✽✻ ✷✾

❚❤❡ t❛❜❧❡ r❡♣♦rts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❛♠♣❧❡s✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t✉r♥s
♦✉t t♦ ❜❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✵✳✵✺✳ ❚❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡ ♦❢
✺✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ st❡♣s ♦❢ ✺ ❞❛②s ❛❤❡❛❞✳

✽❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣♦♥ r❡q✉❡st✳

✶✼



◆❡①t✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ✉s❡❞ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✈❛❧✐❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥s

♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✽✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ yt✱ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ✜rst ♦❢ t❤❡ r♦❧❧❡❞ ✇✐♥❞♦✇s✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝r♦ss✐♥❣ ✐♥ q✉❛♥t✐❧❡s ✈❛♥✐s❤❡s ❜②

❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❤❡r♥♦③❤✉❦♦✈ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉s✐♥❣

t❤❡ ❊♣❛♥❡❝❤♥✐❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ ♠❡t❤♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ s♠♦♦t❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✽✭❜✮ s❤♦✇s

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ yt✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ✇✐♥❞♦✇s ♦❢ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣

✇✐♥❞♦✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❊♣❛♥❡❝❤♥✐❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ ♠❡t❤♦❞✳ ◆♦t❛❜❧②✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❡♥s✐t②

❝❤❛♥❣❡s ♦✈❡r t✐♠❡✱ t❤✉s s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ r♦❧❧✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳✾

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ yt✳ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✭❛✮ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ yt✱ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst s✉❜s❛♠♣❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❵❖r✐❣✐♥❛❧✬✱
❵❛❞❥✉st❡❞✬ ❛♥❞ ❵❦❡r♥❡❧✬ st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r✐s✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ▼♦❞❡❧ ✭✶✮✱ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡st✐♠❛t❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❤❡r♥♦③❤✉❦♦✈
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❜✉✐❧t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❊♣❛♥❡❝❤♥✐❦♦✈ ❦❡r♥❡❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✭❜✮ s❤♦✇s
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ yt✱ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ✇✐♥❞♦✇s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r♦❧❧✐♥❣
✇✐♥❞♦✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❊♣❛♥❡❝❤♥✐❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ ♠❡t❤♦❞✳

✹✳✸ ❚❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❡❛s✉r❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡①❡s

♦♥ ♦✐❧ ♠♦✈❡♠❡♥ts✳ ■♥ ❞♦✐♥❣ s♦✱ ✇❡ ✜rst ❝❡♥tr❡❞ t♦ ③❡r♦ ❜♦t❤ x1,t−j ❛♥❞ x2,t−j ✱ j = {1, 2}✱ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣

t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❡❛♥s❀ t❤❡s❡ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② x⋆1,t−j ❛♥❞ x⋆2,t−j ✱ j = {1, 2}✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

◆❡①t✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✶{x⋆
1,t−j<0} ❛♥❞ ✶{x⋆

2,t−j<0}✱ j = {1, 2}✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢

✶ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ {·} ✐s tr✉❡ ❛♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧✿

Qd
τ (yt|Wt−1) = α0(τ) + β1(τ)yt−1 + β2(τ)yt−2 + δd1(τ)x

⋆
1,t−1 + δd2(τ)x

⋆
1,t−2 + λd

1(τ)x
⋆
2,t−1

+ λd
2(τ)x

⋆
2,t−2 + δ⋆1(τ)✶{x⋆

1,t−1<0}x
⋆
1,t−1 + δ⋆2(τ)✶{x⋆

1,t−2<0}x
⋆
1,t−2

+ λ⋆
1(τ)✶{x⋆

2,t−1<0}x
⋆
2,t−1 + λ⋆

2(τ)✶{x⋆
2,t−2<0}x

⋆
2,t−2 + εdt (τ), ✭✹✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ Qd
τ (y

2
t |W2,t−1) ✭Qd

τ (bpvt|W3,t−1)) ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ yt

✐♥ ✭✹✮ ✇✐t❤ y2t ✭bpvt✮ ❛♥❞ Wt−1 ✇✐t❤ W2,t−1 ✭W3,t−1✮✳ ■♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❊P❯

✾❲❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❢♦r y2
t ❛♥❞ bpvt✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ r❡q✉❡st✳

✶✽



✭❊▼❯✮ ♦♥ ♦✐❧ ♠♦✈❡♠❡♥ts✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ x⋆1,t−j ✭x
⋆
2,t−j✮✱ j = {1, 2}✱ ✇❛s

q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② δdj (τ) ✭λ
d
j (τ)✮ ✐❢ x

⋆
1,t−j ≥ 0 ✭x⋆2,t−j ≥ 0✮❀ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐ts ✐♠♣❛❝t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ δdj (τ) + δ⋆j (τ)

✭λd
j (τ) + λ⋆

j (τ)✮ ✐❢ x
⋆
1,t−j < 0 ✭x⋆2,t−j < 0✮✳ ❲❡ r❡♣♦rt t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧s ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣

❢♦r t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦✈❡r t❤❡ r♦❧❧❡❞ s✉❜s❛♠♣❧❡s ✭✇✐♥❞♦✇ s✐③❡ ♦❢ ✺✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ st❡♣s ♦❢ ✺ ❞❛②s ❛❤❡❛❞✮✱

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡♠ ❜❡✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✺✪❀ ✇❡ ❛❧s♦ r❡♣♦rt t❤❡✐r st❛♥❞❛r❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❡✛❡❝ts ♦❢ x⋆1,t−1✱

❢♦r ❡❛❝❤ ✇✐♥❞♦✇✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
[
δ̂d1(τ), δ̂

⋆⋆
1 (τ) = δ̂d1(τ) + δ̂⋆1(τ)

]
❛r❡

s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s✳

❚❛❜❧❡ ✺✿ ❚❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ ♦✐❧ ♠♦✈❡♠❡♥ts

τ δ̄d1(τ) δ̄⋆⋆1 (τ) δ̄d2(τ) δ̄⋆⋆2 (τ) λ̄d
1(τ) λ̄⋆⋆

1 (τ) λ̄d
2(τ) λ̄⋆⋆

2 (τ)

❊st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ Qd
τ (yt|Wt−1)✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs

✵✳✶ ✲✷✳✹✹ ✭✶✳✾✮ ✲✵✳✶✷ ✭✵✳✹✮ ✷✳✹✷ ✭✶✳✷✮ ✲✶✳✶✻ ✭✵✳✻✮ ✲✶✳✵✼ ✭✶✳✵✮ ✵✳✷✶ ✭✵✳✷✮ ✲✶✳✼✹ ✭✵✳✺✮ ✵✳✸✸ ✭✶✳✶✮
✵✳✺ ✵✳✾✺ ✭✵✳✹✮ ✲✵✳✸✸ ✭✵✳✷✮ ✵✳✸✸ ✭✶✳✶✮ ✲✵✳✸✽ ✭✵✳✷✮ ✲✵✳✾✷ ✭✵✳✽✮ ✵✳✸✷ ✭✵✳✶✮ ✲✶✳✺✸ ✭✵✳✶✮ ✵✳✷✾ ✭✶✳✶✮
✵✳✾ ✷✳✷✵ ✭✶✳✾✮ ✲✵✳✾✷ ✭✵✳✽✮ ✶✳✹✺ ✭✶✳✶✮ ✲✵✳✺✵ ✭✵✳✼✮ ✲✵✳✻✺ ✭✶✳✾✮ ✵✳✺✹ ✭✵✳✹✮ ✲✶✳✵✵ ✭✵✳✶✮ ✵✳✸✸ ✭✵✳✶✮

❊st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ Qd
τ (y

2
t |W2,t−1)✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs

✵✳✶ ✶✳✵✵ ✭✽✳✷✮ ✲✵✳✶✵ ✭✷✳✷✮ ✲✷✳✾✷ ✭✶✵✳✷✮ ✵✳✶✾ ✭✸✳✶✮ ✷✳✷✸ ✭✷✳✾✮ ✲✵✳✵✶ ✭✸✳✷✮ ✵✳✵✻ ✭✵✳✺✮ ✲✵✳✵✷ ✭✵✳✻✮
✵✳✺ ✷✳✻✽ ✭✵✳✽✮ ✲✵✳✸✵ ✭✶✳✹✮ ✲✷✳✵✼ ✭✷✳✻✮ ✵✳✶✼ ✭✵✳✸✮ ✸✳✶✸ ✭✶✳✵✮ ✲✵✳✶✷ ✭✵✳✷✮ ✶✳✾✵ ✭✶✳✷✮ ✲✵✳✵✾ ✭✶✳✸✮
✵✳✾ ✶✹✳✶✹ ✭✶✷✳✵✮ ✲✵✳✺✷ ✭✸✳✶✮ ✷✾✳✺✶ ✭✶✺✳✷✮ ✲✷✳✾✵ ✭✸✳✾✮ ✺✳✺✻ ✭✸✳✼✮ ✲✶✳✷✽ ✭✶✳✽✮ ✹✳✸✹ ✭✹✳✽✮ ✲✶✳✽✾ ✭✷✳✺✮

❊st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ Qd
τ (bpvt|W3,t−1)✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs

✵✳✶ ✵✳✹✺ ✭✷✳✸✮ ✲✵✳✶✶ ✭✸✳✻✮ ✵✳✵✾ ✭✷✳✷✮ ✲✵✳✵✺ ✭✶✳✾✮ ✵✳✵✷ ✭✹✳✽✮ ✲✵✳✵✺ ✭✸✳✾✮ ✵✳✵✽ ✭✶✳✷✮ ✲✵✳✵✶ ✭✸✳✺✮
✵✳✺ ✶✳✸✷ ✭✶✳✸✮ ✲✵✳✸✽ ✭✷✳✶✮ ✵✳✵✷ ✭✶✳✹✮ ✲✵✳✵✻ ✭✷✳✾✮ ✵✳✵✺ ✭✸✳✼✮ ✲✵✳✾✹ ✭✷✳✺✮ ✶✳✸✶ ✭✺✳✼✮ ✲✵✳✵✸ ✭✷✳✶✮
✵✳✾ ✸✳✷✻ ✭✾✳✹✮ ✲✵✳✼✽ ✭✽✳✶✮ ✸✳✷✸ ✭✾✳✹✮ ✲✶✳✷✸ ✭✾✳✸✮ ✷✳✷ ✭✽✳✼✮ ✲✶✳✵✷ ✭✶✸✳✻✮ ✷✳✷✽ ✭✾✳✷✮ ✲✵✳✼✸ ✭✽✳✾✮

❚❤❡ t❛❜❧❡ r❡♣♦rts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ✭✪✮✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱
♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡①❡s✬ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭✐♥ ❜r❛❝❦❡ts ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡✐r st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✮ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♠♦❞❡❧s✿ Qd

τ (yt|Wt−1) = α0(τ) + β1(τ)yt−1 + β2(τ)yt−2 + δd1(τ)x
⋆
1,t−1 + δd2(τ)x

⋆
1,t−2 + λd

1(τ)x
⋆
2,t−1 + λd

2(τ)x
⋆
2,t−2 +

δ⋆1(τ)✶{x⋆
1,t−1

<0}x
⋆
1,t−1 + δ⋆2(τ)✶{x⋆

1,t−2
<0}x

⋆
1,t−2 + λ⋆

1(τ)✶{x⋆
2,t−1

<0}x
⋆
2,t−1 + λ⋆

2(τ)✶{x⋆
2,t−2

<0}x
⋆
2,t−2✱ Qd

τ (y
2
t |W2,t−1) =

α0(τ) + β1(τ)y
2
t−1 + β2(τ)y

2
t−2 + δd1(τ)x

⋆
1,t−1 + δd2(τ)x

⋆
1,t−2 + λd

1(τ)x
⋆
2,t−1 + λd

2(τ)x
⋆
2,t−2 + δ⋆1(τ)✶{x⋆

1,t−1
<0}x

⋆
1,t−1 +

δ⋆2(τ)✶{x⋆
1,t−2

<0}x
⋆
1,t−2 + λ⋆

1(τ)✶{x⋆
2,t−1

<0}x
⋆
2,t−1 + λ⋆

2(τ)✶{x⋆
2,t−2

<0}x
⋆
2,t−2 ❛♥❞ Qd

τ (bpvt|W3,t−1) = α0(τ) + β1(τ)bpvt−1 +

β2(τ)bpvt−2 + δd1(τ)x
⋆
1,t−1 + δd2(τ)x

⋆
1,t−2 + λd

1(τ)x
⋆
2,t−1 + λd

2(τ)x
⋆
2,t−2 + δ⋆1(τ)✶{x⋆

1,t−1
<0}x

⋆
1,t−1 + δ⋆2(τ)✶{x⋆

1,t−2
<0}x

⋆
1,t−2 +

λ⋆
1(τ)✶{x⋆

2,t−1
<0}x

⋆
2,t−1 + λ⋆

2(τ)✶{x⋆
2,t−2

<0}x
⋆
2,t−2✳ ❲❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦♥ t❤❡♠ ❜❡✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t

❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✵✳✵✺✳ ❚❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡ ♦❢ ✺✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ st❡♣ ♦❢ ✺ ❞❛②s
❛❤❡❛❞✳ δ̄⋆⋆j (τ) ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✉♠s δdj (τ) + δ⋆j (τ)✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇s ✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❀ s✐♠✐❧❛r❧②✱ λ̄⋆⋆

j (τ) ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ λd
j (τ) + λ⋆

j (τ)✱ j = {1, 2}✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✺ t❤❛t✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❜♦t❤ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡①❡s ❤❛✈❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❡✛❡❝ts

♦♥ ♦✐❧ ♠♦✈❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ✐s str♦♥❣❡r ✐♥ t❤❡ st❛t❡s ✇❤❡r❡ t❤❡② t❛❦❡ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥

x⋆1,t−j ❛♥❞ x⋆2,t−j t❛❦❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ δ̂dj (τ) ❛♥❞ λ̂d
j (τ) ❛r❡ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ❣r❡❛t❡r✱

✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✱ t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ (δ̂dj (τ)+ δ̂⋆j (τ)) ❛♥❞ (λ̂d
j (τ)+ λ̂⋆

j (τ))✱ j = {1, 2}✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s

✐s ❛ s♦♠❡✇❤❛t ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧t s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡r ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♦✐❧

♠♦✈❡♠❡♥ts ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

✶✾



✹✳✹ ❖✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ❢♦r❡❝❛st ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✐❧❡ ❝❛✉s❛❧✐t②

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr✐✲

❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡①❡s ✭x1,t ❛♥❞ x2,t✮ ✐♥ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

♦❢ yt✱ y
2
t ❛♥❞ bpvt✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ yt ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮✱ ✇❡ t❡st❡❞

t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❝♦rr❡❝t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣♦rt ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✭❛✮ t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❢♦✉r

❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s✿ ▼♦❞❡❧ ✶ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t♦rs✱ t❤❛t ✐s✱ yt−j ✱ x1,t−j ❛♥❞ x2,t−j ✱ ✇✐t❤ j = {1, 2}✳

▼♦❞❡❧ ✷ ❤❛s ❥✉st yt−j ✱ ✇❤❡r❡❛s ▼♦❞❡❧ ✸ ❝♦♠♣r✐s❡s yt−j ❛♥❞ x1,t−j ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ▼♦❞❡❧ ✹ ✐♥❝❧✉❞❡s yt−j ❛♥❞

x2,t−j ✱ ✇✐t❤ j = {1, 2}✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢♦✉r ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♣❡r✐♦❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥✉❧❧

❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❝♦rr❡❝t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t r❡❥❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ✵✳✵✺ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ♦t❤❡rs ✇❤❡r❡ t❤❡

♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s r❡❥❡❝t❡❞✳ ◆♦t❛❜❧②✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ②❡❛rs ✶✾✾✾✖✷✵✵✷ ❛♥❞ ✷✵✵✽✱ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ♥♦t

r❡❥❡❝t❡❞ ❥✉st ❢♦r ▼♦❞❡❧ ✶✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❊P❯

❛♥❞ ❊▼❯✳

✭❛✮ ❚❤❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ t❡st ✭♣✲✈❛❧✉❡s✮ ✭❜✮ ❚❤❡ ❉✐❡❜♦❧❞ ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥♦ ✭✷✵✵✷✮ t❡st

✭❝✮ ❚❤❡ ❉✐❦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ t❡st ✭❞✮ ❚❤❡ ●♥❡✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❘❛♥❥❛♥ ✭✷✵✶✶✮ t❡st

❋✐❣✉r❡ ✾✿ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r t❤❡ yt ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❧❡s ♦✈❡r t❤❡ r♦❧❧❡❞ ✇✐♥❞♦✇s✳
❚❤❡ t❡sts ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡✐❣❤ts ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■♥ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✾✭❛✮✱ ▼♦❞❡❧ ✶ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣r❡❞✐❝t♦rs✱ t❤❛t ✐s✱
yt−j ✱ x1,t−j ❛♥❞ x2,t−j ✱ ✇✐t❤ j = {1, 2}✳ ▼♦❞❡❧ ✷ ❤❛s ❥✉st yt−j ✱ ✇❤❡r❡❛s ▼♦❞❡❧ ✸ ❝♦♠♣r✐s❡s yt−j ❛♥❞
x1,t−j ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ▼♦❞❡❧ ✹ ✐♥❝❧✉❞❡s yt−j ❛♥❞ x2,t−j ✱ ✇✐t❤ j = {1, 2}✳ ■♥ ❙✉❜✜❣✉r❡s ✾✭❜✮✖✾✭❞✮ t❤❡ ❜❧❛❝❦
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞s✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✾✭❛✮ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ✵✳✵✺✳

❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ✭t❤❡ ♦♥❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❥✉st t❤❡ ❧❛❣s ♦❢ yt✮ ❛♥❞ t❤❡

✉♥r❡str✐❝t❡❞ ✭✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧s♦ t❤❡ ❧❛❣s ♦❢ x1,t ❛♥❞ x2,t✮ ♠♦❞❡❧s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❡sts ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②

❉✐❡❜♦❧❞ ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥♦ ✭✷✵✵✷✮✱ ❉✐❦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ●♥❡✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❘❛♥❥❛♥ ✭✷✵✶✶✮✱ ✇❡r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞

❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✾✭❜✮✖✾✭❞✮✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ t❡sts st❛t✐st✐❝s ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r s✐❣♥s ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣

✷✵



♣❡r✐♦❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇♦r❦s ❜❡tt❡r✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♦t❤❡rs ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s

r❡❝♦r❞❡❞ ❜② t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧✳✶✵ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❡q✉❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s

r❡❥❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r✐♦❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ r❡❝♦r❞s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱

st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ❛r❡ ❧❡ss ❢r❡q✉❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ r❡str✐❝t❡❞

♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛❧❧ t❤❡ t❡sts ❣✐✈❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ✷✵✵✵s ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✷✵✵✵s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❉✐❦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ t❡st ❞❡t❡❝ts ❢✉rt❤❡r

♣❡r✐♦❞s✱ ♥❛♠❡❧② ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ✶✾✾✵s ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✷✵✵✵s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞

♠♦❞❡❧ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♦♥❡✱ ♠❛✐♥❧② ✇❤❡♥ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❍❡r❡ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ r✐s❦✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ r❡♣♦rt ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦✐❧✬s ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱

❡st✐♠❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜✐♣♦✇❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭s✉❜♣❧♦ts ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ sq✉❛r❡❞

♦✐❧ r❡t✉r♥s ✭♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ t❡sts ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮✱ ❉✐❡❜♦❧❞ ❛♥❞

▼❛r✐❛♥♦ ✭✷✵✵✷✮✱ ❉✐❦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ●♥❡✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❘❛♥❥❛♥ ✭✷✵✶✶✮ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶✵✖✶✸✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ②❡❛rs ✷✵✶✵✖✷✵✶✺✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ y2t

❛♥❞ t❤❡ bpvt s❡r✐❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❢❛✈♦✉r ♦❢ t❤❡ ✭st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✮ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦❢ t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ♣♦♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ✐♥ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♦✐❧ r✐s❦✬s

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❧❡s✳

❆s ❢♦r t❤❡ ②❡❛rs ❜❡❢♦r❡ ✷✵✶✵ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❢♦❝✉s ❥✉st ♦♥ y2t ✱ t❤❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ t❡st s❤♦✇s ♣❡r✐♦❞s ✐♥

✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ♥♦t r❡❥❡❝t❡❞ ❥✉st ❢♦r ▼♦❞❡❧ ✹✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✶✾✽✵s✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ②❡❛rs ✷✵✵✸✲✷✵✵✺ ❛♥❞ ✷✵✵✾✲✷✵✶✵✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❊▼❯ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣

❡①❡r❝✐s❡✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r t❡sts✱ t❤❡ ❉✐❦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ t❡st r❡❝♦r❞s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇✐♥❞♦✇s ✇❤❡r❡

t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s r❡❥❡❝t❡❞ ✐♥ ❢❛✈♦✉r ♦❢ t❤❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ♠❛✐♥❧② ✐♥

t❤❡ ❧❡❢t t❛✐❧ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ y2t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡sts ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❉✐❡❜♦❧❞ ❛♥❞

▼❛r✐❛♥♦ ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ●♥❡✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❘❛♥❥❛♥ ✭✷✵✶✶✮ s❤♦✇ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛t ❤✐❣❤ y2t q✉❛♥t✐❧❡s✱ ✐♥ t❤❡

②❡❛rs ✷✵✵✾✲✷✵✶✵✳

❲❡ ♥♦✇ ❛ss❡♠❜❧❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦✉r t❡sts ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ♣❡r✐♦❞s ✇❤❡r❡

❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ t❤❡ yt ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❧❡s✳

❍❡r❡❛❢t❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ❥✉st ♦♥ yt ❛♥❞ y2t ✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣♦♦r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ bpvt ❞✉r✐♥❣ t❤❡

②❡❛rs ✷✵✶✵✲✷✵✶✺✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❡sts✖t❤♦s❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜②

❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮✱ ❉✐❡❜♦❧❞ ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥♦ ✭✷✵✵✷✮✱ ❉✐❦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ●♥❡✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❘❛♥❥❛♥ ✭✷✵✶✶✮✖❛

❞✉♠♠② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♥♦t❡❞ Dpred
t t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶ ✐❢ t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ r❡❝♦r❞s ❛ ✭st❛t✐st✐❝❛❧❧②✮

❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✵✳✵✺ t❤❛♥ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♦♥❡ ❛t t✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ■♥

t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ t❡st✱ Dpred
t t❛❦❡s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶ ✐❢ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ♥♦t r❡❥❡❝t❡❞

❢♦r t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡s✮✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✇✐♥❞♦✇✱ ✐s

r❡❥❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♦♥❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❥✉st t❤❡ ❧❛❣❣❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ yt ♦r y
2
t ✮ ❛t t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❡❛♥

✶✵❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ ❉✐❦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ t❡st✱ t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♦♥❡ ✐❢ t❤❡ t❡st
st❛t✐st✐❝ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❉✐❡❜♦❧❞ ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥♦ ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ●♥❡✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❘❛♥❥❛♥ ✭✷✵✶✶✮ t❡sts✳

✷✶



t❤❡ s❡r✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡r✐♦❞s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❧❛sts ❢♦r ♦♥❧② ❛ ❢❡✇

❞❛②✱ ❜❡✐♥❣ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t❡st✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡✿

SDpred
t =

1

2Ms + 1

t+Ms∑

t−Ms

Dpred
t . ✭✺✮

■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ s❡t Ms = 10✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡s s♣❛♥ ❜② ✷✶ ❞❛②s✱ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡

s♠♦♦t❤♥❡ss t❤❡ ♣❡r✐♦❞s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ✇❤❡r❡ SDpred
t ≥ 0.5✳

✭❛✮ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ y2
t

✭❜✮ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ bpvt

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❚❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ t❡st ♦✈❡r t❤❡ r♦❧❧❡❞ ✇✐♥❞♦✇s✳ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✶✵✭❛✮ ❛♥❞
✶✵✭❜✮ r❡❢❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t♦ t❤❡ ❢♦r❡❝❛sts ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ y2t ❛♥❞ bpvt✳ ▼♦❞❡❧ ✶ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡
s❡❧❡❝t❡❞ ♣r❡❞✐❝t♦rs✱ t❤❛t ✐s✱ y2t−j ✭✐♥ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✶✵✭❛✮✮ ♦r ♦❢ bpvt−j ✭✐♥ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✶✵✭❜✮✮✱ x1,t−j ❛♥❞ x2,t−j ✱

✇✐t❤ j = {1, 2}✳ ▼♦❞❡❧ ✷ ❤❛s ❥✉st t❤❡ ❧❛❣s ♦❢ y2t−j ✭✐♥ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✶✵✭❛✮✮ ♦r ♦❢ bpvt−j ✭✐♥ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✶✵✭❜✮✮✳

▼♦❞❡❧ ✸ ❝♦♠♣r✐s❡s y2t−j ✭✐♥ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✶✵✭❛✮✮ ♦r ♦❢ bpvt−j ✭✐♥ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✶✵✭❜✮✮ ❛♥❞ x1,t−j ✱ ✇❤❡r❡❛s ▼♦❞❡❧

✹ ✐♥❝❧✉❞❡s y2t−j ✭✐♥ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✶✵✭❛✮✮ ♦r ♦❢ bpvt−j ✭✐♥ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✶✵✭❜✮✮ ❛♥❞ x2,t−j ✱ ✇✐t❤ j = {1, 2}✳ ❚❤❡
❜❧❛❝❦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✵✺✳

✭❛✮ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ y2
t

✭❜✮ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ bpvt

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❚❤❡ ❉✐❡❜♦❧❞ ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥♦ ✭✷✵✵✷✮ t❡st st❛t✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r t❤❡ r♦❧❧❡❞ ✇✐♥❞♦✇s✳ ❙✉❜✜❣✉r❡s
✶✶✭❛✮ ❛♥❞ ✶✶✭❜✮ r❡❢❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t♦ t❤❡ ❢♦r❡❝❛sts ♦❢ t❤❡ y2t ❛♥❞ t❤❡ bpvt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ✇❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ❥✉st t❤❡ ❧❛❣s ♦❢ y2t ❛♥❞ bpvt✮ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧s
✭✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❧❛❣s ♦❢ x1,t ❛♥❞ x2,t✮✳ ❚❤❡ t❡st ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t τ ✈❛❧✉❡s✿ ✵✳✵✺
✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡s✮✱ ✵✳✺✵ ✭②❡❧❧♦✇ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ✵✳✾✺ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✺✪
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞s✳

❲❡ ❞✐s♣❧❛② ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶✹✖✶✺ t❤❡ ♣❡r✐♦❞s ✇❤❡r❡ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣

❡①❡r❝✐s❡✱ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦✉r ❢♦r ❡❛❝❤ t❡st✳ ❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯

♣❧❛②❡❞ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ t❤❡ yt✬s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ②❡❛rs

✷✷



✭❛✮ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ y2
t

✭❜✮ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ bpvt

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❚❤❡ ❉✐❦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ t❡st st❛t✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r t❤❡ r♦❧❧❡❞ ✇✐♥❞♦✇s✳ ❙✉❜✜❣✉r❡s ✶✷✭❛✮ ❛♥❞
✶✷✭❜✮ r❡❢❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t♦ t❤❡ ❢♦r❡❝❛sts ♦❢ t❤❡ y2t ❛♥❞ t❤❡ bpvt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡
r❡str✐❝t❡❞ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ❥✉st t❤❡ ❧❛❣s ♦❢ y2t ❛♥❞ bpvt✮ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧s ✭✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧s♦
t❤❡ ❧❛❣s ♦❢ x1,t ❛♥❞ x2,t✮✳ ❚❤❡ t❡st ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ ❣r❡❛t❡r ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡s✮✱
♦♥ t❤❡ r✐❣❤t t❛✐❧ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t t❛✐❧ ✭②❡❧❧♦✇ ❧✐♥❡s✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❜❧❛❝❦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞s✳

✭❛✮ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ y2
t

✭❜✮ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ bpvt

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❚❤❡ ●♥❡✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❘❛♥❥❛♥ ✭✷✵✶✶✮ t❡st st❛t✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r t❤❡ r♦❧❧❡❞ ✇✐♥❞♦✇s✳ ❙✉❜✜❣✉r❡s
✶✸✭❛✮ ❛♥❞ ✶✸✭❜✮ r❡❢❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t♦ t❤❡ ❢♦r❡❝❛sts ♦❢ t❤❡ y2t ❛♥❞ t❤❡ bpvt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ✇❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ❥✉st t❤❡ ❧❛❣s ♦❢ y2t ❛♥❞ bpvt✮ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧s
✭✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❧❛❣s ♦❢ x1,t ❛♥❞ x2,t✮✳ ❚❤❡ t❡st ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ ❣r❡❛t❡r ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡
❝❡♥t❡r ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡s✮✱ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t t❛✐❧ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t t❛✐❧ ✭②❡❧❧♦✇ ❧✐♥❡s✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞s✳

✷✵✵✺✖✷✵✵✼ ❛♥❞ ✷✵✵✽✖✷✵✶✵✳ ❚❤❡s❡ ♣❡r✐♦❞s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t✇♦ s♣❡❝✐❛❧ ❡✈❡♥ts✿ t❤❡ ❵✷✵✵✽ ♦✐❧ ♣r✐❝❡ ❜✉❜❜❧❡✬✱

✇❤✐❝❤ s♣❛♥s t❤❡ ②❡❛rs ✷✵✵✼✖✷✵✵✽✱ ❛♥❞ t❤❡ ❯❙ s✉❜♣r✐♠❡ ❝r✐s✐s✱ ♠❛r❦❡❞ ❜② t❤❡ ▲❡❤♠❛♥ ❇r♦t❤❡rs✬

❞❡❢❛✉❧t ✐♥ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✽✳ ❆s ❢♦r y2t ✭❋✐❣✉r❡ ✶✺✮✱ s✐♠✐❧❛r t♦ yt✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ♦❢

❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ②❡❛rs ✷✵✵✺✖✷✵✵✼ ❛♥❞ ✷✵✵✽✖✷✵✶✵✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s

❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♦✐❧ ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦♥❧② ✐♥ s♦♠❡ ♣❡r✐♦❞s✳ ❙✉❝❤ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉♣♣♦rts t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡

r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡s❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ t❤❛♥ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t ❛ ❢✉❧❧ s❛♠♣❧❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆s

❢♦r bpvt ❛♥❞ y2t ✱ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ r✐s❦✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡①❡r❝✐s❡ ♣r♦✈✐❞❡

s✐♠✐❧❛r s✉❣❣❡st✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❜♦t❤ Qτ (y
2
t |W2,t−1) ❛♥❞

Qτ (bpvt|W3,t−1)✳ ❙♦♠❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛ss❡ss♠❡♥t✱ ✐♥

t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ bpvt ❛♥❞ t❤❡ y2t s❡r✐❡s✱ ❛❧❧ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ✐♥ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ t❤❡ yt ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛♥❞ q✉❛♥t✐❧❡s ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ t❡sts ❛♥❞ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ yt ✭❛✮✱ x1,t ✭❜✮✱ ❛♥❞ x2,t ✭❝✮ s❡r✐❡s✳
❚❤❡ s✉❜✜❣✉r❡s ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t❡sts ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉✐❦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✱ ✇✐t❤
❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✭❆✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✭❇✮ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❀ ●♥❡✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❘❛♥❥❛♥ ✭✷✵✶✶✮✱ ✇✐t❤
❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❈✮❀ ❉✐❡❜♦❧❞ ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥♦ ✭✷✵✵✷✮ ✇✐t❤ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ✾✺✲t❤
✭❉✮ ❛♥❞ t❤❡ ✺✲t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ✭❊✮❀ ❛♥❞ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ ✭❋✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ✐♥ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ t❤❡ y2t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❧❡s ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ t❡sts ❛♥❞ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ yt ✭❛✮✱ x1,t ✭❜✮✱ ❛♥❞ x2,t
✭❝✮ s❡r✐❡s✳ ❚❤❡ s✉❜✜❣✉r❡s ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t❡sts ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉✐❦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✱
✇✐t❤ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✭❆✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❢t ✭❇✮ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❀ ●♥❡✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❘❛♥❥❛♥ ✭✷✵✶✶✮✱
✇✐t❤ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❈✮❀ ❉✐❡❜♦❧❞ ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥♦ ✭✷✵✵✷✮✱ ✇✐t❤ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡
✾✺✲t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ✭❉✮❀ ❛♥❞ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ ✭❊✮✳

t❡sts s✉❣❣❡st ♣♦♦r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❢❛✈♦✉r ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ✐♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣

❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ❡①❡r❝✐s❡✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✇♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡①❡s

✷✹



s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ❛r❡ ♠♦r❡ ♣❡rs✐st❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♥❡s r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥ t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ yt❀ t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✇✐t❤ t❤❡ sq✉❛r❡❞ r❡t✉r♥s ♦❢ ♦✐❧✱ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥

t❤❡ yt ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭❛♥❞ t❤✉s ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✮ t❤❛t ❜❡tt❡r ✜ts t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❊P❯ ❛♥❞

❊▼❯✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞✐❝❛t♦rs✳

❆t t❤✐s st❛❣❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ r♦❜✉st ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t②✲✐♥✲q✉❛♥t✐❧❡s t❡st✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ ♦✐❧ ♠❛r❦❡t ♠♦✈❡♠❡♥ts ❛t ✈❛r✐♦✉s q✉❛♥t✐❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝

❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤✐s ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❢♦r ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡

♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❡①❤✐❜✐t s❧♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞

s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❤❛t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❤♦✇❡✈❡r ❞♦ ✐s t♦

❧♦♦❦ ❛t ❛ st❛t✐st✐❝ t❤❛t s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✛❡❝t ♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s✐❣♥

❛♥❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✮✱ ❜✉t ♥♦t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝✉r✈❡✳ ■♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧

❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭❆❉✮✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣✐✈♦t❛❧ q✉❛♥t✐❧❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❇❡❧❧♦♥✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✱ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❆❉s✳ ❚❤❡

♣✐✈♦t❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❝❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❆❉ ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦

s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ♠❛r❦❡t ♠♦✈❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ♥♦t

♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♦♥ t❤❡ s✐❣♥ ✭❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ❛t t❤✐s st❛❣❡✱ ✇❡ ❧❡❛✈❡ t❤✐s ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❞r❛✇ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ st❛♥❞❛r❞ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞

♦✉r ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❛✉s❛❧✐t②✲✐♥✲q✉❛♥t✐❧❡s t❡st✱ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❡♥❞s t♦ s✉❣❣❡st t❤❛t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s

t❡♥❞s t♦ r❡❞✉❝❡ ♦✐❧ r❡t✉r♥s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐ts ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳✶✶

◆❡①t✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❛❣❡♥ts

✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❋✐rst t✉r♥✐♥❣ t♦ ♦✐❧ r❡t✉r♥s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡①❡s t❡♥❞ t♦ ❤❛✈❡ str♦♥❣❡r

❡✛❡❝ts ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ t❤❡ ♦✐❧ ♠❛r❦❡t ❛r❡ ✐♥ t✉r♠♦✐❧✱ ♦r ✇❤❡r❡ ❡✐t❤❡r ✐s ✐♥ t✉r♠♦✐❧✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡

❞✉r✐♥❣ t❤❡s❡ ♣❡r✐♦❞s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡r r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ✐ts ❛✈❡r❛❣❡✳ ❚❤✐s ❧✐♥❡ ♦❢ t❤✐♥❦✐♥❣ ✐s

✈✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✱ ✇❤❡r❡❜② ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❤✐❣❤❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❤❛s

❛ str♦♥❣❡r ❡✛❡❝t t❤❛♥ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛st ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t t❡♥❞s t♦

s✉❣❣❡st ♠❛r❦❡ts ♠♦✈❡ ♠♦r❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❜❛❞ ♥❡✇s ✭✐✳❡✳✱ ❤✐❣❤❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✮ t❤❛♥ t♦ ❣♦♦❞ ♥❡✇s✳ ❲❤❡♥

♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❞♦❡s ❡①✐st ❢♦r ♦✐❧ r❡t✉r♥s ✐♥ ❝❛❧♠❡r ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t❤❡ s✉❜✲s❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞

t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦✐❧ ♠❛r❦❡t ✐s ✐♥ ✐ts ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡✳ ▲❛❝❦ ♦❢

♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤❡r❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡

♠❛r❦❡t✱ ✇❤✐❧❡ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❡♥❞✖s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐s ❞♦✐♥❣ ✇❡❧❧ ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡✖✐♥✈❡st♦rs ♣r♦❜❛❜❧② ❞♦

♥♦t ♥❡❡❞ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t♦rs ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✮ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡✐r ✐♥✈❡st♠❡♥t

❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦✐❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t t❡♥❞s t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦✳ ❋r♦♠ ❛♥ ❛❝❛❞❡♠✐❝✬s

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts t❡♥❞ t♦ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ♦✐❧ ♠❛r❦❡t ✐s ✇❡❛❦❧② ❡✣❝✐❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢

✶✶❈♦♠♣❧❡t❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣♦♥ r❡q✉❡st ❢r♦♠ t❤❡ ❛✉t❤♦rs✳

✷✺



✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦✐❧ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ❉✉r✐♥❣ ❡♣✐s♦❞❡s ♦❢

t✉r♠♦✐❧✱ ✐♥✈❡st♦rs ♥❡❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t♦ ♠❛❦❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts✱ ❜② ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡

❢✉t✉r❡ ♣❛t❤ ♦❢ ♦✐❧✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✇❡❛❦✲❢♦r♠ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ♦✐❧ ♠❛r❦❡t ❢❛✐❧s t♦ ❤♦❧❞ ❞✉r✐♥❣

t✉♠✉❧t✉♦✉s ♣❡r✐♦❞s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② r❡❝❡ss✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♦✐❧ ♣r✐❝❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡

t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t❡♥❞s t♦ ♣r❡❞✐❝t ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❝♦♥s✐st❡♥t❧②✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧

♠❛r❦❡t✱ t❤♦✉❣❤ str♦♥❣❡r ❡✛❡❝ts ❛❣❛✐♥ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❡♣✐s♦❞❡s ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ str❡ss✳ ■♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱

♦✉r r❡s✉❧ts ♦♥ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ ✐♥✲s❛♠♣❧❡✱

❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ ♦✉t ♦❢ s❛♠♣❧❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t②✳ ❆s ✇❡ s❤♦✇✱ ✐♥✲s❛♠♣❧❡ r❡s✉❧ts ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② tr❛♥s❧❛t❡

✐♥t♦ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ r❡s✉❧ts✖❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❝❛❞❡♠✐❝✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❡st✐♠❛t❡s✱

✇❤❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② ✐♥✈❡st♦rs ❛s ❛ ❦❡② ✐♥♣✉t ❢♦r ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛♥❞

♣♦rt❢♦❧✐♦ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❆❧s♦✱ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ s❡❝✉r✐t✐❡s✱

✐✳❡✳✱ t♦ ♣r✐❝❡ ❛♥ ♦♣t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ✐ts ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t ♦♥

✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡①❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❛✛❡❝t ♦✐❧ ♠❛r❦❡t ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐s ♦❢ ✐♠♠❡♥s❡ ✈❛❧✉❡ t♦ ✐♥✈❡st♦rs✳ ❋r♦♠

❛ ❤❡❞❣✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦✐❧ ♠❛r❦❡t ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❤❡❞❣❡ ❛❣❛✐♥st ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛♥❞

❤❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ str♦♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ❢♦r ❞✐✈❡rs✐❢②✐♥❣ ♣♦rt❢♦❧✐♦ r✐s❦s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞✉r✐♥❣ ❡♣✐s♦❞❡s ♦❢

❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞✐str❡ss✳ ❆s t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s s❤♦✇♥✱ ♥♦t ♦♥❧② ♦✐❧ r❡t✉r♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦✐❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② t❡♥❞s t♦ ❤❛✈❡

tr❡♠❡♥❞♦✉s r❡♣❡r❝✉ss✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❡❝♦♥♦♠② ✭❊❧❞❡r ❛♥❞ ❙❡r❧❡t✐s✱ ✷✵✶✵✮✳ ●✐✈❡♥ t❤✐s✱ ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡rs

s❤♦✉❧❞ ❜✉✐❧❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r♦①✐❡s ✐♥t♦ t❤❡✐r ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ s✐♥❝❡ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡①❡s

❜♦t❤ ♠♦✈❡ ♦✐❧ r❡t✉r♥s ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦✐❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❆♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛❞②

t♦ ✉♥❞❡rt❛❦❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ❛❝t✐♦♥ ✭❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ♣♦❧✐❝②✮ ✐♥ t❤❡ ✇❛❦❡ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦✐❧

♠❛r❦❡t ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ♠♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ❤✐❣❤❡r

t❤❛♥ ♥♦r♠❛❧✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❛❧s♦ t❡♥❞ t♦ s✉❣❣❡st t❤❛t ❡❝♦♥♦♠✐❡s ❝❛♥ ♠♦✈❡ ✐♥t♦ ❞❡❡♣❡r r❡❝❡ss✐♦♥s t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ❛❞✈❡rs❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ♠❛r❦❡t✱ ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ✇❤❡r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❝r❡❛s❡s ❞✉r✐♥❣ s✉❝❤ ♣❡r✐♦❞s✱

✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t str♦♥❣❡r ♣♦❧✐❝② st❛♥❝❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡rs✳

✹✳✺ ❆ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦ ❛❣❛✐♥st ❛ ●❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧

❆s ❛ ❧❛st ❡①❡r❝✐s❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱

♥❛♠❡❧② ❛ ♠♦❞❡❧ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t②

✭●❆❘❈❍✮ ♠♦❞❡❧s ✭❇♦❧❧❡rs❧❡✈✱ ✶✾✽✻✮✳ ❲❡ ❛❞♦♣t❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❊P❯ ❛♥❞

❊▼❯ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧✬s r❡t✉r♥s✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈✐t②

❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t② ✭❊●❆❘❈❍✮ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ◆❡❧s♦♥ ✭✶✾✾✶✮✳ ◆♦t❛❜❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ❢♦r

❛s②♠♠❡tr②✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥ ❆❘❳✭✷✮✲❊●❆❘❈❍❳✭✶✱✶✮ ♠♦❞❡❧ ❢♦r yt t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡

❧❛❣s✱ ❛❧s♦ x1,t−j ❛♥❞ x2,t−j ✭j = {1, 2}✮ ❛s ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❢♦r❡❝❛st❡❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ✭µ̂egarch
t+1 ✮ ❛♥❞ t❤❡

✷✻



st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭σ̂egarch
t+1 ✮ ♦❢ ♦✐❧✬s r❡t✉r♥s✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ s❝❤❡♠❡ ✇❡ ✉s❡❞ ❢♦r

t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✮✳ ❋✐rst✱ ✇❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ●r❛♥❣❡r ❝❛✉s❛❧✐t② ♦❢ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯✱ ❜②

❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡❧❛t❡❞ t♦ x1,t−1✱ x1,t−2✱ x2,t−1 ❛♥❞ x2,t−2 ✐♥ t❤❡

♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ♠✐ss♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡

❝♦❡✣❝✐❡♥ts✬ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✐♥ ❛ r♦❜✉st ✇❛② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❲❤✐t❡ ✭✶✾✽✷✮❀ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱

✇❡ ❢♦r❡❝❛st t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ yt+1 ❛s q̂τ (y
egarch
t+1 ) = µ̂egarch

t+1 + σ̂egarch
t+1 · q̂τ (z

egarch
t )✱ ✇❤❡r❡ q̂τ (z

egarch
t ) ✐s t❤❡

✐♥✲s❛♠♣❧❡ τ ✲t❤ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ r❡s✐❞✉❛❧s✱ ✇✐t❤ τ ∈ (0, 1)✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ❛❧❧♦✇❡❞

✉s t♦ ❛✈♦✐❞ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤✉s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♠✐ss♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲❡

t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛st r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❊●❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧✱ ❜② ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❡

✉s❡❞ t♦ ❢♦r❡❝❛st t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♦✐❧✬s r❡t✉r♥s ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦✉t♣✉t ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳

❚❛❜❧❡ ✶✵ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉ r❡♣♦rts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ s✉❜s❛♠♣❧❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡

r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ x1,t−j ❛♥❞ ♦❢ x2,t−j ✭j = {1, 2}✮ ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧②

s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✵✳✵✺ ❧❡✈❡❧✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t x1,t−1 ❛♥❞ x1,t−2 ❛r❡

s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ ❛❜♦✉t ✼✵✪ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✱ ✇❤❡r❡❛s x2,t−1 ❛♥❞ x2,t−2 r❡❝♦r❞ ❛ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✻✵✪✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣❡r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ♦♥ t❤❡ yt✬s ♠❡❛♥

✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊●❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ❏❡♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ t❡st ✭s❡❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢

Ĵ∗
T ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✷✖✸✮ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ xi,t−j ✬s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥

❚❛❜❧❡ ✹✮✳ ❚❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✵ ❤❛❧✈❡ ✇❤❡♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐s str♦♥❣❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❏❡♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ t❡st ✇❤❡♥ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♦✐❧✬s

✈❛r✐❛♥❝❡ ✭s❡❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Ĵ∗
T ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✖✼✮✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ t❤✉s ♠✐①❡❞✱ ❜✉t st✐❧❧ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡

♦❢ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❊▼❯ ❛♥❞ ❊P❯ ♦♥ ❞②♥❛♠✐❝ ♦✐❧ r❡t✉r♥s✳

❲❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛st ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❊●❆❘❈❍ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡

r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡sts ♦❢ ❉✐❡❜♦❧❞ ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥♦ ✭✷✵✵✷✮✱

❉✐❦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ●♥❡✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❘❛♥❥❛♥ ✭✷✵✶✶✮ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✐❧❡ ❧❡✈❡❧s ♦r ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t

r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ yt✬s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ P♦s✐t✐✈❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t❡st st❛t✐st✐❝ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡

❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❊●❆❘❈❍✮ ✐♥ ❉✐❦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❤♦❧❞s ✐♥

❉✐❡❜♦❧❞ ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥♦ ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ✐♥ ●♥❡✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❘❛♥❥❛♥ ✭✷✵✶✶✮✳ ❲❡ r❡♣♦rt t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡s

✶✻✖✶✽ ✭❆♣♣❡♥❞✐① ❉✮✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛sts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s ♦✈❡r✲

♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❊●❆❘❈❍✲❜❛s❡❞ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛sts ✐♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❛②✳

✺ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ♦✐❧ ♠♦✈❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡①❡s

✭❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯✮ ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② str✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ❢✉❧❧ s❛♠♣❧❡ ❛♥❛❧②s✐s✱

❛s ✐♥ ❇❛❧❝✐❧❛r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻❛✮✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇

✷✼



♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳

❋✐rst✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ✐♥ ❝❛✉s✐♥❣✖✐♥ t❤❡ ●r❛♥❣❡r ✭✶✾✻✾✮ s❡♥s❡✖t❤❡

q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ ♦✐❧ r❡t✉r♥s ❝❤❛♥❣❡s ♦✈❡r t✐♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♣❡r✐♦❞s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❧♦✇ ♦r ✐♥❡①✐st❡♥t ♣♦✇❡r ♦❢

t❤❡ t✇♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡①❡s ✐♥ ❝❛✉s✐♥❣ ♦✐❧ r❡t✉r♥s ❛r❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♣❡r✐♦❞s ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❝❛✉s❛❧✐t② ❡✈✐❞❡♥❝❡✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐♥ r❡❣✐♠❡s ♦✈❡r t✐♠❡✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡①❡s

❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ ❝❛✉s✐♥❣ ♦✐❧ r❡t✉r♥s ❛r❡ ❧❡ss ♣❡rs✐st❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♥♦ ❝❛✉s❛❧✐t②✳ ■♥

❝♦♥tr❛st✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ r✐s❦✱ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♦✐❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❡st✐♠❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞

❜✐♣♦✇❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭bpvt✮ ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ♦✐❧ r❡t✉r♥s ✭y2t ✮✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ str♦♥❣❡r ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♠♣❛❝ts✱ ❛s

t❤❡ ♣❡r✐♦❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ x1,t ❛♥❞ x2,t ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ bpvt ❛♥❞ t❤❡ y2t q✉❛♥t✐❧❡s ❛r❡ ♠♦r❡

♣❡rs✐st❡♥t✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✇✐t❤ t❤❡ sq✉❛r❡❞ r❡t✉r♥s ♦❢ ♦✐❧✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ yt

✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭❛♥❞ t❤✉s ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✮ t❤❛t ❜❡tt❡r ✜ts t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯✱

✇❤✐❝❤ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞✐❝❛t♦rs✳ ❇❛❧❝✐❧❛r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻❛✱❜✱❝✮ ✉s❡❞ sq✉❛r❡❞ r❡t✉r♥s ✐♥ t❤❡✐r

❝❛✉s❛❧✐t② ❡①❡r❝✐s❡ t♦ st✉❞② ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t✳ ❲❡ ✇❡♥t ❢✉rt❤❡r✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡

❝❛✉s❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜✐♣♦✇❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✐❧✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t

t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r bpvt ❛♥❞ y2t ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❝❡♥tr❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s❀ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛t ❡①tr❡♠❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳

❙✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡①❡r❝✐s❡✳ ❋✐rst✱ ❛s ❢♦r t❤❡ ✐♥✲s❛♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t❡s✱

t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡①❡s ❛r❡ ♥♦t ❛❧✇❛②s st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ❛t t❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ♣r❡❞✐❝t♦rs ♦♥❧② ✐♥ s♦♠❡ ♣❡r✐♦❞s✳ ▼♦✈✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✬ ✈❛❧✉❡s✱

♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡r q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ ♦✐❧ r❡t✉r♥s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡✐r

✐♠♣❛❝t ❜❡❝♦♠❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r q✉❛♥t✐❧❡s✳ ❆t t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱

✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✱ ✐s ♦❢ ♠♦❞❡r❛t❡ s✐③❡✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❛t ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ❛r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❞✉r✐♥❣

♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❡r✐♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❧❛r❣❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♦✐❧ ♣r✐❝❡✱ ✇✐t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②

r❡❧❡✈❛♥t ❡✛❡❝ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♦r ❞❡✢❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❛✛❡❝t t❤❡

r❡❛❧✐③❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡❞ r❡t✉r♥s s❡r✐❡s ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱

✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ❜❡✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❧❡✈❡❧✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤✐s ✇❛s

❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧t✱ ❛s t❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ t❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ r✐s❦ ✐♥ t❤❡ ♦✐❧ ♠❛r❦❡t✳ ❈♦♥s✐st❡♥t

✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✲s❛♠♣❧❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✇❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞

❜② ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ♦♥❧② ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❡r✐♦❞s✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② s✉✐t❛❜❧❡ t❡sts✱ ♥❛♠❡❧② t❤♦s❡ ♣r♦♣♦s❡❞

❜② ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮✱ ❉✐❡❜♦❧❞ ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥♦ ✭✷✵✵✷✮✱ ❉✐❦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ●♥❡✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❘❛♥❥❛♥ ✭✷✵✶✶✮✳

◆♦t❛❜❧②✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ r❡❧❡✈❛♥t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts

❞✉❡ t♦ t❤❡ t✇♦ ✐♥❞❡①❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ②❡❛rs ✷✵✵✺✖✷✵✵✼ ❛♥❞ ✷✵✵✽✖✷✵✶✵✳ ❚❤❡s❡ ♣❡r✐♦❞s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t✇♦

s♣❡❝✐❛❧ ❡✈❡♥ts✿ t❤❡ ❵✷✵✵✽ ♦✐❧ ♣r✐❝❡ ❜✉❜❜❧❡✬✱ ✇❤✐❝❤ s♣❛♥s t❤❡ ②❡❛rs ✷✵✵✼✲✷✵✵✽✱ ❛♥❞ t❤❡ ❯❙ s✉❜♣r✐♠❡

❝r✐s✐s ♠❛r❦❡❞ ❜② t❤❡ ▲❡❤♠❛♥ ❇r♦t❤❡rs✬ ❞❡❢❛✉❧t ✐♥ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✽✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t

t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❣✐✈❡♥ ❜② ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t

r❡❣✐♦♥s ♦❢ ♦✐❧ r❡t✉r♥s✬ ❛♥❞ ♦✐❧ r✐s❦✬s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

✷✽



■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ❜✉✐❧t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ♦✐❧✬s r❡t✉r♥s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡

q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦✉t♣✉t ✭❑♦❡♥❦❡r ❛♥❞ ❇❛ss❡tt✱ ✶✾✼✽✮✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯✱ ❛s

❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❛♥ ❊●❆❘❈❍

♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡①❡s ✭❊P❯ ❛♥❞

❊▼❯✮ ❛♥❞ ♦✐❧✬s r❡t✉r♥s ❛r❡ str♦♥❣❡r ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊●❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t②

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ♦✐❧✬s ✈❛r✐❛♥❝❡✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t t❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❊●❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧ ✐♥

t❡r♠s ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ✇✐❞❡ s❡t ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s

✉s❡❞ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s✖s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❍②♥❞♠❛♥ ❛♥❞ ❨❛♦ ✭✷✵✵✷✮✖❛♥❞ ❛ ♣r♦♣❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

♠✐❣❤t r❡✈❡❛❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✜♥❞✐♥❣s✱ s✉❝❤ ❛s ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♦✉t♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞

❛❧s♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❡ ✉s❡ ❤❡r❡ t♦ st✉❞② ●r❛♥❣❡r ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥ q✉❛♥t✐❧❡s t♦ ❛ ❧❛r❣❡r

❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ❱❆❘ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛s ❞♦♥❡ ❜②

❲❤✐t❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❆❧s♦✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❥✉st ❧✐❦❡ t❤❛t ♦❢ ◆✐s❤✐②❛♠❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ❏❡♦♥❣ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✷✮ ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ♦✉r ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦♥✱ ✐s ❜✐✈❛r✐❛t❡✳ ❇✉t ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ♦✐❧ ♠❛r❦❡t

♠♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② ♦t❤❡r ♣r❡❞✐❝t♦rs✱ ❜❡s✐❞❡s ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱

✇❡ ✇♦✉❧❞ ✐❞❡❛❧❧② ♥❡❡❞ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡✱ ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛r❡❛ ♦❢ ❢✉t✉r❡

r❡s❡❛r❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥✱ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ✉s t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

♣r❡❞✐❝t♦rs ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♦✐❧ ♠❛r❦❡t✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❛✉s❛❧✐t② t❡sts ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ✭s❡❡ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ❍✐❡♠str❛ ❛♥❞ ❏♦♥❡s ✭✶✾✾✹✮✱ ❉✐❦s ❛♥❞ P❛♥❝❤❡♥❦♦ ✭✷✵✵✺✱ ✷✵✵✻✮✮✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡rs✱

❇❛✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✱ ✷✵✶✶✮ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❛✉s❛❧✐t② t❡st✱ ❜✉t t❤❡

❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡s ♦♥❧② ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ✜rst✲

♠♦♠❡♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛♣❡r✱ ❇❛rr❡r♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s❤♦rt✲ ❛♥❞

❧♦♥❣✲r✉♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠②✱ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ ✐♥

t❤❡ ♦✐❧ ♠❛r❦❡t ❜② ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ ♠♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥t♦ ✈❛r✐♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✉s✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡t✳ ❲❡

✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐❞❡❛s ✐♥ ♦✉r ❛❣❡♥❞❛ ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ✜rst✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ♦♥❧② ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❡r✐♦❞s

t❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ P♦❧✐❝② ❛♥❞ t❤❡ ▼❛r❦❡t ❊q✉✐t② ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡①❡s ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❞r✐✈❡rs ♦❢ ♦✐❧ ♠♦✈❡♠❡♥ts✳

❚❤✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥✲ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ❛♥❛❧②s❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ♦✐❧ r❡t✉r♥s ♦r ♦♥ ♦✐❧ r✐s❦✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦

t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜♦t❤ t❤❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

❜♦t❤ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡①❡r❝✐s❡s s✉♣♣♦rt t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡s✱

❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✐❧ ♠♦✈❡♠❡♥ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ t❛✐❧s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡

r❡s✉❧ts ❞❡♣❡♥❞ ❞❡❡♣❧② ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ♠❛r❦❡t✱ ❞✐✛❡r✐♥❣ ❛s ✐t ❞♦❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❜❡❛r✐s❤✱ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞

❜✉❧❧✐s❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t

✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ ❢♦r❡❝❛sts✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts

♠✐❣❤t ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ♠❛♥② ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♠❛❦❡rs ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❛r❡❛s ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ✜♥❛♥❝❡✱ s✉❝❤ ❛s r✐s❦

✷✾



♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ♣r✐❝✐♥❣ ❛♥❞ tr❛❞✐♥❣✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦✐❧ ♣r✐❝❡ ♦r r✐s❦✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆❥♠✐✱ ❆✳✱ ●✉♣t❛✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ❑❛♥❞❛✱ P✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❈❛✉s❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣♦❧✐❝② ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❝r♦ss

❝♦✉♥tr✐❡s✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡sts✳ ❋r♦♥t✐❡rs ✐♥ ❋✐♥❛♥❝❡ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✶✿✼✸✕✶✵✷✳

❆❧♦✉✐✱ ❘✳✱ ●✉♣t❛✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ▼✐❧❧❡r✱ ❙✳ ▼✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ ❝r✉❞❡ ♦✐❧ r❡t✉r♥s✳ ❊♥❡r❣② ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱

❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣✳

❆♥❞r❡❛ss♦♥✱ P✳✱ ❇❡❦✐r♦s✱ ❙✳✱ ◆❣✉②❡♥✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❯❞❞✐♥✱ ●✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ■♠♣❛❝t ♦❢ s♣❡❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝

✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ ❝♦♠♠♦❞✐t② ♠❛r❦❡ts✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✱ ✹✸✿✶✶✺✕✶✷✼✳

❆♥t♦♥❛❦❛❦✐s✱ ◆✳✱ ❈❤❛t③✐❛♥t♦♥✐♦✉✱ ■✳✱ ❛♥❞ ❋✐❧✐s✱ ●✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❉②♥❛♠✐❝ s♣✐❧❧♦✈❡rs ♦❢ ♦✐❧ ♣r✐❝❡ s❤♦❝❦s ❛♥❞

❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣♦❧✐❝② ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❊♥❡r❣② ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✹✹✿✹✸✸✕✹✹✼✳

❇❛✐✱ ❏✳ ❛♥❞ P❡rr♦♥✱ P✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✻✿✼✷✕✼✽✳

❇❛✐✱ ❩✳✱ ▲✐✱ ❍✳✱ ❲♦♥❣✱ ❲✳✲❑✳✱ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣✱ ❇✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝❛✉s❛❧✐t② t❡sts ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❙t❛t✐st✐❝s ✫ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲❡tt❡rs✱ ✽✶✿✶✵✻✸✕✶✵✼✶✳

❇❛✐✱ ❩✳✱ ❲♦♥❣✱ ❲✳✲❑✳✱ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣✱ ❇✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❛✉s❛❧✐t② t❡sts✳ ▼❛t❤✲

❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡rs ✐♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✽✶✿✺✕✶✼✳

❇❛❦❡r✱ ❙✳✱ ❇❧♦♦♠✱ ◆✳✱ ❛♥❞ ❉❛✈✐s✱ ❙✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ▼❡❛s✉r✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣♦❧✐❝② ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❈❤✐❝❛❣♦ ❇♦♦t❤

❘❡s❡❛r❝❤ P❛♣❡r ◆♦✳✶✸✲✵✷✳

❇❛❧❝✐❧❛r✱ ▼✳✱ ❇❡❦✐r♦s✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ●✉♣t❛✱ ❘✳ ✭✷✵✶✻❛✮✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♥❡✇s✲❜❛s❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞✐❝❡s ✐♥

♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♦✐❧ ♠❛r❦❡ts✿ ❛ ❤②❜r✐❞ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ q✉❛♥t✐❧❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ♠❡t❤♦❞✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱

❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣✳

❇❛❧❝✐❧❛r✱ ▼✳✱ ●✉♣t❛✱ ❘✳✱ ❑②❡✐✱ ❈✳✱ ❛♥❞ ❲♦❤❛r✱ ▼✳ ✭✷✵✶✻❜✮✳ ❉♦❡s ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣♦❧✐❝② ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r❡❞✐❝t

❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ r❡t✉r♥s ❛♥❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t②❄ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❛✉s❛❧✐t②✲✐♥✲q✉❛♥t✐❧❡s t❡st✳

❖♣❡♥ ❊❝♦♥♦♠✐❡s ❘❡✈✐❡✇✱ ✷✼✿✷✷✾✕✷✺✵✳

❇❛❧❝✐❧❛r✱ ▼✳✱ ●✉♣t❛✱ ❘✳✱ ❛♥❞ P✐❡r❞③✐♦❝❤✱ ❈✳ ✭✷✵✶✻❝✮✳ ❉♦❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠♦✈❡ t❤❡ ❣♦❧❞ ♣r✐❝❡❄ ♥❡✇

❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❛✉s❛❧✐t②✲✐♥✲q✉❛♥t✐❧❡s t❡st✳ ❘❡s♦✉r❝❡s P♦❧✐❝②✱ ✹✾✿✼✹✕✽✵✳

❇❛r♥❞♦r✛✲◆✐❡❧s❡♥✱ ❖✳ ❊✳ ❛♥❞ ❙❤❡♣❤❛r❞✱ ◆✳ ✭✷✵✵✹✮✳ P♦✇❡r ❛♥❞ ❜✐♣♦✇❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✲

✐t② ❛♥❞ ❥✉♠♣s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✹✿✶✕✸✵✳

❇❛rr❡r♦✱ ❏✳✱ ❇❧♦♦♠✱ ◆✳✱ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t✱ ■✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❙❤♦rt ❛♥❞ ❧♦♥❣ r✉♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ◆❇❊❘ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r

◆♦✳ ✷✸✻✼✻✳
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❇❛✉♠✱ ❈✳ ❛♥❞ ❩❡r✐❧❧✐✱ P✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❏✉♠♣s ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐♥ ❝r✉❞❡ ♦✐❧ ❢✉t✉r❡s ♣r✐❝❡s ✉s✐♥❣

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❊♥❡r❣② ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✺✸✿✶✼✺✕✶✽✶✳

❇❡❦✐r♦s✱ ❙✳✱ ●✉♣t❛✱ ❘✳✱ ❛♥❞ P❛❝❝❛❣♥✐♥✐✱ ❆✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❖✐❧ ♣r✐❝❡ ❢♦r❡❝❛st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

❊❝♦♥♦♠✐❝s ▲❡tt❡rs✱ ✶✸✷✿✶✷✺✕✶✷✽✳

❇❡❧❧♦♥✐✱ ❆✳✱ ❈❤❡r♥♦③❤✉❦♦✈✱ ❱✳✱ ❈❤❡t✈❡r✐❦♦✈✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❋❡r♥❛♥❞❡③✲❱❛❧✱ ■✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡

♣r♦❝❡ss❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡r✐❡s ♦r ♠❛♥② r❡❣r❡ss♦rs✳ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts✿ ❤tt♣s✿✴✴❛r①✐✈✳♦r❣✴❛❜s✴✶✶✵✺✳✻✶✺✹✳

❇❡r❦♦✇✐t③✱ ❏✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❚❡st✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛sts✱ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❇✉s✐♥❡ss ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✶✾✭✹✮✿✹✻✺✕✹✼✹✳

❇❡r♥❛♥❦❡✱ ❇✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ st♦❝❦s ❛♥❞ ♦✐❧ ♣r✐❝❡s✳ ❇r♦♦❦✐♥❣s✳

❘❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❜r♦♦❦✐♥❣s✳❡❞✉✴❜❧♦❣✴❜❡♥✲❜❡r♥❛♥❦❡✴✷✵✶✻✴✵✷✴✶✾✴t❤❡✲r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✲❜❡t✇❡❡♥✲

st♦❝❦s✲❛♥❞✲♦✐❧✲♣r✐❝❡s✴✳

❇❧♦♦♠✱ ◆✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② s❤♦❝❦s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✼✼✿✻✷✸✕✻✽✺✳

❇♦❧❧❡rs❧❡✈✱ ❚✳ ✭✶✾✽✻✮✳ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡t✲

r✐❝s✱ ✸✶✭✸✮✿✸✵✼✕✸✷✼✳

❇♦♥❞❡❧❧✱ ❍✳✱ ❘❡✐❝❤✱ ❇✳✱ ❛♥❞ ❲❛♥❣✱ ❍✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ◆♦♥✲❝r♦ss✐♥❣ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝✉r✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❇✐♦♠❡tr✐❦❛✱ ✾✼✭✹✮✿✽✷✺✕✽✸✽✳

❈❤❛♥❣✱ ❈✳✱ ❈❛♣♦r✐♥✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ▼❝❆❧❡❡r✱ ▼✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❆r❡ t❤❡ ❙✫P ✺✵✵ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❝r✉❞❡ ♦✐❧✱ ♥❛t✉r❛❧ ❣❛s

❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧ ❢✉t✉r❡s r❡❧❛t❡❞ ❢♦r ✐♥tr❛✲❞❛② ❞❛t❛❄ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✳

❈❤❡r♥♦③❤✉❦♦✈✱ ❱✳✱ ❋❡r♥❛♥❞❡③✲❱❛❧✱ ■✳✱ ❛♥❞ ●❛❧✐❝❤♦♥✱ ❆✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ◗✉❛♥t✐❧❡ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝✉r✈❡s ✇✐t❤♦✉t

❝r♦ss✐♥❣✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✼✽✭✸✮✿✶✵✾✸✕✶✶✷✺✳

❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥✱ P✳✱ ❏❛❝♦❜s✱ ❑✳✱ ❛♥❞ ▲✐✱ ❇✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❥✉♠♣ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ r✐s❦ ♣r❡♠✐✉♠s ✐♥ ❝r✉❞❡

♦✐❧ ❢✉t✉r❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥s ♠❛r❦❡ts✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✷✹✿✽✕✸✵✳

❈❤✉❧✐á✱ ❍✳✱ ●✉♣t❛✱ ❘✳✱ ❯r✐❜❡✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❲♦❤❛r✱ ▼✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ■♠♣❛❝t ♦❢ ✉s ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ ❡♠❡r❣✐♥❣ ❛♥❞

♠❛t✉r❡ ♠❛r❦❡ts✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ q✉❛♥t✐❧❡✲✈❡❝t♦r ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ▼❛r❦❡ts✱ ■♥st✐t✉t✐♦♥s ❛♥❞ ▼♦♥❡②✱ ✹✽✿✶✼✽✕✶✾✶✳

❈♦❧♦♠❜♦✱ ❱✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ♣♦❧✐❝② ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ✉s✿ ❉♦❡s ✐t ♠❛tt❡r ❢♦r t❤❡ ❡✉r♦ ❛r❡❛❄ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝s ▲❡tt❡rs✱ ✶✷✶✿✸✾✕✹✷✳

❈♦rs✐✱ ❋✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❧♦♥❣✲♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧

❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✼✭✷✮✿✶✼✹✕✶✾✻✳

❉❛✈✐♥♦✱ ❈✳✱ ❋✉r♥♦✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❱✐st♦❝❝♦✱ ❉✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ◗✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✿ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲✐❧❡②✳
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❉✐❝❦❡②✱ ❉✳ ❛♥❞ ❋✉❧❧❡r✱ ❲✳ ❆✳ ✭✶✾✽✶✮✳ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ st❛t✐st✐❝s ❢♦r ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇✐t❤ ❛

✉♥✐t r♦♦t✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✹✾✭✹✮✿✶✵✺✼✕✶✵✼✷✳

❉✐❡❜♦❧❞✱ ❋✳ ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥♦✱ ❘✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ✫ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❙t❛t✐st✐❝s✱ ✷✵✭✶✮✿✶✸✹✕✶✹✹✳

❉✐❦s✱ ❈✳ ❛♥❞ P❛♥❝❤❡♥❦♦✱ ❱✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ t❤❡ ❤✐❡♠str❛✲❥♦♥❡s t❡st ❢♦r ❣r❛♥❣❡r ♥♦♥❝❛✉s❛❧✐t②✳ ❙t✉❞✐❡s

✐♥ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✾✿✶✕✼✳

❉✐❦s✱ ❈✳ ❛♥❞ P❛♥❝❤❡♥❦♦✱ ❱✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆ ♥❡✇ st❛t✐st✐❝ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❢♦r ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❣r❛♥❣❡r

❝❛✉s❛❧✐t② t❡st✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱ ✸✵✿✶✻✹✼✕✶✻✻✾✳

❉✐❦s✱ ❈✳✱ P❛♥❝❤❡♥❦♦✱ ❱✳✱ ❛♥❞ ✈❛♥ ❉✐❥❦✱ ❉✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲❜❛s❡❞ s❝♦r✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❞❡♥s✐t②

❢♦r❡❝❛sts ✐♥ t❛✐❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✻✸✿✷✶✺✕✷✸✵✳

❊❢r♦♥✱ ❇✳ ✭✶✾✼✾✮✳ ❇♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞s✿ ❆♥♦t❤❡r ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❥❛❝❦❦♥✐❢❡✳ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✼✭✶✮✿✶✕

✷✻✳

❊❧❞❡r✱ ❏✳ ❛♥❞ ❙❡r❧❡t✐s✱ ❆✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❖✐❧ ♣r✐❝❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡② ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ❇❛♥❦✐♥❣✱ ✹✷✿✶✶✸✼✕

✶✶✺✾✳

●❛❣❧✐❛♥♦♥❡✱ ❲✳ ❛♥❞ ▲✐♠❛✱ ▲✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛sts ❢r♦♠ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ▼♦♥❡②✱ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ❇❛♥❦✐♥❣✱ ✹✹✭✽✮✿✶✺✽✾✕✶✻✵✼✳

●✐❣❧✐♦✱ ❙✳✱ ❑❡❧❧②✱ ❇✳ ❚✳✱ ❛♥❞ ◗✐❛♦✱ ❳✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❙②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠②✿ ❆♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✳

●♥❡✐t✐♥❣✱ ❚✳ ❛♥❞ ❘❛♥❥❛♥✱ ❘✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛sts ✉s✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❧❡ ✇❡✐❣❤t❡❞

♣r♦♣❡r s❝♦r✐♥❣ r✉❧❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✷✾✿✹✶✶✕✹✷✷✳

●r❛♥❣❡r✱ ❈✳ ✭✶✾✻✾✮✳ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❝❛✉s❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❜② ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❝r♦ss✲s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳

❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✸✼✿✹✷✹✕✹✸✽✳

❍❛♠✐❧t♦♥✱ ❏✳ ❉✳ ✭✶✾✽✸✮✳ ❖✐❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠② s✐♥❝❡ ✇♦r❧❞ ✇❛r ✐✐✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱

✾✶✿✷✷✽✕✷✹✽✳

❍❛♠✐❧t♦♥✱ ❏✳ ❉✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❖✐❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠②✳ ✐♥ ◆❡✇ P❛❧❣r❛✈❡ ❉✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✷♥❞

❡❞✐t✐♦♥✱ ❡❞✐t❡❞ ❜② ❙t❡✈❡♥ ❉✉r❧❛✉❢ ❛♥❞ ▲❛✇r❡♥❝❡ ❇❧✉♠❡✱ P❛❧❣r❛✈❡ ▼❝▼✐❧❧❛♥ ▲t❞✳

❍❛♠✐❧t♦♥✱ ❏✳ ❉✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❈❛✉s❡s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ s❤♦❝❦ ♦❢ ✷✵✵✼✲✵✽✳ ❇r♦♦❦✐♥❣s P❛♣❡rs ♦♥

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆❝t✐✈✐t②✱ ❙♣r✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✷✶✺✕✷✺✾✳

❍✐❡♠str❛✱ ❈✳ ❛♥❞ ❏♦♥❡s✱ ❏✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❚❡st✐♥❣ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❣r❛♥❣❡r ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ st♦❝❦

♣r✐❝❡✲✈♦❧✉♠❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✹✾✿✶✻✸✾✕✶✻✻✹✳

✸✷



❍②♥❞♠❛♥✱ ❘✳ ❛♥❞ ❨❛♦✱ ◗✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ s②♠♠❡tr② t❡sts ❢♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ st❛t✐st✐❝s✱ ✶✹✿✷✺✾✕✷✼✽✳

❏❛rq✉❡✱ ❈✳ ❛♥❞ ❇❡r❛✱ ❆✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ❆ t❡st ❢♦r ♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧s✳ ■♥t❡r✲

♥❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇✱ ✺✺✿✶✻✸✕✶✼✷✳

❏❡♦♥❣✱ ❑✳✱ ❍❛r❞❧❡✱ ❲✳ ❑✳✱ ❛♥❞ ❙♦♥❣✱ ❙✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❆ ❝♦♥s✐st❡♥t ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❡st ❢♦r ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥

q✉❛♥t✐❧❡✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✷✽✿✽✻✶✕✽✽✼✳

❏✐✱ ◗✳ ❛♥❞ ●✉♦✱ ❏✳ ✭✷✵✶✺❛✮✳ ▼❛r❦❡t ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❝♦♠♠♦❞✐t② ♣r✐❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❡t✳ P❤②s✐❝❛ ❆✱ ✹✷✻✿✸✺✕✹✹✳

❏✐✱ ◗✳ ❛♥❞ ●✉♦✱ ❏✳ ✭✷✵✶✺❜✮✳ ❖✐❧ ♣r✐❝❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛♥❞ ♦✐❧✲r❡❧❛t❡❞ ❡✈❡♥ts✿ ❛♥ ✐♥t❡r♥❡t ❝♦♥❝❡r♥ st✉❞②

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊♥❡r❣②✱ ✶✸✼✿✷✺✻✕✷✻✹✳

❏♦♥❡s✱ P✳ ▼✳ ❛♥❞ ❖❧s♦♥✱ ❊✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ♦✉t♣✉t✱ ❛♥❞

✐♥✢❛t✐♦♥✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ ❞❝❝✲❣❛r❝❤ ♠♦❞❡❧✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ▲❡tt❡rs✱ ✶✶✽✿✸✸✕✸✼✳

❏✉r❛❞♦✱ ❑✳✱ ▲✉❞✈✐❣s♦♥✱ ❙✳ ❈✳✱ ❛♥❞ ◆❣✱ ❙✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ▼❡❛s✉r✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❘❡✈✐❡✇✱ ✶✵✺✿✶✶✼✼✕✶✷✶✻✳

❑❛♥❣✱ ❲✳ ❛♥❞ ❘❛tt✐✱ ❘✳ ❆✳ ✭✷✵✶✸❛✮✳ ❖✐❧ s❤♦❝❦s✱ ♣♦❧✐❝② ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ st♦❝❦ ♠❛r❦❡t r❡t✉r♥✳ ■♥t❡r♥❛✲

t✐♦♥❛❧ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ▼❛r❦❡ts✱ ■♥st✐t✉t✐♦♥s ❛♥❞ ▼♦♥❡②✱ ✷✻✿✸✵✺✕✸✶✽✳

❑❛♥❣✱ ❲✳ ❛♥❞ ❘❛tt✐✱ ❘✳ ❆✳ ✭✷✵✶✸❜✮✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ♦✐❧ ♣r✐❝❡ s❤♦❝❦s ❛♥❞ ♣♦❧✐❝② ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝

▼♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ✸✺✿✸✶✹✕✸✶✾✳

❑❛r♥✐③♦✈❛✱ ▲✳ ❛♥❞ ▲✐✱ ❏✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ♣♦❧✐❝② ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✉s

r❡❝❡ss✐♦♥s✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ▲❡tt❡rs✱ ✶✷✺✿✷✻✶✕✷✻✺✳

❑♦❝❤❡r❣✐♥s❦②✱ ▼✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❜♦♦tstr❛♣✳ P❤❉ ❚❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t②

♦❢ ■❧❧✐♥♦✐s ❯r❜❛♥❛✲❈❤❛♠♣❛✐❣♥✳

❑♦❡♥❦❡r✱ ❘✳ ✭✶✾✽✹✮✳ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ ❧✲❡st✐♠❛t♦rs ❢♦r ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛♥❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲❡tt❡rs✱

✷✭✻✮✿✸✷✸✕✸✷✺✳

❑♦❡♥❦❡r✱ ❘✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ◗✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ◆✉♠❜❡r ✸✽✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② ♣r❡ss✳

❑♦❡♥❦❡r✱ ❘✳ ❛♥❞ ❇❛ss❡tt✱ ●✳ ✭✶✾✼✽✮✳ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ q✉❛♥t✐❧❡s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✹✻✭✶✮✿✸✸✕✺✵✳

▲❛rss♦♥✱ ❑✳ ❛♥❞ ◆♦ss♠❛♥✱ ▼✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❏✉♠♣s ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐♥ ♦✐❧ ♣r✐❝❡s✿ ❚✐♠❡ s❡r✐❡s ❡✈✐❞❡♥❝❡✳

❊♥❡r❣② ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✸✸✿✺✵✹✕✺✶✹✳

▼✉♠t❛③✱ ❍✳ ❛♥❞ ❩❛♥❡tt✐✱ ❋✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦s✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ▼♦♥❡②✱ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ❇❛♥❦✐♥❣✱ ✹✺✿✺✸✺✕✺✺✽✳

✸✸



◆❡❧s♦♥✱ ❉✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t② ✐♥ ❛ss❡t r❡t✉r♥s✿ ❆ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱

✺✾✿✸✹✼✕✸✼✵✳

◆✐s❤✐②❛♠❛✱ ❨✳✱ ❍✐t♦♠✐✱ ❑✳✱ ❑❛✇❛s❛❦✐✱ ❨✳✱ ❛♥❞ ❏❡♦♥❣✱ ❑✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❆ ❝♦♥s✐st❡♥t ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❡st ❢♦r

♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❛✉s❛❧✐t② ✲ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✻✺✿✶✶✷✕✶✷✼✳

P❤✐❧❧✐♣s✱ P✳ ❈✳ ❇✳ ❛♥❞ P❡rr♦♥✱ P✳ ✭✶✾✽✽✮✳ ❚❡st✐♥❣ ❢♦r ❛ ✉♥✐t r♦♦t ✐♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛✱

✼✺✭✷✮✿✸✸✺✕✸✹✻✳

◗✉✱ ❩✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❚❡st✐♥❣ ❢♦r str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ r❡❣r❡ss✐♦♥ q✉❛♥t✐❧❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✹✻✿✶✼✵✕

✶✽✹✳

❚✐❧❧♠❛♥♥✱ P✳ ❛♥❞ ❲♦❧t❡rs✱ ▼✳ ❍✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❯❙ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✿ ❛ q✉❛♥t✐❧❡

r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❉②♥❛♠✐❝s ✫ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✾✭✷✮✿✶✻✶✕✶✽✷✳

❲❤✐t❡✱ ❍✳ ✭✶✾✽✷✮✳ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐ss♣❡❝✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✺✵✿✶✕✷✺✳

❲❤✐t❡✱ ❍✳✱ ❑✐♠✱ ❚✳✱ ❛♥❞ ▼❛♥❣❛♥❡❧❧✐✱ ❙✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❱❆❘ ❢♦r ❱❛❘✿ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❛✐❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✉s✐♥❣

♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ q✉❛♥t✐❧❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✽✼✿✶✻✾✕✶✽✽✳

❩❤❛♦✱ ❨✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❘❡❛❧ t✐♠❡ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛sts ♦❢ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✈✐❛ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❲♦r❦✐♥❣

♣❛♣❡r✳

❆♣♣❡♥❞✐①

❆ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝②

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ t❡sts ✇❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢

t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

yt✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♣♣❧✐❡s t♦ y2t ❛♥❞ bpvt✳

❲❡ ✜rst ✉s❡❞ t❤❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ t❡st ❢♦r ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛sts r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢r♦♠

✭✸✮✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ t❡st ♦♥ ❛ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❡①❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ❧❛❣s ♦❢ x1,t ❛♥❞

x2,t t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❥♦✐♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤

✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡① s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② t❤❡ ❧❛❣❣❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ x1,t ✇❤❡♥ ✇❡

❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❊P❯✱ ♦r t❤❡ ❧❛❣❣❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ x2,t✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❊▼❯✳

❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ✜t♥❡ss ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡♥✲

s✐t② ❢♦r❡❝❛sts✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞❛t❛✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡

❇❡r❦♦✇✐t③ t❡st ❤❛s ♣♦✇❡r ♦♥❧② ❢♦r ♠✐ss♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♠♦♠❡♥ts✱ ❜✉t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧

❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐ss♣❡❝✐✜❡❞ ❛t ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♠♦♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ❛ ✈❛❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣

❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛sts✱ ✐✳❡✳ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❣✐✈❡♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❍❡♥❝❡✱

✸✹



✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ t❡sts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②

❉✐❡❜♦❧❞ ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥♦ ✭✷✵✵✷✮✱ ❉✐❦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ●♥❡✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❘❛♥❥❛♥ ✭✷✵✶✶✮✳

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ t❡st ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❉✐❡❜♦❧❞ ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥♦ ✭✷✵✵✷✮ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❧♦ss❡s ❣❡♥✲

❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Lτ,t+1 (yt+1|Wt) ❛♥❞ Lτ,t+1 (yt+1|Yt)✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢

t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❡❛s✉r❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❡❛s✉r❡s ✐♥ t❤❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t Yt✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ●✐❣❧✐♦ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✷✮✱ ✇❡ ♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Lτ,t+1 (yt+1|Wt) =
(
τ − ✶{yt+1−Q⋆

τ (yt+1|Wt)<0}

)
[yt+1 −Q⋆

τ (yt+1|Wt)] , ✭✻✮

Lτ,t+1 (yt+1|Yt) =
(
τ − ✶{yt+1−Q⋆

τ (yt+1|Yt)<0}

)
[yt+1 −Q⋆

τ (yt+1|Yt)] , ✭✼✮

✇❤❡r❡ ✶{·} ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ❛ ✈❛❧❡ ♦❢ ✶ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ {·} ✐s tr✉❡ ❛♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵

♦t❤❡r✇✐s❡✳ ■♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❉✐❡❜♦❧❞ ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥♦ ✭✷✵✵✷✮ t❡st st❛t✐st✐❝✱ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡

❧❡✈❡❧s τ = {0.05, 0.5, 0.95}✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡sts ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛st✱ t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❛ ♠✉❝❤ ❜r♦❛❞❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡①❡s✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❉✐❦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ t❡st ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ s❝♦r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Scsl(yt+1|Wt) = wcsl,t(yt+1) log f̂(yt+1|Wt) + (1− wcsl,t(yt+1)) log

[
1−

∫
wcsl,t(s)f̂(s|Wt)ds

]
, ✭✽✮

✇❤❡r❡ wcsl,t(·) ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✬s r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✇❤❡r❡❛s

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❞❞❡♥❞ ✐♥ ✭✽✮ ❛✈♦✐❞s t❤❡ ♠✐st❛❦❡ ♦❢ ❛tt❛❝❤✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❝♦r❡s t♦ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛sts t❤❛t

❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r t❛✐❧ s❤❛♣❡s ❜✉t ♠❛② ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t t❛✐❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✭❉✐❦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳

▲❡t ȳ1 ❛♥❞ ȳ3 ❜❡ t❤❡ ✐♥✲s❛♠♣❧❡ ✜rst ❛♥❞ t❤✐r❞ q✉❛rt✐❧❡ ♦❢ yt✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❡ s❡t wcsl,t(yt+1) =

✶{yt+1≤ȳ1} ✇❤❡♥ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t t❛✐❧✱ wcsl,t(yt+1) = ✶{ȳ1≤yt+1≤ȳ3} ✇❤❡♥ ✇❡ ♣❧❛❝❡ t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦♥

t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ wcsl,t(yt+1) = ✶{yt+1≥ȳ3} ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r✐❣❤t t❛✐❧✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

t❤❡ ❉✐❦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ t❡st ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✭✽✮ ✇✐t❤ t❤❡ s❝♦r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭✇❤✐❝❤

❡①❝❧✉❞❡s t❤❡ ❧❛❣s ♦❢ x1,t ❛♥❞ x2,t✮✱ t❤❛t ✐s✱ S
csl(yt+1|Yt)✳ ❲❡ t❤❡♥ t❡st❡❞ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❡q✉❛❧

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❣❛✐♥ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ s❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●♥❡✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❘❛♥❥❛♥

✭✷✵✶✶✮ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Sgr(yt+1|Wt) =
1

I − 1

I∑

i=1

w(τi)QSτi

[
F̂−1(τi|Wt), yt+1

]
, ✭✾✮

✸✺



✇❤❡r❡ τi = i/I ❛♥❞

QSτi

[
F̂−1(τi|Wt), yt+1

]
= 2

[
✶
{yt+1<F̂−1(τi|Wt)}

− τi

]
(F̂−1(τi|Wt)− yt+1). ✭✶✵✮

■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐t② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✵✮ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ✭✻✮❀ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱

t❤❡ ❧♦ss ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✾✮ ✐s ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ t❤❛♥ Lτ,t+1 (yt+1|Wt)✱ ❛s ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡

♦❢ s❡✈❡r❛❧ QSτi

[
F̂−1(τi|Wt), yt+1

]
✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❣r✐❞ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❧❡✈❡❧s✳

❆s ❢♦r t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ●♥❡✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❘❛♥❥❛♥ ✭✷✵✶✶✮✱ ✇❡ s❡t w(τi) = τi(1− τi)✱

w(τi) = τ2i ✱ w(τi) = (1 − τi)
2 t♦ ❛ss✐❣♥ ❣r❡❛t❡r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r✱ t❤❡ r✐❣❤t t❛✐❧ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❢t

t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❝♦r❡ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧

❛s Sgr(yt+1|Yt)❀ ✇❡ str❡ss t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ s❝♦r❡ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ Wt ❜② Yt ✐♥ ✭✶✵✮✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ t❡st

❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ③❡r♦ ❛✈❡r❛❣❡ s❝♦r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s✳

❇ ❉❛t❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② {yt}t∈T t❤❡ s❡r✐❡s ♦❢ ♦✐❧ r❡t✉r♥s✱ t❤❛t ✐s✱ yt = log(oilt) − log(oilt−1)✱ ✇❤❡r❡ oilt ✐s t❤❡

s♣♦t ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❲❡st ❚❡①❛s ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✭❲❚■✮ ❝r✉❞❡ ♦✐❧ ❛t ❞❛② t✳ {oilt}t∈T ✐s ♥♦t st❛t✐♦♥❛r②✿ ❜♦t❤

t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❉✐❝❦❡② ❛♥❞ ❋✉❧❧❡r ✭✶✾✽✶✮ ❛♥❞ t❤❡ P❤✐❧❧✐♣s ❛♥❞ P❡rr♦♥ ✭✶✾✽✽✮ t❡sts ❞♦ ♥♦t r❡❥❡❝t t❤❡ ♥✉❧❧

❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ✉♥✐t r♦♦t ✇✐t❤ ♣✲✈❛❧✉❡s ♦❢ ✵✳✷✻✷✸ ❛♥❞ ✵✳✷✶✶✷✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡

t✇♦ t❡sts ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✵✶ ❢♦r ❜♦t❤ {yt}t∈T ❛♥❞ {y2t }t∈T ✳

EPU ❛♥❞ EMU ❛r❡ t✇♦ ✐♥❞❡①❡s ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❯❙ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣♦❧✐❝② ❛♥❞ ❡q✉✐t② ♠❛r❦❡t ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

EPU ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✇s♣❛♣❡r ❛r❝❤✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❆❝❝❡ss ❲♦r❧❞ ◆❡✇✬s ◆❡✇s❇❛♥❦ s❡r✈✐❝❡✱ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣

t❤❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛rt✐❝❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s

❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤r❡❡ s❡ts✳ ❚❤❡ ✜rst s❡t ✐s ❵❡❝♦♥♦♠✐❝✴❡❝♦♥♦♠②✬✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❵✉♥❝❡rt❛✐♥✴✉♥❝❡rt❛✐♥t②✬ ❛♥❞

t❤❡ t❤✐r❞ s❡t ✐s ❵❧❡❣✐s❧❛t✐♦♥✴❞❡✜❝✐t✴r❡❣✉❧❛t✐♦♥✴❝♦♥❣r❡ss✴❢❡❞❡r❛❧ r❡s❡r✈❡✴✇❤✐t❡ ❤♦✉s❡✬✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡

♥❡✇s s♦✉r❝❡✱ EMU ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛rt✐❝❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♦❢

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✏❡q✉✐t② ♠❛r❦❡t✴❡q✉✐t② ♣r✐❝❡✴st♦❝❦ ♠❛r❦❡t✑✳ ❋r♦♠ EPU ❛♥❞ EMU ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡✐r

❧♦❣❛r✐t❤♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❛s {x1,t}t∈T ❛♥❞ {x2,t}t∈T r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ t❤❡s❡ ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ✉♥✐t

r♦♦t✿ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❛s❡s t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❉✐❝❦❡② ❛♥❞ ❋✉❧❧❡r ✭✶✾✽✶✮ ❛♥❞ t❤❡ P❤✐❧❧✐♣s ❛♥❞

P❡rr♦♥ ✭✶✾✽✽✮ t❡sts ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✵✶✳

❆s ❢♦r t❤❡ ❞❛✐❧② ♦✐❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ✺✲♠✐♥✉t❡ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❲❚■ ❝r✉❞❡ ♦✐❧ ❢✉t✉r❡❀ ✇❡ ✇♦r❦❡❞

♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡r✐❡s ❜② r♦❧❧✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡✐r ❞❛✐❧② ✈♦❧✉♠❡✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡

t❤❡ ✺ ♠✐♥✉t❡s✬ ❞❛t❛ r❡❝♦r❞❡❞ ❢r♦♠ ✽✿✵✵ ❛✳♠✳ t♦ ✸✿✵✵ ♣✳♠✳ ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛❞✐♥❣ ❞❛② ❢r♦♠ ❏❛♥✉❛r② ✷✱ ✷✵✵✼ t♦

❆♣r✐❧ ✷✸✱ ✷✵✶✺✳✶✷✱ t❤❛t ✐s t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❤❡♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t✐❡s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✖s❡❡ ❈❤❛♥❣

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✳

✶✷❚❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♦✐❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ✇❛s r❡❝♦✈❡r❡❞
❢r♦♠ ❚✐❝❦❉❛t❛✳

✸✻



❲❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ♦✐❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜✐♣♦✇❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭❇❛r♥❞♦r✛✲◆✐❡❧s❡♥ ❛♥❞

❙❤❡♣❤❛r❞✱ ✷✵✵✹✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✶✮✿

bpvt = µ−2
1

M

M − 1

M−1∑

i=2

|oilt,i||oilt,i+1|, ✭✶✶✮

✇❤❡r❡ oilt,i ✐s t❤❡ i✲t❤ ✐♥tr❛✲❞❛② ♣r✐❝❡ ♦❢ ♦✐❧ ♦♥ ❞❛② t✱ M ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥tr❛✲❞❛② ✐♥t❡r✈❛❧s ✐♥t♦ ✇❤✐❝❤

t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ❞❛② t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞✱ µ1 =
√

2/π✳ ❚❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜✐♣♦✇❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✶✶✮ ✐s ❛ r♦❜✉st✲t♦✲❥✉♠♣s

❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳

❲❡ ❛r❡ ❛✇❛r❡ t❤❛t t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♣♦t ♦✐❧ ♠✐❣❤t ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ❢✉t✉r❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ❢✉t✉r❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤✐s

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♦✐❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢✉t✉r❡ ❤❛s ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡

❝♦♥t❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ♦✐❧ r❡t✉r♥s✱ ✇❤❡♥ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥

r✐s❦✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦✐❧ ❢✉t✉r❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛s ❛ ♣r♦①② ❢♦r s♣♦t ♦✐❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳

❚❛❜❧❡ ✻✿ ❉❡s❝r✐♣t✐✈❡ st❛t✐st✐❝s

❱❛r✐❛❜❧❡ ▼❡❛♥ ❙t✳ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ▼✐♥ ▼❛① s❦❡✇♥❡ss ❦✉rt♦s✐s ❏❇

yt ✶✳✵✸✾✻❡✲✵✹ ✵✳✵✷✹✽ ✲✵✳✹✵✻✾ ✵✳✶✾✷✹ ✲✵✳✼✻✸✾ ✶✽✳✸✸✷✾ ✼✺✻✸✷✳✵✵ ✭✵✳✵✵✵✵✮
y2
t ✻✳✶✹✶✷❡✲✵✹ ✵✳✵✵✷✻ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✻✺✺ ✸✼✳✾✾✹✼ ✷✷✾✹✳✽✼✶✵ ✶✳✻✼✺❡✰✵✾ ✭✵✳✵✵✵✵✮

x1,t ✹✳✸✻✻✺ ✵✳✻✼✼✻ ✶✳✷✶✽✺ ✻✳✺✼✽✵ ✲✵✳✷✻✼✾ ✸✳✷✼✷✻ ✶✶✺✳✶✺ ✭✵✳✵✵✵✵✮
x2,t ✸✳✽✹✺✾ ✶✳✵✺✼✺ ✶✳✺✻✽✽ ✼✳✽✻✺✺ ✵✳✷✼✶✽ ✷✳✼✶✺✼ ✶✶✾✳✽✼ ✭✵✳✵✵✵✵✮
bpvt ✷✳✾✼✹✷❡✲✵✹ ✹✳✶✾✸✸❡✲✵✹ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✹✹ ✸✳✾✷✺✶ ✷✷✳✽✶✽✵ ✹✵✽✽✸✳✵✵ ✭✵✳✵✵✵✵✮

❚❤❡ t❛❜❧❡ r❡♣♦rts s♦♠❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ st❛t✐st✐❝s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r yt✱ y
2
t ✱ x1,t✱ x2,t ❛♥❞ bpvt✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡

♠❡❛♥✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ s❦❡✇♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❦✉rt♦s✐s ✐♥❞❡①❡s ❛♥❞ t❤❡ ❏❛rq✉❡
❛♥❞ ❇❡r❛ ✭✶✾✽✼✮✬s t❡st st❛t✐st✐❝ ❏❇ ✭✐♥ ❜r❛❝❦❡ts ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣✲✈❛❧✉❡s✮✳ bpvt ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳

❲❡ r❡♣♦rt ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻ s♦♠❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ st❛t✐st✐❝s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ yt ❛♥❞

y2t ❤❛✈❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✱ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✵✷✹✽ ❛♥❞ ✵✳✵✵✷✻✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀

yt r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✲✵✳✹✵✻✾ t♦ ✵✳✶✾✷✹ ❛♥❞ ✐ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♥❡❣❛t✐✈❡ s❦❡✇♥❡ss ❛♥❞ ❧❡♣t♦❦✉rt♦s✐s✳

❇♦t❤ y2t ❛♥❞ bpvt ❤❛✈❡ str♦♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ s❦❡✇♥❡ss ❛♥❞ ❧❡♣t♦❦✉rt♦s✐s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡✐r r✐❣❤t

t❛✐❧s✱ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s✱ ♠❛✐♥❧② t❤♦s❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐❞✲✷✵✵✽

❛♥❞ t❤❡ ♠✐❞✲✷✵✵✾✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡①❡s✱ x1,t ❛♥❞ x2,t✱ ❛r❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✹✳✸✻✻ ❛♥❞ ✸✳✽✹✺✾✱ ✇✐t❤

st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✻✼✼✻ ❛♥❞ ✶✳✵✺✼✺✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② s❦❡✇❡❞✱

q✉✐t❡ ♠❡s♦❦✉rt✐❝ ❛♥❞ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ t❛✐❧s✳ ◆♦t❛❜❧②✱ ✐♥ t❤❡

♣❡r✐♦❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❏❛♥✉❛r② ✷✱ ✷✵✵✼ ❛♥❞ ❆♣r✐❧ ✷✸✱ ✷✵✶✺✱ bpvt ❛♥❞ y2t ❤❛✈❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✹✽✳ ❚❤❛t ♠♦❞❡r❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢

s♣♦t ❛♥❞ ❢✉t✉r❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ sq✉❛r❡❞ r❡t✉r♥s ❛r❡ ❛ ♥♦✐s② ♣r♦①② ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ✭❛♥❞

✉♥❦♥♦✇♥✮ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ❏❛rq✉❡ ❛♥❞ ❇❡r❛ ✭✶✾✽✼✮✬s t❡st ✐s r❡❥❡❝t❡❞ ✇✐t❤

❧♦✇ ♣✲✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝s ❛♥❛❧②③❡❞ ❛❜♦✈❡ ♣♦✐♥t ♦✉t ❤❡❛✈②✲t❛✐❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢

✐♥t❡r❡st✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s✱ ♠❛✐♥❧② yt ❛♥❞ y2t ✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❡ ✇✐s❞♦♠ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡

✸✼



q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❑♦❡♥❦❡r ❛♥❞ ❇❛ss❡tt✱ ✶✾✼✽✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡①❡r❝✐s❡✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r②

❧❡❛st sq✉❛r❡s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ r♦❜✉st r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs✳

❈ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s ✐♥ q✉❛♥t✐❧❡s ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❚❤❡ t❡sts ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ◗✉ ✭✷✵✵✽✮ ❛r❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❧s♦ ✐♥ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡

t❛❜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ DQ ❛♥❞ t❤❡ SQ t❡sts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ◗✉ ✭✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t

♦❢ t❤❡ ❉◗ t❡st✱ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ yt ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢

❚❛❜❧❡ ✼✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜r❡❛❦s✱ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✵✳✵✶✱ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✼✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ SQ

t❡st ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✼❀ ❤❡r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❜r❡❛❦s ♠❛✐♥❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ❡①tr❡♠❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ yt✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♦♥❡s✳

❚❛❜❧❡ ✼✿ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ yt

❙tr✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s ❛t s♣❡❝✐✜❝ q✉❛♥t✐❧❡s

❉❛t❡s ♦❢ ❜r❡❛❦s DQ SQ (τ = 0.1) SQ (τ = 0.5) SQ (τ = 0.9)

✷✵✴✵✸✴✶✾✽✼ ✶✳✵✼✸✸ ✷✳✼✹✵✷ ✯✯✯ ✶✳✷✻✶✷ ✷✳✹✺✸✶ ✯✯✯
✶✶✴✵✺✴✶✾✽✾ ✶✳✵✽✺✷ ✶✳✻✹✵✻ ✯✯ ✶✳✺✵✺✸ ✷✳✷✾✶✽ ✯✯✯
✷✶✴✵✾✴✶✾✾✵ ✶✳✵✻✹✹ ✶✳✷✻✺✻ ✶✳✺✽✽✻ ✯ ✶✳✼✼✽✻ ✯✯
✵✺✴✶✶✴✶✾✾✶ ✶✳✵✽✷✻ ✷✳✸✹✻✷ ✯✯✯ ✶✳✷✶✷✹ ✷✳✷✸✻✻ ✯✯✯
✵✹✴✵✾✴✷✵✵✵ ✶✳✵✺✷✷ ✸✳✵✸✶✼ ✯✯✯ ✶✳✷✸✵✻ ✷✳✻✾✸✹ ✯✯✯
✶✻✴✵✽✴✷✵✶✸ ✶✳✵✺✾✽ ✷✳✶✶✼✼ ✯✯✯ ✶✳✹✺✷✶ ✷✳✸✻✹✷ ✯✯✯
✷✼✴✵✶✴✷✵✶✺ ✶✳✶✵✹✶ ✷✳✷✶✵✹ ✯✯✯ ✶✳✹✻✸✹ ✶✳✸✹✸✶

❚❤❡ t❛❜❧❡ r❡♣♦rts t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❉◗ ❛♥❞ t❤❡ ❙◗ t❡sts✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ◗✉ ✭✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❞❡t❡❝ts t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ yt ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✵✳✵✶✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧❛tt❡r ❞❡t❡❝ts t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
str✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s ❛t s♣❡❝✐✜❝ q✉❛♥t✐❧❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❛t τ = {0.1, 0.5, 0.9}❀ ∗✱ ∗∗ ❛♥❞ ∗ ∗ ∗ r❡❢❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t♦ t❤❡ ✶✵✪✱ ✺✪
❛♥❞ ✶✪ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ t❡sts✱ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ bpvt ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

q✉❛♥t✐❧❡s ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜r❡❛❦s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✼ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣r❡s❡♥t ❛t

τ = 0.5✳ ❆s r❡❣❛r❞s t❤❡ ❧❡❢t t❛✐❧ ✭τ = 0.1✮✱ t✇♦ ❜r❡❛❦s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢ ♦❢

✷✵✵✾ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ✷✵✶✺✳ ❉✐✛❡r❡♥t❧②✱ ❢♦✉r ❜r❡❛❦s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t τ = 0.9✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠

♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❯✳❙✳ s✉❜♣r✐♠❡ ❝r✐s✐s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳

❚❛❜❧❡ ✽✿ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ bpvt

❙tr✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s ❛t s♣❡❝✐✜❝ q✉❛♥t✐❧❡s

❉❛t❡s ♦❢ ❜r❡❛❦s DQ SQ (τ = 0.1) SQ (τ = 0.5) SQ (τ = 0.9)

✶✻✴✶✵✴✷✵✵✼ ✶✳✵✻✶✾ ✶✳✺✵✹✹ ✶✳✼✵✷✸ ✯✯ ✶✳✹✺✽✻
✷✶✴✵✶✴✷✵✵✾ ✶✳✵✻✶✽ ✶✳✸✷✻✷ ✶✳✺✽✹✻ ✯ ✶✳✽✾✷✸ ✯✯✯
✵✺✴✵✾✴✷✵✶✶ ✶✳✵✻✸✾ ✶✳✺✽✶✾ ✯ ✶✳✺✽✽✽ ✯ ✶✳✺✶✺✽ ✯
✶✵✴✵✹✴✷✵✶✸ ✶✳✵✻✵✷ ✶✳✷✷✸✼ ✶✳✻✾✽✶ ✯✯ ✶✳✻✾✹✺ ✯✯
✷✷✴✵✶✴✷✵✶✹ ✶✳✵✽✻✽ ✶✳✸✽✺✺ ✶✳✾✷✷✾ ✯✯✯ ✶✳✺✼✹✵ ✯
✷✽✴✵✼✴✷✵✶✹ ✶✳✵✼✷✺ ✵✳✾✸✽✽ ✶✳✻✷✹✼ ✯ ✶✳✷✹✼✷
✶✾✴✵✶✴✷✵✶✺ ✶✳✶✵✾✶ ✷✳✶✻✹✺ ✯✯✯ ✶✳✼✸✶✻ ✯✯ ✶✳✸✵✶✸

❚❤❡ t❛❜❧❡ r❡♣♦rts t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❉◗ ❛♥❞ t❤❡ ❙◗ t❡sts✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ◗✉ ✭✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❞❡t❡❝ts t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
str✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ bpvt ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✵✳✵✶✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧❛tt❡r ❞❡t❡❝ts t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
str✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s ❛t s♣❡❝✐✜❝ q✉❛♥t✐❧❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❛t τ = {0.1, 0.5, 0.9}❀ ∗✱ ∗∗ ❛♥❞ ∗ ∗ ∗ r❡❢❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t♦ t❤❡ ✶✵✪✱ ✺✪
❛♥❞ ✶✪ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳

✸✽



❋✐♥❛❧❧②✱ ❚❛❜❧❡ ✾ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ y2t ✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜r❡❛❦s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✸ ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧

❝❤❛♥❣❡s ♦❝❝✉r ♠❛✐♥❧② ❛t ♠❡❞✐✉♠✲❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ♦❢ τ ✳ ■♥ t❤❡ ②❡❛rs ✷✵✵✼✖✷✵✶✺ ✭t❤❛t ✐s✱ t❤❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞

❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡❞ bpvt✮ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ❉◗ t❡st ✐s r❡❥❡❝t❡❞ t❤r❡❡ t✐♠❡s ❛t t❤❡

❧❡✈❡❧ ♦❢ ✵✳✵✶❀ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t✇♦ ♦❢ t❤♦s❡ t❤r❡❡ r❡❥❡❝t✐♦♥s ✭t❤❡ ♦♥❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst

❤❛❧❢ ♦❢ ✷✵✵✾ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ✷✵✶✺✮ ♦❝❝✉r ❛❧♠♦st s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t♦ t✇♦ ♦❢ t❤❡ ❜r❡❛❦s ❛✛❡❝t✐♥❣

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ bpvt✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢

str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ♦✈❡r t✐♠❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ s♦♠❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ bpvt ❛♥❞ y2t ✳

❚❛❜❧❡ ✾✿ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ y2t

❙tr✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s ❛t s♣❡❝✐✜❝ q✉❛♥t✐❧❡s

❉❛t❡s ♦❢ ❜r❡❛❦s DQ SQ (τ = 0.1) SQ (τ = 0.5) SQ (τ = 0.9)
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✷✼✴✵✶✴✶✾✾✸ ✶✳✶✶✹✷ ✵✳✾✵✽✸ ✷✳✵✹✹✶ ✯✯✯ ✶✳✹✶✺✼
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✶✸✴✶✷✴✶✾✾✹ ✶✳✵✼✻✾ ✵✳✽✻✾✽ ✶✳✽✽✼✹ ✯✯✯ ✵✳✽✺✻✾
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✶✽✴✵✺✴✷✵✵✾ ✶✳✵✾✷✻ ✶✳✸✽✸✷ ✶✳✽✻✻✼ ✯✯✯ ✷✳✻✻✺✼
✵✹✴✶✷✴✷✵✶✷ ✶✳✶✵✵✶ ✵✳✾✾✶✺ ✶✳✹✶✷✹ ✶✳✹✺✵✹
✷✹✴✵✷✴✷✵✶✺ ✶✳✵✼✷✶ ✶✳✻✺✽✷ ✯✯ ✶✳✹✸✸✹ ✶✳✺✶✼✺ ✯

❚❤❡ t❛❜❧❡ r❡♣♦rts t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❉◗ ❛♥❞ t❤❡ ❙◗ t❡sts✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ◗✉ ✭✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❞❡t❡❝ts t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ y2

t ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✵✳✵✶✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧❛tt❡r ❞❡t❡❝ts t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
str✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s ❛t s♣❡❝✐✜❝ q✉❛♥t✐❧❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❛t τ = {0.1, 0.5, 0.9}❀ ∗✱ ∗∗ ❛♥❞ ∗ ∗ ∗ r❡❢❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t♦ t❤❡ ✶✵✪✱ ✺✪
❛♥❞ ✶✪ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳

❉ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✵ ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶✻✖✶✽✳

❚❛❜❧❡ ✶✵✿ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ❊P❯ ❛♥❞ ❊▼❯ ✐♥ t❤❡ ❊●❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧

▼❊❆◆ ❊◗❯❆❚■❖◆ ❱❆❘■❆◆❈❊ ❊◗❯❆❚■❖◆

✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✉♠✳ ♣❡r❝✳ ♥✉♠✳ ♣❡r❝✳

x1,t−1 ✾✺✵ ✻✻✳✺✷ ✹✽✼ ✸✹✳✶✵
x1,t−2 ✶✵✷✷ ✼✶✳✺✼ ✺✶✹ ✸✺✳✾✾
x2,t−1 ✽✼✹ ✻✶✳✷✵ ✹✺✾ ✸✷✳✶✹
x2,t−2 ✽✹✾ ✺✾✳✹✺ ✹✸✼ ✸✵✳✻✵

❚❤❡ t❛❜❧❡ r❡♣♦rts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✭♥✉♠✳✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ✭♣❡r❝✳✮ ♦❢ s✉❜s❛♠♣❧❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✵✳✵✺ ❧❡✈❡❧✳
❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❆❘✭✷✮✲❊●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ♦✐❧✬s r❡t✉r♥s s❡r✐❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛s ❡①t❡r♥❛❧
r❡❣r❡ss♦rs x1,t−j ❛♥❞ x2,t−j ✭❥❂④✶✱✷⑥✮ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s
❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡ ♦❢ ✺✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ st❡♣ ♦❢ ✜✈❡ ❞❛②s ❛❤❡❛❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ ❚❤❡ ❉✐❡❜♦❧❞ ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥♦ ✭✷✵✵✷✮ t❡st st❛t✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r t❤❡ t❤❡ r♦❧❧❡❞ ✇✐♥❞♦✇s✳ ❚❤❡
t❡st ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✷ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ●❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧✳ P♦s✐t✐✈❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t❡st st❛t✐st✐❝ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ❜❡st
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊●❆❘❈❍ ✭q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✮ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ t❡st ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t τ
✈❛❧✉❡s✿ ✵✳✵✺ ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡s✮✱ ✵✳✺✵ ✭②❡❧❧♦✇ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ✵✳✾✺ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s ♣♦✐♥t
♦✉t t❤❡ ✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✼✿ ❚❤❡ ❉✐❦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ t❡st st❛t✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r t❤❡ t❤❡ r♦❧❧❡❞ ✇✐♥❞♦✇s✳ ❚❤❡ t❡st ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡
❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
●❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧✳ P♦s✐t✐✈❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t❡st st❛t✐st✐❝ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❊●❆❘❈❍✮ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ t❡st ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ ❣r❡❛t❡r ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡
❝❡♥t❡r ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡s✮✱ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t t❛✐❧ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t t❛✐❧ ✭②❡❧❧♦✇ ❧✐♥❡s✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✽✿ ❚❤❡ ●♥❡✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❘❛♥❥❛♥ ✭✷✵✶✶✮ t❡st st❛t✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r t❤❡ t❤❡ r♦❧❧❡❞ ✇✐♥❞♦✇s✳ ❚❤❡
t❡st ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ●❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧✳ P♦s✐t✐✈❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t❡st st❛t✐st✐❝ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ❜❡st
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊●❆❘❈❍ ✭q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✮ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ t❡st ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ ❣r❡❛t❡r
❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡s✮✱ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t t❛✐❧ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t t❛✐❧ ✭②❡❧❧♦✇ ❧✐♥❡s✮ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞s✳

✹✶


