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❞❡✜♥❡ ❝❡rt❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ♦♥❡ ✇✐s❤❡s t♦ st✉❞② ❛r❡ s✉♣♣❧✐❡❞
✈✐❛ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✱ ❛s ❛❧s♦ ❞♦♥❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❬✼✱ ✽❪✳
❚❤❛t s❛✐❞✱ ✇❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ❈♦✈✐❞❙✐♠✬s r♦❜✉st♥❡ss ✉♥❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❇② ❵r♦❜✉st♥❡ss✬ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦❞❡ ❛♠♣❧✐✜❡s
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r ♠❛✐♥ ❛✐♠ ✐s t♦ t❛❦❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛s ❣✐✈❡♥
❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ✐ts ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✐♥♣✉ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ❬✾❪✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥♣✉t s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s t②♣❡
♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ❡①♣❧♦✐ts ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧♦✇ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✇❤❡r❡
♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✐♥♣✉ts ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣✉t✳ ❆ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢
❞♦♠❛✐♥s ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧❡rs✱ ❡✳❣✳ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❬✶✵❪✱ ✜♥❛♥❝❡ ❬✶✶✱ ✶✷❪ ♦r ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❬✶✸❪✱ t♦ ♥❛♠❡ ❥✉st ❛
❢❡✇✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ st✉❞② t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♦✉t♣✉t
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❡♥✈❡❧♦♣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❈❖❱■❉✲✶✾ ❞❡❛t❤ ❝♦✉♥t✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞
✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉ts✱ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❤♦♣❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡✱ ❞❛t❛✲✐♥❢♦r♠❡❞
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♣❧❛②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❈♦✈✐❞❙✐♠✬s ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧ st❛t✉s✱ ❛♥❞ ✐ts
❧✐❦❡❧② ✉s❡ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ❈❖❱■❉✲✶✾ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣✉t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛r❣✉❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
✐♥ ❤✐❣❤✲✐♠♣❛❝t ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✱ ❛❢t❡r ✇❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r r❡s✉❧ts✳

✶



✷ ❘❡s✉❧ts

❲❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❧♦s❡❞✲s♦✉r❝❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ♦✉r s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡✛♦rts ❧✐❡ ✇✐t❤ t❤❡
❝✉rr❡♥t ✉♣❞❛t❡❞ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❈♦✈✐❞❙✐♠✳

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❡①❛❝t r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧ ❘❡♣♦rt ✾ ❬✷❪✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♦♥❧② ✇❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❆③✉r❡ ❝❧♦✉❞
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❖t❤❡r ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ❈♦✈✐❞❙✐♠ t♦ ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ ❬✽✱ ✼❪✳ ❆tt❡♠♣ts
t♦ r✉♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ♦♥ ❛ ▲✐♥✉① ♠❛❝❤✐♥❡ ❢❛✐❧❡❞❀ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ❤❡r❡
❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤✐s ✈❡rs✐♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r s✉♣♣♦rt❡❞ ✐t ✇❛s ♥♦t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢✉rt❤❡r✳

✷✳✶ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ❈♦✈✐❞❙✐♠

❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ♠♦st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢r♦♠ ❛ ✈❛r✐❡t②
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s✳ ❲❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ❈♦✈✐❞❙✐♠✱
♥❛♠❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ s❝❡♥❛r✐♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤✐s
❜r❡❛❦❞♦✇♥ ✐s ♥♦t ✉♥❝♦♠♠♦♥❀ s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✶✹✱ ✶✺✱ ✶✻❪✳

P❛r❛♠❡tr✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛r✐s❡s ❞✉❡ t♦ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs
ξ ∈ R

d✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳ ▼♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ♠♦r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ❛s ✐t
r❡❧❛t❡s t♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❞❡♥♦t❡❞
❜② M✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥
❈♦✈✐❞❙✐♠❀ s❡❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t❤❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ S ✐s t❤❡ s❡t
♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ M (ξ) ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈♦✈✐❞❙✐♠✱ S ✐♥❝❧✉❞❡s
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ◆P■ s❝❡♥❛r✐♦s✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥
♥✉♠❜❡r R0✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ S ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐s❡❞ ❛s ✇❡❧❧✱ ❛♥❞ t❤❛t
✇❡ ❝♦✉❧❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ❧✉♠♣ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ✇✐t❤ ξ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❵✐♥t❡r♥❛❧✬ ✐♥♣✉ts ξ✱ ❛♥❞ tr❡❛t✐♥❣ S ❛s ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❝❛t❡❣♦r②
♠✐rr♦rs t❤❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❘❡♣♦rt ✾✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇❡❞ r❡s✉❧ts ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ◆P■s ❛♥❞ R0 ✈❛❧✉❡s✳

❚❤✉s✱ ✐❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ q ❛s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♦✉t♣✉t q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✇❡ ❤❛✈❡ q = q (ξ,M,S)✱
✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥✳ ❆s ♥♦t❡❞✱ ♦✉r ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✐s t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❇② tr❡❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉ts ❛s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥ p (ξ)✱ ♦✉r ♠❡❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

E [q | M,S] :=

∫

Ωξ

q (ξ,M,S) p (ξ) dξ, ✭✶✮

✇❤❡r❡ Ωξ ✐s t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ p(ξ)✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭✶✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ❡✐t❤❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t
♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ M ❛♥❞ S✳ ❲❡ ❛r❡ ♥♦t ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ ❛♥❞
✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s❝❡♥❛r✐♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✳

✷



✷✳✶✳✶ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❲❡ ✉s❡ ❊❛s②❱❱❯◗ ❬✶✼✱ ✶✽❪ ❢r♦♠ t❤❡ ❱❡r✐✜❡❞ ❊①❛s❝❛❧❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❢♦r ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❆♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ✭❱❊❈▼❆✮ t♦♦❧❦✐t ❬✶✾❪✱ ❢♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s t❤r♦✉❣❤ ❈♦✈✐❞❙✐♠✳ ❚♦
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❈♦✈✐❞❙✐♠ ✇✐t❤ ❊❛s②❱❱❯◗✱ t❡♠♣❧❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦✈✐❞❙✐♠ ✐♥♣✉t ✜❧❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r✲
❛t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ✜❧❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ✐♥♣✉ts✱ ✇✐t❤ t❤❡✐r t②♣❡s
❛♥❞ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❙✐♠♣❧② ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥tr✐❡s ✐♥ t❤✐s ✜❧❡ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
❡①❛❝t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤♦✇ ✇❡ ❛rr✐✈❡❞ ❛t
❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✾✹✵ ✐♥♣✉ts✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ✈❛r② ❛❧❧ ✾✹✵ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✮✳ ■♥st❡❛❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✐❣♥ t♦ d
✭d ≪ 940✮ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ξi ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❉❋✮✱ ✐✳❡✳
ξi ∼ p(ξi)✳ ◆❡①t✱ ❛ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❧❛♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❥♦✐♥t P❉❋

∏

i p(ξi) ✐s ❝r❡❛t❡❞✱ ❛❢t❡r
✇❤✐❝❤ ❈♦✈✐❞❙✐♠ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t✳ ❚♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥♣✉t
s♣❛❝❡✱ ✇❡ r❡✜♥❡ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❧❛♥ ✐♥ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r✱ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳

✷✳✶✳✷ ❈♦✈✐❞❙✐♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ✇❡ ❛rr✐✈❡❞ ❛t ♦✉r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ✇❡
✈❛r② ❛s ♣❛rt ♦❢ ♦✉r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ st✉❞②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞✐✈✐❞❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣r❡s❡♥t
✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❧❡s ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s✿

✭✐✮ ●r♦✉♣ ✶✿ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡❛♥t t♦ s❧♦✇ ❞♦✇♥ t❤❡ ✈✐r❛❧
✐♥❢❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ✈❛r✐❡❞ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ S✱ ❡✳❣✳ ✏▲❡♥❣t❤ ♦❢ t✐♠❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛r❡
q✉❛r❛♥t✐♥❡❞✳✑✱ ✇❤❡♥ ❍◗ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ◆P■ s❡t✳

✭✐✐✮ ●r♦✉♣ ✷✿ ❞✐s❡❛s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❈❖❱■❉✲✶✾✱ ❡✳❣✳ ✏▲❛t❡♥t
♣❡r✐♦❞✳✑

✭✐✐✐✮ ●r♦✉♣ ✸✿ s♣❛t✐❛❧ ✴ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❡✳❣✳ ✏❘❡❧❛t✐✈❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛t❡ ❢♦r ♣❧❛❝❡ t②♣❡s✳✑

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❛s t♦ ❞✐r❡❝t ✐♥✐t✐❛❧✱ ❡①♣❧♦r❛t♦r② ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥
✭❯◗✮ ❛♥❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✭❙❆✮ ❝❛♠♣❛✐❣♥s ♦♥ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t s✉❜s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧
❯◗ ❝❛♠♣❛✐❣♥✱ ❝♦♥t❛✐♥s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s✳ ❇② ❛ ❵❝❛♠♣❛✐❣♥✬ ✇❡ ♠❡❛♥ ❛ s✐♥❣❧❡
❢♦r✇❛r❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ st❡♣ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t✳

❇❡❢♦r❡ st❛rt✐♥❣ t❤❡ ❯◗ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ✜rst ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r st✉❞②✱ ✉s✐♥❣ ✐♥ ♣❛rt
❡①♣❡rt ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦✈✐❞❙✐♠ t❡❛♠ ❛t ■♠♣❡r✐❛❧ ❈♦❧❧❡❣❡✱ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐♥♣✉ts✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ S ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ r❡❧❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❘❡♣♦rt ✾ ❢♦❧❞❡r ♦♥
●✐t❍✉❜ ❬✷✵❪✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ s❡tt✐♥❣ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s P❈✱ ❈■✱ ❍◗✱ ❛♥❞ ❙❉✱ ❛s t❤✐s ❝❧❛ss
✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st t♦ ❛❝t✉❛❧ ◆P■s t❤❛t ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❯❑✳ ▲❡t ✉s r❡✐t❡r❛t❡ t❤❛t t❤❡s❡
❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣❧❛❝❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ s❝❤♦♦❧s ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s ✭P❈✮✱ ❤♦♠❡ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ♦❢
s✉s♣❡❝t❡❞ ❝❛s❡s ✭❈■✮✱ ✈♦❧✉♥t❛r② ❤♦♠❡ q✉❛r❛♥t✐♥❡ ✭❍◗✮ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❝✐❛❧ ❞✐st❛♥❝✐♥❣ ✭❙❉✮✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ t♦t❛❧ ♦❢ ✾✹✵ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t s♦♠❡ ✐♥♣✉t

✸



♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✈❡❝t♦rs✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✇❡ ❝♦✉♥t❡❞ ❡❛❝❤ ❡♥tr② ❛s ❛ s❡♣❛r❛t❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❖♥ t♦♣ ♦❢ ♦✉r ♦✇♥ ✐♥✐t✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡rs ♦❢ ❈♦✈✐❞❙✐♠ ❛s t♦ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❯◗ st✉❞②✳

▼❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✭❝✉rr❡♥t❧②✮ ♥♦t ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❖❱■❉✲✶✾ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱
s✉❝❤ ❛s ♥✉♠❡r♦✉s ✈❛❝❝✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✱ s❡❡ t❤❡ ❵♣❛r❛♠❡t❡r ❧✐st✬ ❙✉♣♣❧❡✲
♠❡♥t❛r② ❉❛t❛ ✜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ❧✐st ✇✐t❤ ❛❧❧ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡✐r ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ r❡❛s♦♥s
❢♦r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦r ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ■♠♣❡r✐❛❧ ❈♦❧❧❡❣❡ ❈♦✈✐❞❙✐♠ t❡❛♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s ❧✐st
❝♦♥t❛✐♥s ❛ s❤♦rt ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ♠❛❞❡ ♦✉r ♦✇♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛s t♦ ✇❤✐❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ✐♥❝❧✉❞❡
✐♥ t❤❡ ❯◗ st✉❞②✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♣❧❛② r❡q✉✐r❡s ❡①♣❡rt ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛
s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❆ t♦t❛❧ ♦❢ ✻✵ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ ❯◗ ❝❛♠♣❛✐❣♥
❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❧✐st ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❉❛t❛
✜❧❡✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t♦ r❡✢❡❝t ♦✉r ❧❛❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡
♠♦st✲❧✐❦❡❧② ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥♣✉ts✱ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡✐t❤❡r ❞❛t❛ ♦r ❡①♣❡rt ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳

❆♥② ✐♥♣✉t t❤❛t ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❝❡ ❢♦r r❡✜♥❡♠❡♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❡①♣❧♦r❛t♦r② ❯◗ ❝❛♠♣❛✐❣♥s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✱ ✇❛s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡
✜♥❛❧✱ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❯◗ ❝❛♠♣❛✐❣♥✳ ❚❤✐s ❧❡❞ t♦ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✶✾ ✜♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s❀ s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✸ ♦❢ t❤❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❙❡❝t✐♦♥✳

■♠♣♦rt❛♥t s❝❡♥❛r✐♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r R0✱ ❛♥❞ t✇♦ ❵tr✐❣❣❡r✬ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥
str❛t❡❣②✱ t❤❡ ❙❉ ❛♥❞ P❈ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s ❛r❡ tr✐❣❣❡r❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❡❡❦❧② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✇ ✐♥t❡♥✲
s✐✈❡ ❝❛r❡ ✉♥✐t ✭■❈❯✮ ❝❛s❡s ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ✈❛❧✉❡ s✉♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst tr✐❣❣❡r✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡② ❛r❡
s✉s♣❡♥❞❡❞ ✇❤❡♥ t❤✐s ♠❡tr✐❝ ❞r♦♣s ❜❡❧♦✇ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♣❡❝✐✜❡❞ tr✐❣❣❡r ❬✷❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❜❡❧♦✇
❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ◆P■ ♠❡❛s✉r❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r R0 ❛♥❞ t❤❡ ■❈❯
tr✐❣❣❡rs✳

✷✳✷ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s

❍❡r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t P❈❴❈■❴❍◗❴❙❉ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ❢♦❧✲
❧♦✇ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉❞❣❡t ♦❢ ✸✵✵✵ ❈♦✈✐❞❙✐♠ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❡r s❝❡♥❛r✐♦✳
❋✐❣✉r❡ ✶❛ s❤♦✇s t❤❡ ✻✽✪ ❛♥❞ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡❛t❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱
❢♦r s❝❡♥❛r✐♦ S1 ✇✐t❤ R0 = 2.4✱ ❛♥❞ ♦♥✴♦✛ ■❈❯ tr✐❣❣❡rs ♦❢ ✻✵✴✶✺✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❡ P❈ ❛♥❞
❙❉ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s ❛r❡ t✉r♥❡❞ ♦♥ ❛♥❞ ♦✛ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✇ ✇❡❡❦❧② ■❈❯
❝❛s❡s✱ ✐✳❡✳ ✻✵ ❛♥❞ ✶✺ ♥❡✇ ❝❛s❡s ❤❡r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❘❡♣♦rt ✾✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ P❉❋ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡❛t❤ ❝♦✉♥t ❛❢t❡r ✽✵✵ ❞❛②s ✐s ♣❧♦tt❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r s❤♦✇s ❝❧❡❛r
♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ✇✐t❤ ❛ ❤❡❛✈② t❛✐❧ t♦✇❛r❞s ❛ ❤✐❣❤❡r ❞❡❛t❤ ❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❘❡♣♦rt ✾ t♦t❛❧ ❞❡❛t❤ ❝♦✉♥t ✐s ✽✼✵✵ ❬✷❪✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡rs✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♥♦✇ s✉♣♣♦rts ❛✈❡r❛❣✐♥❣
♦✈❡r st♦❝❤❛st✐❝ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ ♣r❡❞✐❝ts ✾✺✵✵ ❬✷✶❪✳ ❖✉r ♠❡❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❊q♥✳ ✭✶✮ ✐s ❛❧✲
♠♦st ❞♦✉❜❧❡ t❤✐s ❛♠♦✉♥t✳ ❚❤❡ ❘❡♣♦rt ✾ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ st✐❧❧ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✭❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✻✽✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧✮✱ ❜✉t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛❧s♦ s✉♣♣♦rts ❧♦✇✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡✈❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❜♦✉t ✺✲✻ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❘❡♣♦rt ✾✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ S1 ❝❧❡❛r❧② ✉♥❞❡r ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞

✹



❞❡❛t❤ ❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ❯❑✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶❛✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s❡❧❡❝t❡❞ S2 ✉s✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❘❡♣♦rt ✾ t❤❛t ❣❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♠♦rt❛❧✐t②✱ ✐✳❡✳ R0 = 2.6 ❛♥❞ ■❈❯
♦♥✴♦✛ tr✐❣❣❡rs ♦❢ ✹✵✵✴✸✵✵ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶❜✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
❘❡♣♦rt ✾ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ✻✽✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦r❞❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡❛t❤ ❝♦✉♥t P❉❋ ✐s ♥♦t❛❜❧② ❧❡ss s❦❡✇❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ st✐❧❧ ♥♦t ❡①❛❝t❧② s②♠♠❡tr✐❝✳

❋✐❣✉r❡ ✶ ❝❧❡❛r❧② ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ S✳ ❆s ♥♦t❡❞✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣❧♦t
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡❛t❤ ❝♦✉♥t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❬✷✷❪ ✐♥ ❜♦t❤ s✉❜ ✜❣✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ♥♦t
❝❛♣t✉r❡❞ ✇❡❧❧ ❜② t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s❝❡♥❛r✐♦ S2 ❞♦❡s ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ S1✳
■t ✐s ❛❧s♦ ❝❧❡❛r ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✶ t❤❛t✱ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ st❛rts t♦♦ s❧♦✇❧②✱ ❛♥❞
t❤❛t ✐t ♠✉st ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ st❛rt❡❞ ❡❛r❧✐❡r t❤❛♥ s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❘❡♣♦rt ✾✱ ✇❤✐❝❤
✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ❬✼❪✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ♦♥❡ ❛✐♠s t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❈♦✈✐❞❙✐♠ ✐♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
s❡♥s❡ ✭✐✳❡✳ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡s ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮✱ ✐t
✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❡✐t❤❡r t✉♥❡ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♦r t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

❈♦✈✐❞❙✐♠ ❛❧s♦ ❤❛s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛♥❞♦♠ s❡❡❞s✱ ✇❤♦s❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡❛t❤ ❝♦✉♥t ✐s
❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳ ❋♦r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦♥ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st
♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡❛t❤ ❝♦✉♥t✱ s❡❡ t❤❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❘❡♣♦rt ✾ ❞✐❞ ♥♦t ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡tr✐③❛✲
t✐♦♥ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❞❡❛t❤ ❝♦✉♥t ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠✐♥❣ ♠♦♥t❤s✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ♠❡ss❛❣❡ ✇❛s t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ✏❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❧❛②❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢
✇❤❡t❤❡r s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦r ♠✐t✐❣❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦✈❡r❛r❝❤✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ❣♦❛❧✑ ❬✷❪✱ ❛♥❞ ✐t ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t
❞♦✐♥❣ ♥♦t❤✐♥❣ ❛t ❛❧❧ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❞✐s❛str♦✉s ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳

✷✳✸ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s

❲✐t❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❛♣♣♦rt✐♦♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣✉t t♦
s♣❡❝✐✜❝ ✭❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢✮ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❙♦❜♦❧ ✐♥❞✐❝❡s ♠❡❛s✉r❡
t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛♥❝❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡
❢♦r✱ ✇❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉ts ❬✷✸❪✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣
st❡♣✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❬✷✹❪❀ s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✳

❚❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❙♦❜♦❧ ✐♥❞✐❝❡s Si ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s Si := V [qi] /V [q] ∈ [0, 1]✱ ❢♦r i = 1, · · · , d✳
❍❡r❡ V [q] ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❛♥❞ V [qi] ✐s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ♦♥❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r ❬✷✸❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✷ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ t❤r❡❡ Si ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡s ❢♦r
s❝❡♥❛r✐♦s S1 ❛♥❞ S2❀ s❡❡ t❤❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❙❡❝t✐♦♥ ✽ ❢♦r ♠♦r❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❙♦❜♦❧ ✐♥❞✐❝❡s
❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❛❣❛✐♥st t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ t❤❡ ❧❛t❡♥t ♣❡r✐♦❞ ✐s t❤❡ ♠♦st
✐♥✢✉❡♥t✐❛❧✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♦♥❧② ❢♦r ❛ s❤♦rt ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❧❛t❡♥t ♣❡r✐♦❞ ✐s t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✐♥
✇❤✐❝❤ ❛ ♣❛t✐❡♥t ✐s ✐♥❢❡❝t❡❞ ❜✉t ♥♦t ②❡t ✐♥❢❡❝t✐♦✉s✳ ❆ ❧♦♥❣❡r ❧❛t❡♥t ♣❡r✐♦❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞✐s❡❛s❡ s♣r❡❛❞ ✐s s❧♦✇❡r ✐♥ t❤✐s ❡❛r❧② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤ st❛❣❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡
❛r❡ st✐❧❧ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❡✇ ❝❛s❡s ♣r❡s❡♥t✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ ❵❘❡❧❛t✐✈❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥t❛❝t r❛t❡ ❣✐✈❡♥ s♦❝✐❛❧ ❞✐s✲
t❛♥❝✐♥❣✬ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❞✐st❛♥❝✐♥❣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t❤❡ t❤✐r❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭✐♥ ❜♦t❤ s❝❡♥❛r✐♦s✮✱ t♦ ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s t❤❡ ❵❉❡❧❛② t♦ st❛rt ❝❛s❡
✐s♦❧❛t✐♦♥✬✳ ❚❤❡ ❧❛t❡♥t ♣❡r✐♦❞ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❜❡❧♦♥❣❡❞ t♦ t❤❡ ❉✐s❡❛s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❣r♦✉♣ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡❛t❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❛✿ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡
❞❡❛t❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r s❝❡♥❛r✐♦ S1 ✭R0 = 2.4✱ ■❈❯ ♦♥✴♦✛ tr✐❣❣❡rs ✻✵✴✶✺✮ ❛♥❞ ❜✿ S2 ✭R0 = 2.6✱
■❈❯ ♦♥✴♦✛ tr✐❣❣❡rs ✹✵✵✴✸✵✵✮✱ ♣❧✉s ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭❈■✮✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤ ✜❣✉r❡✱
t❤❡ P❉❋ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡❛t❤ ❝♦✉♥t ❛❢t❡r ✽✵✵ ❞❛②s✳ ❉❛② ✵ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❏❛♥✉❛r② ✶st✱ ✷✵✷✵✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡❛t❤ ❝♦✉♥t ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❯❑ ✭sq✉❛r❡s✮ ✐♥ ❜♦t❤
✜❣✉r❡s✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✷❪✳ ❚❤❡ str✐♣❡❞ ❧✐♥❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❈♦✈✐❞❙✐♠ ✭❝✉rr❡♥t
r❡❧❡❛s❡✮✱ r✉♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❘❡♣♦rt ✾✳

✻



✷✳✶✳✷✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ✐♥♣✉ts ❛r❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ t❤❛t
t❤❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ ❤✉♠❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❛r❡
♠♦st ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉ts ❢r♦♠ t❤❡ s♣❛t✐❛❧✴❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r♦✉♣ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧
❡✛❡❝t✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷ ✇❡ ❛❧s♦ ♣❧♦t t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ✶✾ ✜rst✲♦r❞❡r ❙♦❜♦❧ ✐♥❞✐❝❡s✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t ✜rst✲
♦r❞❡r ❡✛❡❝ts✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛ ❧✐tt❧❡ ✉♥❞❡r ✽✵✪ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ S1✱ ❛♥❞ r♦✉❣❤❧② ✾✵✪ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r S2✳
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✲
✷✵✪ ✐♥ ♦✉r ❝❤♦s❡♥ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ✐♥❞✐❝❡s ❢♦r ❥✉st t❤❡
t❤r❡❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐✳❡✳ t❤♦s❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧r❡❛❞②
❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r r♦✉❣❤❧② ✺✵✪ ❛♥❞ ✻✼✪ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡❛t❤s ❢♦r S1 ❛♥❞
S2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✷✳✹ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❜❛s❡❞ ♦✉r ✐♥♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭s❡❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❚❛❜❧❡ ✶✮ ♦♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❡①♣❡rt ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✭✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✮ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛♠❜✐❣✉✐t② r❡♠❛✐♥s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❧❛t❡r✱ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡✈✐s❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡
t❤❛t ❡①❛♠✐♥❡s t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉ts✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t
♦❢ ✐♥♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t✲t♦✲✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ✭❈❱❘✮✱ ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

CV R := CV (q̄) /CV
(

ξ̄
)

=

(

1

N

N
∑

n=1

σqn

µqn

)

/

(

1

d

d
∑

i=1

σξi

µξi

)

. ✭✷✮

❆ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss q✉❛♥t✐t② t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ♠❡❛♥✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♠❡❛♥
✭σ/µ✮✳ ■♥ ✭✷✮✱ CV (q̄) ❛♥❞ CV (ξ̄) ❛r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t q ∈ R

N

❛♥❞ ✐♥♣✉t ξ ∈ R
d✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❈♦✈✐❞❙✐♠ ✉s✐♥❣ ✭✷✮ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡

✶✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐s ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸ ❢♦r s❝❡♥❛r✐♦ ✶✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❈♦✈✐❞❙✐♠ ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st ✉♥❞❡r S2✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥♣✉t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s
st✐❧❧ ❛♠♣❧✐✜❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦✇ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷✳

◆♦t❡ t❤❛t S1 ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ❈❱❘✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐♠♣♦s❡s ❛ str♦♥❣❡r ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ S2✳ ❊✈❡♥
t❤♦✉❣❤ t❤❡ str♦♥❣❡r ❝♦♥tr♦❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ❛❜s♦❧✉t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞❡❛t❤s✱
t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s ♠♦r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ s❡♥s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣ t❛✐❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶❛✮✱ ✇❤✐❝❤
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ♦✉t♣✉t ❈❱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❈❱❘✳

✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s❝❡♥❛r✐♦ S✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❘❡♣♦rt ✾ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜②
t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ✻✽✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤❡ P❉❋ ♦❢
t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡❛t❤ ❝♦✉♥t ✐s s❦❡✇❡❞✱ ❛♥❞ ❝❛♥ s✉♣♣♦rt ❧♦✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡✈❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❞✐❝t❡❞
❞❡❛t❤ ❝♦✉♥t t❤❛t ✐s ❛❜♦✉t ✺ t♦ ✻ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r✳

✼
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First-order Sobol indices 3 most important parameters

Relative_spatial_contact_rate_given_social_distancing

Delay_to_start_case_isolation

Latent_period

First-order contribution all 20 parameters

First-order contribution 3 most important parameters
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❙♦❜♦❧
✐♥❞✐❝❡s ❢♦r t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s ✭❛✿ S1✱ ❜✿ S2✮✱ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✸ ♠♦st ❞♦♠✐♥❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♣❧♦tt❡❞
❛❣❛✐♥st t✐♠❡ ❛t ♦♥❡ ♠♦♥t❤ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ■t s❤♦✇s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r
✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r✱ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ✶✾ ✜rst✲♦r❞❡r ✐♥❞✐❝❡s ✭❜❧✉❡
st❛rs✮✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✸ ♠♦st ❞♦♠✐♥❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✭r❡❞ ❞✐❛♠♦♥❞s✮✳

✽



❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ❈♦✈✐❞❙✐♠ ❛♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ✐♥♣✉t ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ ✸✵✵✪ ✭✐✳❡✳ r♦✉❣❤❧②
❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✮✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ◆P■ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s ❛♠♣❧✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞♦❡s ♥♦t ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❞❛t❛ ✇❡❧❧ ❢♦r t❤❡ t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s❝❡♥❛r✐♦ S✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠✉st ❜❡ t✉♥❡❞ ✐❢ ♦♥❡ ✇✐s❤❡s
t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❈♦✈✐❞❙✐♠ ❛❣❛✐♥st ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛❀ s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✼❪✳ ❚✉♥✐♥❣ t❤❡ ■❈❯ tr✐❣❣❡rs ❛❧♦♥❡ ✐s
♥♦t s✉✣❝✐❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❯◗
❝❛♠♣❛✐❣♥ ✇❤❡r❡ ✇❡ s♦✉❣❤t t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❵❜❡st✲❣✉❡ss✬ ■❈❯ tr✐❣❣❡r ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ❞❛t❛✳ ❚❤❡s❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳

Pr❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐s ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✈✐t❛❧❧② ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ✐♥ ✇❡❛t❤❡r ❛♥❞ ❝❧✐♠❛t❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r ♦❢ ❬✷✺❪ ❝❧❛✐♠s t❤❛t ✏♥♦
✇❡❛t❤❡r ♦r ❝❧✐♠❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❢♦r❡❝❛st ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ ✢♦✇✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t②✑✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛r❣✉❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❖❱■❉✲✶✾ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱
❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❛✐♥ts ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣✐❝t✉r❡✱ ❛s ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❜❡tt❡r ✈✐❡✇❡❞ ❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ♠❡♠❜❡r ♦❢ ❛ ♠✉❝❤ ✇✐❞❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ s♦♠❡
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛ ❝♦rr❡❝t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ s♦ t❤❛t t❤♦s❡
t❛s❦❡❞ ✇✐t❤ ♣♦❧✐❝② ♠❛❦✐♥❣ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s t❤❛t
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡r ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❥✉st t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦✉t❝♦♠❡
♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶❜✱ ❤❡ ♦r s❤❡ ♠❛② ❞r❛✇ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦ S2✱ t❤❡ ❯❑ ✇✐❧❧
s✉✛❡r ✺✵✳✵✵✵ ❞❡❛t❤s ❛❢t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✻✵✵ ❞❛②s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② t❛❦✐♥❣ s♦♠❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✐♥♣✉t
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ◆P■ s❡tt✐♥❣s✱ ❝❛♥ ❛❧s♦
♣r❡❞✐❝t t❤❛t ♥✉♠❜❡r ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ✷✵✵ ❞❛②s✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥❝❡r♥s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❤❛r❞
t❤r❡s❤♦❧❞s ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ■❈❯ ❜❡❞s✮✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠✐❣❤t
❧✐❡ ♦♥ t❤❡ s❛❢❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ②❡t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ❤♦❧❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥♦♥✲③❡r♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t❤❛t t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝❡❡❞❡❞✱ ✐❢ ✐t ✇❡r❡ ❛❞♠✐tt❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥✳ ❲❡
❡①♣❡❝t t❤❛t s✉❝❤ ❦✐♥❞s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇♦✉❧❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✲
♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❛②✳

▲❡t ✉s ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♠♦❞❡❧s ♦t❤❡r t❤❛♥ ❈♦✈✐❞❙✐♠✱
✇❤✐❝❤ ♠❛② ✇❡❧❧ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡
s❛♠♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❤❛s ❛ ❜❧❛❝❦✲❜♦① ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✐✲
✜❝❛t✐♦♥ t♦ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❊❛s②❱❱❯◗ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ❢♦r t❤❡
✐♥♣✉t ✜❧❡ ♠✉st ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❬✶✼❪✳ ❚♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦♥ ❛ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡r ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡
t❤❡ P❙◆❈ ❊❛❣❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡✮✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❋❛❜❙✐♠✸ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ t♦♦❧❦✐t ❬✷✻❪❀ s❡❡ t❤❡ ❈♦❞❡
❆✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❧✐♥❦s t♦ ♦✉r s♦❢t✇❛r❡✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡✮
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ✐t
✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞♦ s♦ ♠♦✈✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞✳ ❚❤❛t s❛✐❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ❡✣❝✐❡♥t✱ ✐t ✐s ✉❧t✐♠❛t❡❧② st✐❧❧ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s♣❛❝❡✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t
❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛❧❧ ✐♥♣✉ts ♦❢ ❈♦✈✐❞❙✐♠ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ t♦ r❡tr♦✜t t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ♦✉t♣✉ts ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ r❡q✉✐r❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♣♦st✲❤♦❝ t✉♥✐♥❣ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣✲
♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✐ss✉❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ s❡❡❦✐♥❣ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛❧❜❡✐t

✾



str♦♥❣❧② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✐ts ❢✉t✉r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✐♥ ❤❡❛❧t❤❝❛r❡ ❛♥❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣✳ ❖✉r ✜♥❞✐♥❣s ❡①❡♠♣❧✐❢② ❤♦✇ s❡♥s✐t✐✈✐t②
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❡❧♣ ✐♠♣r♦✈❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❡✛♦rts✱ ❛♥❞ ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡ s✉♣♣♦rt t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✇✐t❤ q✉❛♥t✐✜❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

❆s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ r❡tr♦✜tt✐♥❣ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛tt❡♠♣t t♦ q✉❛♥t✐❢②
t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥✳ ❖♥❡ s✉❝❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r♦✉t❡
❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦✉❧❞ ✐♥✈♦❧✈❡ ❝r❡❛t✐♥❣ ❝❤❡❛♣ s✉rr♦❣❛t❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❈♦✈✐❞❙✐♠✱ ❡✳❣✳ ✐♥ t❤❡
st♦❝❤❛st✐❝ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♦♣❡♥s ✉♣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❬✷✼❪✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✉♣❞❛t❡ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ♣♦st❡r✐♦r ✐♥♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ✐♥st❡❛❞✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❛ ❜✐❛s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞
r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❘❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❡t ♦❢ s❝❡♥❛r✐♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs
t❤❡♥ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✉s✐♥❣
❇❛②❡s✐❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s❀ s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✶✺✱ ✶✻❪✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❚❤✐s ♣r♦❥❡❝t ✇❛s ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ♦♥ ❜❡❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡t②✬s ❘❆▼P ✐♥✐t✐❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ✇♦r❦
✇❛s ❢✉♥❞❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥ ❍♦r✐③♦♥ ✷✵✷✵ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡
✉♥❞❡r❣r❛♥t ❛❣r❡❡♠❡♥ts ★✽✵✵✾✷✺ ✭❱❊❈▼❆ ♣r♦❥❡❝t✱ ✇✇✇✳✈❡❝♠❛✳❡✉✮ ❛♥❞ ★✽✷✸✼✶✷ ✭❈♦♠♣✲
❇✐♦▼❡❞✷ ❈❡♥tr❡ ♦❢ ❊①❝❡❧❧❡♥❝❡✱ ✇✇✇✳❝♦♠♣❜✐♦♠❡❞✳❡✉✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❯❑ ❊P❙❘❈ ❢♦r t❤❡ ❯❑
❍✐❣❤✲❊♥❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❈♦♥s♦rt✐✉♠ ✭❊P✴❘✵✷✾✺✾✽✴✶✮✳ ❲❡ ❛r❡ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ▼✐❦❡ ❈❛t❡s✱ ●r❛❡♠❡
❆❝❦❧❛♥❞ ❛♥❞ ❑❡♥ ❘✐❝❡ ❢♦r ❤❡❧♣❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✇❤✐❧❡ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡
✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ Pr♦❢✳ ◆❡✐❧ ❋❡r❣✉s♦♥ ❢♦r ❤✐s s✉♣♣♦rt ♦❢ ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐s r❡s♣♦♥s❡
t♦ ♦✉r q✉❡st✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♣❛rt ❛t t❤❡ P♦③♥❛♥ ❙✉♣❡r❝♦♠♣✉t✐♥❣
❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦✐♥❣ ❈❡♥t❡r✳

❆✉t❤♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❲❊✿ P❡r❢♦r♠❡❞ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥s
❛♥❞ ❝♦✲✇r♦t❡ t❤❡ ♣❛♣❡r✳ ❍❆✱ ❘❙✱ ❉❙✿ P❡r❢♦r♠❡❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ s✉❜✲❣r♦✉♣s ♦❢ t❤❡
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https://github.com/mrc-ide/covid-sim/tree/master/report9
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s❝❡♥❛r✐♦ CV
(

ξ̄
)

CV (q̄) CV R

S1 ✵✳✶✾✺✵ ✵✳✻✵✾✼ ✸✳✶✸

S2 ✵✳✶✾✺✵ ✵✳✸✽✼✷ ✶✳✾✾

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t ✭CV
(

ξ̄
)

✮ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✭CV (q̄)✮✱ ❛♥❞
t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✭❈❱❘✮✱ ✇❤✐❝❤ s❡r✈❡s ❛s ♦✉r r♦❜✉st♥❡ss s❝♦r❡✳

✹ ▼❡t❤♦❞s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❛t✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

✶✸

https://www.ons.gov.uk/peoplepopulationandcommunity/birthsdeathsandmarriages/deaths/articles/deathsinvolvingcovid19inthecaresectorenglandandwales/latest
https://www.ons.gov.uk/peoplepopulationandcommunity/birthsdeathsandmarriages/deaths/articles/deathsinvolvingcovid19inthecaresectorenglandandwales/latest
https://www.ons.gov.uk/peoplepopulationandcommunity/birthsdeathsandmarriages/deaths/articles/deathsinvolvingcovid19inthecaresectorenglandandwales/latest
https://www.ons.gov.uk/peoplepopulationandcommunity/birthsdeathsandmarriages/deaths/articles/deathsinvolvingcovid19inthecaresectorenglandandwales/latest
https://coronavirus-staging.data.gov.uk/deaths
https://coronavirus-staging.data.gov.uk/deaths
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✹✳✶✳✶ ❉✐♠❡♥s✐♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❚❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r✇❛r❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❊❛s②❱❱❯◗ ✭❡✳❣✳
st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛♦s✮✱ ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✳
❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❝♦♥s✐❞❡r ✜rst t❤❡ st❛♥❞❛r❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✭❙❈✮ ♠❡t❤♦❞✱
✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ♦✉t♣✉t q✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥
✐♥♣✉ts ξ = (ξd, · · · , ξd) ∈ R

d✿

q(ξ) ≈ q̃(ξ) =

m1
∑

j1=1

· · ·

md
∑

jd=1

q(ξj1 , · · · , ξjd) aj1(ξ1)⊗ · · · ⊗ ajd(ξd) ✭✸✮

❍❡r❡✱ q̃ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ q✱ ❛♥❞ q(ξj1 , · · · , ξjd) ✐s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦❞❡ ♦✉t✲
♣✉t✱ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t s♦♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ξ ∈ R

d✳ ❊❛❝❤ ✐♥♣✉t ξi ∈ ξ ✐s
❛ss✐❣♥❡❞ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ p(ξi)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡s❡
t❤r♦✉❣❤ ❈♦✈✐❞❙✐♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t q✳ ❚❤❡
❜❛s✐❝ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❢♦r t❤❡ ❙❈ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
r✉❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ t❡♥s♦r✲♣r♦❞✉❝t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■♥
✭✸✮✱ aj1(ξ1) ⊗ · · · ⊗ ajd(ξd) ✐s t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ✉s❡❞ t♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ t❤❡ ❝♦❞❡ ♦✉t♣✉ts q(ξj1 , · · · , ξjd) t♦ ❛ ✭♣♦t❡♥t✐❛❧❧②✮ ✉♥s❛♠♣❧❡❞
❧♦❝❛t✐♦♥ ξ✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s (ξj1 , · · · , ξjd)
❛r❡ ♥♦t r❛♥❞♦♠✳ ■♥st❡❛❞✱ ❡❛❝❤ ξji ✐s ❛ ♣♦✐♥t ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ q✉❛❞r❛t✉r❡ r✉❧❡✱
✉s❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(ξi)✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r
♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐✲t❤ ✐♥♣✉t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts mi✱ ❛♥❞ ❞✉❡ t♦
t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❞❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❢♦r d ✐♥♣✉ts ❡q✉❛❧s
M = m1 ·m2 · · ·md✱ ♦r M = md ✐❢ ❛❧❧ ✐♥♣✉ts r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♦r❞❡r ✭s❡❡ ❙✉♣♣❧❡✲
♠❡♥t❛r② ❋✐❣✉r❡ ✶ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ d✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✱ r❡♥❞❡rs t❤❡ ❙❈ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ❜❡②♦♥❞ d ∼ 10✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♦✉r
♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛rt✐❝❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ♦♥❧② r♦✉❣❤❧② ✻✪ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉ts ✇✐❧❧ ❜❡
✈❛r✐❡❞ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉ts t❤✐s ✐s ❢❛r t♦♦ ♠✉❝❤ ❢♦r s✉❝❤ ❵❜r✉t❡
❢♦r❝❡✬ ❯◗ ♠❡t❤♦❞s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❈♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✭❙❈✮ ♠❡t❤♦❞✱ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬✷✽✱ ✾❪✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❊❛s②❱❱❯◗✳ ■t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❡❝t t❤❛t
t❤❡ ♦✉t♣✉t q ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❡q✉❛❧❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ξi✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♦✉r ✐♥♣✉t s♣❛❝❡
✐s d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛♥❦s ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧♦✇❡r ❡✛❡❝t✐✈❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t♦ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ✵✲t❤ ♦r❞❡r q✉❛❞r❛t✉r❡ r✉❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥♣✉ts✱ ❛♥❞
t♦ ❛❞❛♣t✐✈❡❧② r❛♥❦ ♦r❞❡r t❤❡ ✐♥♣✉ts✱ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛❧❧ ✐♥❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥♣✉ts ❛t ❛ ❧♦✇ ✭♣♦ss✐❜❧❡ ✵✲t❤✮
♦r❞❡r✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✱ s❡❡ ❛❣❛✐♥ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❋✐❣✉r❡
✶ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

✶✹



❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❬✾❪✱ ❤❡r❡ ✇❡ ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❛
❣❡♥❡r❛❧ ♦✉t❧✐♥❡✳ ▲❡t Λ ❜❡ t❤❡ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ s❡❧❡❝t❡❞ q✉❛❞r❛t✉r❡✲♦r❞❡r ♠✉❧t✐ ✐♥❞✐❝❡s ✭t❤❡
❣r❛② sq✉❛r❡s ♦❢ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❋✐❣✉r❡ ✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛s Λ := {(0, , · · · , 0)}✳ ▲❡t t❤❡
❢♦r✇❛r❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ♦❢ ❛♥② ♠✉❧t✐ ✐♥❞❡① l ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡t {l + ei | 1 ≤ i ≤ d}✱ ✇❤❡r❡
ei ✐s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜❛s✐s ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ✐✲t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❡✳❣✳ e2 = (0, 1, 0, · · · , 0)✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞
♥❡✐❣❤❜♦✉rs ♦❢ t❤❡ s❡t Λ ❛r❡ t❤❡♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ❢♦r ❛❧❧ l ∈ Λ✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❛❧r❡❛❞②
✐♥ Λ✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ♦❢ l ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② {l − ei | li > 0, 1 ≤ i ≤ d}✳ ❆♥
✐♥❞❡① s❡t Λ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐❢ ❛❧❧ ❜❛❝❦✇❛r❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ♦❢ Λ ❛r❡ ✐♥ Λ✳

❚♦ ❛❞❛♣t✐✈❡❧② r❡✜♥❡ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❧❛♥ ✱ ❛ ❵❧♦♦❦✲❛❤❡❛❞ st❡♣✬ ❬✷✾❪ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♥❡✇ ✉♥✐q✉❡ s❛♠♣❧❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤♦s❡
❢♦r✇❛r❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs l ✇❤❡r❡ Λ∪{l} r❡♠❛✐♥s ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡t✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡× s②♠❜♦❧s
♦❢ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❢♦r✇❛r❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉r l✱ ❛ ❧♦❝❛❧ ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡ ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❆s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✵❪✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❛s❡ ♦✉r ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
s✉r♣❧✉s✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ♦✉t♣✉t q ❛♥❞ t❤❡ s✉rr♦❣❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ q̃✱
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ♥❡✇ s❛♠♣❧❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❢♦r✇❛r❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉r l✱

s
(

ξ
(l)
j

)

:= q
(

ξ
(l)
j

)

− q̃Λ

(

ξ
(l)
j

)

, ξ
(l)
j ∈ Xl\XΛ. ✭✹✮

❍❡r❡✱ XΛ ✐s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✶❉ q✉❛❞r❛t✉r❡ r✉❧❡s ✐♥ Λ✱ ❛♥❞ Xl ✐s t❤❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② Λ∪{l}✳ ❋✉t❤❡r♠♦r❡✱ q̃Λ ✐s t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉rr♦❣❛t❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞
❢r♦♠ ♣♦✐♥ts ✐♥ XΛ ❛❧♦♥❡✳ ❆ ❧♦❝❛❧ ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

η(l) :=
1

#(Xl\XΛ)

∑

ξ
(l)
j ∈Xl\XΛ

‖s
(

ξ
(l)
j

)

‖. ✭✺✮

◆♦t❡ t❤❛t ♦t❤❡r ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❡rr♦rs ❬✾✱ ✸✵❪✱ ♦r ❙♦❜♦❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♥❞✐❝❡s
❬✷✾❪ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❢♦r✇❛r❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉r ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡
η(l) ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ Λ✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ♥❡✇ ❢♦r✇❛r❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡♣❡❛ts✳

◆♦t❡ t❤❛t ❡✈❡r② ✐♥❞❡① l = (l1, · · · , ld) ∈ Λ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ s❡♣❛r❛t❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✶❉
q✉❛❞r❛t✉r❡ r✉❧❡s ✇✐t❤ ♦r❞❡rs ❣✐✈❡♥ ❜② l✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✸✮✱ t❤❡
❙❈ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❝❛s❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝ts✱
✐✳❡✳

q(ξ) ≈ q̃(ξ) =
∑

l∈Λ

cl

ml1
∑

j1=1

· · ·

mld
∑

jd=1

q(ξ
(l)
j ) a

(l1)
j1

(ξ1)⊗ · · · ⊗ a
(ld)
jd

(ξd), ✭✻✮

✇❤❡r❡ q(ξ
(l)
j ) = q(ξ

(l1)
j1

, · · · , ξ
(ld)
jd

)✱ ❛♥❞ mli ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r✉❧❡ ♦❢ ♦r❞❡r li✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts cl ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

cl =
1
∑

k1=0

· · ·

1
∑

kd=0

(−1)|k|1 · χ(l+ k), where χ(l) =

{

1 l ∈ Λl

0 otherwise
; ✭✼✮

✶✺



s❡❡ ❬✷✽❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳
❙✐♥❝❡ ❊q♥✳✭✻✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝ts✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛✲

t✉r❡ r✉❧❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝♦❞❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ s❡❧❡❝t ❛ ♥❡st❡❞ r✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt②
t❤❛t ❛ r✉❧❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦r❞❡r ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❛t s❛♠❡ r✉❧❡ ❛t ❧♦✇❡r ♦r❞❡rs✳
❲❤❡♥ t❛❦✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝ts ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ♥❡st❡❞ ✶❉ r✉❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
♦r❞❡r✱ ♠❛② ♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t s♣❛rs❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❧❛♥✱ ❡s♣❡✲
❝✐❛❧❧② ✐♥ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❋♦r ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❈❧❡♥s❤❛✇✲❈✉rt✐s
q✉❛❞r❛t✉r❡ r✉❧❡❀ s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✶✵❪✳

✹✳✶✳✷ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥

❍❡♥❝❡✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❈♦✈✐❞❙✐♠
tr❛❝t❛❜❧❡✱ ❜✉t ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss r❡q✉✐r❡❞ ✉s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ r✉♥s✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤
✐ts ♦✇♥ ✉♥✐q✉❡ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❊❛❣❧❡ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡r ❛t
P♦s♥❛♥ ❙✉♣❡r❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦ ❈❡♥tr❡ ❬✸✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ tr❛❝❦ r❡❝♦r❞ ♦❢ r❡❧✐❛❜❧② s✉♣✲
♣♦rt✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✇♦r❦✢♦✇s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❯◗✴❙❆ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
❛r❡ ❧❛r❣❡✱ ♠✉❧t✐✲❢❛❝❡t❡❞ ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛♥❞ ❝✉r❛t❡ t❤❡♠ ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ✇❡ r❡❧② ♦♥
t❤❡ ❋❛❜❙✐♠✸ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ t♦♦❧❦✐t ❬✷✻❪✳ ❋❛❜❙✐♠✸ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✇♦r❦✢♦✇
♣❛tt❡r♥s ✐♥ s✐♥❣❧❡✲❧✐♥❡ ❜❛s❤ ❝♦♠♠❛♥❞s✱ ❛♥❞ ✐t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❛♣t✉r❡s ❛❧❧ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥♣✉t
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❥♦❜ s✉❜♠✐ss✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧
♠❛❝❤✐♥❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①❡❝✉t❡❞✳

✹✳✶✳✸ ❙♦❜♦❧ ✐♥❞❡① ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

❙♦❜♦❧ ✐♥❞✐❝❡s ❛r❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ q(ξ) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts
✐♥♣✉ts ξ ∈ R

d ❬✷✸✱ ✸✷❪✳ ▲❡t V [qu] ❜❡ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✐♥❞❡① u

❝❛♥ ❜❡ ❛♥② s✉❜s❡t ♦❢ U := {1, 2, · · · , d}✳ ❊❛❝❤ ♣❛rt✐❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t♦t❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t q t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
✐♥❞❡①❡❞ ❜② u✳ ❚❤❡ ❙♦❜♦❧ ✐♥❞✐❝❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡s✱ ✐✳❡✳

Su :=
V [qu]

V[q]
✭✽✮

✇❤❡r❡ V[q] =
∑

u⊆U V[qu] ✐s t❤❡ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ q ❬✸✷❪✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ♣❛rt✐❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛r❡
♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ Su ❡q✉❛❧s ✶✳

❚♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❙♦❜♦❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷✹❪✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✸✸❪✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ✐s t♦ tr❛♥s❢♦r♠
t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❙❈ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❝❤❛♦s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭P❈❊✮✱ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙♦❜♦❧ ✐♥❞✐❝❡s✳ ❚❤❡ P❈❊ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ✭✸✮ r❡❛❞s

q(ξ) ≈ q̃(ξ) =
∑

k∈K

ηk φ(k1)(ξ1)⊗ · · · ⊗ φ(kd)(ξd) ✭✾✮

✶✻



❍❡r❡✱ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s φk ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❡♥s✐t②✱
❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ηk ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈✐❛ ❛ s♣❡❝tr❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱
♦r ✈✐❛ ❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❯♥❧✐❦❡ ✭✸✮✱ s✉♠♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥
♣♦✐♥ts ξj✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐t t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ♦✈❡r ♠✉❧t✐ ✐♥❞✐❝❡s k = (k1, · · · , kd) ∈ K✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛
s❡❧❡❝t❡❞ tr✉♥❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳ ❚❤❡ P❈❊ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❛♥❞ ✇❡
r❡❢❡r t♦ ❡✳❣✳ ❬✸✹✱ ✸✺❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

❚❤❡ P❈❊ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❡❞ ❢♦r s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❙♦❜♦❧ ✐♥❞✐❝❡s
❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ηk ✐♥ ❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬✸✻❪✳ ❚❤❡
P❈❊ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✇❤❡♥ t❤❡ φk ❛r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✮✱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

E [q̃] = η0 and V [q̃] =
∑

k∈K
k 6=0

η2k ✭✶✵✮

❬✸✹❪✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤

V [q̃u] =
∑

k∈Ku

η2k where Ku = {k | ki > 0 when ki ∈ u, j = 0 when j /∈ u}. ✭✶✶✮

❚❤❡ ♠✉❧t✐ ✐♥❞❡① s❡t Ku ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♠✉❧t✐ ✐♥❞✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
✈❛r②✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥♣✉ts ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ✉✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐❢ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ u = (1, 3)✱ Ku ✐s t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢
K✱ ✇✐t❤ ❛❧❧ ✐♥❞✐❝❡s k ✇❤❡r❡ k1 > 0 ❛♥❞ k3 > 0✱ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♦t❤❡r kj = 0✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇✐t❤ ✭✶✵✮
❛♥❞ ✭✶✶✮✱ t❤❡ ❙♦❜♦❧ ✐♥❞✐❝❡s ✭✽✮ ❛r❡ r❡❛❞✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ P❈❊ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
ηk✳

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ P❈❊ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢r♦♠ ♦✉r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s♣❛rs❡ ❣r✐❞✱ ✇❡ ❝❛♥ tr❛♥s❢♦r♠
t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❜❛s✐s t♦ ❛ P❈❊ ❜❛s✐s ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬✷✹❪✳
❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T t♦ ✭✻✮ ②✐❡❧❞s

T [q̃] =
∑

l∈Λ

cl T

[ml1
∑

j1=1

· · ·

mld
∑

jd=1

q(ξ
(l)
j ) a

(l1)
j1

(ξ1)⊗ · · · ⊗ a
(ld)
jd

(ξd)

]

, ✭✶✷✮

❛♥❞ s♦ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡♣❛r❛t❡❧② t♦ ❡❛❝❤ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t✳ ❊q✉❛t✐♥❣ ❛
t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✭✶✷✮ t♦ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ P❈❊ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭✾✮ ②✐❡❧❞s

ml1
∑

j1=1

· · ·

mld
∑

jd=1

q(ξ
(l)
j ) a

(l1)
j1

(ξ1)⊗ · · · ⊗ a
(ld)
jd

(ξd) =
∑

k∈Λl

η
(l)
k φ(k1)(ξ1)⊗ · · · ⊗ φ(kd)(ξd), ✭✶✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ P❈❊ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ✐s Λl := {k | k ≤ l} ❬✷✹❪✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢
t❤❡ P❈❊ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛♥

❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t η
(l)
k ❛s

η
(l)
k =

ml1
∑

j1=1

· · ·

mld
∑

jd=1

q(ξ
(l)
j ) v

(l1,j1)
k1

⊗ · · · ⊗ v
(ld,jd)
kd

, ✭✶✹✮

✶✼



✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ν
(li,ji)
ki

✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ν
(li,ji)
ki

=

∫

a
(li)
ji

φki p(ξi)dξ, i = 1 · · · , d. ✭✶✺✮

❚❤✐s ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ p(ξi) ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ q✉❛❞r❛t✉r❡✳ ❚♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡
♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ φki ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❈❤❛♦s♣② ♣❛❝❦❛❣❡ ❬✸✼❪✳

❖♥❝❡ ✐♥ ♣♦ss❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ηlk✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❙♦❜♦❧ ✐♥❞✐❝❡s ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ s♣❛rs❡ ❣r✐❞✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

E [q̃] =
∑

l∈Λ

cl · η
(l)
0 and V [q̃] =

∑

l∈Λ
l 6=0

[

∑

k∈Kl

ckη
(k)
l

]2

✭✶✻✮

✇❤❡r❡ Kl := {k | l ∈ Λk, ∀k ∈ Λ}✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐✮
✐♥s❡rt✐♥❣ ✭✻✮ ✐♥ E [q̃2] − E [q̃]2❀ ✐✐✮ ❣r♦✉♣✐♥❣ ❛❧❧ t❡r♠s ✇✐t❤ ❧✐❦❡ k ✐♥ E [q̃2]✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤❛t Kl

✐♥❞✐❝❛t❡s❀ ❛♥❞ ✐✐✐✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ φk t♦ r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ ❝r♦ss t❡r♠s φkφj✱ j 6= k✳
❚❤❡ st❛t✐st✐❝s ✭✶✻✮ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✈❡rs✐♦♥ t❤❛♥ t❤♦s❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✶✵✮✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ r❡✈❡rt
t♦ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts cl ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞✱
♥♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡ ❙❈ ❣r✐❞✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡s V [q̃u]✱ ❛♥❞ ❜② ❡①t❡♥s✐♦♥ t❤❡ ❙♦❜♦❧ ✐♥❞✐❝❡s✱ ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ♥❛♠❡❧② ❜② s✉♠♠✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
✐♥❞❡①❡❞ ❜② t❤❡ s❡t Ku s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✶✶✮✳

✹✳✷ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r

❚❤❡ ❛✐♠ ❤❡r❡ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ❵r♦❜✉st♥❡ss s❝♦r❡✬ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✉♥❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss✮ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ s♦♠❡ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡ X ✐s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭❈❱✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡
♠❡❛♥✱ ✐✳❡✳

CV (X) =
σX

µX

, if µX 6= 0. ✭✶✼✮

❆♥② ❢♦r✇❛r❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ✜rst t✇♦ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
♦✉t♣✉t q ∈ R

N ✱ ❛♥❞ s♦ CV (q) ∈ R
N ✐s r❡❛❞✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ✇❡ ❝❛♥ ✭❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✮

❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ξi ∈ ξ✱ i = 1, · · · , d✱ CV (ξi) ∈ R ✐s ❛❧s♦ ❡❛s✐❧②
❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ξ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ✐♥♣✉ts ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ✈❛st❧② ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❈❱
✐s ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss q✉❛♥t✐t②✱ t❤✐s ✇✐❧❧ ♥♦t ♣♦s❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢
CV (Q) ❛♥❞ CV (ξ) ❛s ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t✳
❚♦ ❞♦ s♦ ✇❡ ✜rst ❤❛✈❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ d 6= N ✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦
❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦✐♥ts✿

CV R := CV (q̄) /CV
(

ξ̄
)

=

(

1

N

N
∑

n=1

σqn

µqn

)

/

(

1

d

d
∑

i=1

σξi

µξi

)

. ✭✶✽✮

✶✽



❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ ✭✶✽✮ ✐s t♦ s❛② s♦♠❡t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ t♦ ✐♥♣✉t
✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ ❛❧❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛t
❧❡❛st ♣❛rt❧② ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥ ✐♥♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❵❘❡❧❛t✐✈❡
❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝♦♥t❛❝t r❛t❡ ❛❢t❡r ❝❧♦s✉r❡✬ ✇✐t❤ ❡♥❞ ♣♦✐♥ts ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ✷✵✪ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ✭s❡❡
❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❚❛❜❧❡ ✶✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✇❛s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❡①♣❡rt ♦♣✐♥✐♦♥✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✷✵✪ ✐s st✐❧❧ ❥✉st ❛ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ❝❤♦✐❝❡✱ ❛♥❞ ✐t ♠✐❣❤t ❛s ✇❡❧❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ ✶✺✪✳ ■t t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥♣✉t✲t♦✲♦✉t♣✉t ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳
❚❤✉s✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥♣✉t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ s❛② ✷✵✪ ✭CV (ξ̄) = 0.2✮✱ ❊q♥✳
✭✶✽✮ t❡❧❧ ✉s t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t t❤❡ ❝♦❞❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡
♦✉t♣✉t✮✱ ❛♠♣❧✐✜❡s t❤✐s ❛ss✉♠❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ CVR < 1✳

❉❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②

❋✐❣✉r❡s ✶❛ ❛♥❞ ✶❜ ❞✐s♣❧❛② ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡❛t❤ ❝♦✉♥t ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❯❑✱ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✷❪✳ ❚❤❡ ❙♦✉r❝❡ ❉❛t❛ ❢♦r ❋✐❣✉r❡s ✶ ❛♥❞ ✷ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❵♣❛r❛♠❡t❡r ❧✐st✬ ✇✐t❤ ❛❧❧ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ t❤❡✐r ❞❡❢❛✉❧t
✈❛❧✉❡s ❛♥❞ r❡❛s♦♥s ❢♦r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦r ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ■♠♣❡r✐❛❧ ❈♦❧❧❡❣❡ ❈♦✈✐❞❙✐♠ t❡❛♠ ✐s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ❛ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❉❛t❛ ✜❧❡✳

❈♦❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②

❚❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❊❛s②❱❱❯◗ t❤❛t ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉s❤❡❞ t♦ ❛
s❡♣❛r❛t❡✱ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ●✐t❍✉❜ ❜r❛♥❝❤✱ s❡❡ ❬✸✽❪ ♦r ❬✸✾❪ ❢♦r ❛ ❩❡♥♦❞♦ ❧✐♥❦✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱
t❤❡ ❋❛❜❙✐♠✸ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❊❛s②❱❱❯◗ ❛♥❞ ❈♦✈✐❞❙✐♠ t❤❛t ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡
❡♥s❡♠❜❧❡s ♦♥ t❤❡ P◆❙❈ ❊❛❣❧❡ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❤❡r❡ ❬✹✵❪ ♦r ❤❡r❡ ❬✹✶❪✳
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❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ♣❧❛♥s✳ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣
♣❧❛♥s ✇✐t❤ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ q✉❛❞r❛t✉r❡ r✉❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡rs✳ ▲❡❢t s❤♦✇s ❛ st❛♥❞❛r❞
♠❡t❤♦❞✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r ❜♦t❤ ✐♥♣✉ts ❛ ✷♥❞✲♦r❞❡r q✉❛❞r❛t✉r❡ r✉❧❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡♥s❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❧❛♥✳ ❘✐❣❤t ❞✐s♣❧❛②s ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛t t❤❡ ✹✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✵✲t❤ ♦r❞❡r r✉❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥♣✉ts✱ ✐✳❡✳ Λ = {(0, 0)} ✐♥ t❤✐s
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ s❡t✉♣ s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡
(0, 0) → (1, 0) → (0, 1) → (0, 2)✱ ❛♥❞ t❤❡ ✺✲t❤ ♠✉❧t✐ ✐♥❞❡① t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ Λ ♠✉st ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞
❢r♦♠ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❢♦r✇❛r❞ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t (1, 2) ✐s ♥♦t ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❢♦r✇❛r❞
♥❡✐❣❤❜♦✉r✱ s✐♥❝❡ ✐ts ❜❛❝❦✇❛r❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉r (1, 1) ✐s ♥♦t ✐♥ Λ ✭t❤❡ ❣r❛② sq✉❛r❡s✮✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞
s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❧❛♥ ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝ts✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡
♦r❞❡rs ✐♥ Λ✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❢✉rt❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛s✲
♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ❈♦✈✐❞❙✐♠ ❝♦❞❡✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡✜♥❡♠❡♥t
✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

✷ P❛r❛♠❡t❡r r❡✜♥❡♠❡♥t

❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❜✉✐❧❞s ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❧❛♥✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ q✉❛❞r❛t✉r❡ r✉❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡r✱ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
❈♦✈✐❞❙✐♠✳ ❆❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♦r❞❡r ③❡r♦✱ ❛♥❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✭❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢✮ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❡rr♦r ♠❡tr✐❝✱ s❡❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r②
❋✐❣✉r❡ ✶ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳

❈♦♥s✐❞❡r ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❋✐❣✉r❡ ✷✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦❧♦✉r✲❝♦❞❡❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✳
❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♦r❞❡rs t❤❛t ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡✜♥❡ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣
♣❧❛♥✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ✐s ❢✉❧❧② ✇❤✐t❡✱ ❛s ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡❞ t♦ ❛ ③❡r♦✲♦r❞❡r r✉❧❡✳
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s r❡✜♥❡❞ t♦ ✜rst ♦r❞❡r✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡r❡ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t
✭❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✮ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ r❡✜♥❡❞✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❞✉r✐♥❣ r♦✉❣❤❧② t❤❡ ✜rst ✺✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡
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❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❋✐❣✉r❡ ✷✿ ■t❡r❛t✐✈❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❈♦❧♦✉r✲❝♦❞❡❞ r❡✜♥❡♠❡♥ts
♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ♥♦t ❛❧❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r S1✳

❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡✜♥❡s ♠❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r q✉❛❞r❛t✉r❡
r✉❧❡✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✜rst ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s r❡✜♥❡❞ t♦ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐t ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❡✛❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ✐♥ ❞♦✐♥❣ s♦ ✐t ❝r❡❛t❡s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❞❡♥s❡ s❛♠♣❧✐♥❣
♣❧❛♥ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r❝✉❜❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✸ P❛r❛♠❡t❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❚❛❜❧❡ ✶ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✶✾ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❯◗ ❝❛♠♣❛✐❣♥✳ ❆❧❧ ✇❡r❡
♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ r❛♥❣❡s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡✐r
❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s ❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❘❡♣♦rt ✾ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥♣✉t ✜❧❡s ❬✶❪✳

❚❤❡ ❵❘❡❧❛t✐✈❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥t❛❝t r❛t❡s ❜② ❛❣❡ ♣♦✇❡r✬ ✐s ♥♦t ❛ ❞✐r❡❝t ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r t♦
❈♦✈✐❞❙✐♠✳ ■t ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❵❘❡❧❛t✐✈❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥t❛❝t r❛t❡s ❜② ❛❣❡
❛rr❛②✬ ✐♥♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡ ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s ♦❢ [0.6,
0.7, 0.75, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0.75, 0.5]✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r str✉❝t✉r❡ t♦ t❤✐s ❛rr❛②✱ ❛♥❞ ✐t
❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ s❡♥s❡ t♦ ✈❛r② ❡❛❝❤ ❡♥tr② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢♦r♠ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡s❡
✈❛❧✉❡s ❧✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ s✐♠♣❧❡ ♣♦✇❡r ❧❛✇ t♦ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤❡r❡ ❵❘❡❧❛t✐✈❡
s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥t❛❝t r❛t❡s ❜② ❛❣❡ ♣♦✇❡r✬ ✐s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t t❤❛t ✇❡ ✈❛r②✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✈✐❛ ❛
❝✉st♦♠ ❊❛s②❱❱❯◗ ❡♥❝♦❞❡r✱ s❡❡ ❬✷❪ ❢♦r t❤❡ s♦❢t✇❛r❡✳

✹ ❚✉♥✐♥❣ ■❈❯ tr✐❣❣❡rs

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ t❤✐r❞ ❯◗ ❝❛♠♣❛✐❣♥✱ ❛t R0 = 2.6✱ ❛♥❞ ■❈❯ tr✐❣❣❡r
✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✜tt❡❞ t♦ ❞❛t❛✳ ❲❡ ✉s❡ t✇♦ ❞❛t❛ s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ ✜rst ❞❡t❛✐❧✐♥❣ t❤❡ ✼ ❞❛② r♦❧❧✐♥❣
❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡ ♥❡✇ ■❈❯ ❛❞♠✐ss✐♦♥s ❛s ❛ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♥❡✇ ❤♦s♣✐t❛❧ ❛❞♠✐ss✐♦♥s ❬✸❪✳ ❲✐t❤
❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ✼ ❞❛② r♦❧❧✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ♥❡✇ ❤♦s♣✐t❛❧ ❛❞♠✐ss✐♦♥s ❢r♦♠ ❬✹❪✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❜t❛✐♥
❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❡❡❦❧② ♥❡✇ ■❈❯ ❛❞♠✐ss✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r
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❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❚❛❜❧❡ ✶✿ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣❡✱
✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❯◗ ❝❛♠♣❛✐❣♥✳ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ❛r❡ ♣❛rt
♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥❛♠❡✳ ❚❤❡ ❵❣r♦✉♣✬ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❣r♦✉♣ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ✭■✮✱ ❞✐s❡❛s❡ ✭❉✮ ♦❢ s♣❛t✐❛❧✴❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ✭❙●✮
❣r♦✉♣✳ ❆ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♦✉r ❵♣❛r❛♠❡t❡r ❧✐st✬ ❢♦❧❞❡r ✐♥ ❬✷❪✳

t❤❡ ■❈❯ tr✐❣❣❡rs✳
◆❡①t ✇❡ tr② t♦ ♠❛t❝❤ ❈♦✈✐❞❙✐♠✬s ❵♦♥✬ ❛♥❞ ✬♦✛✬ ❡✈❡♥ts t♦ r❡❛❧✐t②✳ ❇② ▼❛r❝❤ ✷✺✱ ❛❧❧ ◆P■s

✇❡r❡ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❯❑✳ ❲❡ t❤❡♥ ❡①tr❛❝t t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ♥❡✇ ❤♦s♣✐t❛❧ ❛❞♠✐ss✐♦♥s
✭✶✾✽✼✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ♠♦✈❡s t♦ t❤❡ ■❈❯ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ❛t t❤❛t ❞❛t❡ ✭✶✷✪✮✱ s✉❝❤
t❤❛t ♦✉r ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❵♦♥✬ tr✐❣❣❡r ✐s 1987 × 0.12 ≈ 238✳ ■t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❛t❝❤
❈♦✈✐❞❙✐♠✬s ❵♦✛✬ ❡✈❡♥t t♦ ❛❝t✉❛❧ ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ◆P■s ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✉r♥✐♥❣ ♦✛
❜♦t❤ ♣❧❛❝❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ s❝❤♦♦❧s ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s ✭P❈✮ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❝✐❛❧ ❞✐st❛♥❝✐♥❣ ✭❙❉✮ ❬✺❪✳
❆ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ P❈ ❛♥❞ ❙❉ ❞✐❞ ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❯❑✳ ❚❤❡ st❛②✲❛t✲❤♦♠❡ ♦r❞❡r
❡♥❞❡❞ ♦♥ ▼❛② ✶✸✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ✐♥st❡❛❞✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛♥ ❵♦✛✬ tr✐❣❣❡r ♦❢ 928 × 0.05 ≈ 46 ♥❡✇
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❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡❛t❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t✉♥❡❞ ■❈❯ tr✐❣❣❡rs✳

❚❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡❛t❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ t✉♥❡❞ ■❈❯ tr✐❣❣❡rs✱ ♣❧✉s ❝♦♥✜✲
❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭❈■✮✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡❛t❤ ❝♦✉♥t ❛❢t❡r ✽✵✵
❞❛②s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉❞❣❡t ♦❢ ✸✵✵✵ ❈♦✈✐❞❙✐♠ ❡✈❛❧✉❛✲
t✐♦♥s ♣❡r s❝❡♥❛r✐♦✳ ❉❛② ✵ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❏❛♥✉❛r② ✶st✱ ✷✵✷✵✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡❛t❤ ❝♦✉♥t ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❯❑ ✭❣r❡❡♥ sq✉❛r❡s✮✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❬✼❪✳ ❚❤❡ ✜rst ❞❛t❛
♣♦✐♥t ✐s ❛t ▼❛r❝❤ ✻t❤ ✷✵✷✵✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❞❛② ✻✻✳ ❚❤❡ str✐♣❡❞ ❧✐♥❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ s❛♠♣❧❡
❢r♦♠ ❈♦✈✐❞❙✐♠ ✭❝✉rr❡♥t r❡❧❡❛s❡✮✱ r✉♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❘❡♣♦rt ✾✳

✇❡❡❦❧② ■❈❯ ❝❛s❡s✳
❚❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ◆♦t❡

t❤❛t t❤❡s❡ ❞♦ ♥♦t ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❡s✉❧ts s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐♥ ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✭q✉❛❧✐t❛t✐✈❡✮ ✇❛②✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t✉♥✐♥❣ ♦t❤❡r s❝❡♥❛r✐♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✉❝❤ ❛s R0

❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✻❪✱ ✐s ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐❢ ♦♥❡ ✇✐s❤❡s t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❜✐❛s ♦❢
t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛✳

✺ ❘❛♥❞♦♠ s❡❡❞s

❈♦✈✐❞❙✐♠ ✐s st♦❝❤❛st✐❝✱ ✇✐t❤ ✹ r❛♥❞♦♠ s❡❡❞s✱ s♣❡❝✐✜❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡✳ ❚✇♦ r❛♥❞♦♠
s❡❡❞s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❡❡❞s ❛✛❡❝t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡② ❜❡✲
❝♦♠❡ ✐♥❢❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥❢❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❡❡❞s ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐s ♦❢ s♦♠❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✱ ❜✉t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♣❧❛② ❛s ❧❛r❣❡ ❛ r♦❧❡ ❛s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡

✹



♣r❡❝❡❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✈❛r✐❡❞ t❤❡ ✹ r❛♥❞♦♠ s❡❡❞s✱ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs ✜①❡❞✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✈❛r②✐♥❣
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ ✜①❡❞ s❡❡❞s✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❡❡❞s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r✱
s❡❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ■♥ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✈❛r② t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❡❡❞s ✐♥
♦✉r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❢❡❝✲
t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❞❛♠♣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❋♦r ❞✐s❡❛s❡s ✇✐t❤ ❧♦✇
♣r❡✈❛❧❡♥❝❡✱ ❧✐❦❡ ♠❡❛s❧❡s✱ st♦❝❤❛st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s ♠❛② ✇❡❧❧ ♣r♦✈❡ t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ ✉♥✲
❝❡rt❛✐♥t②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦♥❡ ♠❛② ✉s❡ r❡❝❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✲q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱
❞❡s✐❣♥❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r st♦❝❤❛st✐❝ s✐♠✉❧❛t♦rs ❬✽❪✳
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❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡❛t❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ r❛♥❞♦♠ s❡❡❞s✳

❚❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭❈■✮ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡❛t❤s ✉♥❞❡r s❝❡♥❛r✐♦ S1✱ ✈❛r②✐♥❣
t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❡❡❞s ♦♥❧②✳ ❚❤❡ s❡❡❞s ✇❡r❡ s❛♠♣❧❡❞ ♦♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ t❡♥s♦r ❣r✐❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❧❛♥ ♦❢
✽✶ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛rt✐❝❧❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
✶✾ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ✈❛r✐❡❞✳

✻ ▼♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②

❲❡ ❛❧s♦ r❡✐t❡r❛t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ M✱ ❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧
♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ❜❡tt❡r ✜t t♦ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢
t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛♥❞❡♠✐❝ ✐t ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛♣♣❛r❡♥t t❤❛t t❤❡
❈❖❱■❉✲✶✾ s♣r❡❛❞ ✐♥ ❤♦s♣✐t❛❧s ❛♥❞ ❝❛r❡ ❤♦♠❡s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
s♣r❡❛❞✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ❯❑ ❬✶❪✳ ❚❤❡ s♣r❡❛❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧②
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♠♦❞❡❧❧❡❞ ✐♥ ❈♦✈✐❞❙✐♠✱ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❛ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛s❡s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❢♦r❡❝❛st ✇✐t❤
❈♦✈✐❞❙✐♠ ✇❛s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r t❤❛t ♦❝❝✉rr❡❞ ✐♥ r❡❛❧✐t②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♣r❡❝❛✉t✐♦♥s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ t❛❦❡♥ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤✐s s♣r❡❛❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧ ♣r♦t❡❝t✐✈❡ ❡q✉✐♣♠❡♥t ❤❛s
✐♠♣r♦✈❡❞✱ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤♦s❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦
❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛♥❞❡♠✐❝✳

❖t❤❡r ♠✐ss✐♥❣ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❢✉t✉r❡ ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ❢❛❝❡ ♠❛s❦s ❛♥❞ ❝♦♥t❛❝t tr❛❝✐♥❣✳ ■♥ ▼❛r❝❤ ✷✵✷✵✱ t❤❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✇❡❛r✐♥❣
❢❛❝❡ ♠❛s❦s ✇❛s st✐❧❧ ❤❡❛✈✐❧② ❝♦♥t❡st❡❞ ❬✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡s❡❛r❝❤ ✐s ♥♦✇ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤❛t s✉❣❣❡sts
t❤❛t ✇❡❛r✐♥❣ ❛ ❢❛❝❡ ♠❛s❦ r❡❞✉❝❡s ✈✐r❛❧ s♣r❡❛❞ ✇❤❡♥ ❝♦✉❣❤✐♥❣ ❬✶✵❪✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ❝♦rr❡❧❛t❡s ♦♥
t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❝❛s❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❬✶✶❪✳

■♥ ♠❛♥② ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❝❛s❡ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡✱ ❝♦♥t❛❝t tr❛❝✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s♣r❡❛❞
♦❢ ❈❖❱■❉✲✶✾✳ ❈♦♥t❛❝t tr❛❝✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ✇❛s ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❯❑ ❞✉r✐♥❣ ▼❛r❝❤ ✷✵✷✵✱
❜✉t ✐t ❤❛s ♥♦✇ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❛♥❞
❡①t❡♥t ♦❢ ❝♦♥t❛❝t tr❛❝✐♥❣ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❛s ✐♠♣❡r❢❡❝t ❝♦♥t❛❝t tr❛❝✐♥❣ ❤❛s ❛ str♦♥❣❧② r❡❞✉❝❡❞
❜❡♥❡✜t ❬✶✷❪✳

❖♥❡ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ t❤✐♥❦ ♦❢ ❛ ❜❛♥ ♦♥ ♣✉❜❧✐❝ ❡✈❡♥ts✱ ✐✳❡✳ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❣❛t❤❡r✐♥❣s t♦ ❜❡❧♦✇ ❛ s♣❡❝✐✜❡❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡♦♣❧❡✱ ❛s ❛ ♠✐ss✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢t❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ◆P■s t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞❀
s❡❡ ❬✶✸❪ ❢♦r ❛ t✐♠❡ ❧✐♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ t❤❛t ❣❡♥❡r❛❧ s♦❝✐❛❧ ❞✐st❛♥❝✐♥❣
✐♠♣❧✐❝✐t❧② t❛❦❡s t❤✐s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

❙♦♠❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐ss✉❡s ♠❛② ❛r✐s❡ ✐♥ r❡❣❛r❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❖♥❡
✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ ❤❛r❞ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢❛❝❡ ♠❛s❦s ♦r ❝♦♥t❛❝t tr❛❝✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐r❡❝t❧②
✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✐♥❞✐r❡❝t ❞❛t❛ ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❞✱ ❡✳❣✳ t♦ s❡❡
✐❢ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❜✐❛s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡
❞❡❛t❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ❆♥♦t❤❡r s❡♥s✐❜❧❡ r❡❝♦✉rs❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ tr❡❛t ♥❡✇
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✱ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❯◗ st✉❞② ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
❬✶✹✱ ✶✺❪✳

✼ ❖t❤❡r q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st

❲❡ ❤❛✈❡ t❤✉s ❢❛r ♦♥❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡❛t❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜r✐❡✢② s❤♦✇
t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r Rt✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡
t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ t❤❡ t✉♥❡❞ ■❈❯ tr✐❣❣❡rs ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❆❢t❡r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ tr❛♥s✐❡♥t ♣❛rt✱ t❤❡ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ Rt ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✷✳✵ ❛♥❞ ✵✳✼✳ ❚❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡
s❛✇t♦♦t❤ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣✉ts✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤♦✇ ❛ r❛♥❞♦♠ ❡①❛♠♣❧❡ ❛s ✇❡❧❧✳
■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❘ ✈❛❧✉❡ ❤❛s ♥♦t ❢❛❧❧❡♥ ❜❡❧♦✇ ✵✳✼ ✐♥ t❤❡ ❯❑ ❬✶✻❪✱ s♦ ✐t s❡❡♠s t❤❛t
❈♦✈✐❞❙✐♠ ♣r❡❞✐❝ts t❤✐s q✉✐t❡ ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ str❛✐❣❤t ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ♠❛r❦s Rt = 1✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧②
♦✈❡r❧❛♣s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ tr❛♥s✐❡♥t ♣❛rt✳
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❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r Rt✳ ❆ s✐♥❣❧❡
s❛♠♣❧❡ ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥✱ ✇❤♦s❡ s❛✇t♦♦t❤ ♣❛tt❡r♥ ❝❧❡❛r❧② ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♦♥✴♦✛ ■❈❯
tr✐❣❣❡rs✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ tr❛♥s✐❡♥t ♣❛rt✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡
❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✳✵ ❛♥❞ ✵✳✼✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s Rt = 1✳

✼



✽ ❖t❤❡r ❙♦❜♦❧ ✐♥❞✐❝❡s

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛rt✐❝❧❡ ♦♥❧② s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❙♦❜♦❧ ✐♥❞✐❝❡s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦st ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧ ✐♥♣✉ts ❢♦r
s❝❡♥❛r✐♦ S1 ❛♥❞ S2✳ ■♥st❡❛❞✱ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❋✐❣✉r❡ ✻ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❙♦❜♦❧ ✐♥❞✐❝❡s
❢♦r ❛❧❧ ✶✾ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❜♦t❤ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r S1 ❛♥❞ S2 ❛r❡ ❢❛✐r❧② s✐♠✐❧❛r✱
❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦st ❞♦♠✐♥❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❋♦r t❤❡ ❧❡ss ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ st❛rts t♦ ❞✐✛❡r ❜❡t✇❡❡♥ S1 ❛♥❞ S2✳

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❧✉♠♣❡❞ t♦❣❡t❤❡r
♥❡❛r ③❡r♦✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ♣♦♦r❧② ✈✐s✐❜❧❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡r❡❢♦r❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❋✐❣✉r❡ ✼ ❛s ✇❡❧❧✱
✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ❛ ❜❛r ❝❤❛rt ❞❡♣✐❝t✐♥❣ t❤❡✐r t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r t❤✐s s❡t✱ ❵❘❡❧❛t✐✈❡ ♣❧❛❝❡
❝♦♥t❛❝t r❛t❡ ❣✐✈❡♥ s♦❝✐❛❧ ❞✐st❛♥❝✐♥❣ ❜② ♣❧❛❝❡ t②♣❡✸✬✱ ❵Pr♦♣♦rt✐♦♥ s②♠♣t♦♠❛t✐❝✬✱ ❵❉❡❧❛② t♦
st❛rt ❤♦✉s❡❤♦❧❞ q✉❛r❛♥t✐♥❡✬ ❛♥❞ ❵❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ q✉❛r❛♥t✐♥❡✬ ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t
❢♦r ❜♦t❤ S1 ❛♥❞ S2✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♦r❞❡r ❞♦❡s ❞✐✛❡r✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❖✣❝❡ ❢♦r ◆❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s✳ ❉❡❛t❤s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❈❖❱■❉✲✶✾ ✐♥ t❤❡ ❝❛r❡ s❡❝t♦r✱ ❊♥❣❧❛♥❞
❛♥❞ ❲❛❧❡s ❉❡❛t❤s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❈❖❱■❉✲✶✾ ✐♥ t❤❡ ❝❛r❡ s❡❝t♦r✱ ❊♥❣❧❛♥❞ ❛♥❞ ❲❛❧❡s✿ ❞❡❛t❤s
♦❝❝✉rr✐♥❣ ✉♣ t♦ ✶✷ ❏✉♥❡ ✷✵✷✵ ❛♥❞ r❡❣✐st❡r❡❞ ✉♣ t♦ ✷✵ ❏✉♥❡ ✷✵✷✵ ✭♣r♦✈✐s✐♦♥❛❧✮✳ ❤tt♣s✿
✴✴✇✇✇✳♦♥s✳❣♦✈✳✉❦✴♣❡♦♣❧❡♣♦♣✉❧❛t✐♦♥❛♥❞❝♦♠♠✉♥✐t②✴❜✐rt❤s❞❡❛t❤s❛♥❞♠❛rr✐❛❣❡s✴

❞❡❛t❤s✴❛rt✐❝❧❡s✴❞❡❛t❤s✐♥✈♦❧✈✐♥❣❝♦✈✐❞✶✾✐♥t❤❡❝❛r❡s❡❝t♦r❡♥❣❧❛♥❞❛♥❞✇❛❧❡s✴

❧❛t❡st✳

❬✷❪ ❱❊❈▼❆ ❈♦♥s♦rt✐✉♠✳ ❋❛❜❙✐♠✸ ✲ ❊❛s②❱❱❯◗ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r ❈♦✈✐❞❙✐♠✳
❤tt♣s✿✴✴❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❛r❛❜♥❡❥❛❞✴❋❛❜❈♦✈✐❞s✐♠✴tr❡❡✴❞❡✈✳

❬✸❪ ❚❤❡ ❈❡♥tr❡ ❢♦r ❊✈✐❞❡♥❝❡✲❇❛s❡❞ ▼❡❞✐❝✐♥❡✳ ❈❖❱■❉✲✶✾✿ ❉❡❝❧✐♥✐♥❣ ❆❞♠✐ss✐♦♥s t♦ ■♥t❡♥s✐✈❡
❈❛r❡ ❯♥✐ts✳ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❝❡❜♠✳♥❡t✴❝♦✈✐❞✲✶✾✴❝♦✈✐❞✲✶✾✲❞❡❝❧✐♥✐♥❣✲❛❞♠✐ss✐♦♥s✲

t♦✲✐♥t❡♥s✐✈❡✲❝❛r❡✲✉♥✐ts✴✳

❬✹❪ ●❖❱✳❯❑ ❈♦r♦♥❛✈✐r✉s ✭❈❖❱■❉✶✾✮ ✐♥ t❤❡ ❯❑✳ P❛t✐❡♥ts ❛❞♠✐tt❡❞ t♦ ❤♦s♣✐t❛❧✳ ❤tt♣s✿
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