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T h e  p a r t i c l e  a s p e c t  o f  m e s o n  t h e o r y

By  N . K e mme r

I m p e r ia l College o f  Science a n d  Technology, L on do n , 7 

(C o m m un ica ted  b y  S . C h a pm an , F .R .S .— R eceived  2 2  J u n e  1 9 3 9 )

1. In t r o d u c t io n

F o r  m a n y  y e a r s  a  c e n tr a l p r o b le m  o f  th e o r e t ic a l  p h y s ic s  h a s  b e e n  t o  s e t  

u p  a  s a t is fa c t o r y  r e la t iv is t ic  th e o r y  o f  e le m e n ta r y  p a r tic le s . T h is  p ro b le m  

is  y e t  fa r  fro m  s o lu t io n , t h e  n o to r io u s  o c c u r r e n c e  o f  in f in ite  s e lf-e n er g ie s  

a n d  s im ila r  d iv e r g e n c ie s  h a v in g  h ith e r to  fr u s tr a te d  a ll a t t e m p ts  a t  c o m p le te  

fo r m u la t io n . N e v e r th e le s s , d e f in ite  a d v a n c e s  to w a r d s  th e  u n d e r s ta n d in g  

o f  t h e  g en er a l p r o b le m  h a v e  r e c e n t ly  b e e n  m a d e , n o t  so  m u ch  b y  im p r o v e ­

m e n t  o f  th e  th e o r y  a s  b y  a  m o r e  d e ta ile d  s t u d y  o f  a ll i t s  p o s s ib le  t y p e s  

a n d  v a r ia n ts  a n d  t h e  r e s u lt in g  c la r if ic a t io n  o f  t h e  e s s e n t ia l  u n d e r ly in g  

p r in c ip le s .

T h e  p ic tu r e  o f  a n  e le m e n ta r y  r e la t iv is t ic  q u a n tu m -m e c h a n ic a l  “ p a r t ic le  ” 

c a n  n o w  b e  r o u g h ly  o u t lin e d  a s  fo llo w s : T h e  “ e x a c t  t h e o r y ” is  o n e  o f
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9 2 N .  K e m m e r

q u a n t iz e d  w a v e s , th e  p a r t ic le  c h a r a c te r is t ic s  a p p e a r in g  a s  c o n s e q u e n c e s  o f  

t h e  n o n -c o m m u ta t io n  o f  th e  w a v e  a m p li tu d e s .  T h e r e  e x i s t  p o s s ib le  th e o r ie s  

w it h  a n y  g iv e n  in te g r a l or  h a lf - in te g r a l v a lu e  o f  t h e  “ s p in  ” o f  th e  p a r t ic le , 

th e  n u m b e r  o f  in d e p e n d e n t  s t a t e s  o f  p o la r iz a t io n  o f  t h e  c o r r e sp o n d in g  w a v e s  

th e n  b e in g  2s +  1 =  N  (F ie r z  1 939; F ie r z  a n d  P a u li  1 9 3 9 ) .

F o r  in te g r a l s, i .e .  o d d  N ,  t h e  p a r t ic le s  m u s t  b e  ta k e n  t o  o b e y  B o s e  

s t a t is t ic s ,  fo r  h a lf - in te g r a l s , i .e .  e v e n  N ,  o n ly  t h e  a s s u m p tio n  o f  F e r m i 

s t a t i s t ic s  le a d s  to  p h y s ic a lly  p e r m is s ib le  r e s u lts .

I n  th e  c a s e  o f  p a r t ic le s  w it h  a n  e le c tr ic  c h a rg e  (or  e v e n  a  m a g n e t ic  m o m e n t , 

e .g . th e  n e u tr o n ) t h e  th e o r y  n e c e s s a r ily  in c lu d e s  p a r t ic le s  o f  e ith e r  s ig n  o f  

th e  c h a r g e  (m o m e n t) , a n d  o n ly  th e  c h a r g e  d e n s it y ,  n o t  t h e  p a r t ic le  d e n s it y , 

is  s t r ic t ly  a n  o b s e r v a b le . H o w e v e r ,  i f  tr a n s it io n s  in v o lv in g  th e  a n n ih ila t io n  

o f  tw o  o p p o s it e  c h a r g e s  are  e x c lu d e d ,  a s  is  r ig o r o u s ly  c o rr e c t  in  t h e  n o n -  

r e la t iv is t ic  l im it ,  th e  d e n s it y  c a n  b e  in te r p r e t e d  a s  a  tr u e  p a r t ic le  d e n s it y . 

T h e r e fo r e  t h e  tr a n s it io n  t o  t h e  l im it in g  th e o r y  o f  a  c la ss ic a l  p a r tic le  is  

p o s s ib le .

O n  th e  o th e r  h a n d , fo r  a n y  u n c h a r g e d  p a r t ic le  t h e  in t r o d u c t io n  o f  a n  

a n t ip a r t ic le  c a n  b e  a v o id e d  b y  ta k in g  t h e  w a v e  fu n c t io n s  t o  b e  r e a l  a s  in  

t h e  w e ll-k n o w n  c a s e  o f  t h e  p h o to n  (M a jo ra n a  1 9 3 7 ; K e m m e r  1 9 3 8 6 ;  M o ller  

1 9 3 8 ). H o w e v e r ,  o n e  t h e n  f in d s  t h a t  e ith e r  t h e  d e n s it y  ( in  t h e  B o s e  c a se ) 

o r  t h e  e n e r g y  d e n s it y  (in  th e  F e r m i c a s e ) , i f  c o n s id e r e d  a s  c -n u m b e r s , v a n is h  

id e n t ic a lly . F u r th e r , th e  n o n -r e la t iv is t ic  S c h ro d in g e r  e q u a t io n  is  n o t  s a t i s ­

f ied  b y  s u c h  w a v e  fu n c t io n s  in  t h e  l im it in g  c a se . T h e r e fo r e  a  l im it in g  

c la s s ic a l  p a r t ic le  th e o r y  d o e s  not e x is t .

C o n v e r s e ly , o n e  f in d s  t h a t ,  a t  le a s t  in  th e  B o s e  c a se , a  c o m p le te  c o r r e ­

s p o n d e n c e  o f  t h e  th e o r y  o f  u n c h a r g e d  p a r t ic le s  w it h  a  c la s s ic a l  w ave  th e o r y  

e x is t s ,  w h e r e a s  th e  c o r r e s p o n d e n c e  a p p e a r s  t o  f a i l  fo r  c h a r g e d  p a r t ic le s  

(B h a b h a  1 9 3 9 ). T h e  la t t e r  fa c t  c a n  w e ll  b e  u n d e r s to o d , fo r  a  c la s s ic a l  e n t i t y  

c o r r e s p o n d in g  t o  t h e  q u a n tu m  m e c h a n ic a l  “ c h a r g e d  f i e ld ” is  h a r d  to  

e n v is a g e .

F o r  th e  s p e c ia l  c a s e  o f  t h e  m eson  w e  th u s  h a v e  t h e  fo llo w in g  p e c u lia r  

s i t u a t io n : a lt h o u g h  i t  s e e m s  l ik e ly  t h a t  b o th  c h a r g e d  a n d  u n c h a r g e d  m e s o n s  

e x i s t ,  a n d  th e  q u a n t u m  tr e a tm e n t  o f  t h e  tw o  is  w e ll  n ig h  id e n t ic a l  (K e m m e r  

1 9 3 8 6 ) , t h e  u n c h a r g e d  o n e  (n e u t r e t to )  is  c la s s ic a lly  a  tr u e  fie ld , t h e  c h a r g e d  

o n e , o n  th e  o th e r  h a n d , a  p a r t ic le .

T h e r e  c a n  b e  n o  d o u b t  t h a t  t o  t h e  e x p e r im e n ta l w o r k e r  a ls o  th e  c h a r g e d  

m e s o n  a p p e a r s  f ir s t a n d  fo r e m o s t  a s  a  p a r t ic le  o b s e r v e d  in  a  c lo u d  c h a m b e r  

o r  b y  m e a n s  o f  s o m e  o th e r  o f  i t s  e f fe c ts  a s  a  p o in t  ch a r g e . I t  is  th e r e fo r e  

v e r y  s u r p r is in g  t o  f in d  t h a t  th e o r e t ic a l  w o r k  h a s  la id  s tr e s s  o n  th e  w a v e  

a s p e c t  o f  t h e  m e s o n  p r a c t ic a l ly  th r o u g h o u t , t h e  s im ila r i ty  t o  M a x w e l l’s
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9 3

e q u a t io n s  h a v in g  b e e n  e x t e n s iv e ly  u s e d . I t  is  c le a r  fr o m  t h e  a b o v e  t h a t  th is  

is  n e it h e r  ju s t i f ie d  b y  e x p e r im e n ta l c o n s id e r a t io n s  n o r  b y  a r g u m e n ts  o f  

c o r r e s p o n d e n c e .

I n  t h e  p r e s e n t  p a p e r  a n  e n t ir e ly  d if fe r e n t  a s p e c t  o f  t h e  m e s o n  e q u a t io n s  

w ill  b e  p u t  fo rw a rd , in  w h ic h  t h e  s im ila r i ty  t o  D ir a c ’s  e q u a t io n  o f  th e  

e le c tr o n  is  e m p h a s iz e d . A lt h o u g h  i t  w o u ld  n o t  s e e m  t o  b e  s o  fr o m  p r e v io u s  

w o r k , t h e  s im ila r i ty  is  fo u n d  t o  b e  v e r y  s tr ik in g  a n d  t h e  n e w  p ro c e d u r e  

y ie ld s  m o re  th a n  a  m e r e  r e s t a t e m e n t  o f  o ld  r e s u lts . I n  t h e  fo r m e r  p r e s e n ta ­

t io n  o f  t h e  th e o r y  a  n u m b e r  o f  p o in ts  c o n c e r n in g  t h e  p a r t ic le  a s p e c t  o f  t h e  

m e s o n  u n d o u b te d ly  r e m a in e d  s o m e w h a t  o b s cu re . F o r  in s t a n c e ,  t h e  c o r r e c t  

t r a n s it io n  t o  t h e  n o n -r e la t iv is t ic  w a v e  m e c h a n ic s  o f  a  p a r t ic le  o f  s p in  1 

h a s  n e v e r  b e e n  c o m p le t e ly  g iv e n , a n d  i t  c a n  h a r d ly  b e  c la im e d  t h a t  in  th e  

m e s o n  c a s e  th e  u s e  o f  t h e  te r m  “ s p in  ” a s  d is t in c t  fro m  p o la r iz a t io n  h a s  b e e n  

f u lly  ju s t if ie d . I n  a d d it io n ,  t h e  r e la t io n — s o  im p o r t a n t  in  n o n -r e la t iv is t ic  

w a v e  m e c h a n ic s  a n d  in  D ir a c ’s  th e o r y — w h ic h  in te r p r e ts  t h e  v a lu e  o f  a n y  

o b s e r v a b le  a s  t h e  a v e r a g e  o f  t h e  c o r r e s p o n d in g  o p e r a to r  o v e r  t h e  g iv e n  

p r o b a b il i ty  d is t r ib u t io n  o f  t h e  p a r t ic le , h it h e r to  a p p e a r e d  t o  p o s s e s s  n o  

c o u n te r p a r t  in  m e s o n  th e o r y .  T h e  o b je c t  o f  t h e  fo llo w in g  is  t o  r e m e d y  th e s e  

o m is s io n s .

T h e  m e s o n  e q u a t io n s  w il l  a p p e a r  a s  e q u a t io n s  o f  t h e  D ir a c  t y p e ,  b u t  w il l 

in v o lv e  m a tr ic e s  o b e y in g  a  d iffe r e n t  s c h e m e  o f  c o m m u ta t io n  r u le s . T h e s e  

r u le s  w e r e  fir s t  g iv e n  b y  D u ffin  (1 9 3 8 ) .*  A  t r e a tm e n t  o f  s im ila r  c h a r a c te r  

h a s  a ls o  b e e n  d e v e lo p e d  b y  B e l in fa n te  (1 9 3 9 ) , w h o , h o w e v e r , p r e s e n ts  th e  

m a t te r  in  a n  e n t ir e ly  d iffer e n t  fo r m , n a m e ly  in  a  g e n e r a liz e d  s p in o r  n o t a t io n . 

F u r th e r , t h e  “ th e o r y  o f  t h e  p h o t o n ” p r o p o s e d  b y  d e  B r o g lie  (1 9 3 4 , 1936 ) 

is  in  a ll  e s s e n t ia ls  e q u iv a le n t  t o  t h e  fr e e  p a r t ic le  c a s e  o f  t h e  fo llo w in g . 

H o w e v e r ,  t h e  t r e a t m e n t  h e r e  p r o p o s e d  m a y  c la im  t o  b e  m o re  g e n e r a l in  so  

fa r  a s  n o  u se  is  m a d e  o f  a n y  p a r t ic u la r  r e p r e s e n ta t io n  o f  t h e  fu n d a m e n ta l 

m a tr ic e s . D u ffin  co n f in e s  h im s e l f  t o  s ta t in g  t h e  r e p r e s e n ta t io n s , w h ic h  in  

fa c t  p r o v e  t o  b e  th e  o n ly  n o n - tr iv ia l  ir r e d u c ib le  o n e s , B e l in fa n t e  c o n s id e r s  

o n ly  o n e  o f  th e m , a n d  th e  r e p r e s e n ta t io n  u s e d  b y  d e  B r o g lie  is  a c t u a lly  

r e d u c ib le . T h e  c o m p le te  a v o id a n c e  o f  sp in o r  n o ta t io n  in  th e  fo llo w in g  m a y  

a ls o  c la im  t o  b e  o f  s o m e  p r a c t ic a l a d v a n ta g e  a n d  p r o m ise s  t o  s im p lify  th e  

d e s c r ip t io n  o f  p a r tic le s  w ith  h ig h e r  s p in  v a lu e s  (D ir a c  1936; F ie r z  1939; 

F ie r z  a n d  P a u li  1939; a lso  M a jo ra n a  1932; K le in  1936; W ig n e r  1 939).

* T h e  s h o r t  n o t e  b y  D u ff in  c o n t a in s  m u c h  o f  t h e  m a t t e r  h e r e  m o r e  f u l ly  d e v e lo p e d .  
T h e  w r ite r  w a s  s t u d y in g  t h e  s a m e  s u b j e c t  p r e v io u s ly ,  b u t  is  g la d  t o  a c k n o w le d g e  
t h a t  D u ff in ’s  s t a t e m e n t  o f  t h e  c o m m u t a t io n  r u le s  w a s  n e w  t o  h im  a n d  h a s  g r e a t ly  
in f lu e n c e d  t h e  d e ta ile d  d e v e lo p m e n t  o f  t h e  w o r k . M a n y  t h a n k s  fo r  e x c h a n g e  o f  
in fo r m a t io n  a r e  d u e  b o t h  t o  D r  D u ff in  a n d  t o  D r  B e lin f a n t e .

T h e  p a r t i c l e  a s p e c t  o f  m e s o n  th e o r y
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9 4 N .  K e m m e r

T h e  in te r c o n n e x io n  o f  t h e  v a r io u s  fo r m a lis m s  m e n t io n e d  w ill  b e  d is c u s s e d  

in  m o r e  d e t a i l  in  §§ 6 a n d  7 .

F o r  t h e  s a k e  o f  c o n c is e n e s s  i t  w il l  b e  a s s u m e d  t h a t  t h e  p h y s ic a l  c o n t e n t s  

o f  m e s o n  th e o r y  (Y u k a w a , S a k a ta  a n d  T a k e ta n i 1 9 3 8 ; K e m m e r  1 9 3 8 a ;  

F r o h lic h , H e it le r  a n d  K e m m e r  1 938; B h a b h a  1 9 3 8 ) a re  k n o w n  fr o m  th e  

o r ig in a l “ w a v e  t h e o r e t i c a l” p r e s e n ta t io n . D ir a c ’s  th e o r y  o f  t h e  e le c t r o n  

w ill  a lso  b e  a s s u m e d  t o  b e  k n o w n , a n d  i t  w il l  b e  u s e d  a s  a  p a t t e r n  th r o u g h o u t  

in  t h e  fo r m  g iv e n  t o  i t  b y  P a u li  (1 9 3 3 ) in  t h e  H an d b u ch  der  P h y s ik .  F o r  

d e t a i ls  o f  p r o o f  i t  w il l  b e  o f t e n  s u f f ic ie n t  t o  r e fe r  t o  P a u l i ’s  a r t ic le .

I t  is  p r o p o s e d  t o  d e v e lo p  t h e  th e o r y  in  a  p u r e ly  d e d u c t iv e  m a n n e r , w it h o u t  

e s ta b lis h in g  t h e  c o n n e x io n  w it h  p r e v io u s  p r e s e n ta t io n s  u n t i l  § 6 . T h e  ter m  

m eson  w ill ,  b y  d e f in it io n ,  b e  a p p lie d  t o  a  p a r t ic le  o f  m a s s  m  a n d  c h a r g e  ±  e, 

w h ic h  is  d e s c r ib e d  b y  t h e  w a v e  e q u a t io n

t o g e t h e r  w it h  t h e  fo llo w in g  c o m m u ta t io n  r u le s  fo r  t h e  o p e r a to r s

a re  u s e d  a n d  t h e  u s u a l c o n v e n t io n  r e g a r d in g  t h e  s u m m a t io n  o v e r  d o u b le  

su ff ic e s  is  im p lie d .

A n  im m e d ia te  c o n s e q u e n c e  o f  (2 ) is  t h a t

2. Th e  w a v e  e q u a t i o n  o f  t h e  f r e e  m e s o n

( 1 )

fip fivfip +  fip ~  fip +  fip

N o  fu r th e r  s p e c if ic a t io n  o f  t h e  f i is  m a d e .

I n  (1 ) t h e  a b b r e v ia t io n s

( 2 )

74  =  2 / ? 2 - l

o b e y s  t h e  fo llo w in g  a lg e b r a ic  r e la t io n s :

( 3 )

(3 ')

H e n c e , i f  ^  is  d e f in e d  b y  xjr* =  

i t  s a t is f ie s  t h e  e q u a t io n  3  ̂ ~ =  0 .

(4 )

(5)
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9 5T h e  p a r t i c l e  a s p e c t  o f  m e so n  th e o r y

M u lt ip ly in g  (1 ) b y  dpflpfiv o n e  d e d u c e s  t h a t

(6 )

a n d  s im ila r ly  fr o m  (5 ), (7 )

I t  is  t o  b e  n o t e d  t h a t  t h e  d if fe r e n t ia l  r e la t io n s  (6 ) a n d  ( 7 ) a p p e a r  a s  con se­

quences  o f  ( 1 ) a n d  (5 ) a n d  n o t  a s  in it ia l  c o n d it io n s  t o  b e  im p o s e d  o n  t h e  w a v e  

fu n c t io n .  A s  w il l  b e  s h o w n  in  m o r e  d e t a il  la te r , t h is  r e p r e s e n ts  a n  e s s e n t ia l  

d iffe r e n c e  b e tw e e n  t h e  fo r m a lis m  h e r e  p r o p o s e d  a n d  t h e  a fo r e m e n t io n e d  

fo r m a lis m s  o f  D ir a c  a n d  o f  d e  B r o g lie .

F r o m  (1 ) a n d  (6 ) t h e  s e c o n d  o rd er  w a v e  e q u a t io n

( 8 )

c a n  im m e d ia te ly  b e  d e d u c e d , a n d  (5 ) a n d  (7 ) s im ila r ly  le a d  to

( 9 )
r \

A  fu r th e r  c o n s e q u e n c e  o f  (1 ) a n d  (5 ) is  t h a t

I5,, =  0 , (1 0 )

i f  sp =  (1 0 ')

s o  t h a t  s p m a y  b e  in te r p r e t e d  a s  th e  fo u r  v e c to r  o f  c u rr e n t  a n d  d e n s it y .  

I t  m u s t  y e t  b e  p r o v e d  t h a t  t h e  s c h e m e  h e r e  p r o p o s ed  c a n  b e  m a d e  

a  r e la t iv is t ic a lly  in v a r ia n t  o n e  b y  s u it a b ly  d e f in in g  t h e  tr a n s fo r m a t io n  

u n d e r g o n e  b y  th e  \}r fu n c t io n s  w h e n  t h e  s p a c e - t im e  fra m e  is  s u b j e c te d  to  

a  L o r e n tz  tr a n s fo r m a t io n . T h is  p r o o f  w il l  b e  fu rn is h e d  in  § 4 . A p a r t fro m  

t h a t  p o in t ,  h o w e v e r , e q u a t io n s  (8) a n d  (10 ) a lo n e  su ffice  t o  s h o w  t h a t  th is  

fo r m a lism  is  a d e q u a te  t o  d e s cr ib e  a  q u a n tu m  m e c h a n ic a l  p a r t ic le . A s  in  

t h e  c a s e  o f  t h e  e le c tr o n , i t  is  s u f fic ie n t  to  in s e r t  t h e  w e ll-k n o w n  zer o  o rd er  

“ W K B ”a p p r o x im a t io n  t o  t h e  w a v e  fu n c t io n

\{r =  a  e x p  (•

in t o  (8) to  s h o w  th a t ,  in  th e  l im it  h =  0, (8 ) d e s cr ib e s  a  c la s s ic a l  r e la t iv is t ic  

p a r t ic le  (see  P a u li  1 933 , p . 2 4 0 ). I n  a d d it io n , th e  e x is te n c e  o f  c u r r e n t  a n d  

d e n s it y  e n a b le  th e  m o r e  g e n er a l q u a n tu m  m e c h a n ic a l  s t a t is t ic a l  p a r tic le  

p ic tu r e  t o  b e  m a in ta in e d . T h e  d e n s ity  s 0 =  is ,  o f  co u rse , n o t  n e c e s s a r ily  

p o s it iv e , b u t  th e  d is c u s s io n  b y  P a u li  a n d  W e is s k o p f  (1 9 3 4 ) h a s  p r o v e d  t h a t  

th is  is  in  fa c t  n o t  a  n e c e s s a r y  r e q u ir e m e n t in  th e  r e la t iv is t ic  reg io n . W ith  

e x a c t ly  a s  m u c h  ju s t if ic a t io n  a s  in  th e  e le c tr o n  ca se  o n e  c a n  a t t e m p t  to
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9 6 N .  K e m m e r

c o n n e c t  t h e  e x p e c t a t io n  v a lu e  (o o f  a n y  o b s e r v a b le  w it h  a n  o p e r a to r  oj b y  

t h e  fo llo w in g  d e f in it io n  (c f .  d e  B r o g lie  1 9 3 6 ):

a  =  ( 1 1 )

T h e  fo r m  o f  t h e  r ig h t -h a n d  s id e  o f  (1 1 ) a llo w s  t h e  d ir e c t  p h y s ic a l  in t e r ­

p r e ta t io n  o f  a) a s  t h e  m e a n  v a lu e  o f  0) t a k e n  o v e r  t h e  d e n s i t y  d is t r ib u t io n  s 0. 

A s, h o w e v e r , c o n tr a r y  to  t h e  e le c tr o n  c a s e , th e r e  e x i s t s  n o  tr a n s f o r m a t io n  

o f  t h e  e x p r e s s io n  fo r  s0 in t o  a  fo r m  w h ic h  d o e s  n o t  c o n ta in  /?4, t h e  a b o v e  

d e f in it io n  c o n ta in s  s o m e  a m b ig u it y  a s  t o  t h e  o rd er  o f  t h e  fa c t o r s  (o a n d  /?4. 

I n  g e n e r a l o n e  m ig h t  e x p e c t  s o m e  s y m m e t r ic a l  c o m b in a t io n  t o  b e  th e  

s u ita b le  o n e , a n d  t h e  d o u b le  b a r  in  (1 1 ) h a s  b e e n  in s e r t e d  t o  d e n o t e  t h is  

s y m m e t r iz a t io n . I t  w il l  b e  fo u n d , h o w e v e r , t h a t  fo r  a ll  o p e r a to r s  o f  p r a c t ic a l  

s ig n if ic a n c e  th e r e  c a n  b e  n o  d o u b t  w h a te v e r  a s  t o  t h e  c o r r e c t  o rd er .

T h e  o p e r a to r  o f  t h e  d e n s it y  i t s e l f  is ,  o f  c o u r se , u n it y ;  t h e  th r e e  s p a c e  

c o m p o n e n ts  o f  s ôn t h e  o th e r  h a n d  c a n  b e  r e p r e s e n te d  b y  t h e  o p e r a to

• k  = *(AA+AA). (i2)

f o r  7 ^ 4  =  v ( A » i  +  « i A  ) = W k + M  = fik(1 3 )v V

a n d  th e r e fo r e ( 1 4 )

T h e  m o s t  im p o r t a n t  a p p lic a t io n  o f  (1 1 ) is  t o  t h e  c a s e  o f  t h e  e n e r g y -  

m o m e n tu m  v e c t o r . I f  t h e  a n a lo g y  t o  t h e  e le c t r o n  c a se  is  t o  b e  m a in ta in e d ,

fl 0
th e  o p e r a to r s  w s h o u ld  h e r e  b e  t h e  d iffe r e n t ia l  o p e r a t o r s - ^ — :

io x ^

P ' - j I M t 9,* ™  ( i s )

S u c h  a  d e f in it io n  o f  e n e r g y  a n d  m o m e n tu m  w a s  n o t  k n o w n  in  fo r m e r  

m e s o n  th e o r y ,  a n d  th e  e x p r e s s io n  u s u a l ly  g iv e n  s e e m s  t o  b e  v e r y  d if fer e n t  

fro m  ( 1 5 ). T h a t  in  fa c t  t h e  tw o  d e f in it io n s  a re  e q u iv a le n t , w il l  n e v e r th e le s s  

b e  p r o v e d  im m e d ia te ly . F ir s t ,  h o w e v e r , i t  s h o u ld  b e  n o te d  t h a t  ( 1 5 ) is  

e q u iv a le n t  t o  t h e  p o s tu la t e  t h a t  t h e  t e n s o r  o f  e n e r g y  a n d  m o m e n tu m  

d e n s it y  is

T„, =  f  ( *  . ( 1 6

t h e  s e c o n d  te r m  b e in g  a d d e d  in  o rd er  to  m a k e  rea l . I t s  in te g r a l  is  e q u a l 

t o  t h a t  o f  th e  f ir s t te r m . I t  fo llo w s  im m e d ia te ly  fro m  (1) a n d  (2) t h a t
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9 7T h e  p a r t i c l e  a s p e c t  o f  m e so n  th e o r y

s o  t h a t  t h e  p are  c o n s ta n t s  a s  r e q u ir e d  fo r  a  fr e e  p a r t ic le . T h e  te n s o r  ( 1 6 ) 

is ,  h o w e v e r , n o t  s y m m e tr ic a l;  i t  c a n  b e  r e p la c e d  b y  a  s y m m e tr ic a l  o n e  b y  

a  m e th o d  s im ila r  t o  t h e  o n e  g iv e n  b y  T e tr o d e  fo r  t h e  D ir a c  e le c tr o n . F r o m  

(1) a n d  (2 ) i t  fo l lo w s  t h a t

=  + 0 , 0 , 0 , ( 1 8 )

a n d  a  s im ila r  tr a n s fo r m a t io n  c a n  b e  p er fo r m e d  w it h  t h e  s e c o n d  te r m  in  ( 1 6 ). 

H e n c e , p u t t in g

( 1 9 )

w e  o b ta in
lie  d

T , v =  +  l W / >  f t .  fiv  ~P* P?fiP)(20)

d O uv
a n d

2 =  o-ox„
(21)

N o w  0  ̂  is  s y m m e tr ic a l ,  J a n d  m o r e o v e r , b y  (4 )

(9 44 =5 —mc^xjr*^.

s o  t h a t  t h e  e n e r g y  d e n s it y  is  e s s e n t ia lly  p o s it iv e .  h a s  in  fa c t  e x a c t ly  th e  

s a m e  p r o p e r t ie s  a s  t h e  e n e r g y -m o m e n tu m  te n so r  u s u a lly  c o n s id e r e d  in  

m e s o n  th e o r y .  I n  § 6 i t  w il l  b e  p r o v e d  t h a t  fo r  a  s u ita b le  r e p r e s e n ta t io n  o f  

th e  /3 i t  is  a c t u a l ly  id e n t ic a l  w ith  t h a t  te n so r . O n  th e  o th e r  h a n d , i t  fo l lo w s  

fro m  (20) t h a t  th e  e x p e c ta t io n  v a lu e s  o f  e n e r g y  a n d  m o m e n tu m , a s  d e f in e d  

b y  ( 1 5 ) c a n  e q u a lly  w e ll  b e  g iv e n  in  te r m s  o f  n a m e ly , b y

P/* =  l c j 0 »4dV- (2 2 )

I t  is  th u s  c lea r  t h a t  i t  is  not n e c e s s a r y  to  a b a n d o n  th e  c o n n e x io n  b e tw e e n  

h
t h e  o p e r a to r s  -  d^ a n d  th e  m o m e n ta , a s  s e e m e d  to  b e  th e  ca se  in  p r e v io u s

X

p r e s e n ta t io n s  o f  m e s o n  th e o r y .

I t  is  a  g en er a l th e o r e m  t h a t  th e  e x is te n c e  o f  a  s y m m e tr ic a l  e n e r g y -

J I t  s h o u ld  b e  n o t e d  t h a t

l ( T p v + T vji) =

F o r  t h e  fre e  m e s o n  t h e  la t t e r  te n s o r  c a n  a ls o  b e  sh o w n  t o  s a t i s f y  a  c o n t in u i t y  e q u a t io n  
8 0 '

— =  0 , b u t  th e r e  is  n o  w a y  o f  g e n e r a liz in g  t h i s  r e s u lt  t o  t h e  c a s e  o f  e le c t r o m a g n e t ic

in t e r a c t io n  a s  w il l  b e  d o n e  fo r  0 ^v. F u r th e r , — is  n o t  n e c e s s a r i ly  p o s it iv e . T h is  
a l te r n a t iv e  p r o c ed u r e  o f  s y m m e t r iz a t io n  m a y  th e r e fo r e  b e  ig n o r ed .

V o l . 1 7 3 . A . 7
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9 8 N .  K e m m e r

m o m e n tu m  te n s o r  a u t o m a t ic a ll y  e n s u r e s  t h e  p o s s ib i l i t y  o f  d e f in in g  a n g u la r  

m o m e n tu m . W e  h a v e  b u t  t o  p u t

p ik =  ~ p k i =  i  J (* < ® ki ~  x k ® u ) dV, (2 3 )

a n d  t h e  Pik a r e  n e c e s s a r i ly  c o n s ta n t .  N o w  b y  (2 0 )

a n d  h e n c e

fic (L
x i e ki =  x i Tk4 ~ Y i Xi faT  ftH PpPk -  Pp) (2 4 )

+  j j f t fp / ^ k ftdV . (25)

T h e  f ir s t  te r m  o f  ( 2 5 ) is  e v id e n t ly  t o  b e  in t e r p r e te d  a s  t h e  o r b it a l  m o m e n ­

tu m , t h e  s e c o n d  te r m  a s  t h e  s p in  o f  t h e  m e s o n , a n d  b y  d e f in it io n  (1 1 ) t h e  

s p in  o p era to r  t h e n  is

S ik =  (2 6 )
V

T h e  s im ila r i ty  t o  t h e  e le c tr o n  c a s e  is  s tr ik in g ;  th e r e  t h e  s p in  c o u ld  b e

w r it t e n  a s  yv (V i7k ~ 7k7 i)-If  *s  f °  b e  n o t e d  t h a t  S ik c o m m u te s  w i t h  /?4,

s o  t h a t  n o  a m b ig u it y  o f  t h e  k in d  d is c u s s e d  o n  p . 9 6  a r ise s . I t  is  fu r th e r  v e r y  

n o t e w o r t h y  t h a t

$ ik  =  ^ik, 

w h e n c e  i t  fo l lo w s  t h a t  t h e  e ig e n v a lu e s  o f  t h e  s p in  in  t h is  t h e o r y  c a n  o n ly  

b e  ±  1 a n d  0 , a s  is  t o  b e  e x p e c t e d  i f  t h e  fo r m a lis m  is  in d e e d  t o  b e  c o n n e c te d  

w it h  t h e  m e s o n . I t  s e e m s  s a t is f a c t o r y  t h a t  th e r e  is  s u c h  a  p o s s ib i l i t y  o f  

d e f in in g  t h e  s p in  a s  a  m o m en tu m , in d e p e n d e n t ly  o f  a n y  c o n s id e r a t io n  a b o u t  

t h e  n u m b e r  o f  s t a t e s  o f  p o la r iz a t io n .

3. Th e  in t e r a c t i o n  w it h  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d

I n  n o n -r e la t iv is t ic  w a v e  m e c h a n ic s  a n d  fo r  t h e  D ir a c  e le c t r o n  t h e  in t e r ­

a c t io n  w it h  t h e  e le c t r o m a g n e t ic  f ie ld  is  in tr o d u c e d  v e r y  s im p ly ,  b y  t h e  

w e l l- k n o w n  s u b s t it u t io n s

0
* h

(2 8 )

w h e n  t h e  d if fe r e n t ia t io n  a p p lie s  t o  x}f, a n d

~ i e

' i ‘ +  he 0 “’
( 2 8 ' )
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9 9T h e  p a r t i c l e  a s p e c t  o f  m e so n  th e o r y

w h e n  i t  a p p lie s  t o  ft*. I t  is  n o t  q u it e  t r iv ia l  t h a t  t h is  m o d e  o f  p r o c e d u r e  

c a n  a ls o  b e  u s e d  h e r e , in  f a c t ,  in  th e o r ie s  o f  s im ila r  t y p e  (D ir a c  1 9 3 6 ; F ie r z  

a n d  P a u li  1 9 3 9 ) c a r e  m u s t  b e  t a k e n  in  a p p ly in g  t h is  r u le , a n d  i t  is  in ­

c o n s is t e n t ,  i f  a p p lie d  t o  a ll  f u n d a m e n ta l e q u a t io n s . H o w e v e r ,  h e r e  i t  is  

e n t ir e ly  c o r r e c t  t o  a p p ly  t h e s e  s u b s t it u t io n s  t o  e q u a t io n s  (1 ) a n d  (6 ) w h ic h  

th e r e fo r e  n o w  r e a d  a s

a n d

d? &?& +  * &  =  Q (2 9 )

d + ^ P r -K x J f*  =  0. (3 0 )

T h e  c o n s id e r a t io n s  o n  r e la t iv is t ic  in v a r ia n c e  g iv e n  in  § 4  h o ld  n o t  o n ly  

fo r  ( 1 ) a n d  (5 ) b u t  a ls o  fo r  th e s e  g e n e r a l iz e d  e q u a t io n s ,  a n d  a s  th e r e  are  n o  

“ in it ia l  c o n d i t io n s ” in  th e  p r e s e n t  fo r m u la t io n , th e r e  c a n  b e  n o  in c o n ­

s is t e n c y  in  t h is  g e n e r a l iz a t io n .

T h e  in t r o d u c t io n  o f  e le c t r o m a g n e t ic  in te r a c t io n  th u s  r e s u lts  in  v e r y  fe w  

c h a n g e s  t o  t h e  d e v e lo p m e n ts  o f  t h e  p r e v io u s  s e c t io n . A s  in  t h e  e le c tr o n  

c a s e  t h e  d e f in it io n  o f  sM, (1 0 ) , r e m a in s  c o m p le t e ly  u n a lte r e d , a n d  h e r e  th e  

s a m e  is  a ls o  tr u e  o f  t h e  s y m m e t r ic a l  e n e r g y -m o m e n tu m  te n s o r  a s  

d e f in e d  b y  ( 1 9 ). T h is  c a n  r e a d ily  b e  s e e n  t o  b e  so , in  s p it e  o f  th e  f a c t  t h a t  th e  

a s y m m e t r i c a l  t e n s o r  n o w  is

^  =  (3 D

I n s t e a d  o f  ( 1 7 ) a n d  (2 1 ) o n e  c a n  n o w  d e r iv e  th e  e q u a t io n s

33% _  3 6 %,

dx„ dxv
(3 2 )

w h e r e  th e  F  are  t h e  e le c tr ic  a n d  m a g n e t ic  f ie ld  s t r e n g th s .

S im ila r ly , e q u a t io n  (2 5 ) fo r  th e  a n g u la r  m o m e n tu m  is  o n ly  a lte r e d  in  so  

fa r  a s  th e  o p e r a to r  d in  th e  o r b ita l  p a r t  is  r e p la c e d  b y  d ~ . T h e  s p in  o p e r a to r  

is  e n t ir e ly  u n a lte r e d .

A n  im p o r ta n t  d iffere n c e , h o w e v e r , o c c u r s  in  e q u a t io n s  (6) a n d  ( 7 ). U s in g  

th e  c o m m u ta t io n  ru le s

3 J  3 ?  -  3 *  d j  = (3 3 )

o n e  n o w  f in d s

W -  (3 4 )

a n d (3 4 ')
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1 0 0 N .  K e m m e r

a n d  t h e  s e c o n d  o rd er  w a v e  e q u a t io n s  a re  t h e n  r e a d ily  s e e n  t o  b e

a n d  a ; a

+ 2 ( 3 «>

T h e  f ir s t te r m  o n  th e  r ig h t -h a n d  s id e  o f  (3 5 ) o r  ( 3 6 ) h a s  i t s  c o u n t e r p a r t  in  

t h e  th e o r y  o f  t h e  e le c tr o n . I t  d e s c r ib e s  t h e  in t e r a c t io n  o f  t h e  e x te r n a l f ie ld  

w it h  t h e  e le c tr ic  a n d  m a g n e t ic  m o m e n ts  o f  t h e  p a r t ic le . T h e  s e c o n d  te r m , 

h o w e v e r , is  p e c u lia r  t o  m e s o n  th e o r y  a n d  c a n n o t  b e  so  d ir e c t ly  in t e r p r e te d . 

T o  u n d e r s ta n d  i t  b e t te r  i t  is  u s e fu l t o  d e f in e  t h e  m a g n e t ic  m o m e n t  in  

a n o t h e r  w a y , n a m e ly , a s

Mile =  ~2^ {x i Sk ~  x k si) dV. (3 7 )

I n  t h e  c a s e  o f  t h e  e le c tr o n  t h e  e x p r e s s io n  c o r r e s p o n d in g  t o  th is  c a n  b e  

s p li t  in to  tw o  p a r ts , t h e  f ir s t  g iv in g  a n  o r b ita l  m o m e n t , t h e  s e c o n d  th e  

m o m e n t  d u e  t o  t h e  s p in ;  t h e  c u rr e n t  c a n  b e  s p li t  c o r r e s p o n d in g ly . H e r e  w e  

c a n  p r o c e e d  a n a lo g o u s ly .  B y  (2 9 ) a n d  (3 0 ) w e  h a v e

^  f  =  y kPyd» ( 3 8 )

a n d  th e r e fo r e  b y  (3 4 ) a n d  (3 4 ')

(3 9 )

C o n s e q u e n t ly

+  MrzPkPî d y

+ 2 ^  m

T h e  fir st  tw o  te r m s  are , o f  c o u rse , th e  o r b ita l  a n d  t h e  s p in  m o m e n ts  o f  

t h e  m e s o n  r e s p e c t iv e ly , a n d  h ere , a s  fo r  th e  e le c tr o n , t h e y  are p r o p o r tio n a l

(35)
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1 0 1

t o  t h e  c o r r e s p o n d in g  t e r m s  o f  t h e  m e c h a n ic a l  m o m e n t ,  a s  g iv e n  b y  (2 5 ), 

e x c e p t  fo r  t h e  o p e r a to r  /?4. A  d if fe r e n c e  c o m p a r e d  w it h  t h e  e le c t r o n  is , 

h o w e v e r , t h e  a b s e n c e  o f  t h e  a n o m a lo u s  g y r o m a g n e t ic  fa c to r  2 in  t h e  s p in  

te r m . F u r th e r , t h e  a d d it io n a l th ir d  te r m  is  o f  a  n e w  t y p e ;  i t  v a n is h e s  i f  

th e r e  is  n o  e x te r n a l f ie ld  a n d  m ig h t  b e s t  b e  d e s c r ib e d  a s  a  p o la r iz a b il i ty  o f  

t h e  m e s o n . I t  is  c lea r  t h a t  i t  is  c o n n e c t e d  w it h  t h e  a p p e a r a n c e  o f  th e  la s t  

te r m s  in  (3 5 ) a n d  ( 3 6 ) a lr e a d y  n o te d .

A  c ir c u m s ta n c e  p e c u lia r  t o  th is  th e o r y  is  a lso  t h e  fa c t  t h a t  th e  a b s e n c e  

o f  /?4 in  b o th  o r b ita l  a n d  s p in  m a g n e t ic  m o m e n ts  m a k e s  t h e  d e f in it io n  o f  

o p e r a to r s  in  t h e  s e n se  o f  ( I I )  im p o s s ib le  fo r  t h e s e  p h y s ic a l  q u a n t it ie s .*  I t  

w o u ld  a p p e a r  t h a t  t h e  la t t e r  d o  n o t  p o s s e s s  a  v e r y  d ir e c t  m e a n in g  in  th e  

p a r tic le  p ic tu r e  o f  t h e  m e s o n , b u t  e x c e p t  in  th e  n o n -r e la t iv is t ic  l im it  a re  

r a th e r  o n ly  m e a s u r a b le  in  a  w a y  n o t  d ir e c t ly  d e p e n d e n t  o n  t h e  p r o b a b il it y  

d is t r ib u t io n  o f  th e  p a r t ic le .

T h e  d iv is io n  o f  t h e  c u r r e n t  in to  tw o  p a r ts , a s  g iv e n  b y  (3 9 ), is  t h e  c o u n te r ­

p a r t  o f  t h e  p r o c e d u r e  g iv e n  b y  G o r d o n  fo r  t h e  e le c tr o n . I n  b o th  c a se s  th e  

s e c o n d  te r m  or “ p o la r iz a t io n  c u r r e n t” s a t is f ie s  a  c o n t in u it y  e q u a t io n  o n  

i t s  o w n . T h e  fir s t  te r m  h a s  t h e  s a m e  fo r m  a s  th e  c u r r e n t  in  n o n -r e la t iv is t ic  

th e o r y , a  f a c t  o f  im p o r ta n c e  in  th e  c o m p a r iso n  w ith  th is  l im it in g  c a se .

T h e s e  fo r m u la e  m a y  su ffice  t o  in d ic a t e  t h e  e x t e n t  t o  w h ic h  th e  m a tr ix  

t r e a tm e n t  o f  m e s o n  th e o r y  is  s u c c e s s fu l. T h e r e  c a n  h a r d ly  b e  a n y  d o u b t  

t h a t  i t  m a y  s e r v e  t o  s im p lify  p r a c t ic a l  c a lc u la t io n s  in  c a se s  w h e r e  th e  m e s o n  

a p p e a r s  p r im a r ily  a s  a  p a rtic le .  I t  h a s  n o t  b e e n  h e r e  a t t e m p t e d  t o  in c lu d e  

t h e  in te r a c t io n  o f  t h e  m e s o n  w ith  p r o to n s  a n d  n e u tr o n s , a n d  i t  c a n  r e a d ily  

b e  s e e n  t h a t  in  th e  s c h e m e  h e r e  u s e d  th is  w o u ld  n o t  b e  s im p le . I t  is ,  h o w e v e r , 

c lea r  t h a t  in  t h a t  in te r a c t io n  th e  m e s o n  e n te r s  p r im a r ily  a s  a  (a lth o u g h  

a  n o n - c la s s ic a l  c h a r g e d  o n e ) , a n d  i t  is  th e n  o n ly  n a tu r a l to  r e ta in  th e  o ld  

fo r m u la t io n .

4. Pr o o f  o f  r e l a t i v i s t ic  in v a r i a n c e

T h e  p r o o f  o f  th e  r e la t iv is t ic  in v a r ia n c e  o f  th e  fo r m a lism  is  so  e x a c t ly  

a n a lo g o u s  to  th e  e le c tr o n  ca se  t h a t  i t  w il l  a lm o s t  su ffice  t o  refer  t o  th e  p r o o f  

g iv e n  fo r  t h a t  ca se , fo r  in s ta n c e , b y  P a u li  (1 9 3 3 ). T h e  b e h a v io u r  o f  th e  3  ̂

u n d e r  L o re n tz  tr a n sfo r m a t io n s  is  k n o w n , a n d  th e  r e q u ir e m e n t  is  t o  f in d  

a  s u ita b le  lin e a r  tr a n sfo r m a tio n  o f  th e  \]r a m o n g  th e m s e lv e s  b y  w h ic h  (1) 

or (2 9 ) is  b r o u g h t  b a c k  to  i t s  o r ig in a l fo rm  in  th e  n ew  c o -o r d in a te  s y s te m .

* [N o te  a d d ed  in  p ro o f:  I t  is  h o w e v e r  a lw a y s  p o s s ib le  t o  d e f in e  s u c h  o p e r a to r s  if  
e x p li c it  d e p e n d e n c e  u p o n  t h e  m o m e n t u m  o p e r a to r s  is  p e r m it te d .  T h is  is  a c h ie v e d  b y  
u s in g  t h e  r e la t io n  s t a t e d  b e lo w  a s  ( 6 9 ), a n d  t h e  p r o c ed u r e  h a s  p r o v e d  e s s e n t ia l  in  th e  
a p p lic a t io n s  o f  t h e  tr a n s f o r m a t io n s  w h ic h  h a v e  s in c e  b e e n  s t u d ie d .]

T h e  p a r t ic le  a s p e c t  o f  m e so n  th e o r y
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1 0 2 N .  K e m m e r

I t  is  s u f f ic ie n t  t o  f in d  s u c h  a  t r a n s f o r m a t io n  fo r  t h e  c a se  o f  t h e  g e n e r a l 

in f in ites im a l  fo u r -d im e n s io n a l r o ta t io n . T h e  la t t e r  c a n  b e  g iv e n  in  t h e  fo r m

=  Xp +  epX y, (4 1 )

w h e r e  =  — e , a n d  t h e  r e q u ir e d  t r a n s f o r m a t io n  o f  t h e  m a y  b e  e x ­

p r e s s e d  a s

f i'  =  S f i ,  

w h e r e  S  =  I  +  a n d  =

T h e  w a v e  e q u a t io n  c a n  r e a d ily  b e  s e e n  t o  b e  in v a r ia n t  i f  t h e  £ a re  c o n ­

n e c te d  w it h  t h e  f}^ b y  t h e  r e la t io n s

f i ,  K ,  ~  K ,  f i ,  = V A, - i „  A. <«)
s o  t h a t  i t  r e m a in s  t o  f in d  a  s u it a b le  s e t  o f  . E q u a t io n  (4 2 ), fo r  a n d  #  4 , 

h o w e v e r , a ls o  a ffo rd s  a n  in d e p e n d e n t  d e f in it io n  o f  t h e  s p in  o p e r a to r , so  

t h a t  th e  r e s u lts  o f  p r e v io u s  s e c t io n s  d ir e c t ly  in d ic a te  t h a t

V  =  P p P v ~P v iS p ,  

s h o u ld  b e  a n  a d e q u a te  c h o ic e . T h is  is  in d e e d  t h e  c a se  a s  c a n  b e  p r o v e d  

d ir e c t ly  b y  in t e r c h a n g in g  v a n d  p  in  e q u a t io n  (2 ) a n d  s u b tr a c t in g  fro m  t h e  

o r ig in a l e q u a t io n :

f i j f i . f i , - f i , f i , ) - V , f i , - f i , f i , ) f i ,  = A- <«)
T h is  is  p r e c is e ly  t h e  r e la t io n  r e q u ir e d  b y  (4 3 ). T h e  in v a r ia n c e  o f  t h e  

s c h e m e  is  th u s  p r o v e d . B y  a p p ly in g  in f in ite s im a l tr a n s f o r m a t io n s  s im ila r ly  

i t  w o u ld  a ls o  b e  e a s y  t o  s h o w  t h a t  t h e  d e f in e d  b y  (1 0 ) a re  in d e e d  a  v e c t o r , 

a  te n s o r  a n d  s o  o n . T h e  p r o c e d u r e  is  c o m p le t e ly  in d e p e n d e n t  o f  th e  

p a r t ic u la r  r e p r e s e n ta t io n  u s e d  fo r  th e  O n c e  t h e  th e o r y  is  p r o v e d  t o  b e  

e q u iv a le n t  t o  t h e  t e n s o r  fo r m  o f  m e s o n  th e o r y  u s e d  p r e v io u s ly , t h e  i n ­

v a r ia n c e  is  o f  c o u r s e  a lso  e v id e n t  d ir e c t ly .

5. Al g e b r a ic  pr o pe r t i e s * o f  t h e

T h e  p r e v io u s  d e v e lo p m e n t  w a s  e n t ir e ly  in d e p e n d e n t  o f  t h e  p a r t ic u la r  

fo r m  o f  t h e  fî ma tr ic e s , th e  c o m m u ta t io n  r u le s  (2 ) h a v in g  b e e n  s u ff ic ie n t 

t o  d e f in e  a ll  t h e  p h y s ic a l  q u a n t i t ie s  t h a t  w e r e  o f  in te r e s t . I n  t h e  c a s e  o f  

t h e  D ir a c  e le c tr o n  a  s im ila r  d e v e lo p m e n t  c a n  o f  c o u r s e  b e  p u t  fo r w a r d , 

b u t  i t  c a n  th e n  b e  s h o w n  t h a t  t h e  fo u r  r o w  m a tr ic e s  fo u n d  b y  D ir a c  g iv e  th e  

o n ly  ir r e d u c ib le  r e p r e s e n ta t io n  o f  t h a t  p a r t ic u la r  a lg e b r a . T h e  r ig o r o u s  

p r o o f  o f  th is  f a c t  is  a  m a t t e r  o f  a b s tr a c t  a lg e b r a  a n d  in  t h e  p r e s e n t  c a se  th e  

c o r r e s p o n d in g  p r o c e d u r e  is ,  u n fo r t u n a te ly , e v e n  m o r e  c o m p lic a t e d  t h a n  fo r

* T h e  w r it e r  is  g r e a t ly  in d e b t e d  t o  P r o f e s s o r  W . P a u l i  fo r  t h e  s u g g e s t io n  o f  t h e  
d e t a il e d  s t u d y  o f  t h e  a lg e b r a  o f  t h e  fi^ a n d  fo r  t h e  in t r o d u c t io n  t o  t h e  m a t h e m a t ic a l  
a p p a r a t u s  u s e d .
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1 0 3T h e  p a r tic le - a s p e c t  o f  m e s o n  th e o r y

t h e  e le c t r o n , o w in g  t o  t h e  f a c t  t h a t  t h e  /? m a tr ic e s  o c c u r r in g  h e r e  p o s s e s s  

n o  r e c ip r o c a ls . T h e  c o m p le t e ly  r ig o r o u s  m e th o d  h a s , h o w e v e r ,  a c t u a l ly  

b e e n  c a rr ie d  th r o u g h , a n d  i t  is  m e r e ly  fo r  t h e  s a k e  o f  b r e v i ty  t h a t  t h e  p r o o f  

is  a b r id g e d . T o  f in d  t h e  p o s s ib le  in d e p e n d e n t  ir r e d u c ib le  r e p r e s e n t a t io n s  

o f  t h e  a lg e b r a  g iv e n  b y  (2 ) o n e  m u s t  f ir s t  f in d  t h e  n u m b e r  o f  l in e a r ly  in d e ­

p e n d e n t  q u a n t i t ie s  a m o n g  t h e  a n d  th e ir  m u lt ip le  p r o d u c ts . I n  t h e  

e le c t r o n  c a s e  th e r e  a re  1 6  s u c h  q u a n t i t ie s . H e r e  th e ir  n u m b e r  is  c o n ­

s id e r a b ly  g r e a te r , b u t  t h e y  m a y  s t i l l  b e  c o u n te d  fa ir ly  e a s ily  i f  t h e  a u x il ia r y  

q u a n t i t ie s

, , - 2 / S J - l  (4 6 )

a re  in tr o d u c e d , o f  w h id h  t h e  fo u r t h  h a s  a lr e a d y  b e e n  u s e d  in  § 2 . T h e r e  

e x i s t  t h e  fo llo w in g  r e la t io n s  in v o lv in g  t h e  f i  a n d  t h e  r}M:

fi*r =  fip, v l =  i ,

V p V v ~ V v V p  =  ° »  V p f i v + f i  =  0  •

fi? =  Vpfip =  f i f l t  (n o  s u m m a t io n ! ) . ,

( 4 7 )

I t  fo llo w s  fr o m  t h e s e  t h a t  t h e  fo llo w in g  is  a  c o m p le te  l i s t  o f  t h e  l in e a r ly  

in d e p e n d e n t  e le m e n t s  o f  t h e  a lg e b r a :

E le m e n t

N o .  o f  
e le m e n t s  o f  

th is , t y p e

I 1

4

f i p f i v 1 2

f i p f i v f ip 1 2

f ip f iv  f i p f ia 6

Vp
4

V pfiv 1 2

V p f iv f ip 2 4

N o .  o f  
e le m e n t s  o f

E le m e n t  t h i s  t y p e

V p f iv f ip f i*

VpVv 6

V p V vfip  1 2

V p V vfip  fi^  1 2 .

VpVvVp 4

V p V vV p fi*  4

VpVvVpVcr 1

T o ta l n o . 1 2 6

( 4 8 )

T h er e  a re  th u s  1 2 6  in d e p e n d e n t  e le m e n ts  a m o n g  t h e  m u lt ip le  p r o d u c ts  

o f  t h e  /? . I t  is  n e x t  n e c e s s a r y  t o  f in d  th e  p a r t ic u la r  e le m e n ts  w h ic h  c o m m u te  

w it h  a ll  th e  o th e r s . I f  o n e  p r o c e e d s  t o  c o n s tr u c t  th e s e  b y  s u c c e s s iv e ly  

p o s tu la t in g  c o m m u ta b il i ty  w ith  e a c h  o f  th e  q u a n t it ie s  in  th e  a b o v e  l i s t , 

o n e  r e a d ily  f in d s  t h a t  t h e  fo llo w in g  e x p r e s s io n s  h a v e  th e  d es ir e d  p ro p e r ty :

I  ( th e  u n it  m a tr ix ) , M  =  2  VpVu
fl<V

N  =  V iV t V t V t ^ - ' L V p ya n d ( 4 9 )

 D
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1 0 4 N .  K e m m e r

A n y  fu r th e r  e x p r e s s io n s  w h ic h  m ig h t  b e  s h o w n  t o  c o m m u te  w it h  a ll  th e  

1 2 6  e l e m e n ts  c a n  b e  p r o v e d  t o  b e  l in e a r  c o m b in a t io n s  o f  t h e  a b o v e  th r e e . 

T h e  fo llo w in g  a re  in s t a n c e s  o f  th is  fa c t :

M 2 =  1 0 - 6 4 1  +  6 ^  

N 2 =  5 — 2M ,

M N  =  S M -4

(5 0 )

P r o v id e d  a n  a lg e b r a  s a t is f ie s  a  c e r ta in  r e g u la r i ty  c o n d it io n ,*  w h ic h  h a s  

b e e n  v e r if ie d  in  t h e  p r e s e n t  c a s e , t h e  k n o w le d g e  o f  t h e  n u m b e r  o f  in d e p e n ­

d e n t  e le m e n ts  a n d  o f  t h e  n u m b e r  o f  e le m e n t s  c o m m u t in g  w it h  a ll  o th e r s  is  

s u f fic ie n t  to  d e te r m in e  th e  ir r e d u c ib le  r e p r e s e n ta t io n s  o f  t h e  a lg e b r a . T h e  

la t t e r  n u m b e r  d ir e c t ly  g iv e s  t h e  n u m b e r  o f  in e q u iv a le n t  ir r e d u c ib le  r e p r e ­

s e n ta t io n s ,  w h e r e a s  th e  t o t a l  n u m b e r  o f  e le m e n ts  is  k n o w n  t o  b e  e q u a l t o  

th e  s u m  o f  t h e  s q u a r e s  o f  t h e  d e g r e e s  o f  th e s e  r e p r e s e n ta t io n s .  T h u s  h e r e  w e  

m u s t  e x p e c t  t o  f in d  three  in e q u iv a le n t  ir r e d u c ib le  r e p r e s e n ta t io n s , s a y  o f  

d eg r e e s  n v  n 2 a n d  n 3 r e s p e c t iv e ly , a n d
I

n\ + n\ +  nl = 1 2 6 . 

T h e s e  th r e e  r e p r e s e n ta t io n s  w il l  b e  g iv e n  in  t h e  n e x t  s e c t io n . T h e ir  d e g r e e s  

a re  a c t u a lly  10, 5 , a n d  1 ( 1 0 2 +  5 2 + l 2 =  1 2 6 ). W e  c a n  b e  su r e  t h a t  th e r e  

are  n o  fu r th e r  in e q u iv a le n t  o n e s . T h u s , in  s p i te  o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e  f i 

p o s s e s s  n o  r e c ip ro c a ls  a n d  a re  th e r e fo r e  in i t ia l ly  m o re  d iff ic u lt  t o  d e a l w it h  

t h a n  t h e  D ir a c  y  , i t  is  c o m p a r a t iv e ly  s im p le  t o  o b ta in  a  c o m p le te  p ic t u r e  

o f  th e ir  a lg e b r a ic  p r o p e r t ie s . W it h o u t  g o in g  in to  a n y  m o r e  d e t a il s  w e  m a y  

c o n c lu d e  t h is  s e c t io n  b y  g iv in g  o n e  m o r e  a lg e b r a ic  r e la t io n  w h ic h  s h o u ld  

b e  o f  im p o r ta n c e  in  fu r th e r  d e v e lo p m e n ts . T h is  c o n c e r n s  th e  sp u r s  o f  t h e  

1 2 6  q u a n t it ie s  l i s t e d  in  (4 8 ). I t  c a n  b e  r e a d ily  p r o v e d  t h a t ,  in  a n y  r e p r e ­

s e n ta t io n  o f  t h e  1 2 6  m a tr ic e s  o n ly  16  h a v e  n o n -v a n is h in g  sp u r s , n a m e ly  

t h e  fo u r  rjfl w it h  a ll th e ir  m u lt ip le  p r o d u c ts . T h is  s e t  o f  q u a n t it ie s  in c id e n ta l ly

* T h is  c o n d i t io n  is  t h a t  t h e  a lg e b r a  s h o u ld  b e  “  h a lb e in f a c h  ”  a s  fo r  in s t a n c e  
d e f in e d  b y  v .  d . W a e r d e n  (1 9 3 1 ) . P r o fe s s o r  P a u l i  k in d ly  f u r n is h e d  a  p r o o f — t a k e n  
fr o m  le c t u r e s  b y  A r t in  in  1 9 2 7 - 8 — t h a t  v .  d . W a e r d e n ’s  d e f in it io n  o f  t h i s  c o n d i t io n  
c a n  b e  r e p la c e d  b y  t h e  fo ll o w in g  p o s t u l a t e :

L e t  Cj b e  t h e  m a t r ic e s  r e p r e s e n t in g  t h e  in d e p e n d e n t  e le m e n t s  o f  t h e  a lg e b r a  in  
t h e  “ r e g u la r  r e p r e s e n t a t io n ” , a n d  le t

9ik =  S p u r(et e*).

T h e  a lg e b r a  is  “ h a lb e in f a c h ”  i f

D e t  || g ik || 0 .

T h is  d e t e r m in a n t  (w h ic h  in  t h e  p r e s e n t  c a s e  h a s  1 2 6 2 e le m e n t s ) ,  p r o v e s  c o m p a r a t iv e ly  
e a s y  t o  e v a lu a t e  a n d  d o e s  n o t  v a n is h .
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T h e  p a r t ic le  a s p e c t  o f  m e s o n  th e o r y 1 0 5

fo r m s  a n  a b e lia n  s u b g r o u p  o f  t h e  a lg e b r a . F o r  t h e  th r e e  ir r e d u c ib le  r e p r e ­

s e n t a t io n s  o n e  f in d s  t h e  fo llo w in g  sp u r s:

(5 2 )

R e p r e s e n t a t io n 1 0 -r o w 5 -ro w 1-rc

s p u r  I 10 5 1

s p u r  7]^ 2 - 1 - 1

s p u r - 2 1 1

s p u r  VpVrVp - 2 3 - 1

s p u r  VpVvVpV* 2 - 3 1

a n d  a ll  o t h e r  s p u r s  v a n is h .

6. R e pr e s e n t a t i o n s  o f  t h e  a n d  t h e  c o n n e x i o n

WITH ALTERNATIVE FORMULATIONS

A s  s t a t e d  a b o v e , th e r e  e x i s t  th r e e  in e q u iv a le n t  ir r e d u c ib le  r e p r e s e n ta t io n s  

o f  t h e  /? w h ic h  c a n  r e a d i ly  b e  g iv e n  e x p li c it ly .  T h e y  a re

V \

fix
•

•  •  •  • •  •  1  i •  • •

i •  •  •  i  •  - 1  •
\ _ 1  .

/

P •  •  •

\ - h i

-l • • 
• • •

/

f t

!• \

• • • | • • • j • -1 • • •
•  •  • • •  •  •  j 1  •  •  j  •

• • • : • 1 • : • • • i •
•  •  • j - 1  •  •  i •  •  •  j •

/

f t

v

. . . . . . .

• i

>(5 3 )

...».. . . . . . . . . \ • 1*i

:!i,Ar 1:1:: :\mM m
V t r T ' i ' j V y  TVi"

/ • ] • • • j-4 ^
....... I**

•  • •  • •
.  i ,

V i l - ' . v

and f t - f t = f t - f t = ( * ) -

(T h e  d o ts  in  th e  a b o v e  d e n o te  zer o s .)
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1 0 6 N .  K e m m e r

I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  m a tr ic e s  g iv e n  a re  r e a lly  ir r e d u c ib le , fo r  o n e  c a n  

r e a d ily  f in d  t h a t  a n y  m a t r ix  o f  t h e  s a m e  d e g r e e  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s  a  l in e a r  

c o m b in a t io n  o f  t h e  fo u r  m a tr ic e s  a n d  th e ir  m u lt ip le  p r o d u c ts . O f  t h e  

th r e e  r e p r e s e n ta t io n s  t h e  th ir d  is  a  t r iv ia l  o n e  o f  l i t t le  p h y s ic a l  in t e r e s t , 

b u t  t h e  o th e r  tw o  b o th  g iv e  p o s s ib le  m e s o n  th e o r ie s . N e it h e r  o f  th e m , 

h o w e v e r , g iv e s  a n y t h in g  c o m p le t e ly  n ew ;  t h e  te n -r o w  r e p r e s e n t a t io n  s im p ly  

le a d s  t o  t h e  u s u a l th e o r y  b a s e d  o n  P r o c a ’s (1 9 3 6 ) e q u a t io n s , in  w h ic h  t h e  

w a v e  fu n c t io n  c o n s is t s  o f  fo u r  c o m p o n e n ts  fo r m in g  a  fo u r - v e c to r  a n d  s ix  

fo r m in g  a n  a n t is y m m e t r ic a l  te n so r ;  t h e  f iv e -r o w  o n e  t o  t h e  K le in  G o r d o n  

o r  s o  c a lle d  “ s c a la r ” t h e o r y , in  w h ic h  t h e  w a v e  f u n c t io n  c o n s is t s  o f  a  s c a la r  

a n d  i t s  fo u r -g r a d ie n t . (F r o m  t h e  p o in t  o f  v ie w  o f  s p a t ia l  r o t a t io n  o n ly , 

t h e  fo r m e r  w a v e  fu n c t io n  c o n s is t s  o f  th r e e  v e c to r s  a n d  a  s ca la r , t h e  la t t e r  

o f  o n e  v e c to r  a n d  tw o  s ca la r s . I n  (5 3 ) t h is  h a s  b e e n  m a r k e d  b y  t h e  d o t t e d  

l in e s  s u b d iv id in g  t h e  m a tr ic e s .)  T h e  r e f le x io n  c h a r a c te r  o f  t h e  w a v e  

fu n c t io n s  c a n  s t i l l  b e  d e te r m in e d  a r b itr a r ily , a n d  th e r e fo r e  t h e  a b o v e  

s c h e m e s  m a y  b e  e q u a lly  w e l l  t a k e n  t o  d e s c r ib e  t h e  d u a l th e o r ie s , i .e .  t h e  

“ p s e u d o v e c t o r ” a n d  t h e  “ p s e u d o s c a la r ’’/ t h e o r y  r e s p e c t iv e ly  (K e m m e r  

1 9 3 8 a ) . A s  n o  fu r th e r  p o s s ib i l it ie s  a r e  in c lu d e d  in  t h e  fo r m a lis m  t h e  f a c t  

is  c o n f ir m e d  t h a t  t h e  c a s e s  a lr e a d y  k n o w n  a re  t h e  o n ly  p o s s ib le  th e o r ie s  

fo r  s p in  v a lu e s  0  a n d  1.

I t  m a y  a p p e a r  s u r p r is in g  in  t h is  c o n n e x io n  t h a t  in  t h e  f iv e -r o w  o r  “ s c a la r  ” 

th e o r y  th e r e  s t i l l  e x i s t s  a  s p in  o p e r a to r  y  =  /?„ — /?„ /? J . T h is , h o w e v e r ,

m e r e ly  c o m e s  fro m  t h e  f a c t  t h a t  t h e  fo u r -g r a d ie n t  is  in c lu d e d  a s  p a r t  o f  

t h e  w a v e  fu n c t io n  a n d , a c c o r d in g  t o  (4 4 ), t h e  s p in  d e fin e s  t h e  in f in ite s im a l 

r o ta t io n s  o f  a ll  c o m p o n e n ts  o f  t h e  w a v e  fu n c t io n . I n  s p it e  o f  t h is  t h e  

q u a n t i t y  /?4$  ik wh ic h , a c c o r d in g  t o  (2 5 ), g iv e s  th e  exp ec ta tion  va lu e  o f  t h e  

m e c h a n ic a l  m o m e n t  is  z er o  fo r  t h is  r e p r e s e n ta t io n ,  so  t h a t  i t  is  s t i l l  ju s t i f ia b le  

t o  s a y  t h a t  t h e  “ s c a la r ” m e s o n  h a s  n o  s p in . O il t h e  o th e r  h a n d , t h e  s e c o n d  

te r m  in  (4 0 ) d o e s  n o t  v a n is h  s o  t h a t  in  t h e  r e la t iv is t ic  r e g io n  a  m a g n etic  

m o m e n t  w o u ld  e x i s t  e v e n  in  s c a la r  th e o r y .

T h e  r e s u lts  ju s t  g iv e n  a re  a lr e a d y  e s s e n t ia lly  c o n ta in e d  in  D u f f in ’s  (1 9 3 8 )  

n o te ,  t h e  s ta r t in g  p o in t  o f  w h ic h  is  t h a t  P r o c a ’s  a n d  t h e  s c a la r  th e o r y  

c a n  b e  s t a t e d  w it h  t h e  h e lp  o f  t h e  m a tr ic e s  (5 3 ). T h e  fo r m u la t io n  d u e  t o  

B e l in fa n te  (1 9 3 9 ) is  a lso  c lo s e ly  c o n n e c te d  w it h  t h e  a b o v e ;  t h is  c a n  b e  s e e n  

a s  fo llo w s :
%

I f  o n e  ta k e s  tw o  s e ts  o f  D ir a c  m a tr ic e s  t h a t  a c t  o n  tw o  s e p a r a t e  su ff ic e s  

o f  a  w a v e  fu n c t io n , w h ic h  w o u ld  th u s  h a v e  t o  p o s s e s s  16  c o m p o n e n t s , a n d  

i f  o n e  p u t s

( 5 4 )
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t h e s e  m a t r ic e s  s a t i s f y  D u f f in ’s  c o m m u t a t io n  r u le s  (2 ). T h u s  a  th e o r y  b a s e d  

o n  t h e  e q u a t io n

' + * » '  =  o  ( s s )

is  e q u iv a le n t  t o  t h e  th e o r y  h e r e  p r e s e n te d , b u t  u s e s  a  r e d u c ib le  s e t  o f  

/^ -m a tr ice s . A  c lo se r  s t u d y  o f  t h e  r e f le x io n  c h a r a c te r , a s  f ix e d  b y  (5 4 ) a n d  

b y  t h e  a s s u m p t io n  t h a t  W  t r a n s fo r m s  l ik e  t h e  p r o d u c t  o f  tw o  D ir a c  w a v e

f u n c t io n s ,  s h o w s  t h a t  ( 5 5 ) g iv e s  t h e  s u m  o f  t h e  P r o c a  th e o r y  a n d  t h e

p sew d o sca la r  t h e o r y  a n d  in  a d d it io n  t h e  t r iv ia l  e q u a t io n  k T 16 =  0 fo r  a  

s ix t e e n t h ,  s c a la r  c o m p o n e n t  o f  W. I n  o th e r  w o r d s , e a c h  o f  t h e  th r e e  in ­

e q u iv a le n t  r e p r e s e n t a t io n s  o f  t h e  fi  is  c o n ta in e d  j u s t  o n c e  in  t h e  p a r t ic u la r  

r e p r e s e n t a t io n  /?^.* B e l in f a n t e  n o w  s p e c ia liz e s  t h e  r e p r e s e n t a t io n  b y  p o s t u ­

la t in g  t h a t  W  s h o u ld  b e h a v e  l ik e  t h e  sym m etr ic a l  p r o d u c t  o f  tw o  D ir a c  

fu n c t io n s . T h is  p r o c e d u r e  is  e q u iv a le n t  t o  r e d u c t io n  o f  t h e  /?' a n d  r e s tr ic ­

t io n  o f  o n e ’s  c o n s id e r a t io n s  t o  t h e  te n -r o w  r e p r e s e n ta t io n  o n ly .  B e l in fa n te  

th u s  s tu d ie s  a  fo r m u la t io n  o f  t h e  P r o c a  th e o r y  a lo n e . I n  o th e r  r e s p e c t s  

h is  t r e a t m e n t  is ,  h o w e v e r , m o r e  g e n e r a l t h a n  t h e  p r e s e n t  o n e  in  so  fa r  a s  h e  

in c lu d e s  n u c le a r  in t e r a c t io n  w h ic h  is  h e r e  o m it t e d  a lto g e th e r .

I t  is  o f  c o n s id e r a b le  im p o r ta n c e  t o  n o te  t h a t  t h e  fo r m u la t io n s  h it h e r to  

d e s c r ib e d  h a v e  t h e  c h a r a c te r is t ic  in  c o m m o n  t h a t  t h e y  are  a n a lo g o u s  t o  

t h e  D ir a c  e q u a t io n  in  t h e  fo r m

^ 7 ^ + * ^  =  °> ( 5 6 )

a n d  n o t  t o  i t s  a lt e r n a t iv e  fo r m u la t io n

7 ^  +  0 fca fc^-M A cy4 ^  =  0 . (5 7 )
c

I n  t h e  e le c tr o n  c a s e  (5 7 ) is  fo r  m a n y  p u r p o s e s  m o r e  u s e fu l th a n  (5 6 ), a n d  

i t  is  th e r e fo r e  o f  in te r e s t  t o  s e e  w h e th e r  a n  e q u a t io n  a n a lo g o u s  t o  i t  m ig h t  

a ls o  b e  u s e d  a s  t h e  s t a r t in g  p o in t  in  m e s o n  th e o r y . F o r  in s ta n c e , o n e  m ig h t  

a t t e m p t  to  p u t

T h e  p a r t i c l e  a s p e c t  o f  m e so n  th e o r y  1 0 7

=  i ( ^ T  +  a'MI )  (a 4 =  y 4), (8 8 )

a n d  t o  ta k e ^ t ^  +  ^kA k ^  +  i KA4 ^  =  °> 
c

(5 9 )

a s  t h e  fu n d a m e n ta l w a v e  e q u a t io n . T h is  fo r m a lism  h a s  n e v e r  a c tu a lly  b e e n

* T h e s e  f a c t s  a re  o f  in t e r e s t  in  c o n n e x io n  w i t h  t h e  s u g g e s t io n  p u t  fo r w a r d  b y  
M o lle r  a n d  R o s e n f e ld  (1 9 3 9 )  t h a t  a  p s e u d o s c a la r  m e s o n  s h o u ld  b e  in c lu d e d  in  t h e  
t h e o r y  in  o r d e r  t o  o b t a in  a  m o r e  s a t is f a c t o r y  d e s c r ip t io n  o f  n u c le a r  in te r a c t io n  
a n d  /?-d e c a y .
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1 0 8 N .  K e m m e r

u s e d  t o  d es cr ib e  t h e  m e s o n , b u t  h a s  b e e n  s tu d ie d  in  v a r io u s  o th e r  c o n n e x io n s . 

I n  p a r t ic u la r , t h e  th e o r y  p r o p o se d  b y  d e  B r o g lie  (1 9 3 4 , 1 936 ) fo r  t h e  p h o to n  

a n d  s tu d ie d  in  d e t a i l  in  m a n y  p a p e r s  b y  h is  p u p ils  (e .g . G e h e n ia u  1938; 

T o n n e la t  1 9 3 9 ), is  in  fa c t  b a s e d  o n  (5 8 ) a n d  (5 9 ). (A n  e n t ir e ly  d if fer e n t  

a p p r o a c h  t o  t h e  sam e  fo r m a lism  is  a f fo r d e d  b y  t h e  s t u d y  o f  t h e  in te r a c t io n  

o f  tw o  p a r t ic le s  e a c h  o b e y in g  a  D ir a c  e q u a t io n ;  e .g . K e m m e r  1 9 3 7 .)

F o r  th e  d e s c r ip t io n  o f  a  r e la t iv is t ic  p a r t ic le — m e s o n  or d e  B r o g lie  

p h o t o n — th e  th e o r y  o f  th is  p a p er  a p p e a r s  t o  h a v e  s o m e  d is t in c t  a d v a n ta g e s  

a s  c o m p a re d  w ith  d e  B r o g lie ’s fo r m u la t io n . I f  (5 9 ) is  p o s tu la t e d  in s t e a d  

o f  (1) i t  b e c o m e s  e s s e n t ia l  t o  in tr o d u c e  fu r th e r  in it ia l  c o n d it io n s  w h ic h  

t h e  w a v e  fu n c t io n s  m u s t  s a t is f y ,  s o  t h a t  t h e  s e c o n d  o rd er  w a v e  

e q u a t io n  (8) s h a ll  h o ld . T h er e  a p p e a r  t o  b e  n u m e r o u s  d if fe r e n t  w a y s  o f  

s ta t in g  th e s e  c o n d it io n s;  d e  B r o g lie ’s m e t h o d  in v o lv e s  th e  u s e  o f  m a tr ic e s  

n o t  e x p r e s s ib le  b y  m e a n s  o f  th e  /?' a lo n e  (n a m e ly , th e  m a tr ic e s  — y ^ 7 ), 

a n d  tw o  a lt e r n a t iv e  m e th o d s  w ill  b e  s t a t e d  in  § 7 . T h e y  a re  n o t  a lg e b r a ic a lly  

e q u iv a le n t  t o  d e  B r o g l ie ’s , b u t  in  h is  p a r t ic u la r  r e p r e s e n ta t io n  t h e y  g iv e  

e s s e n t ia lly  th e  s a m e  e q u a t io n s . T o  a v o id  in it ia l  c o n d it io n s  a lt o g e th e r , th e  

o n ly  m e t h o d  s e e m s  to  b e  to  p o s tu la t e  (1),  a s  d o n e  h ere .

R e la t iv i s t i c  w a v e  e q u a t io n s  o f  a  m o s t  g e n e r a l k in d  h a v e  a lso  b e e n  g iv e n  

b y  D ir a c  (1 9 3 6 ) . H e  p r e s e n ts  t h e  th e o r y  in  tw o  s e p a r a te  w a y s , in  sp in o r  

n o ta t io n  a n d  in  a  “ H a m i l t o n ia n ” fo r m . A  p a r t ic u la r  c a s e  o f  h is  th e o r y  

a re  P r o c a ’s e q u a t io n s , b u t  a s  c a n  im m e d ia te ly  b e  s e e n  in  h is  s p in o r  fo r m u la ­

t io n , D ir a c ’s e q u a t io n s  are  a g a in  n o t  a lg e b r a ic a lly  e q u iv a le n t  t o  t h e  a b o v e . 

T h is  is  p a r t ly  d u e  t o  t h e  id e n t if ic a t io n  o f  a  “ s e l f - d u a l” te n s o r  w it h  o n e  

s y m m e tr ic a l  s p in o r , a  c o n n e x io n  w h ic h  is  in  a n y  c a se  in a p p r o p r ia te  i f  

c o m p le x  te n s o r s  are  t o  b e  c o n s id e r e d , b u t  e v e n  i f  h is  th e o r y  is  r e fo r m u la te d  

w it h  th e  in tr o d u c t io n  o f  a  s e c o n d  s y m m e t r ic a l  s p in o r  ( th e  tw o  s p in o r s  

r e p r e s e n t in g  th e  c o m p le x  a n t is y m m e t r ic a l  te n s o r ) , i t  d iffers  fro m  o u rs  in  

t h e  h a n d lin g  o f  th e  a d d it io n a l c o n d it io n s . I n  D ir a c ’s fo r m  w a v e  e q u a t io n  

a n d  in it ia l  c o n d it io n s  a re  s o  in te r w o v e n  t h a t  t h e  in tr o d u c t io n  o f  e le c t r o ­

m a g n e t ic  in te r a c t io n  b y  m e a n s  o f  (2 8 ) is  not a  c o n s is te n t  p r o c e d u r e . O n  th e  

o th e r  h a n d , D ir a c ’s “ H a m i l t o n ia n ” fo r m u la t io n  s h o w s  c le a r ly  t h a t  th e  

d if fe r e n c e s  o f  h is  th e o r y  c o m p a r e d  w it h  th e  p r e s e n t  o n e  a re  m e r e ly  d u e  t o  

d e ta il s  o f  r e p r e s e n ta t io n ;  in  th e  fo llo w in g  s e c t io n  a  d e v e lo p m e n t  o f  o u r  

th e o r y  w ill  b e  g iv e n ,  w h ich  e x a c t ly  p a r a lle ls  t h e  H a m il to n ia n  fo r m . T h is , 

in  fa c t , is  s h o w n  to  b e  e s s e n t ia lly  e q u iv a le n t  w ith  th e  d e  B r o g lie  fo r m  o f  th e  

th e o r y . W e  h a v e  p re fe r r e d  t o  le a v e  t h is  a s p e c t  t o  t h e  e n d  a s  i t  a p p e a r s  

p r e fer a b le  t o  u se  (1 ) a lo n e  in  t h e  in it ia l  s ta t e m e n t  o f  t h e  th e o r y ,  b u t  th e  

a lt e r n a t iv e  fo r m  is  a d m it t e d ly  o f  s o m e  in te r e s t  q u ite  a p a r t  fro m  i t s  c o n ­

n e x io n s  w it h  o th e r  a u th o r s ’ w o r k . I t  is  d e c id e d ly  h e lp fu l in  t h e  s t u d y  o f
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t h e  n o n -r e la t iv is t ic  l im it  a n d  m a y  a lso  p r o v e  t o  b e  o f  u s e  in  p r a c t ic a l 

c a lc u la t io n s .

T h e  p a r t i c l e  a s p e c t  o f  m e so n  th e o r y  1 0 9

7. Th e  Ha m il t o n i a n  f o r mu l a t io n  

L e t  e q u a t io n  (1) b e  m u lt ip b e d  b y  /?4:

d J l  f t  +  dkp j k 

a n d  (6 ) b e  s t a t e d  in  th e  fo r m

h ( l - f i l ) f t - d kP kf i t f t  =  0.(6 1 )

T h e n , a d d in g  t h e  tw o  e q u a t io n s , w e  o b ta in

- d t f t  +  dk ( h h ^ h M  f t  +  iK p^ ft =  
C X

A s  t h is  e q u a t io n  c o n ta in s  d( m u lt ip l ie d  in to  th e  u n it  m a tr ix , 

c o u n te r p a r t  o f  th e  D ir a c  e q u a t io n  in  th e  fo r m  (6 7 ), t h e  h e r m it ia n  m a tr ic e s  
1
-.-(Pi P iP k )corresp on d in g  to  t h e  a fe-m a tr ic e s . W e  m a y  p r o p e r ly  ca ll
X

H  =  j d k Pk) +  m c2̂  (6 3 )

th e  H a m il to n ia n — w r it in g  e q u a t io n  (6 2 ) a s

(H + fa lK  = 0' <64>

fo r  b y  (11)  a n d  ( 1 5 ) th e  e x p e c ta t io n  .v a lu e  o f  th e  e n e r g y  is

E =  r M  _  x s )  * i r  =  (6«)

so  t h a t  H is  a  p o s s ib le  form  o f  th e  e n e r g y  o p e r a to r . T h e  in c lu s io n  o f  th e  

fa c to r  /?4 o n  th e  r ig h t -h a n d  s id e  o f  ( 6 5 ) is ,  o f  co u rse , e s se n t ia l ,  th e  q u a n t i t ie s

i  f̂tWftdV or j f t * H f td V ,

h a v in g  n o  c o n n e x io n  w ith  th e  e n e r g y . I t  is  im p o r ta n t  to  n o te  th is  in  

v ie w  o f  so m e  c r itic ism  o f  D ir a c ’s H a m ilto n ia n  c o n c e p t io n  w h ic h  h a s  

r e c e n t ly  b e e n  p u t  fo rw a rd , a n d  is  a c t u a lly  b a s e d  o n  su c h  a n  in c o r r e c t 

d e f in it io n  o f  th e  e n e r g y  e x p e c ta t io n  v a lu e .
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1 1 0 N .  K e m m e r

I t  fo llo w s  fro m  t h e  a b o v e  t h a t  i f  a n y  p h y s ic a l  q u a n t i t y  is  r e p r e s e n te d  b y

Q  =  i J V  Q f d V , (6 6 )

i t s  t im e  d e r iv a t iv e  c a n  b e  s t a t e d  a s

(6 7 )

w h e r e R  =  \ ( H Q - Q H ) . (6 8 )

T h e  o n ly  f a c t  a b o u t  th e s e  r e la t io n s , w h ic h  m a k e s  t h e m  le s s  s im p le  th a n  in  

e le c t r o n  th e o r y  is  t h a t  Q  a n d  R  a re  n o t  t h e  o p e r a to r s

a n d  R  b y  d e f in it io n  (11) ,  s o  t h a t  g r e a t  ca re  r e g a r d in g  fa c t o r s  /?4 m u s t  b e  

t a k e n  w h e n  u s in g  (6 8 ) .

E q u a t io n  (6 2 ), h o w e v e r , d o e s  n o t  c o n ta in  t h e  w h o le  o f  t h e  o r ig in a l w a v e  

e q u a t io n  (1) a s  t h e  m u lt ip li c a t io n  b y  /?4 ( e q u a t io n  ( 6 0 )) o b lit e r a te s  t h e  p a r t  

o f  (1 ) w h ic h  b e lo n g s  t o  th e  e ig e n v a lu e  0 o f  /?4. T h is  o m it t e d  p a r t  c a n  r e a d i ly  

b e  s in g le d  o u t  b y  m u lt ip ly in g  (1 ) b y  1 — /?£. I n  t h is  w a y  o n e  o b ta in s

+  ( 6 9 )

a n  e q u a t io n  t h a t  d o e s  n o t  c o n ta in  t h e  t im e ,  a n d  c a n  th u s  b e  r e g a r d e d  a s  a n  

in i t ia l  c o n d it io n  w h ic h  t h e  w a v e  f u n c t io n  m u s t  s a t is fy .  B y  s t u d y in g  th e  

p a r t ic u la r  /?' r e p r e s e n ta t io n  u s e d  b y  d e  B r o g lie  o n e  f in d s  t h a t  ( 6 9 ) c o n ta in s  

e x a c t ly  t h e  s a m e  d if fe r e n t ia l  r e la t io n s  a s  p o s tu la t e d  b y  d e  B r o g lie , a lt h o u g h  

t h e  a lg e b r a ic  fo r m  o f  h is  in i t ia l  c o n d it io n ,

^ ( 7 4 7 ^ ' - 7 4  7 ^ )  f  + K { y J ' - Y J ) ' ] '  =  0 , 

h a s  n o  c o n n e x io n  w it h  (6 9 ). T h e  fo r m  (6 9 ) c e r ta in ly  a p p e a r s  t o  b e  t h e  m o s t  

c o n c is e  fo r  s t a t in g  th e s e  c o n d it io n s . I t  c a n  a lso  b e  e a s ily  s e e n  t h a t  ( 6 2 ) 

a n d  (6 9 ) to g e th e r  a re  a  c o m p le te  s u b s t i t u t e  fo r  ( 1 ), fo r  t h e  la t t e r  e q u a t io n  

c a n  b e  o b ta in e d  fro m  t h e  o th e r  tw o  b y  w o r k in g  b a c k w a r d s .

T h e r e  is  a n o th e r  a lt e r n a t iv e  w a y  o f  p u t t in g  d o w n  t h e  in it ia l  c o n d it io n s , 

w h ic h  c o n s is t s  in  p r o c e e d in g  a s  in  e q u a t io n s  ( 6 0 ) t o  (6 2 ) fo r  th e  th r e e  s p a c e  

c o - o r d in a te s  a s  w e ll  a s  fo r  t h e  t im e .  O n e  th e n  o b ta in s  th e  fo u r  e q u a t io n s

t r f  +  W t P v - P v P J I r  +  K P r f  =  °> (7 1 )

o f  w h ic h  t h e  fo u r th  is  th e  H a m il to n ia n  w a v e  e q u a t io n  a n d  t h e  o th e r  th r e e
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a re  t h e  in i t ia l  c o n d it io n s . T h is  is  t h e  fo r m u la t io n  o f  D ir a c ’s p a p e r . I n  s p it e  

o f  i t s  s y m m e t r y  i t  h a s  c o n s id e r a b le  d is a d v a n ta g e s  b e c a u s e  t h e  w a v e  

e q u a t io n  (1 ) a n d  t h e  s e c o n d  o r d e r  w a v e  e q u a t io n  (8 ) a r e  n o t  d e d u c ib le  

a lg e b r a ic a lly  fr o m  (7 1 ) a lo n e . T h e  u n s y m m e t r ic a l  s t a t e m e n t  o f  t h e  in i t ia l  

c o n d it io n  a s  g iv e n  b y  (6 9 ) is  th e r e fo r e  t o  b e  p re fer r e d .

I n  t h e  p r e s e n t  s e c t io n  e l e c t r o m a g n e t ic  in t e r a c t io n  w a s  h it h e r to  o m it t e d .  

I f  w e  a d d  i t ,  i t  f o l lo w s  fr o m  (3 4 ) t h a t  t h e  H a m ilt o n ia n  e q u a t io n  w il l  b e

g = A A -  A A + m c V i  _ |  A A _ i f t  A)[ (72)

a n d  t h e  o t h e r  e q u a t io n s  o f  ( 7 1 ) w il l  h a v e  a  s im ila r  fo r m . T h e  c o n d it io n  (6 9 ), 

o n  t h e  o t h e r  h a n d ,  w il l  s im p ly  b e c o m e

=  0(7 3 )

T h e  f in a l f ie ld -d e p e n d e n t  te r m  in  H  w a s  n o t  in c lu d e d  in  D ir a c ’s  s t a t e m e n t  
o f  t h e  H a m ilt o n ia n ,  b u t  i t  m u s t  c le a r ly  b e  a d d e d  t o  p r e s e r v e  th e  in v a r ia n c e  

o f  t h e  s c h e m e .

A n  in te r e s t in g  p r o p e r ty  o f  t h e  H a m il to n ia n  g iv e n  in  e q u a t io n  (6 3 ) is  
t h a t  fo r  a  p la n e  w a v e  s o lu t io n  w it h  m o m e n tu m ])  a n d  e n e r g y  E  — c (p 2 -f  ra2c 2)* 
th e r e  e x i s t s  t h e  r e la t io n

=  E*Hxlr. ( 7 4 )

T h e r e fo r e  t h e  e ig e n v a lu e s  o f  H  c a n  o n ly  b e  0  a n d  ±  E .  N o w  le t  u s  c o n s id e r  
a  p la n e  w a v e  s o lu t io n  o f  t h e  e q u a t io n  (1).  I t s  e n e r g y  v a lu e  c a n , a c c o r d in g  
t o  (6 5 ), b e  g iv e n  a s

E  =  \[̂ PiHxJrdV.( 7 5 )

T h e  p a r t i c l e  a s p e c t  o f  m e s o n  th e o r y  1 1 1

O w in g  to  th e  c o n t in u it y  e q u a t io n  ( 1 0 )

n (7 6 )

is  a  c o n s ta n t  a n d  c a n  b e  s o  n o r m a liz e d  t h a t  =  +  1. I n  th e  n o n - r e la t iv is t ic  
l im it  (§ 8) a  w a v e  fu n c t io n  fo r  w h ic h  =  +  1 w il l b e  a  s o lu t io n  o f  th e  tr u e  
o n e - b o d y  w a v e  e q u a t io n  o f  a  p a r t ic le  w it h  p o s it iv e  ch a rg e , a n d  i f  =  — 1, 
t h e  w a v e  fu n c t io n  b e lo n g s  t o  a  n e g a t iv e ly  c h a r g e d  s t a t e .  T h e r e fo r e  w e  h a v e

v | W 4 ( t f -  E ) f d V  = 0, 7 7 )
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1 1 2 N .  K e m m e r

fo r  “ p o s it iv e  c h a r g e ” s t a t e s ,  a n d

+  E ) xJsdV =  0 , (7 8 )

fo r  “ n e g a t iv e  c h a r g e ” s ta t e s .  F r o m  t h is  w e  s e e  t h a t  th e  o p e r a to r s

D +  =  ^ H  +  E )  a n d  D~ = Je (H ~ E)

w ill  h a v e  t h e  s a m e  p r o p e r t y  o f  “ a n n ih ila t io n  o p e r a t o r s ” a s  in  t h e  e le c tr o n  
t h e o r y , a n d  a  t e c h n iq u e  o f  c a lc u la t io n  w h ic h  m e r e ly  u s e s  s p u r  c o n d it io n s  
a n d  a n n ih ila t io n  o p e r a to r s  a p p e a r s  t o  b e  p o s s ib le  h e r e  ju s t  a s  in  t h e  e le c t r o n  
c a s e . T h e  n e c e s s a r y  s p u r  r e la t io n s  h a v e  a lr e a d y  b e e n  g iv e n  a t  t h e  e n d  o f  § 5 .

8. Th e  n o n -r e l a t i v i s t ic nl imi t

A  th e o r y  o f  t h e  t y p e  h e r e  c o n s id e r e d  m u s t  g o  o v e r  in t o  a  c la s s ic a l  r e la ­

t iv i s t i c  p a r t ic le  th e o r y ,  i f  h is  p u t  e q u a l t o  0 , a n d  m u s t  a lso  c o n ta in  n o n -  
r e la t iv is t ic  q u a n tu m  m e c h a n ic s  a s  th e  l im it in g  c a se  c ->  oo. T h e  fo rm e r  
l im it in g  p r o ce s s  h a s  a lr e a d y  b e e n  b r ie fly  m e n t io n e d  o n  p . 9 5 , a n d  d o e s  n o t  
d iffer  in  t h e  le a s t  fro m  t h e  c o r r e s p o n d in g  l im it  in  t h e  e le c t r o n  c a se . I t  is  

th e r e fo r e  su ff ic ie n t to  re fer  to  P a u l i ’s  a r t ic le , p . 2 4 0 , a n d  n o  fu r th e r  d is ­

c u s s io n  o f  th is  c a s e  is  n e c e s s a r y . T h e  n o n -r e la t iv is t ic  l im it  c - »  oo, o n  t h e  
o th e r  h a n d , h a s  s o m e  u n e x p e c te d  fe a tu r e s  w h e n  d e a lt  w it h  b y  m e a n s  o f  
o u r  fo r m a lism , a n d  w ill  n o w  b e  d is c u s s e d . I n  t h e  w a v e  fo r m u la t io n  t h is  
p r o b le m  h a s  b e e n  c o n s id e r e d  b y  P r o c a  (1 9 3 8 ) .

I t  is  n o t  p o ss ib le  t o  g iv e  th e  th e o r y  in  te r m s  o f  a b s tr a c t  /?A, b u t  o n e  c a n  
n e v e r th e le s s  s t a t e  i t  in  a  g e n e r a l fo r m  t h a t  c o v e r s  b o th  t h e  e s s e n t ia l 
in e q u iv a le n t  r e p r e s e n ta t io n s  o f  th e s e  m a tr ic e s . T h e  p o in t  o f  d e p a r tu r e  is  
t h e  c n o ic e  o f  a  r e p r e s e n ta t io n  o f  th e  fi in  w h ic h  /?4 is  d ia g o n a l. A s  /? | =  /?4, 
th e  e ig e n v a lu e s  o f  /?4 are  + 1 , 0  a n d  — 1 o n ly .  F o r  e ith e r  o f  th e  tw o  ir r e d u c ib le  
r e p r e s e n ta t io n s  le t  th e  c o m p o n e n t s  o f  x]r b e  d iv id e d  in to  th r e e  g r o u p s

x[r =  (^rl, \JII ^r111), 

s o  t h a t  ( f l i f r )1 — f t1, (A v ^ )11 =  ( / W n  =  - ^ i n . 

I t  c a n  b e  s e e n  w it h o u t  m u c h  d if f ic u lty  t h a t  t h e  th r e e  o th e r  fik c a n  th e n  
b e  c h o s e n  in  s u c h  a  w a y  t h a t

(/W =
< A f ) n  =  a r + L r n , -

0 W n “ W -  )

(81 )
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1 1 3T h e  p a r t i c l e  a s p e c t  o f  m e so n  th e o r y

T h e  a re  r e c ta n g u la r  m a tr ic e s  a n d  t h e  £ | ,  a n d  £* th e ir  h e r m it ia n  

c o n ju g a te s , t r a n s p o s e d  a n d  c o m p le x  c o n ju g a t e  m a t r ic e s  r e s p e c t iv e ly .  F r o m  

( 2 9 ) a n d  (3 3 ) o n e  t h e n  im m e d ia te ly  o b ta in s  t h e  e q u a t io n s

a n d

( d 4  +  k ) xjf1 +  3 f c  =  0 ,

( - 34- + x ) ^ n i  +  a - ^ n = = o,  

{ . . d- + K) r i + 2d ^ kr  =  + ^ F u ( i t e , - i k $ ) f n

( 8 2 )

T h is  m e t h o d  is  o b v io u s ly  a  d ir e c t  g e n e r a liz a t io n  o f  t h e  p ro ce d u r e  in  th e  
e le c t r o n  c a s e , in  w h ic h  t h q  P a u li  s p in  m a tr ic e s  t a k e  th e  p la c e  o f  t h e  £k. 
N o w , fro m  (6 4 ) a n d  ( 7 7 ) w e  s e e , t h a t  fo r  t h e  w a v e  fu n c t io n s  c o r r e s p o n d in g  
t o  p o s it iv e  ch a r g e

( 8 3 )

so  t h a t  in  th e  f ir s t  a p p r o x im a t io n  ~ m e 2):

(8 4 )

a n d  = (8 5 )

T h e r e fo r e  \Jrl th e n  b e c o m e s  th e  “ la r g e ” s e t  o f  c o m p o n e n ts , *JAl b e in g  
s m a lle r  b y  th e  fa c to r  v /c , e v e n  b y  v2/c 2. T o  t h e  fir st  a p p r o x im a t io n  th e

w a v e  e q u a t io n  fo r

<j> =  \Jrl le~iKCt (86 )

th e n  b e c o m e s  dt<j> -  -  d f  £k Q<j> =  0 ,
Cl K

( 8 7 )

a n d  fu r th e r  a p p r o x im a t io n s  c a n , o f  co u rse , b e  fo u n d  a s  fo r  th e  e le c tr o n  
(P a u li  1933 ). T h e  a c tu a l fo rm  o f  th e  m a tr ic e s  a s  w e ll  a s  th e  n u m b e r  o f  
c o m p o n e n ts  c o m b in e d  in  th e  n o n -r e la t iv is t ic  w a v e  fu n c t io n  n a tu r a lly  d e ­

p e n d s  u p o n  w h ic h  o f  th e  tw o  r e p r e se n ta tio n s  is  u sed , a n d  in  p ra c t ic e  i t  
w ill  b e  m o re  c o n v e n ie n t  n o t  t o  u se  th e  a b s tr a c t  e q u a t io n  (8 7 ) b u t  t o  s ta t e

V o l  1 7 3 .  A 8
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1 1 4 N .  K e m m e r

t h e  n o n -r e la t iv is t ic  th e o r y  s e p a r a te ly  fo r  t h e  t w o  r e p r e s e n t a t io n s . T h e  
a b o v e  fo r m u la e  th e n  le a d  t o  t h e  f o l lo w in g :

( a )  P ro ca 's  eq u a tio n s: \jf h a s  t h e  e ig e n v a lu e  +  1 th r e e  t im e s ,  s o  t h a t  0

h a s  th r e e  c o m p o n e n ts  w h ic h  fo r m  a  s p a c e  v e c to r . I n  t h e  t e n s o r  n o t a t io n  

o f  t h e  u s u a l m e s o n  th e o r y  (K e m m e r  1 9 3 8 a )  w e  f in d  th e s e  th r e e  c o m p o n e n t s

t o  b e  t h e  q u a n t i t ie s  +

T h e  w a v e  e q u a t io n  ( 8 7 ) t h e n  h a s  t h e  fo r m

h H2 p

(88)

T h is  is  th e r e fo r e  t h e  c o r r e c t  n o n -r e la t iv is t ic  w a v e  e q u a t io n  fo r  a  p a r t ic le  
o f  s p in  1.

(b) K le in -G o rd o n  eq u a tio n :  T h e r e  is  b u t  o n e  e ig e n v a lu e  +  1 o f  a n d  
h a s  b u t  o n e  c o m p o n e n t .  A s  is  o n ly  n a tu r a l t o  e x p e c t ,  t h e  w a v e  e q u a t io n  is

h *2

0^  =  O} (89)

i .e .  s im p ly  t h e  o r d in a r y  S c h r o d in g e r  e q u a t io n , b u t  a  d e ta il e d  c o m p a r is o n  

w ith  t h e  a b o v e  r e v e a ls  t h a t  t h is  (j) is  n o t  t h e  n o n -r e la

o f  th e  K le in -G o r d o n  e q u a t io n  b u t  o f  ^  c K ~ tt)

T h u s  e v e n  in  th is  s e e m in g ly  w e l l-k n o w n  c a s e  t h e  a b o v e  t r e a t m e n t  a p p e a r s  
t o  b r in g  s o m e  c la r if ic a t io n  o f  t h e  p h y s ic a l  in t e r p r e ta t io n .

9. Co n c l u d i n g  r e m a r k s

T h e  a b o v e  m u s t  su ff ic e  t o  in d ic a te  w h a t  is  m e a n t  b y  th e  “ p a r t ic le  a s p e c t  ” 
o f  m e s o n  th e o r y . I t  h a s  o n ly  b e e n  p o s s ib le  t o  g o  th r o u g h  t h e  fo r m a lis m  
v e r y  b r ie f ly  a n d  fu r th e r  in t e r e s t in g  p o in t s  m a y  c o m e  t o  l ig h t  w h e n  a t t e m p t s  

a r e  m a d e  t o  a p p ly  th e  a b o v e  to  p r a c t ic a l  c a lc u la t io n s . H o w e v e r , i t  is  f e l t  
t h a t  t h e  m a in  g a p s  h ith e r to  le f t  in  t h e  in t e r p r e ta t io n  o f  m e s o n  th e o r y  h a v e  

b e e n  f il le d  a t  le a s t  in  p r in c ip le . A s  a lr e a d y  s t a t e d  e a r lier , n o  a t t e m p t  h a s  
b e e n  m a d e  t o  ta c k le  th e  p r o b le m  o f  fo r m u la t in g  n u c le a r  in t e r a c t io n  o n  th is  

b a s is , b e c a u s e  i t  s e e m s  c le a r  t h a t  in  t h e  d e s c r ip t io n  o f  th o s e  e f fe c ts  t h e  w a v e  
a s p e c t  m u s t  b e  t h e  m o r e  fr u it fu l .  F o r  a  s im ila r  r e a s o n  w e  h a v e  r e fr a in e d  
fro m  p r e s e n t in g  t h e  s e c o n d  q u a n t iz a t io n  o f  t h e  m e s o n  e q u a t io n s  in  th is  
n e w  fo r m . I n  th e  q u a n t iz e d  (9 -n u m b e r )  th e o r y  t h e  tw o  a s p e c t s , p a r t ic le  

a n d  w a v e , a re  e s s e n t ia lly  in s e p a r a b le  a n d  i t  is  c le a r  t h a t  t h e  c o m p le t e  

p ic t u r e  is  a lr e a d y  c o n ta in e d  in  t h e  P a u li -W e is s k o p f  (1 9 3 4 ) th e o r y  a n d  it s
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1 1 5

g e n e r a liz a t io n  fo r  s p in  1. I t  w o u ld , o f  c o u r s e , b e  p o s s ib le  t o  o b ta in  th e  s a m e  

o p e r a to r  e q u a t io n s  b y  s ta r t in g  fr o m  t h e  p a r t ic le  fo r m a lis m  g iv e n  in  th is  

p a p er , b u t  t h e  f in a l e q u a t io n s  w il l  b e  id e n t ic a l  w h ic h e v e r  w a y  o n e  p r o c e e d s . 

L e t  i t  th e r e fo r e  b e  s u f f ic ie n t  t o  in d ic a te  t h e  c o m m u ta t io n  r u le s  a s  t h e y  

w o u ld  a p p e a r  in  t h e  p a r t ic le  fo r m u la t io n .  P a r t ic u la r  ca re  m u s t  b e  ta k e n  

t h a t  th o s e  c o m p o n e n ts  o f  \fr a re  d e a lt  w it h  c o r r e c t ly , fo r  w h ic h  /?4 ^r =  0 , 

fo r  in  t h e  c a s e  o f  th e s e  e q u a t io n  (1) d o e s  n o t  d e te r m in e  th e  t im e  d e r iv a t iv e .  
I n  t h e  q u a n t iz e d  th e o r y  t h e s e  c o m p o n e n ts  w il l  th e r e fo r e  n o t  o c c u r  a s  

s e p a r a t e  v a r ia b le s  b u t  m u s t  b e  c o n s id e r e d  a s  e q u a l b y  d e f in it io n  t o  c e r ta in  
s p a t ia l  d e r iv a t iv e s  o f  t h e  o th e r  c o m p o n e n ts . T h e  d e f in in g  e q u a t io n  is  (6 9 ). 

T h e  c o m m u ta t io n  r u le  m u s t  th e n  c o n ta in  o n ly  th e  o th e r  c o m p o n e n ts . I t  
c a n  b e  r e a d ily  s e e n  t h a t  i t s  c o r r e c t  fo r m  is

I W f i l  ) , A W U  =  [ ( i ^ A W / W J  =  (9 0 )
1/

T h e  r e s t  o f  t h e  q u a n t iz a t io n  is  s tr a ig h tfo r w a r d , a n d  c a n  in  fa c t  b e s t  b e  
p e r fo r m e d  b y  t r a n s la t in g  t h e  fo r m e r  w a v e  th e o r e t ic a l  fo r m a lism  in to  th e  
ft  la n g u a g e  s t e p  b y  s t e p .

A  f in a l q u e s t io n  w h ic h  im m e d ia te ly  p r e s e n ts  i t s e l f  is  w h e th e r  s im ila r  
fo r m a lis m s  c a n  a lso  b e  fo u n d  fo r  h ig h e r  v a lu e s  o f  th e  s p in , fo r  w h ic h  th e  
th e o r ie s  h a v e  r e c e n t ly  b e e n  fo r m u la te d  in  sp in o r  n o ta t io n  b y  F ie r z  a n d  P a u li 
(1 9 3 9 ). A s  k in d ly  c o m m u n ic a te d  t o  th e  a u th o r  b y  P r o fe ss o r  P a u li ,  a  g o o d  
d e a l o f  t h e  fo r e g o in g  fo r m a lism  c a n  b e  g e n e r a liz e d  fo r  th e s e  ca se s , b u t  i t  
is  y e t  a n  u n d e c id e d  q u e s t io n  w h e th e r  a  c o m p le te ly  s a t is fa c to r y  th e o r y  c a n  
b e  b u ilt  u p  o n  th e s e  lin e s . P e r h a p s  th e  o p in io n  is  ju s tif ie d  t h a t  i f  s u c h  
a  fo r m u la t io n  w ere  to  fa il ,  th e  p o s s ib i l it y  o f  th e  e x is t e n c e  o f  s u c h  h ig h e r  
p a r t ic le s  w o u ld  b e , t o  s a y  th e  le a s t , d o u b tfu l. T h e y  w o u ld  c e r ta in ly  n o t  b e  
p a r t ic le s  in  th e  fu ll  s en se , i .e .  a s  d e f in e d  b y  th e  a x io m s  o f  D ir a c ’s e le c tr o n  
th e o r y , a x io m s  w h ic h  th e  m e s o n  h a s  h ere  b e e n  s h o w n  to  o b e y .

I n  c o n c lu s io n  th e  w r iter  w is h e s  to  e x p r e s s  h is  s in c e r e s t th a n k s  to  P r o fe ss o r  
P a u li  fo r  th e  in te r e s t  ta k e n  in  th e  w o r k  a n d  th e  h e lp  g iv e n  in  it s  a lg e b r a ic a l 
p a r t .

Su m m a r y

I t  is  s h o w n  t h a t  a  r e - fo r m u la t io n  o f  th e  m e s o n  e q u a tio n s ' is  h e lp fu l in  
th e  in te r p r e ta t io n  o f  th e  m e s o n  a s  a  lo c a liz e d  p a r t ic le . I n s te a d  o f  u s in g  
t h e  u s u a l te n so r  fo rm , th e  w a v e  e q u a t io n s  are  s t a t e d  as

d Q . m e .

& / < • * +  =  0>

T h e  p a r t i c l e  a s p e c t  o f  m e so n  th e o r y

8-2
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1 1 6 N .  K e m m e r

w h e r e  t h e  /?;/ are  o p e r a to r s  c o m p le t e ly  d e fin e d  b y  a  s e t  o f  c o m m u ta t io n  r u le s  
f ir s t g iv e n  b y  D u ffin  (1 9 3 8 ) . T h e  th e o r y  c a n  b e  d e v e lo p e d  in  s tr ik in g ly  
c lo s e  c o r r es p o n d en ce  to  D ir a c ’s  e le c tr o n  th e o r y ,  p r a c t ic a lly  a ll t h e  d e f in it io n s  
o f  w h ic h  f in d  th e ir  e x a c t  c o u n te r p a r t , e .g . s p in , m a g n e t ic  m o m e n t , e t c .  
T h e  a lg e b r a ic  p r o p e r tie s  o f  th e  /?/t a re  s tu d ie d  in  d e ta il ,  a  c o m p a r is o n  w it h  
o th e r  s im ila r  fo r m u la t io n s  is  g iv e n  a n d  th e  l im it in g  n o n -r e la t iv is t ic  th e o r y  
is  d e v e lo p e d . T h e  fo r m a lism  p r o v e s  s im p le  t o  h a n d le  a n d  is  e x p e c t e d  t o  b e  
u s e fu l in  a ll  c a lc u la t io n s  p r im a r ily  c o n c e r n e d  w ith  th e  p a r t ic le  a s p e c t  o f  
t h e  m e s o n .
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