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Abstract

We present estimates of the term structure of inflation expectations, derived from an

affine model of real and nominal yield curves. The model features stochastic covariation

of inflation with the real pricing kernel, enabling us to extract a time-varying inflation

risk premium. We fit the model not only to yields, but also to the yields’ variance-

covariance matrix, thus increasing identification power. We find that model-implied

inflation expectations can differ substantially from break-even inflation rates when

market volatility is high. Our model’s ability to be updated weekly makes it suitable 

for real-time monetary policy analysis.  
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����	�


�� �������( ��
����0 �� ���� <*< �����. "� ��
� ��� %���� 	����� 
� �����% ���� ��


���� %����� �
� ���������� :( ;( <( =( D( +( ,( �� 7* %��� � ��0��� 7( �� ��
����

������% ��������	� � ����� 7.

��� ��� �
�����
 ���� ������

"� ��
�� ��� �������% 
� � �
� �% τ . ��� ���	� 
� � 
���� �
� ���� ��%� N7 ��

���� t+ τ �� P τt . ��� ���	� 
� � ���� �
� ���� ��%� N7 �� ���� t+ τ �� Rτt . ��� K���%

������	� 8���� 
� ��� 9#� �� ��
��� �% Qt. ��� ����	� 
� �������0� ������� ����

����� ������ � ���	
�� ��	�
� Mt ��	� ���� C���( �
� ������� K%���0 �� �
��( 7,+D(

<



�
� � ���
����
 
� ��� ��������� ���
��� 
� �������0� #��	�0E'

P τ
t = Et

�
Mt�τ

Mt

Qt

Qt�τ

�
, Rτt = Et

�
Mt�τ

Mt

�
C7E

"� ��
�� ��� 	
���
���% 	
��
���� %���� 
� ��� 
���� �
� yτt = − (1/τ ) ln (P τt )(

�� 
� ��� �����
 ����� �
� �% rτt = − (1/τ ) ln (Rτt ). "� ������� ��
�� ��� �
0/

�������	 �����
 ���� �% πt( �� ��� ���� 
� 	��0� 
� C��� �0����� 
�E ��� ���	�0

����� �% mt'

mt�� = − (lnMt�� − lnMt) �� πt�� = lnQt�� − lnQt C)E

$��0 ����� ��������
� (2) � �?����
 (1) 0����'

τyτt = − lnEt [exp (−Στs��mt�s − Στs��πt�s)] C:E

τrτt = − lnEt [exp (−Στs��mt�s)] C;E

"� �
��
� ��� �-� ���� ����	���� ���������� C��� #��FF���( )**:( �� ��0���
( )**=

�
� ��	�� �����%�E �� ������ ���� ��
	�� �
 �����
 �� ��� ���� ���	�0 �����

��� 	
����
���% 
����. "� 	� ��� ��� ��� ��
������� 
� ��� �
��� 0������0

=



��	��
 
� ��� 
���� ����������
 �
 ������� ��� ���� ��
 �?����
� ��'

yτt − rτt� �� �

��������

�����


=
1

τ
Et (Σ

τ
s��πt�s)

� �� �

����	���

�����


C<E

+
1

τ
Covt (Σ

τ
s��πt�s,−Στs��mt�s)

� �� �

�����
 ����

#������

− 1

2τ
V art (Σ

τ
s��πt�s)

� �� �

9
�����%

��@������

�������� �����
 ���� 	
����� 
� ����� 	
��
���' ����	��� �����
( ��� ���/

��
 ���� �������( �� � 	
�����% ��@������. ���������%( ��� ���� �
� �� ��������

��
� 9#� �����
 �� �� �� ������( �
 ��� 
���� �
� 	
�������� �����
�� �
� ���

����	��� �����
 ���� �������%. � ������
( �����
�� ��� 	
�������� �
� ��� ����

���� �����
 ������ � ��� ������. ��� �����
 ���� ������� �� �
������ �� �����


	
������ �0������% ���� ��� ���	�0 ����� M . � � 	
������
 ����� ����� ���	�0

������
��( ��� ���	�0 ����� �� ������� �
 ��� 0�
��� ���� 
� ��� ���0��� ������% 
�

	
������
. �����
 ���� �
 �� ��0� ��� 	
������
 0�
��� �� ��0�( �� ���

���0��� ������% 
� 	
������
 �� �
�. �
 ��� �0����� 
� ��� ���	�0 ����� ���� �


	
���% �
�������% ���� �����
( �� �� �
��� ����	� ��� �����
 ���� ������� �


�� �
������. ��� 	
�����% ��@������ �� ��
�
���
�� �
 ��� 	
����
�� �����	� 
�

�����
.
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��� ��� ���� ������� �� ����� ����
� ����
��

�?����
 (5) ��
�� ���� ��� �����
 ���� ������� �� ��
�
���
�� �
 ��� 	
�������


������ ������ �����
 �� ��� ������ ���� ���	�0 �����. � 
���� �
 ������% ���� 	
/

�������
 ���	����%( �� ���	� ��� �����	�/	
�����	� ������ 
� 
���� �� ���� %�����.

��	
� �
���� 	�
� �� 
������� ����	��%( ��� ���% 	� �� ��������� ���	����% ���

��� ���?��	% 
� 
������� %����� �� ��0� C��� 5���
( 7,+*E. "� ��� ��� ������������

6��9! �
��� ��
�
��� �% �0�� �� B�
�� C7,,<E �
 �������� ��� �%���	� 
� ���

�����	�/	
�����	� ������ �
� 
���� �� ���� %�����( �
� ��	� �������%.
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����� ε̂yt�� �� ��� �������� 
� � ��0�����
 
� 
���� %����� 
 ��00�� 
���� �� ����

%����� C�������% �% �������%E( �� ε̂rt�� ��� ��� ��������� 
� � ��0�����
 
� ���� %�����


 ��00�� ���� �� 
���� %����� C�0�� �������% �% �������%E. ��������
��( (σ̂yt )
� =

V art (yt��)( σ̂
yr
t = Covt (yt��, rt��)( (σ̂

r
t )
� = V art (rt��). ��	���� ��� ��
����
 
� ���

�����	�/	
�����	� ������ �� �		
���0 �
 � ?�������	 �
��( �� �� ������� �
 �� �
������

��1���. "� ��
���� ������% ��������	� 
� ��� ��������� �����	�� �� 	
�����	�� �

����� ).

�  �����
! 	
�����
 "#��������
�

��� $���� ��������� �
� �����
! ���
�� �����%�����


"� ���
� �
� 
� �����
 ��	�
� πt �� ��
 ���� ��	�
�� m
�
t �� m�

t ��	� ���� mt =

m�
t+m

�
t . "� ������� �
��� ��� ��
	�����	 ��
����
 
� ��� �����	�/	
�����	� ������ 
�

+



��� ��	�
�� �����	���%( ��
��0 ��� 	
����
�� �����	� 
� πt�� �% (σ
π
t )
�( ��� 	
����
��

	
�����	� 
� πt�� �� m
�
t�� �% σ

πm�

t ( ��	. ��� ��	�
� 
� ����� ��������� ��'

Xt =

�
πt m�

t m�
t (σπt )

� σπm�

t σπm�

t (σm�

t )
� (σm�

t )
�

�
′

���� �%���	 ��
����
'

Xt�� = �+ ΦXt + Σtǫt�� ����� ǫt�� ∼ N (0, I�) C=E

vec (ΣtΣ
′

t) = S� + S�Xt CDE

"� ��
���� �
�� ������ 
� ��� ���	�1	���
 � ������� �.

�
��
��0 K�-� �� B� C7,,=E( �� �
��� ��� ���	�0 ����� ���
��0 �
� �������

���	�� 
� ����. � �����	����( �� ���	��% ��� ���� 
� 	��0� 
� C��� �0����� 
�E ��� �
0

���	�0 ����� mt ��
� �?����
 (2) ��'

mt�� = r�t +
1

2
λ′tΣ

−�
t Σ

′−�
t λt + λ′tΣ

−�
t ǫt�� C+E

����� λt �� ��� ����/���%�0 ������ ���	� 
� ����( �� rt �� ��� 
�/����
� ���� ��
��

����( �
�� 
� ���	� ��� �-� ��	��
� 
� ����� ���������'

λt = λ� + λ�Xt( r�t = δ� + δ�Xt C,E

��� &�'�������!� �����
! ����������
�

��	���� ��� ��
����
 
� ����� ��������� �� 	
����
���% 6������( �� ���	�� 
� ����

��� 	
����
���% 6������( 
���� �� ���� %����� yτt �� rτt ��� �-� ��	��
� 
�

Xt. � �����	����( �% �����	�0 (6)( (8)( �� (9) ��
 (3)( �� ��
� � ������� � ����

,
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rτt




 =

1

τ
Cτ� +

1

τ
Cτ
�Xt C7*E

����� ��� 	
�-	��� �����	�� Cτ� �� C
τ
� ����� 
 ��� ���������� ���� 0
��� ��� �%/

���	 ��
����
 
� ��� ����� ���������. �� ����	��% �
��
�� ��
� (10) ���� ��� 	
����
��

�����	�/	
�����	� ������ 
� 
���� �� ���� %����� �� ���
 �-�'

vec






V art


yτt��

�
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yτt��, r

τ
t��

�
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yτt��, r

τ
t��

�
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rτt��
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 =

1

τ�
(Cτ

� ⊗ Cτ
� )S� +

1

τ �
(Cτ

� ⊗ Cτ
� )S�Xt

C77E

��� ��?������� �
� ��� ���� ����	���� �
 �� �������0� ���� ���� 
� 
�% ���
���

	
�����	% 
� ���	�0 �	�
�� ��� %���� 	����( ��� ���
 	
�����	% 
� ��� ���� ����	����


� �����	�/	
�����	� �����	�� �	�
�� ����������.

��� "��������
 ������

"� �������� ��� �
��� ��� ������� �������

� �� 
���� ��� ����� ��������� ��
�

��� B���� 1����. ��� ����� ���	� �����������
 
� 
�� �
��� ��'

Yt = C� + C�Xt + υt C7)E

Xt�� = �+ ΦXt + Σtǫt�� C7:E

vec(Σt��Σ
′

t��) = S� + S�Xt C7;E

����� Yt =

�
yt rt V art−� (yt) Covt−� (yt, rt) V art−� (rt)

�
′

�� C� �� C� ���	�

	
�-	���� 
� (10) �� (11) �	�
�� ����������. "� ����� ��� �����	�/	
�����	� ������

7*




� 
���� M ���� %���� ����� �� 
���������. "� ������ ���� ��� ���	�0 ���
� υt ��


�����% ����������� ���� 	
����( ���0
�� 	
�����	� ������ R. ����� 
 �����

���	� �����������
 � (8)( �� 1���� ��� ��	�
�� �		
���0 �
 ��� B���� 1����'

X̂t = �+ ΦX̂t−� +Kt

�
Yt − C� − C�

�
�+ ΦX̂t−�

��
C7<E

����� Kt �� ��� B���� 0�� C��� !�����
( 7,,;E. 6��� ��������� 
� ��� �����

��	�
�� X̂t( ��� ���������� Θ = {�,Φ, S�, δ�, δ�, λ�, λ�} 	� �� ��������� �% �������

�������

�( ����� 
 ��� 	
����
�� ����������
 
� Yt|Yt−� �
� ��	� 
��������
. ���

	
����
�� ����������
 
� Yt �� N
�
Ŷt|Yt−�,�Yt

�
���� Ŷt|Yt−� = C� + C�X̂t−�|Yt−� ��

�Yt = C�V ar (Xt|Yt−�)C� + R( �� �� ������ ���� ��� �����	�/	
�����	� ������ 
�

��� 
��������
 ���
��( R( �� 	
���� �� ���0
��. ��� �
0 �������

� ��	��
 �� ���'

L (Θ) = −
T�

t��

�
log
���Yt

��+
�
Yt − Ŷt|Yt−�

� 

�Yt
�−� �

Yt − Ŷt|Yt−�
�
′
�

C7=E

( "�������
! 	
�����
 "#��������
�

(�� �����
!

����� : ������� ��� ��������� ���������. "� ��� �����F�� ���	�� %����� � ��� ����/

����
( �
 ��� �
0/�� ��� 
� ��������� �����
 �� ��� 1��� ������ 
� − (B�)−�B�(

���	� �� 1.9L ����. "� ��@�	� � ��� �

� �
� ��� �����
 ��
	���( ��� �
 1� �/

����
 �
 �� ���������. ���� 	
�����
�� �
 ��� �����0� 9#� �����
 
��� ��� ������

����
� C��	��� ���� �� �
 
� ��� �% �	���� �����
 ����E. ��� ��
 ��	�
�� 
� ���

���� ���	�0 ����� m� �� m� 	
�����
� �
 ��� ����� �� ��
�� ��	�
�� 
� ��� ���� ����

����	����. "� 
�����F� m� �
 ���� F��
 ���.
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"� ���	� %����� �� ��	
� �
���� ����. ���� 	� �� ��� � ��0���� :/D. �

��0���� : �� ;( �� ��
� ��� �	���� �� 1���� %����� 
� ��� 
���� �� ���� ����

����	�����. � ��0���� <( =( �� D( �� ��
� ��� �	���� �� 1���� C�����F��E ���� ��


���� �����	�� �� 	
�����	��. "� 0��� ��� ������% ��������	� 
� ���	�0 ���
�� �

����� <. "� 1� ����� ���
�� �
� %����� �� ��� �����	�/	
�����	� 
� %�����.

� ��� ������0 ����������( ���� ����	���� �
���� ��� ������% 1���� �
 ���	� %�����.

� ���� �����( �� ��� �����	�/	
�����	� ������ 
� %����� �� ����. ���� ��
	����� ��
/

����� �� ���� 0������ 	
1��	� ��
�� ��� �		���	% 
� 
�� ��������� �����
 ���� ���/

����. �� �� �
 
� ���
�� ��� 	
������ ���� ��	
� �
���� ��
��� �� ���	���( �

����� ��	�
� �
��� C���� ��
 ���� �� 
� 
���� ��	�
� �� 	
���� ��	
� �
����E

��
��	�� ����� ���	�0 ���
��. ������ 
� ���0 ��������� �
�������% �
 1� ��� �
���(

�
�� ���� �	����� 
���
 ���	� ���� �
 0��0� ��
�����
 ��
�� ��	
� �
���� C���

6
������ �� 9
���/K������( )**) �� ����
� �� 9���
�( )**<E. $�
�������%(


���
 ���� 
 ��#� ��	������� �� 
� ������% ���������.

(�� )������

��� 1������ ��	�
�� 
� ��� ���	�0 ����� ��� ��
���� � ��0���� + �� ,. ��� ����

����� m ��	���� � )**7 �� )**)( �� �0�� � ��� ��	
� ���� 
� )**D. � � ���/

��� 	
������
 ����� ����� ���	�0 �
���( m �� ��
�
���
�� �
 ��� 0�
��� ���� 
�

	
������
. � �
�� ����
���� ����� �
�����
 �
����( m �� ��
�
���
�� �
 ���

�������
 
� 	
������
 0�
��� ��
� � �
��0 �����0� 
� 	
������
 0�
��� C���

�����E. ��� ������ �
��� 
� ��� ���� ����� ��0�� �� 	
������ ���� 
�� ��������� m(

��� �� �
 
� ������0��� ���� �
��� ������� C��� "�	����( )**= �
� � ���� ����	����

�
��� ���� ����� �
�����
E.

��� 1������ �����
 ��	�
� π �	������ � )**:/)**;( �� ��	���� ��
� � �����0�

7)



2.4% � )**< �
 � �����0� 
� 1.8% ��	� ��� ��0��0 
� )**D. � ��� ����
� ��
�

7,,,/)**7( ��� �����
 ��	�
� π �� ������ �
�A���� �� �����% ��� �
 ��� �
� ��?�����% 
�

��� ��#� ������ � ��� 1��� ����� %���� C��� �����	��
 <.) �
� ������� ���	����
E.

��� �����	� 
� ��� ���� ���	�0 ����� σ�m �� ��0��� ��� ��� �����	� 
� �����


σ�π( �� 	� �� ��� � ��0��� ,. ���� �
�������% ��� �����	�����% ��0� � )**7/)**:( ��

��� �0�� �
����� ��� �� 
� )**D( 	
�����
��0 �
 ����
�� 
� �
� m. ���� �
�������%

�� ���� ��0� ��� m C�� ��	� ���� ������� �����E ��� �
�. �����
 �����	� ��

�����	�����% ��0� � ��� ����% ���� 
� ��� ������ C7,,,/)**) ���� � �����0� 
� 7LE(

�� �� 
�% :* ����� �
��� ��	� ��� ��0��0 
� )**;. ��� ��0��� �
�������% 
� ���

�����
 ��	�
� �0�� �����% ����	�� �
�� 
� ��� ����?�����% 
� ��� ��#� ������ � ���

����% ������. �����0� 	
�����	� 
� ��� ���� ���	�0 ����� �� �����
 �� �0�����(

0���0 ���� �
 � �
������ �����
 ���� ������� C�?����
 5E.

(�� "#������ �
�����
 �
� ���*��� �
�����


����	��� �����
 	� �� 	
������ ��
� ��� ���������� 
� (6)'

1

τ
Et (Σ

τ
s��πt�s) = [1 * *...]

�
C̃τ
� + C̃τ

�Xt

�
C7DE

����� C̃τ
� = C̃τ−�

� +
�
I� + C̃τ−�

�

�
�( C̃τ

� =


I� + Cτ−�

�

�
Φ( C̃�

� = C̃�
� = 0.

"� ��
� ��� </7* %��� �������� �
����� ����� �
0����� ���� ��� ����	��� �����


�
����� ����� � ��0��� 7*( �� ��� ;/< �� ,/7* %��� �������� �� ����	��� �����


�
����� ����� � ��0��� 77. ����	��� �
����� �����
 �� ���� �
������ ��� ��������

�
����� �����
( ����	����% �
� �
0�� ����������.

K�3���	�� 
� �������� �� ����	��� �����
 ��� �
�� ��

�	�� �
� �
�����

�����. ���� 	� �� ��� � ��0��� 77( ����� �� ��
� ��� ;/< %���( </7* %���( �� ,/

7:



7* %��� �
����� �����
 ����� �
� ��������� �� ����	��� �����
. ��� ��3���	�

������ </7* %��� �������� �� </7* %��� �����
 ��� :7 ����� �
��� � ��� ��	
�

���� 
� )**D( �� )D ����� �
��� ��	� ��� ��0��0 
� )**:. ��� ��3���	� ������

����	��� �����
 �� �������� �����
 �� ���� ��

�	�� �
� ��
���� ����������

��	� �� ��� ;/< %��� �
�����( �� ���� ������ ��� ������� �� ��
���� �
��F
�.

"� ��
� � 	
������
 
� 
�� ��������� π �
 	����� 	
�� �� �
��� 9#� �����


� ��0��� 7). ��	� )**:( �� ������� ���� ��� �����
 ���� �� �����	� ��
� ��� ����

����	���� �� 	�
��� �
 ��� 	
�� 9#� ��� �
 �
��� 9#�. ���� ����	�� ��� ��	� ���� ���

��3���	� ������ 	
�� �� �
��� 9#� �� ������
�%( �
 �� �
�� 
� �3�	� ����	���

�����
 �� ��� ���������� ��
�� ����� %���� ���	� �� ��� � 
�� ���%���.

��� ��@������ �
 �������� �����
 C�.�. ��� ��3���	� ������ �������� ���/

��
 �� ����	��� �����
E 	
�������� ��0��% ���� ������ ����� �������� 
� �������

�
�������%. ���� 	� �� ��� � ��0���� 7; �� 7<. � ��0��� 7;( �� ��
� ��� �
���

������� ��@������ �
 �������� �����
 �
0����� ���� ��� 5������ 8%	� 4���
 ��/

����� &
�������% ���� C54&�E. ��� �
�� ���� �� � ������ �����0� 
� ��� �������%

������� �
�������% 
� )/%���( </%���( 7*/%���( �� 7</:*/%��� ��	��0� ������ 
���
�.

"� 	� ��� ���� ��� �������� ��@������ �� ��0� ��� �������% ������� �
�������% ��

��0�. � ��0��� 7<( �� ��
� ��� �
��� ������� ��@������ �
0����� ���� ��� �O# <**

������� �
�������% C&�PE 	
������ �% ��� 9��	�0
 �
��� 4���
� ��	��0� C9�4�E.

"� �0�� 1� � ��0� 	
�������
 ������ ��� ��@������( �� ������� �
�������%.

7;



+ �����
���

+�� �����
! ��� ��� 
���� �� �������

4�� ������� ���	�1	���
 ��� ��0�� ��	�
��' ��
 ��	�
�� 
� ��� ���� ���	�0 ����� ����

	������ ��� ����� �� ��
�� 
� ��� ���� ���� ����	����( 
� �����
 ��	�
� �
 �
���

�����
 ����	����
�( �� ��� �����	�� �� 	
�����	�� 
� ��� ���� �� 
���� ����/

�����. 9
������ �
 �
�� ������� � ��� ����������( ���� �� � ���������% ���0� ����� 
�

��	�
��. !
�����( ��� �����	�� �� 	
�����	�� ��� ���� �
� �% 
�� ��?�������

���� ��� �
��� 1� ��� �����	�/	
�����	� ������ 
� 
���� �� ���� %����� �	�
��

����������.

"� ���� ��������� � ����� 
� ���������� ���	�1	���
�. � ����� =( �� ���
��

� ���� �0���� � ���������� �
��� ���� 1�� ��	�
��' 
� ���� ��	�
�( �����
( ��

��� �����	�� 
� ��� ���� ����� �� �����
( �� ���� �� ����� 	
�����	�. "� 	� ���

���� ��� 1�� ��	�
� �
��� �� ��@�	��� �0���� ��� ��0�� ��	�
� ���������� �� ��� 7L

�����. ���� ������ ������ �� 
� ��	�
� �
� ��� ���� ���� ����	���� �� 
� ��-	��� �


�
��� ��� �%���	� 
� ����� �� ��
��. ��0��� ) ��
�� ���� ��� ���� ���� ����	����

��� 
��	����� �
������ � �
�� ����� �� ��
��( �� ���� ��
�� �
������ ��� 
�

�����	��% 	
��������. ���� %���� ���	�0 ���
�� �	����� �����������% ��� 
�% 
� ����

��	�
� �� ����.

"� ���
 �������� ���������� �
���� ���� �� ��	�
��' ��
 ���� ��	�
��( ��
 �����


��	�
��( �� ����� �����	�� �� 	
�����	�� C
� ���
����E. "� �
 
� 1� ���� ���

���	�0 ����
���	� ����
��� ��0�1	���% � ��� �� ��	�
� �
���( �� ���� ��� ���

��0�� ��	�
� �
��� � 
�� ������� ���	�1	���
 � 
���� �
 �������� ������
%. "� ����

���
 �������� ���	�1	���
� ����
�� ���� ���%�0 �����	�� �� 	
�����	��. "� �	�����

� ������� 1� � ����� 
� %���� ���
��( ��� �
 
� 1� ��	
� �
����( ��� 	
����	��
.

7<



+�� $������� ����� �����

�������� �� ��	� C)**;E �
�� 
�� ���� ��� ��#� ������ ��� ���������% ����?��� �
�

� ����� 
� %����. ��� ��?�����% � ��� ��#� ������ ������ ���� ����� �������( ����

����1	����% 	
�������0 �������� �����
 �����. � 
���� �
 ��� �
� ��� ����?�����%

��0�� 	��0� 
�� ���������( �� 1� ��� �
��� ���������% ���
�� )**) �� ��	� ���

��0��0 
� )**) C���� �������0 ��� ������ ��
 � ����� %��� �� � ��� %��� ����
�E.

"� ��� )**) �� � ����� �
�� �� �������� �� ��	� ��0�� ���� ��?�����% � ��� �����


��
��	��� ������ ��� 	
�������� �
 ��� ��?�����% 
� ��� 
3/���/�� �������% ������

��	� ���.

"� �
 1� � ����	����� ����� �� ��� ��0��0 
� )**)( �� ���
���� � ����� D.

!
�����( ��� 	��0�� � ���������� � ��� ��
 �������� ������ ����
�� �� �����. ��/

�
�����%( ��� 1������ ��	�
�� �
 
� 	��0� �����������%.

4�� ����
 �
� ���0 ��� 7,,,/)**+ ������ ����
� � ��� ������� ���������A��


� ��� ��
���� )**)/)**+ ������A�� ���� ��� �
0�� ����
� 	������� � ��
�� �������

	%	��. ��	��� ���� ��� $.�. �	

�% ��� � � ��	����
 �� ��� ��0��0 
� )**7. ��

�� ����� ��������
 � )**)( �� ��	���� ��� ��	����
 ��
� ��� ������( �� ��	� �� �

���� � ��� ��
�� 
� ��� ���� 	���� C��� ��0��� )E.

+�� 	
�����
 �� ����������

��� �������
 
� ��#� �
 ��� 9
������
 #��	� ���� C9#�E ���
��	�� � �����	�����

	
��
�� � %���� 	��0��. ���� �����	����� 	
��
�� �� �
������� 	����� I	���%I(

�� � 	���% ��@������ 
� %����� �� ��
�0 ���� �����	�������%. ��� ������� �� ���/

	���� ��%���� �
� ��#� ��� ����� �
 ��� 
/����
���% ��@����� ���� 9#� C9#�/

$���E ���� � �����/�
�� ��0. ��� 9#� �� ��������� ����% �
��. ��� ����% ������	�

7=



���� CK��E �
� ��#� ��%
3 �� ���	�0 	��	�����
 �� 	
������ ����� 
 ��� 9#�$/

��� ������ ���� ��
/ �� �����/�
�� ��0� C5) �� 5:E ��(

K���% ������	� ���� =�����/5
�� 9#� 8�0

+ ��
��%−��
������� 
� K�%� � 5
���

(��
/5
�� 9#� 8�0− �����/5
�� 9#� 8�0).

��#� ���	���� �� ��@����� �% �������%�0 ��� ���	���� �� �����	� �% ��� K�� ��

�������% �� ��� ������0 �� �% ��� K�� �� �����	� ����. ��� ��@����� ���	���� ��

���� �� �������%. ��� ���	���� ��%��� �� �������% ��

N #�� &����×K���% ������	� �����������% ����
K���% ������	� ���������	� ����

����� ��� ����
 
� ��� ��
 K��� �� 
��� �������� �
 �� ��� ���� ����
.

"� �������� ���	�1	���
� ����� ��� K�� �� �	����� � ��� 
��������
 �?����
�

C��������
 ������� 
� ��	� ���	�1	���
� �� 
� ���
���� ����E. "� ��@��� �
� ��� 	���%

�3�	� �% �
����0 ��� �������
 ��0 �����	���%. "� �
 
� 1� ���������� ��3���	��

� 
�� ��������� 
� ��� ���� ����	���� 
� ����	��� �����
( �
 �� 
��� �� ��
� ���

	����� �����.

, -�
�����


"� ��
�
�� � 
��� ����
�
�
0% �
 �����	� ��� ���� ����	���� 
� �����
 ����	����
�

��
� ��� ���� ����	����� 
� 
���� �� ���� ������� �����. 4�� 	
�������
 �� �
 1�

� �������0� ���� �-� �
��� 
� 
�% �
 %�����( ��� ���
 ����� 	
����
�� �����	�/

	
�����	� ������. "� 1� ���� � ��0�� ��	�
� �
��� ���� ��
 ���� ��	�
��( 
�

�����
 ��	�
�( �� 1�� �����	�/	
�����	� ��	�
�� 1�� �
�� 1��� �� ��	
� �
����


� ��� ���� ����	����� ����.

7D



4�� �
��� 	� �� ������� ����%( ����0 �� �������� �
� ������ �
��
��0. "�

�
 1� ���� ����� 	� �� ���������� ��3���	�� ������ �
��� ������� �����
 ��/

��	����
�( �� �������� �����
 �����. ����� ��3���	�� ��� ��0��% 	
�������� ����

������ �
�������% �������� ��	� �� ��� 54&� �������% ������� �
�������% ����( 
�

��� &�P �?���% ������� �
�������% ����. ���������%( �� ������� �
�������% �	������( ����

������ �	�����( �� ��������� ��� �
 
��������	� �����
 ����	����
�.

7+



� -������ �����'����� ���� �� .'������ �����

8�� Zt = [πt m
�
t m

�
t ]
′. ��� �������
 �?����
 �
� Zt �
��
�� � &��C7E ���� � 	
��/

��
�� �����	�/	
�����	� ������ �t'

Zt�� − Zt = B� +B�Zt +
�
�tεt�� ���� εt ∼ N (0, I	) C7+E

"� �
��� ��� ��
����
 
� ��� �����	�/	
�����	� ������ �t 
� εt �� � ������������

��
	�����	 ��
	���'

vec (�t��) = B̃′

�⊗B̃′

�+B̃
′

�⊗B̃′

�vec (�t)+S̃
′

�⊗S̃ ′�vec (ε̃t) ���� p�vec (ε̃t) ∼ N (0, I
) C7,E

����� p �� pinv ��� ����	��
 �����	��'

p =






1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1






pinv =






1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1






�
�� ���� p � pinv = I
.

7,



�
 
���� ��� 	
���	� ����� ���	� (6)( �� ���	� �?����
� (18) �� (19)'

Xt = [Zt p � ��	 (�t)]′ Σt =






√
�t 0

0

�
p
�
S̃ ′� ⊗ S̃ ′�

�
pinv






� =






B�
�
B̃′

� ⊗ B̃′

�

�
vec (I	)




 Φ =





B� + I	 0

0 p
�
B̃′

� ⊗ B̃′

�

�
pinv






�� ǫt =





εt

ε̃t




. "� ��
�� ��� ������� 
� �t �%'

�t =






(σπt )
� σπm

�

t σπm
�

t

σπm
�

t

�
σm

�

t

��
0

σπm
�

t 0
�
σm

�

t

��






C)*E

����� (σπt )
� �� ��� 	
����
�� �����	� 
� πt��(

�
σm

�

t

��
��� 	
����
�� �����	� 
�

m�
t��( ��	( �
 p � vec (�t) =

�
(σπt )

� σπm�

t σπm�

t (σm�

t )
� (σm�

t )
�

�
′

.

)*



� &�'�������!� ����������
�

"� ���� ��� �
��
��0 0���� �
� %�����'

yτt =
�
τ
Cτ
�y +

�
τ
Cτ
�yXt

rτt =
�
τ
Cτ
�r +

�
τ
Cτ
�rXt

C)7E

�
� ���� %�����( �� ����'

rτt = −
1

τ
lnEt

�
exp−mt�� − (τ − 1) rτ−�t��

�
C))E

�����	�0 ��� 0���� �
� ��� %���� ��	��
'

Cτ
�r + Cτ�rXt = − lnEt

�
exp−r�t −

1

2
λ′tΣ

−�
t Σ

′−�
t λt − λ′tΣ

−�
tǫt�� − Cτ−�

�r − Cτ−�
�r Xt��

�

$��0 ��� ��
������� 
� ��� �
��� 0������0 ��	��
 
� ��� 
���� ����������
 ��

	
���	��0 ����� 0����'

Cτ
�r + Cτ

�rXt = δ� + Cτ−�
�r + Cτ−��r (�− λ�)−

1

2
Cτ−��r ⊗ Cτ−��r S�

+

�
−1
2
Cτ−�
�r ⊗ Cτ−�

�r S� + Cτ−�
�r (Φ− λ�) + δ�

�
Xt

5��	��0 ����� 0����'

Cτ
�r = Cτ−�

�r + Cτ−�
�r (�− λ�)−

1

2
Cτ−�
�r ⊗ Cτ−�

�r S� + δ� C):E

Cτ
�r = Cτ−�

�r (Φ− λ�)−
1

2
Cτ−�
�r ⊗ Cτ−��r S� + δ� C);E

)7



�
� 
���� %�����( �� ����'

τyτt = −
1

τ
lnEt [exp (−Στs��mt�s − Στs��πt�s)] C)<E

4�'

Cτ
�y + Cτ

�yXt = − lnEt
�
exp−mt�� − φXt�� − Cτ−�

�y − Cτ−�
�y Xt��

�

����� φ = [1 0 0 ...]. ��� �� 1�'

Cτ
�y + Cτ

�yXt = δ� + Cτ−�
�y +



Cτ−�
�y + φ

�
(�− λ�)−

1

2



Cτ−�
�y + φ

�
⊗


Cτ−�
�y + φ

�
S�

+

�

Cτ−�
�y + φ

�
(Φ− λ�)−

1

2



Cτ−�
�y + φ

�
⊗


Cτ−�
�y + φ

�
S� + δ�

�
Xt

5��	��0 	
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