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▼✳ ❏❛♥❡↔❡❦a,✯✱ ❋✳ ◆♦✈ýb✱ P✳ ❍❛r❝✉❜❛a✱ ❏✳ ❙trás❦ýa✱ ▲✳ ❚r➨❦♦c✱ ▼✳ ▼❤❛❡❞❡d

❛♥❞ ▲✳ ❲❛❣♥❡rd

a❈❤❛r❧❡s ❯♥✐✈❡rs✐t② ✐♥ Pr❛❣✉❡✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ P❤②s✐❝s ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s✱
❑❡ ❑❛r❧♦✈✉ ✺✱ ❈❩✲✶✷✶✶✻✱ Pr❛❣✉❡✱ ❈③❡❝❤ ❘❡♣✉❜❧✐❝

b❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ➎✐❧✐♥❛✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ➎✐❧✐♥❛✱ ❙❧♦✈❛❦ ❘❡♣✉❜❧✐❝
c❘❡s❡❛r❝❤ ❈❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ➎✐❧✐♥❛✱ ➎✐❧✐♥❛✱ ❙❧♦✈❛❦ ❘❡♣✉❜❧✐❝

d❈❧❛✉st❤❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❈❧❛✉st❤❛❧✲❩❡❧❧❡r❢❡❧❞✱ ●❡r♠❛♥②

❚❤❡ ❤✐❣❤ ❝②❝❧❡ ❛♥❞ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❝②❝❧❡ ❢❛t✐❣✉❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ t✐t❛♥✐✉♠ ❛❧❧♦② ❚✐✕✻❆❧✕✹❱ ✇✐t❤ ❛ ❞✉♣❧❡① ♠✐✲
❝r♦str✉❝t✉r❡ ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❍✐❣❤ ❝②❝❧❡ ❢❛t✐❣✉❡ t❡sts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ 10

4

t♦ 10
7 ❝②❝❧❡s ❜② r♦t❛t✐♥❣ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✸✵ ❍③✳ ❚❤❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❝②❝❧❡ ❢❛t✐❣✉❡ t❡sts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥

t❤❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ 10
7 t♦ 10

10 ❝②❝❧❡s ✐♥ t❡♥s✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ❛♥ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ❢❛t✐❣✉❡ t❡st✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
♦❢ ✷✵ ❦❍③✳ ❚❤❡ str❡ss ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠
10

4 ✉♣ t♦ ✶✵9 ❝②❝❧❡s ❛♥❞ ♦♥❧② ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s ✭NF = 10
9✮ t❤❡ ❛❧❧♦② ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❧✐♠✐t

♦❢ ✹✻✵ ▼P❛✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧ ❢r❛❝t♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❇♦t❤
s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❝②❝❧❡ ❢❛t✐❣✉❡ r❡❣✐♦♥✳ ◆♦ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ❜✉t ♦♥❧②
❧♦❝❛❧ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥
✐♥ ❛❧♣❤❛✲❣r❛✐♥s✳

❉❖■✿ ✶✵✳✶✷✻✾✸✴❆P❤②sP♦❧❆✳✶✷✽✳✹✾✼
P❆❈❙✿ ✹✻✳✺✵✳✰❛✱ ✻✷✳✷✵✳▼✕✱ ✽✶✳✹✵✳◆♣

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚✐t❛♥✐✉♠ ❛❧❧♦②s ✉s❡❞ ❛s ❜✐♦♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦r ♣❡r♠❛♥❡♥t ♦r✲
t❤♦♣❛❡❞✐❝ ✐♠♣❧❛♥ts ❛r❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❝②❝❧✐❝
❧♦❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡② ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❛❢❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❧♦♥❣
♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❧✐❢❡✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ♠✉❝❤ ❜❡②♦♥❞ ❜✐❧❧✐♦♥ ❝②❝❧❡s✳
❆♠♦♥❣ ✈❛r✐♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s ❝✉rr❡♥t❧② ❡♠♣❧♦②❡❞✱ t❤❡ ❛❧❧♦②
❚✐✕✻❆❧✕✹❱ ❤❛s ❢♦✉♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❞✉❡ t♦ ✐ts ❣♦♦❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❛❜✐❧✐t② ❢♦r ♦s✲
s❡♦✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❝♦rr♦s✐♦♥ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ❞✉❡ t♦ ♣❛ss✐✈✐t② ❬✶❪✳
●♦♦❞ ❢❛t✐❣✉❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝✲

t♦r ❢♦r ❝②❝❧✐❝❛❧❧② ❧♦❛❞❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ ❡♥s✉r❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠
r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛❧ ❢❛t✐❣✉❡ ✇❛s
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✶✾t❤ ❝❡♥t✉r② ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❛t t✐♠❡
t❤❡ ♠❛✐♥ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡✲♦r✐❡♥t❡❞ ❢❛t✐❣✉❡ ❜❡❤❛✈✲
✐♦r ♦❢ ♠❡t❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠
♦❢ ❙✕◆ ❝✉r✈❡s✳ ■♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❢❛t✐❣✉❡ ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡ ❢❛✲
t✐❣✉❡ ❧✐♠✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ str❡♥❣t❤
❛t s♣❡❝✐✜❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s ❬✷❪✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❧✐❢❡
❝♦♥❝❡♣t✱ t❤❡ ♠❡t❛❧ ❢❛t✐❣✉❡ ❝❛♥ ❜❡ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡
❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❧♦✇ ❝②❝❧❡ ❢❛t✐❣✉❡ ✭▲❈❋✮
✖ ✉♣ t♦ 105 ❝②❝❧❡s t♦ ❢❛✐❧✉r❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❤✐❣❤
❝②❝❧❡ ❢❛t✐❣✉❡ ✭❍❈❋✮ ✖ ❜❡t✇❡❡♥ 105 ❛♥❞ 108 ❝②❝❧❡s t♦
❢❛✐❧✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❝②❝❧❡ ❢❛t✐❣✉❡
✭❱❍❈❋✮ ✖ ♦✈❡r 108 ❝②❝❧❡s t♦ ❢❛✐❧✉r❡ ❬✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❱❍❈❋ ✉s✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥ ❞❡✈✐❝❡s ✐s ❡①tr❡♠❡❧②
t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢t❡♥ ♥♦t ❡①❡❝✉t❡❞✳

✯❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r❀ ❡✲♠❛✐❧✿ ❥❛♥❡❝❡❦❅♠❡t✳♠❢❢✳❝✉♥✐✳❝③

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡ ✐t ✇❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠✲
♠♦♥ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❙✕◆ ❝✉r✈❡s ❤❛s t♦ ❜❡ r❡✈✐s❡❞ ✐♥
t❤❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❝②❝❧❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❬✹✱ ✺❪✳ ◆✉♠❡r♦✉s ❞❛t❛ ❡①✐st
❢♦r s♣r✐♥❣ ❛♥❞ ❜❡❛r✐♥❣ st❡❡❧s ✐♥ t❤❡ ❱❍❈❋ r❡❣✐♦♥ ❬✻✱ ✼❪✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❍❈❋ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢
❧✐❣❤t ♠❡t❛❧s✱ ❛s ❡✳❣✳ ♠❛❣♥❡s✐✉♠ ❛♥❞ t✐t❛♥✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡✐r
❛❧❧♦②s ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♣❛rs❡❧② ❬✽✱ ✾❪
♦r ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❛♥♥❡r ♦♥❧② ❬✶✵❪✳
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡

t❤❡ ❱❍❈❋ ❢❛t✐❣✉❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❚✐✕✻❆❧✕✹❱ ❛❧❧♦② ❛♥❞ t♦
❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ❍❈❋ ❢❛t✐❣✉❡✳

✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❚❤❡ ❚✐✕✻❆❧✕✹❱ ❛❧❧♦② ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ❜② t❤❡ s✉♣♣❧✐❡r✿
❆❧ ✭✺✳✺✕✻✳✼✺ ✇t✳✪✮✱ ❱ ✭✸✳✺✕✹✳✺ ✇t✳✪✮✱ ❖ ✭❁ ✵✳✷✪✮✱
❋❡ ✭❁ ✵✳✸ ✇t✳✪✮ ❛♥❞ ❈ ✭❁ ✵✳✶✪✮✱ ❍ ✭❁ ✵✳✵✶✺ ✇t✳✪✮ ❛♥❞
◆ ✭❁ ✵✳✵✺ ✇t✳✪✮✳ ❚❤❡ ❜❡t❛ tr❛♥s✉s ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦② ✐s ✾✾✺ ◦❈✳
❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❛s ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛t ✾✽✵ ◦❈

❢♦r ✶ ❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✇❛t❡r q✉❡♥❝❤✐♥❣✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✐t
✇❛s ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❛t ✽✵✵ ◦❈ ❢♦r ✶ ❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛✐r ❝♦♦❧✐♥❣✳
❋✐♥❛❧ ❛❣✐♥❣ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ✺✵✵ ◦❈ ❢♦r ✷✹ ❤ ❬✶✶❪✳
❆s t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❡♥❞✉r❛♥❝❡ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡r②

✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❝②❝❧❡s ✭104−1010✮ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ t❡st✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡s ✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ ❍❈❋ ❢❛t✐❣✉❡
t❡sts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ 104 t♦ 107 ❝②❝❧❡s
❜② r♦t❛t✐♥❣ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛t t❤❡ t❡st✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✸✵ ❍③✳
❚❤❡ ❱❍❈❋ t❡sts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉♥❞❡r ❢✉❧❧② r❡✈❡rs❡❞
❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭t❡♥s✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❧♦❛❞✐♥❣✱ str❡ss r❛✲
t✐♦ R = −1✮ ♦♥ ❛♥ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ❢❛t✐❣✉❡ t❡st✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇✐t❤
❛ ♣✐❡③♦❛❝t✉❛t♦r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t t❤❡ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝②
♦❢ ✷✵ ❦❍③✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❝❛♥ ❜❡

✭✹✾✼✮
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✹✾✽ ▼✳ ❏❛♥❡↔❡❦ ❡t ❛❧✳

❢♦✉♥❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡ ❬✶✷❪✳ ❱❍❈❋ t❡sts ♠❛② ❜❡ ❝❡rt❛✐♥❧② ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ❛❧s♦ ♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❢❛t✐❣✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t❡sts ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ❧♦♥❣ ❛♥❞ t❤❡
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❙✕◆ ❝✉r✈❡ ✇♦✉❧❞ ❧❛st s❡✈❡r❛❧
②❡❛rs✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❤✐❣❤ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ❢❛t✐❣✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❧❧♦✇s r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ t❡sts ✉♣ t♦
1010 ❝②❝❧❡s ✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♦♥❡ ✇❡❡❦✳ ❉✉❡ t♦ t❡❝❤♥✐❝❛❧
r❡❛s♦♥s t❤❡s❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛r❡ ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❡sts ❛t t❤❡
❍❈❋ r❡❣✐♦♥✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ▲❈❋ ✭N < 105✮
t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❛t ❛❧❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ t❡st✲
✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❍❈❋ r❛♥❣❡✳
❋❛t✐❣✉❡ ❤♦✉r❣❧❛ss✲s❤❛♣❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢

✹ ♠♠ ✇❡r❡ ❡❧❡❝tr♦♣♦❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❣❛❣❡ s❡❝t✐♦♥ t♦ ❡❧✐♠✲
✐♥❛t❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❛❝❤✐♥✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s✉r❢❛❝❡
✜♥✐s❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ α ❛♥❞ α+β
t✐t❛♥✐✉♠ ❛❧❧♦②s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✸❪✳ ❘♦t❛t✐♥❣ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢❛✲
t✐❣✉❡ t❡sts ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢
≈✷✷ ◦❈✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❤✉♠✐❞✐t② ♦❢ ≈✹✺✪✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡
❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢❛t✐❣✉❡ t❡sts t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇❡r❡ ❝♦♦❧❡❞
❜② ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❛✐r✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❢❛t✐❣✉❡ ❧✐❢❡ ✇❛s t❤❡
✜♥❛❧ ❢r❛❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❙✕◆ ✭❲ö❤❧❡r✮ ❝✉r✈❡ ✇❛s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳
❚❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜②

❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ s✉r❢❛❝❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ s❝❛♥✲
♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❋❊■ ◗✉❛♥t❛ ✷✵✵❋ ❡q✉✐♣♣❡❞
✇✐t❤ ❋❊● ❝❛t❤♦❞❡ ❛t t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ ✷✵ ❦❱✳
❈❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s
❛t t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❡♥❡r❣② ❞✐s♣❡r✲
s✐✈❡ ❳✲r❛② ❛♥❛❧②③❡r ❊❉❆❳✳

✸✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳ ❚❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❞✉♣❧❡① ♦r ❜✐✲♠♦❞❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ✇✐t❤ ✉❧t✐♠❛t❡ t❡♥s✐❧❡
str❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✵✺✵ ▼P❛✱ ❛♥❞ ②✐❡❧❞ str❡♥❣t❤ ♦❢ ✾✺✵ ▼P❛✱
❝♦♥s✐sts ♦❢ ≈✸✵ ✈♦❧✳✪ ♦❢ ♣r✐♠❛r② α ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ ❛ s✐③❡ ♦❢
❛❜♦✉t ✷✵ µ♠ ❛♥❞ ≈✼✵ ✈♦❧✳✪ ❧❛♠❡❧❧❛r ❝♦❧♦♥✐❡s ♦❢ α + β✳
■t ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ❜② ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs t❤❛t t❤❡ ❜✐♠♦❞❛❧ str✉❝✲
t✉r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡♥s✉r❡s ❣♦♦❞ ❢❛t✐❣✉❡ ❡♥❞✉r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❚✐✕✻❆❧✕✹❱ ❛❧❧♦② ❬✶✹❪✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❚✐✕
✻❆❧✕✹❱ ❛❧❧♦② ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❡①tr❡♠❡❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♣r✐♦r
t❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❤✐st♦r②✱ ❡✳❣✳✱ ♣r✐♦r β ❣r❛✐♥
s✐③❡✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♣r✐♠❛r② α t♦ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ β✱ t❤❡ α ❣r❛✐♥
s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ α/β ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s✱ ❛❧❧ ✐♠♣❛❝t✐♥❣ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❍❈❋ ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠❛①✲
✐♠✉♠ ❢r❛❝t✉r❡ t♦✉❣❤♥❡ss ❛♥❞ ❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ r❡✲
s✐st❛♥❝❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❲✐❞♠❛♥stätt❡♥ ♠✐❝r♦str✉❝✲
t✉r❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ β r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤✐s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ✐♥❢❡r✐♦r ❍❈❋ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❜✐✲♠♦❞❛❧ ♣r✐✲
♠❛r② α ♣❧✉s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ β ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞
t♦ ♣r❡✈❡♥t ❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥ t♦ ✜♥❡ ❡q✉✐❛①❡❞✱ ✜♥❡ ❧❛♠❡❧❧❛r✱ ❝♦❛rs❡ ❡q✉✐❛①❡❞ ❛♥❞
❝♦❛rs❡ ❧❛♠❡❧❧❛r ❧❡❛❞s t♦ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐♥ ❢❛t✐❣✉❡
❧✐❢❡t✐♠❡ ❬✶✺❪✳
❘❡s✉❧ts ♦❢ ❢❛t✐❣✉❡ t❡sts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳ ❋❛t✐❣✉❡

❝✉r✈❡ ✭❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❲ö❤❧❡r ♦r ❙✕◆ ❝✉r✈❡✮ ✇❤✐❝❤

❋✐❣✳ ✶✳ ❉✉♣❧❡① ✭❜✐✲♠♦❞❛❧ str✉❝t✉r❡✮ ✖ ❧✐❣❤t ♣r✐♠❛r②
α ♣❤❛s❡ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ ❞❛r❦ ❧❛♠❡❧❧❛r α+β ❝♦❧♦♥✐❡s ✭❡t❝❤❡❞
✐♥ t❤❡ ❑r♦❧❧ s♦❧✉t✐♦♥✮✳

❋✐❣✳ ✷✳ ❙✕◆ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❚✐✕✻❆❧✕✹❱ ❛❧❧♦②✳

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❢❛t✐❣✉❡ ❧✐❢❡ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s t♦ ❢❛✐❧✉r❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠
σ = f(logN) ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❇❛sq✉✐♥
❢✉♥❝t✐♦♥

σ (N) = aN b, ✭✶✮
✇❤❡r❡ σ ✐s str❡ss ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ a ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❇❛sq✉✐♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t
✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥✢❡①✐♦♥ ❢♦r N = 1✮✱ N ✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s
❛♥❞ b ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❇❛sq✉✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❧♦❣✕❧♦❣ ✜t
t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ ♦❜❧✐q✉❡ ❛s②♠♣t♦t❡ ♦r ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ✐♥ t❤❡
♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥✢❡①✐♦♥✮✳
❚❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❇❛sq✉✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣

t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❢❛t✐❣✉❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ✜♥✐t❡ ❧✐❢❡ σ(N) ♦♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s N ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙tr♦♠❡②❡r
❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇✲❝②❝❧❡ r❡❣✐♦♥

σ (N) = a (N +B)
b
, ✭✷✮

❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ t❤❡ ❤✐❣❤✲❝②❝❧❡ r❡❣✐♦♥
σ (N) = aN b + σ∞, ✭✸✮

✭✇❤❡r❡ σ∞ ✐s ♣❡r♠❛♥❡♥t ❢❛t✐❣✉❡ ❧✐♠✐t✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
P❛❧♠❣r❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ❧♦✇✲ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤✲❝②❝❧❡
r❡❣✐♦♥s



❚❤❡ ❱❡r② ❍✐❣❤ ❈②❝❧❡ ❋❛t✐❣✉❡ ❇❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❚✐✕✻❆❧✕✹❱ ❆❧❧♦② ✹✾✾

σ (N) = a (N +B)
b
+ σ∞. ✭✹✮

▼❛♥② ♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❙✕◆ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝❛♥
❜❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❬✶✻✱ ✶✼❪✱ ❜✉t t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
♠❛♥② ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ P❛❧♠❣r❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✹✮ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡
♠♦st ♣r♦♣❡r ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡✳ ❖❜t❛✐♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❢❛t✐❣✉❡ t❡sts
✇❡r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

σ (N) = [1700(N − 4900)−0.2 + 440] ▼P❛. ✭✺✮
❆s s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✷ ❢❛t✐❣✉❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②
t❤❡ ❙✕◆ ❝✉r✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r r♦t❛t✐♥❣ ❜❡♥❞✐♥❣ ✭f =
30 ❍③✮ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ t❡♥s✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✲
✐♥❣ ✭f = 20 ❦❍③✮ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡
str❡ss ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s ✐♥ t❤❡
r❡❣✐♦♥ ❢r♦♠ 104 t♦ 109 ❝②❝❧❡s✳ ❙♠♦♦t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ ❙✕
◆ ❝✉r✈❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ♦❢
❧♦❛❞✐♥❣✳ ■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❢❛t✐❣✉❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ r♦t❛t✐♥❣ ❜❡♥❞✐♥❣
❛♥❞ t❡♥s✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s
✈❡r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✭✉♣ t♦ ✷✵✪✮ ❬✶✽❪✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♠✐❝r♦♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦
♠✐❝r♦♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡❛t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ s♣❡❝✐♠❡♥s
❞✉r✐♥❣ ❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❤❡❛t ❣❡♥✲
❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ t❡sts ❛t ❤✐❣❤❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣
✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✶✵4 t♦ ✶✵7 ❝②❝❧❡s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t
❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✸✵ ❍③✳ ❆❜♦✈❡ 107 ❝②❝❧❡s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♦❢ ♠✐❝r♦♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❧♦✇ ❛♥❞ ♠✉❝❤ ❧❡ss
❤❡❛t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❡st❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥s✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ t❡sts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥✲
❝✐❡s ✭≈✷✵ ❦❍③✮ ❛♥❞ ✈❡r② ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s
✭≥ 109✮ ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❡st✐♥❣
❢r❡q✉❡♥❝② ♦♥ ❙✕◆ ❝✉r✈❡✳
❋♦r ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s ✭N > 109✮ t❤❡ str❡ss ❛♠✲

♣❧✐t✉❞❡ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ✉♣ t♦ 1010✳ ❚❤❡ ❱❍❈❋ r❡❣✐♦♥
♦❢ ❚✐✕✻❆❧✕✹❱ ❛❧❧♦② ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❡①✲
tr❡♠❡❧② ❧♦✇ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❢❛t✐❣✉❡ str❡♥❣t❤ ❬✶✾✱ ✷✵❪ ❛s ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ ♠♦st ♦t❤❡r str✉❝t✉r❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❛s ❡✳❣✳ str✉❝✲
t✉r❛❧ st❡❡❧s✱ ❤✐❣❤ str❡♥❣t❤ st❡❡❧s ♦r ❆❉■ ❛❧❧♦②s ❬✼❪✳ ❋r♦♠
t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥tN ≈ 108 ♠❛② ❜❡ s❡t ❛s t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡
❧✐♠✐t ♦❢ t❤✐s ❛❧❧♦②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢
t❤❡ ❛❧❧♦② ♠❛② ❞✐✛❡r ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛t tr❡❛t✲
♠❡♥t✳ ❆ ♠❛r❦❡❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❢❛t✐❣✉❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t✐t❛♥✐✉♠
❛❧❧♦②s ❛❜♦✈❡ 107 ❝②❝❧❡s ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❬✷✶❪✳
❆s r❡♣♦rt❡❞ ❜② ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs✱ ❛❧s♦ ❢♦r t✐t❛♥✐✉♠ ❛❧❧♦②s✱

t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❜❡❧✐❡❢ t❤❛t ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦
✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❝❝✉rs ❛t t❤❡
❧♦✇ str❡ss ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐♥ ❱❍❈❋ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ s♦❧❡ s✉r❢❛❝❡
❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❱❍❈❋ r❡❣✐♦♥ ✇❛s r❡♣♦rt❡❞
♦♥❧② r❛r❡❧② ❬✶✾✱ ✷✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ❞❡t❛✐❧❡❞ ❢r❛❝t♦❣r❛♣❤✐❝
❙❊▼ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❢❛t✐❣✉❡ ❢r❛❝t✉r❡ s✉r❢❛❝❡s
♦❢ ❚✐✕✻❆❧✕✹❱ ❛❧❧♦② ✐♥ ❍❈❋ ❛♥❞ ✐♥ ❱❍❈❋ r❡❣✐♦♥ r❡✈❡❛❧❡❞
♦♥❧② s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛t ❢r❛❝t✉r❡ s✉r❢❛❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❞✐✛❡r❡♥t str❡ss ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ■♥ ♠♦st s♣❡❝✐♠❡♥s ♦♥❧②
s✉r❢❛❝❡ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳ ❖♥❧② ❡①✲
❝❡♣t✐♦♥❛❧❧② ✭✷ s♣❡❝✐♠❡♥s ♦❢ ✶✵✮ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❛ st❛r✲ ♦r ❛ r♦s❡tt❡✲❧✐❦❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❝❝✉rr❡❞✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳
❈♦♥tr❛r② t♦ ♦t❤❡r ❛✉t❤♦rs ❬✶✵❪ ♦✉r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛t❡

❋✐❣✳ ✸✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❙❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ✖ s✉r❢❛❝❡ ❝r❛❝❦ ✐♥✐✲
t✐❛t✐♦♥❀ σa = 475 ▼P❛✱ N = 1.74× 10

9✳

❋✐❣✳ ✹✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❙❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ✖ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❝r❛❝❦
✐♥✐t✐❛t✐♦♥❀ σa = 450 ▼P❛✱ N = 1.17× 10

9✳

t❤❛t s✐♠✐❧❛r ❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦♣❡r❛t❡ ❜♦t❤ ❛t ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ str❡ss ❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❧❡❛r tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦
✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❍❈❋ ❛♥❞ ❱❍❈❋ r❡❣✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❞✐s❝✉ss
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥s ♦❢ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ♠❛✲

t❡r✐❛❧s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❤❡t✲
❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ❙✉❜s✉r❢❛❝❡ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✜s❤✲❡②❡
♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s t②♣✐❝❛❧ ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
♦❢ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞❡❢❡❝ts ❧✐❦❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ♣♦r❡s✱ ❡t❝✳ ❬✺✱ ✻✱
✾✱ ✷✸❪✳ ❲r♦✉❣❤t t✐t❛♥✐✉♠✲❜❛s❡❞ ❛❧❧♦②s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦✇ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ♣♦r❡s ❛♥❞ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✇❤✐❝❤
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s t❤❡♠ ❢r♦♠ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❛♥❞ ♠❛❣✲
♥❡s✐✉♠ ❛❧❧♦②s✳



✺✵✵ ▼✳ ❏❛♥❡↔❡❦ ❡t ❛❧✳

❋✐❣✳ ✺✳ ❋❛❝❡t✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡ ❛t t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥
s✐t❡❀ σa = 450 ▼P❛✱ N = 1.17 × 10

9 ❛♥❞ ♣❧❛❝❡ ♦❢ ❊❉❳
❛♥❛❧②s✐s✱ ❞❡t❛✐❧ ♦❢ r❡❣✐♦♥ ❆ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✹✳

❋✐❣✳ ✻✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❊❉❳ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛❜✲
♥♦r♠❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❚❛✲
❜❧❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ♦♥❧② q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✳

◆❡✐t❤❡r ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ♥♦r ♣♦r❡s ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐✲
❛t✐♦♥ s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢r❛❝t✉r❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t②♣✐❝❛❧ ❝❧❡❛✈❛❣❡ ❢❛❝❡ts ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥
t❤❡ ❝r❛❝❦ ♦r✐❣✐♥ ✐♥ α ❣r❛✐♥s ✭❋✐❣✳ ✺✮ ✇❤❡r❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝❤❡♠✐✲
❝❛❧ ❛❜♥♦r♠❛❧✐t② ✇❛s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❊❉❳ ❛♥❛❧②s✐s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✻
❛♥❞ t❤❡ ❚❛❜❧❡✳ ❈❧❡❛✈❛❣❡ ❢❛❝❡ts ❛t ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ s✐t❡s
♠❛② ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❋✐rst❧②✱
✐♥t❡r♥❛❧ ❝r❛❝❦s ♠❛② ✐♥✐t✐❛t❡ ❛t ♣r✐♠❛r② α ❣r❛✐♥s ✐♥ ❜✐✲
♠♦❞❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✇❤♦s❡ ❧❛r❣❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝♦♥st✐t✉t❡
✇❡❛❦ s✐t❡s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♣r✐♠❛r② α ❣r❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❜✐✲
♠♦❞❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s s✐t✉❛t❡❞ ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦
t❡♥s✐❧❡ str❡ss✱ t❤❡ ❧♦♥❣ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛❝ts ❛s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧
♥♦t❝❤ ❬✶✵❪✳ ❚❤✐r❞❧②✱ t❤❡ ❡❛s② ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧
t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧❛♠❡❧❧❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛❧s♦ ❝❛✉s❡s ❢❛❝❡t ❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧
❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ α+β t✐t❛♥✐✉♠ ❛❧❧♦②s ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥
❛♥❞ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❜② ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs ❬✶✵✱ ✷✹✱ ✷✺❪✳
❉❡s♣✐t❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ s✉r❢❛❝❡ ❛t

❍❈❋ ❛♥❞ ❱❍❈❋ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❢❛t✐❣✉❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡s❡ t✇♦ r❡✲
❣✐♦♥s✳ ❆t ❧♦✇ str❡ss ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✭❱❍❈❋ r❡❣✐♦♥✮✱ t❤❡

❚❆❇▲❊

❚❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✭q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡t❡r♠✐✲
♥❛t✐♦♥✱ ❩❆❋ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✮✳

❊❧❡♠❡♥t ❬✇t✪❪ ❬❛t✳✪❪ K r❛t✐♦ Z A F

❆❧ K ✽✳✾✸ ✶✹✳✽✸ ✵✳✵✹✻✺ ✶✳✵✼✾✸ ✵✳✹✽✶✼ ✶✳✵✵✸✵
❚✐ K ✾✵✳✹✻ ✽✹✳✻✸ ✵✳✽✾✵✺ ✵✳✾✾✶✸ ✵✳✾✾✸✵ ✶✳✵✵✵✵
❱ K ✵✳✻✶ ✵✳✺✹ ✵✳✵✵✻✵ ✵✳✾✼✶✵ ✶✳✵✵✵✽ ✶✳✵✵✵✵
t♦t❛❧ ✶✵✵✳✵✵ ✶✵✵✳✵✵

♠❛❝r♦✲♣❧❛st✐❝✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤r♦✉❣❤✲t❤✐❝❦♥❡ss
s❧✐♣ ♦r ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♣❡rs✐st❡♥t s❧✐♣ ❜❛♥❞s✱ ✐s ✐♥❛❝t✐✈❡✳ ❖♥❧②
t❤❡ ♠✐❝r♦✲♣❧❛st✐❝✐t② ❞✉❡ t♦ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
❝❛♥ ❛❝t ❛s ❛ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❬✶✵❪✳ ■♥ t❤❡ t✇♦✲♣❤❛s❡
❛❧❧♦②✱ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ s✐t❡ ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t
♦♥❧② ♦♥ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❢❛❝t♦rs✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ t♦ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ str❛✐♥✐♥❣ ❬✷✻✱ ✷✼❪✳

❋✐❣✳ ✼✳ ❋❛❝❡t✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥
s✐t❡❀ σa = 450 ▼P❛✱ N = 6.24× 10

9✳

❋✐❣✳ ✽✳ ❚r❛♥s❣r❛♥✉❧❛r ❝❧❡❛✈❛❣❡ ❢❛❝❡ts ❛t t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡
❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ s✐t❡❀ σa = 450 ▼P❛✱ N = 6.24× 10

9✳

❆t ❤✐❣❤ str❡ss ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✭❍❈❋ r❡❣✐♦♥✮ ❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦s
✐♥✐t✐❛t❡❞ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ❞✉❡ t♦ ❝②❝❧✐❝ s❧✐♣
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ st❛❣❡ ■ ❢❛❝❡ts✳ ❖♥❧②



❚❤❡ ❱❡r② ❍✐❣❤ ❈②❝❧❡ ❋❛t✐❣✉❡ ❇❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❚✐✕✻❆❧✕✹❱ ❆❧❧♦② ✺✵✶

s✐♥❣❧❡ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rr❡❞✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥
✇❛s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✈❡♥ ❛t ❤✐❣❤❡st str❡ss ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❋❛✲
t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ α ♣❤❛s❡ ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❬✷✽❪✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ r❡♣♦rt❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❛✉✲
t❤♦rs ❬✷✾✱ ✸✵❪✳ ❋♦r ❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❱❍❈❋ r❡✲
❣✐♦♥ ✭❋✐❣s✳ ✼✱ ✽✮ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ tr❛♥s❣r❛♥✉❧❛r ❝❧❡❛✈❛❣❡ ❢❛❝❡ts
✇✐t❤ ✇❡❛❦❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢❡❛t❤❡r❧✐❦❡ ❢❡❛t✉r❡s ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳
❚❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛t ❧♦✇ str❡ss ❛♠♣❧✐t✉❞❡s

✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❝❧❡❛✈❛❣❡ ❢r❛❝t✉r❡ t❤❛t
♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛❧♦♥❣ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❧♦✇ ✐♥❞❡① ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝
♣❧❛♥❡s✳ ▲♦✇ ✐♥❞❡① ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥
❛s ❝❧❡❛✈❛❣❡ ♣❧❛♥❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ❜r♦❦❡♥ ✐♥
❱❍❈❋ r❡❣✐♦♥ s❤♦✇ ❝❧❡❛r❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝❧❡❛✈❛❣❡ ❢❛❝❡ts ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s♣❡❝✐♠❡♥s ❜r♦❦❡♥ ✐♥ ❍❈❋ r❡❣✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r r❡✲
s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✸✶❪✳

❋✐❣✳ ✾✳ ❙tr✐❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ s✉r❢❛❝❡❀ σa =

475 ▼P❛✱ N = 7.46× 10
7✳

❋✐❣✳ ✶✵✳ ❉❡t❛✐❧ ♦❢ ✜♥❡ str✐❛t✐♦♥s❀ σa = 450 ▼P❛✱ N =

5.31× 10
9✳

❚r❛♥s❣r❛♥✉❧❛r ❢❛t✐❣✉❡ ❢r❛❝t✉r❡ ✇✐t❤ r❛❞✐❛❧ str❡❛❦s ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥
❛❧❧ s♣❡❝✐♠❡♥s ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ str❡ss ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳
❚❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ s✉r❢❛❝❡s ❛t ❤✐❣❤ str❡ss ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❤❛✈❡ ♠♦r❡
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s❡❝♦♥❞❛r② ❝r❛❝❦s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❝r❛❝❦

❣r♦✇t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ str✐❛t❡❞ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r s♣❛❝✐♥❣
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❢r❛❝t✉r❡ s✉r❢❛❝❡s ❛t ❧♦✇ str❡ss ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳
❙❡❝♦♥❞❛r② ❝r❛❝❦s ✐♥ ❚✐✕✻❆❧✕✹❱ ❛❧❧♦② ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❢♦r♠
❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝✐❝✉❧❛r α ❛♥❞ β ♣❤❛s❡ ❬✸✷❪✳
❚❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ s✉r❢❛❝❡s ❛t ❧♦✇ str❡ss ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ ❛s s❡❡♥
✐♥ ❋✐❣s✳ ✾✱ ✶✵ s❤♦✇ ✈❡r② ✜♥❡ str✐❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢❛❝❡ts ♦❢ α ❣r❛✐♥s ❛t ❤✐❣❤ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s✳

✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❚✐✕✻❆❧✕✹❱ ❛❧❧♦② ✐♥ t❤❡ ❱❍❈❋
r❡❣✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❞❡t❛✐❧ ❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s
♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠
t❤✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✿

❼ s♠♦♦t❤ ❙✕◆ ❝✉r✈❡ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ✭r♦t❛t✐♥❣ ❜❡♥❞✲
✐♥❣ ❛t ✸✵ ❍③ ✈s✳ t❡♥s✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛t ✷✵ ❦❍③✮✱

❼ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② ✜tt❡❞ ❜② t❤❡
P❛❧♠❣r❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱

❼ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t r❡❣✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ✐♥ ❙✕
◆ ❝✉r✈❡✳ ■♥ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❝②❝❧❡ r❡❣✐♦♥ ✭N < 107✮
t❤❡ ❝✉r✈❡ str♦♥❣❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s N ✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❝②❝❧❡ r❡✲
❣✐♦♥ ✭N > 109✮ t❤❡ str❡ss ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥✲
st❛♥t ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ N ✱

❼ ✉♥❧✐❦❡ ♦t❤❡r str✉❝t✉r❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❚✐✕✻❆❧✕✹❱ ❡①✲
❤✐❜✐ts ❛ ❞✐st✐♥❝t ❢❛t✐❣✉❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡❧② ✹✻✵ ▼P❛✱

❼ s✉r❢❛❝❡ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♣r❡✈❛✐❧s ✐♥ ❱❍❈❋ r❡❣✐♦♥✳
❙✉❜s✉r❢❛❝❡ ❝r❛❝❦s ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥❧②
❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧❧②✱

❼ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❝r❛❝❦s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❢r♦♠ ③♦♥❡s ✇✐t❤ ♥♦
♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✭♣♦r❡
❛♥❞✴♦r ✐♥❝❧✉s✐♦♥✮ ♠❛✐♥❧② ❢r♦♠ α ❣r❛✐♥s✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ✜♥❛♥❝✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ●r❛♥t
❆❣❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❈③❡❝❤ ❘❡♣✉❜❧✐❝ ✉♥❞❡r t❤❡ ❣r❛♥t ♥♦✳ ✶✹✲
✸✻✺✻✻●✳ ▲✳ ❚r➨❦♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡s ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ❜② t❤❡
❊✉r♦♣❡❛♥ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❋✉♥❞ ❛♥❞ ❙❧♦✈❛❦ ❙t❛t❡
❇✉❞❣❡t ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✏❘❡s❡❛r❝❤ ❈❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✲
✈❡rs✐t② ♦❢ ➎✐❧✐♥❛✑ ✇✐t❤ ■❚▼❙ ❝♦❞❡ ✷✻✷✷✵✷✷✵✶✽✸✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ▲✳ ➆❦✉❜❧♦✈á✱ ❇✳ ❍❛❞③✐♠❛✱ ▲✳ ❇♦r❜ás✱ ▼✳ ❱✐t♦s♦✈á✱
▼❛t❡r✳ ❊♥❣✳ ✖ ▼❛t❡r✳ ■♥③✳ ✶✺✱ ✶✽ ✭✷✵✵✽✮✳

❬✷❪ ❙✳ ❙✉r❡s❤✱ ❋❛t✐❣✉❡ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱
❈❛♠❜r✐❞❣❡ ✷✵✵✹✳

❬✸❪ ❋✳ ◆♦✈ý✱ ❖✳ ❇♦❦➲✈❦❛✱ P✳ P❛❧↔❡❦✱ ▼✳ ❈❤❛❧✉♣♦✈á✱ Pr♦❝✳
❊♥❣✳ ✶✵✱ ✶✹✵✽ ✭✷✵✶✶✮✳
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❬✹❪ ■✳ ▼❛r✐♥❡s✱ ❳✳ ❇✐♥✱ ❈✳ ❇❛t❤✐❛s✱ ■♥t✳ ❏✳ ❋❛t✐❣✉❡ ✷✺✱
✶✶✵✶ ✭✷✵✵✸✮✳

❬✺❪ ❍✳ ▼✉❣❤r❛❜✐✱ ■♥t✳ ❏✳ ❋❛t✐❣✉❡ ✷✽✱ ✶✺✵✶ ✭✷✵✵✻✮✳

❬✻❪ ❋✳ ◆♦✈ý✱ ▼✳ ❷✐♥↔❛❧❛✱ P✳ ❑♦♣❛s✱ ❖✳ ❇♦❦➲✈❦❛✱ ▼❛t❡r✳
❙❝✐✳ ❊♥❣✳ ❆ ✹✻✷✱ ✶✽✾ ✭✷✵✵✼✮✳

❬✼❪ ❈✳ ❇❛t❤✐❛s✱ P✳❈✳ P❛r✐s✱ ●✐❣❛❝②❝❧❡ ❋❛t✐❣✉❡ ✐♥ ▼❡❝❤❛♥✲
✐❝❛❧ Pr❛❝t✐❝❡✱ ▼❛r❝❡❧ ❉❡❦❦❡r✱ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✷✵✵✺✳

❬✽❪ ❍✳ ▼❛②❡r✱ ▼✳ P❛♣❛❦②r✐❛❝♦✉✱ ❇✳ ❩❡tt❧✱ ❙✳ ❱❛❝✐❝✱ ■♥t✳
❏✳ ❋❛t✐❣✉❡ ✷✼✱ ✶✵✼✻ ✭✷✵✵✺✮✳

❬✾❪ ❋✳ ◆♦✈ý✱ ▼✳ ❏❛♥❡↔❡❦✱ ❱✳ ➆❦♦rí❦✱ ❏✳ ▼ü❧❧❡r✱ ▲✳ ❲❛❣♥❡r✱
■♥t✳ ❏✳ ▼❛t❡r✳ ❘❡s✳ ✶✵✵✱ ✷✽✽ ✭✷✵✵✾✮✳

❬✶✵❪ ❏✳❍✳ ❩❤✉♦✱ ❩✳●✳ ❲❛♥❣✱ ❊✳❍✳ ❍❛♥✱ ▼❛t❡r✳ ❙❝✐✳ ❊♥❣✳ ❆
✹✼✸✱ ✶✹✼ ✭✷✵✵✽✮✳

❬✶✶❪ ❏✳ ▼✉❡❧❧❡r✱ ❍✳❏✳ ❘❛❝❦✱ ▲✳ ❲❛❣♥❡r✱ ✐♥✿ ❚✐✲✷✵✵✼ ❙❝✐✲
❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❊❞s✳ ▼✳ ◆✐✐♥♦♠✐✱ ❙✳ ❆❦✐②❛♠❛✱
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