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In troduct ion .  

Je me suis pos6 le probl~me de Cauchy pour les 6quations aux d6riv6es par- 

tielles hyperboliques non lin6aires k propos des 6quations de la gravitation d'Ein- 

stein. Ces 6quations se pr6sentent en effet eomme un syst~me de dix 6quations du 

second ordre, lin6aires, s quatre variables (espaee et temps) et dix fonctions ineon- 

hues, les potentiels de gravitation. Ces 6quations sont du types hyperbolique normal 

dang un syst&me de eoordonn6es spatio-temporelles r6gulier. Le probl4me du d6ter- 

minisme se pose, dans la th6orie d'Einstein, sous forme du probl~me de Cauehy, les 

donn6es 6tant port6es par une vari6t6 orient6e dans l'espace, relativement s ce syst~me 

d'6quations. L'6tude de ee probl~me, en supposant les donn6es de Cauchy analytiques 1, 

avait montr6 que, moyennant quatre conditions v6rifi6es par ces donn6es, il eorre- 

spondait ~ des donn6es initiales, port6es par une surface S non caract6ristique, un 

espace-temps einsteinien au voisinage de S. L'6tude des surfaces caract6ristiques, 

d~finies par le fair que les donn6es de Cauchy, port~es par une telle surface, ne d6- 

terminait pas au voisinage un espace-temps, avait montr6 que ces surfaces ~taient 

tangentes en l'un quelconque de leurs points M au <~ conoide Caract6ristique ~> de sommet 

M, ce cohoS'de ~tant engendr6 par lag rayons lumineux, g6od6siques de longueur nulie. 

On voyait ainsi apparaltre des ondes et rayons gravifiques, donnant au champ de 

gravitation le caract4re d'un ph6nom~ne de propagation et on eonstatait l'identit6 

entre les lois de propagation de Ia lumi~re et du champ de gravitation. I1 apparais- 

salt alors comme tr~s important d'6tendre ces r6sultats art cas de donn~es de Cauchy 

non analytiques, d'une part parce qu'une telle hypothgse d'analyticit6 n'a pas de sens 

G. DAamOXS [i]. A. LXCHN~aOWICZ [2]. 



142 Y. Four~s-Bruhat. 

dans une th~orie physique off Ies ehangements de coordonn6es sont astreints seule- 

ment ~ ~tre suffisamment diff6rentiables, d'autre part pour mettre en ~vidence ce 

que M. Stelhnacher [11] appelle la <<structure causale~> de l'espaee-temps: le champ 

de gravitation en nn point M ne doit d@endre que du champ aux points antgrieurs 

M (e'est-s que l'on peut joindre h M par une ligne d'univers partout orientSe 

duns le temps, et qui poss~de une eoordonn~e temporelle inf~rieure). M. Stellmacher 

avait, en utilisant des majorations de Friedrichs et Lewy et des coordonnges iso- 

thermes, dSmontr6 un th~or~me d'unicit~: s des donnges de Cauehy, portges par un 

domaine d'une surface d'espace int6rieur au conoide earactSristique de sommet M, 

correspond au plus un syst~me de potentiels au point M (~ un ehangement de eo- 

ordonnges prgs). J'ai voulu montrer qu'il en correspondait effectivement un. 

Le problgme que je me suis posg est le problgme.de Cauchy relativement ~ un 

syst~me d'~quations aux d~rivges partielles du second ordre, lin~aires par rapport 

aux dgrivSes secondes seulement. L'univers ~tant rapport~ s un systgme de eoordon- 

n~es spatio-temporelles isotherme et r~gulier, les coefficients des dgrivSes seeondes sont 

les mgmes pour les dix 6quations, la forme quadratique correspondante devant gtre 

hyperbolique normale. 

La r~solution du problgme de Cauchy pour une 5quation aux d5riv~es partielles 

hyperbolique non lin~aire a ~t~ dgtermin~e par H. Lewy [5], dans 18 eas de deux 

variables, par integration sur les earaet~ristiques et approximations suecessives. 

Schauder [6], en utilisant des majorations de Friedriehs et Lewy et l'approximation 

par des fonetions analytiques indiquait ,en 1935 une mSthode permettant sans doute 

d~atteindre le th~orgm'e d'existenee pour une ~quation du second ordre, hyperbolique, 

un hombre queleonque de variables. En 1937, utilisant une majoration due s Haar, 

Sehander [7] d~montrait l'existenee d 'une solution du probl5me de Cauchy pour cer- 

tains~ systgmes d'gquations du premier ordre. Sa solution s'appliquait en partieulier 

!une 5quation du second ordre s deux variables. L'gtude des syst~mes hyper- 

boliques du premier ordre et la transformation de Fourier conduisait par ailleurs 

Petrovsky [9], apr~s Herglotz [8], s formuler des thSorgmes d'existenee d'une grande 

ggngralit~. 

I1 m'a paru que,. pour les problgmes que pose la th~orie de la relativitg, il serait 

intSressant d'obtenir, sous le moins d'hypotbgses possible un thgorgme d'existenee 

ais~ment utilisable, permettant de trouver des propri~t~s des solutions comparables 

aux propri4t4s classiques des ondes lumineuses et des potentiels de gravitation, et 

d'avoir des formules qui puissent gtre un moyen de ealcul effectif des champs de 

gravitation, au moins approch6s, correspondant s des. conditions initiales donn~es. 



SystSmes d'~quations aux d~riv4es partielles non lin~aires. 143 

Je consacre done les trois premiers chapitres d e  ce travail h la r6solution du 

problgme de Cauchy, dans le cas non analytique, pour un syst~me d'4quations aux 

d6riv~es partielles hyperboliques du second ordre non lin6Mres ~ n fonctions incon- 

nues Ws et ~ quatre variables x ~, de la forme 

0 2 Ws ,~, # = 1,2, 3, 4, 
E =  A ~j` - + / s = O ,  

~x~ ~x" s =  1, 2 . . .  n, 

oh A ~ et/~ sont des fonctions donn6es des inconnues W~ et de ]curs d4riv6es premieres. 

J'utilise, pour cette r6solution, un syst~me d'6quations int6grales v6rifi6 par les 

solutions s ep t  lois diff6rentiables des 6quations E. ~ Ce syst~me s'obtient pour des 

6quations lin6aires en int6grant sur le conoide caract6ristique Z de sommet M des 

combinaisons lin6aires des 6quations E (les coefficients de ces combinMsons sont des 

fonctions auxiliaires qui poss~dent en M les propri~t4s de la param6trix, approxima- 

tion de la solution 616mentaire de M. Hadamard)  et en joignant aux ((formules de 

Kirchhoff~) ainsi obtenues les 6quations d4terminant le conoide caract6ristique et les 

fonctions auxiliMres. Les r6sultats s '6tendent ais6ment aux 6quations non lin4aires, h 

condition d'int6grer sur Z non ies 6quations E elles-m~mes mais les 6quations d6duites 

de E par cinq d6rivations, et de joindre aux 6quations int6grales pr6c6dentes les 

6quations reliant entre elles les d6riv~es des fonctions inconnues jusqu'au cinqui~me 

ordre. Un tel syst~me avait 6t6 form6 par Sobolev [10] pour une ~quation aux 

d6riv6es partieiles du second ordre lin6aire hyperbolique (h coefficients analytiques) 

et par Christianovich [12] pour une ~quation non lin6aire s quatre variables. Chris- 

tianovich se bornait  toutefois ~ une 6quation ne contenant pas de d6riv6es secondes 

mixtes et n'6crivait de formules de Kirchhoff qu'en donnant des valeurs particuli~res 

aux coefficients (la r6solution qu'il donne du syst~me qu'il obtient est d'Mlleurs 

erron6e, les int6grales qu'il consid~re n '6tant  pas convergentes). 

]~tendant ces m6thodes, j'6cris sous sa forme complete le syst~me d'6quations 

int6grales v6rifi6 par un syst~me d'6quations quelconques du type E et j '6tudie de 

fa~on d6taill6e les diverses quant i t6s  figurant dans ces 6quations int6grales (cha- 

pitres I et II) en rue  de leur r6solution. Je remarque que le noyau, figurant dans 

la formule de Kirchhoff ,  n'est born6 que sous des conditions de d6rivabilit~ faites sur 

les inconnues. Des difficult6s se pr6sentent donc pour r6soudre directement le systSme 

d'6quations int6grale's obtenu et pour l 'utiliser ~ la r6solution du probl4me de Cauchy 

relativement ~ E. 

1 M. M. ]~IESZ utilise 6galement des 6quations int6grales pour r6soudre le probl~me de Cauchy 

lin6aire b, coefficients variables. 
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Je rgsous au ehapitre I I I  le probl~me de Cauchy pour le systgme E en utili- 

sant le syst~me d'~quations int~grales v~rifig par les solutions d'5quations aux d~riv@s 

partielles E 1 approchSes de E. La dSmonstration est faite en d~tail dans le cas, un 

peu plus simple, faisant intervenir des dSriv~es d'ordre moins 51evS, (et qui est celui 

des 5quations de ]a relativitfi) o/1 les coefficients des dSriv~es secondes d@endent  

des  fonctions ineonnues mais non de leurs dSriv@s premieres. Je montre qu'h des 

donn~es de Cauchy cinq fois diff~rentiables, port~es par an domaine compact d de la 

surface initiale x 4 - 0 ,  correspond une solution quatre fois diff~rentiable, unique, des 

6quations E dans un domaine D, tronc de cSne ayant  pour base le domaine d, si 

les coefficients de ces ~quations sont quatre fois diff6rentiables. 

La r6soIution du problgme de Cauchy pour un syst~me E queleonque peut  se 

faire de manigre tout  'X fait analogue: il suffit de consid6rer des ~quations approeh~es 

non de E lui-m@le mais d'~quations pr6alablement d6riv6es. 

J 'applique, au chapitre IV, les r6sultats precedents aux ~quations de la gra- 

vitation. 

Les ~quatiens de la relativit6 R ~ - 0  se r6duisent en coordonn~es isothermes 

des 6quations du type E, Ga~=0. Je d6montre, en utilisant les conditions de con- 

servation, que la solution du probl~me de Cauchy, relativement aux ~quations G ~ - 0 ,  

satisfait dans tout  son domaine d'existence aux conditions d'isothermie s'il e n e s t  

ainsi des donn6es initiales. Cette solution satisfait donc aux 6quations de gravitation. 

Je montre qu'elle est unique k un ehangement de eoordonn@s pr~s. J 'a i  aihsi con- 

struit .un espace-temps einsteinien correspondant k des conditions initiales non ana- 

lytiques, port~es par un domaine d'espaee, et d'una fa~on qui met on 6vidence le 

caract~re de propagation propre ~ la gravitation relativiste. 

Je suis heureuse d 'exprimer ici ma profonde reconnaissance ~ 1~. Lichnerowicz 

qui m'a fair largement profiter de la clart6 de vue avec laquelle il aborde les grands 

problgmes math@~atiques. Aprgs m'avoir sugg6r6 d'entreprendre ca travail il n'a cess6 

de me prodiguer les encouragements at les conseils qui re 'out permis de le mener  

bien. Je tiens ~galement ~ adresser rues vifs remereiements ~ M. G. Darmois: l'int6r~t 

bienveil!ant qu'il a toujours montr~ pour rues t ravaux sur des problgmes dont il fur 

le premier ~ poser t'essentiel, m'a ~t6 trgs pr~eiaux. 

Je prie M. Leray qui a bien voulu se joindre au jury de ma thgse et M. P6rSs 

qui en a accept6 la pr6sidence de trouver iei l'expression de ma respectueuse gratitude. 

Je remercia trgs respectueusement M. Marcel Riesz de son appui bienvaillant, 

qui a permis l'impression de ce travail. 
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CHAPITRE I.  

]~quat ions  l in6aires .  

Nous consid6rerons dans ce chapitre un syst6me (E) de n 6quations avec d6riv6es 

partielles du second ordre, h n fonctions inconnues us ct quatre variables x, hyper- 

boliques et lin6aires, du type suivant: 

~2ur bu~ r, s ~  1, 2 . n, 
E~=A~'sx~Ox, ~ B ~ ' - - +  /~=O, "" 

~x" ~, # =  1, 2 , . . .  4. 

Les coefficients A x" (qui sont les m~mes pour les n equations), B~ z" et /~ sont des 

fonctions donn6e3 des quatre variables x ". Nous supposerons qu'ils satisfont dans un 

domaine D d6fini par 
[x'-~*l<_d, Im41<e ( i = 1 ,  2, 3) 

(oh ~*, d et e sont des nombrcs donn6s) 

aux hypotheses suivantes: 

H y p o t h e s e s  sur les coefficients.  

1 ~ Les coefficients A x" et B r~ admettent  des d6riv6es partielles continues et 

born6es jusqu'aux ordres respectivement quatre et deux. Les coefficients ]r sont con- 

tinus et born6s. 

2 ~ La forme quadratique A~"xxx, est de type hyperbolique normal, ~ un carr6 

positif et trois carr6s n@atifs. Nous supposerons en outre que la variable x ~ eat 

une variable <~temporelle>>, les trois variables z ~ 6rant (~spatialles~>, c'est-~-dire que 

A44> 0 et ]a forme quadratique A~ixixj d6finie < 0 .  

3 ~ Les d6riv6es partielles d'ordres respectivement quatre et deux des A ~" et 

B~ x satisfont s des conditions de Lipschitz par rapport  ~ tous leurs arguments. 

S o m m a i r e  du  Chap i t r e  I. 

Nous montrerons, en vue de r6soudre le probl~me de Cauchy, que tout  syst~me 

de n fonctions (continues et born6es dans D ainsi que leurs d6riv6es partielles pre- 

mi6res), satisfaisant aux 6quations (E) et prenant pour x 4= 0, ainsi que leurs d6riv6es 

partielles premi6res, des valeurs donn6es, est solution d 'un syst6me d'6quations int6- 

grales (I). Ces 6quations (I) expriment les valeurs en un point Mo (Xo), inclus darts 

D des inconnues us en fonction de leurs valeurs sur le conoi'de caract6ristique (Z0) 

de sommet M 0 et des donn6es initiales. 

10-523804 .  Acta Matheraatica. 88. Imprim6 le 30 octobre 1952. 
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Nous obtiendrons ces ~quations en int@rant  sur E o des combinaisons lin4aires 

des 4quations (E), les coefficients de ces combinaisons 4tant n 2 fonctions auxiliaires 

qui pr~sentent en M 0 une singularit6. 

Nous supposerons, darts la partie I de ce chapitre, qua les coefficients A )." pren- 

nent  en M o des valeurs particuli~res (1, 0 et --1). Nous l~verons cette restriction 

dans la partie II .  

A. Conoide caract~ristique. 

1. ]~quations d~finissant le conoide caract~ristique. 

Les surfaces caract~ristiques .du syst~me (E) sont des vari~t~s ~ trois dimen- 

sions de l'espace des quatre variables x", solutions du syst~me diff4rentiel 

F = A )." y). y,  = 0 
a v e c  

y)- d x)- = 0. 

Les quatre quantit6s y)- d~signent un syst~me de param~tres directeurs de la 

normale ~ l'616ment de contact de support x% Prenons ce syst~me, qui n 'est  d6fini 

qu'~ un facteur de proportionnalit6 pros, de fa~on que Y4= 1 et posons y~=p~. Les 

surfaces cherch6es sont solution de 

F = A 44 + 2 A i 4 p~ + A~J p~ pj  = O, 

(1.1) 
d x  4 + pi d x  ~ = O. 

Les caract4ristiques de ce syst~me diff4rentiel, bicaract4ristiques des ~quations (E), 

satisfont aux ~quations diff4rentielles suivantes: 

d x  ~ d x  4 - dp~ 

A i 4 + A i J P J - - A 4 4 §  2 l (  6q/V ~x~-- Pi ~xx 4 ~ F )  = d).l '  

).1 4rant un param~tre auxiliaire. 

Le conoide caract4ristique Z 0 de sommet M o ( x o )  est la surface caract~ristique 

engendr~e par les bicaract~ristiques passant par M 0. Une telle bicaract~ristique satis- 

~ait au syst~me d'~quations int4grales 

)-1 

x ~ =x~+ fT 'd ) . l ,  T ~ = A i 4 + A i S p j ,  
0 

)-1 

x 4 = x~) + f T 4 d ) ' l ,  T4 = A44 + A~ 4 p~, 

0 

p , = p ~  d)',, R,= 2 \ox~-  p, ~-~z~! 
0 

(1.2) 
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oh les p0 v6rifient la relation 

(1.3) A 2  + 2 A~ 4 ~o + A~j o o p~ pj = 0, 

oh Ao ~" d~signe la valeur du coefficient A ~" au sommet M o du conoide E o. 

Nous supposerons qu'au point M 0 les coefficients A a" prennent 1.es valeurs 

suivantes : 

(1.4) A ?  = 1, A~ ~ = o,  A~ j = - ~' .  

La relation (4.1) prend ainsi la forme simple 

y~ (po)~ = 1. 

Nous introduirons pour d4finir les points de la surface Eo, outre le param~tre 

2~ qui d~finit la position d'un point sur une bicaractdristique donn~e, deux nouveaux 

paramgtres 22 et 2a qui varient avec la bicaract~ristique envisag~e, en posant 

pO = sin 22" cos 2a, po = sin 22" sin 2a, pO = cos 22.1 

Domaine V. 

2. Les hypothgses faites sur les coefficients A ~ permettent  de montrer qu'il 

existe un nombre e~ dgfinissant un domaine de variation A des paramgtres ;t~ par 

(A) [X~l_<si, 0_<Xu_<=, 0_<Ra_<2~r, 

tel que les 6quations int6grales (3.2) aient dans (A) une solution unique, continue 

et born6e 
x"=  x" (z~, ;t~, ,~, 2'3), 

(2.~) 
p~ = p~ (x~, ~ ,  ~ ,  ~3), 

satisfaisant aux inggalit6s 

Ix~-~'l<d, I~1_<~ 

et poss6dant des d6riv6es partielles, continues et born6es, des trois premiers ordres 

par rapport  aux variables surabondantes ~t, p0 (done par rapport  aux trois vari- 

ables ~r 

1 Les  6qua t ions  in~;6grales (2.2) consid6rSes s o n t  des  6qua t i ons  in t~gra les  n o n  l in6aires,  la quart- 

t i t6  sous  s igne  d ' i n t 6g ra t i on  6 ran t  u n  p o l y n 6 m e  de fonc t ions  donnges  des  fonc t ions  ineonnues .  II 

es t  facile de m o n t r e r  que ces 6qua t ions  on t  une  so lu t ion  con t inue ,  born6e,  t ro i s  fois d i f f~rent iable ,  

v6r i f ian t  

I x ~ - ~  I_<d et I x ' l - < ~  

d a n s  le d o m a i n e  (A). Des  d 6 m o n s t r a t i o n s  ana logues  son t  fa i tes  a u  ehap i t r e  I I [ .  
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Les quatres  premi5res ~quations (4.3) d~finissent en fonction des trois para-  

mgtres 4~, var ian t  dans le domaine A, un point  d ' un  domaine V du eonoide earae- 

t5ristique E 0. 

Nous serons amen4s, dans la suite de ee travail,  ~ considSrer d 'au t res  repre- 

sentat ions pa ram6t r iques  du domaine V: 

1 ~ Nous prendrons pour  param~tres  ind@endants  les trois quanti t6s x 4, 42, 2a- 

La fonetion x ~. (41, 42, 4a) satisfait  ~ l '~quation 

(2.2) x 4= J T4 d2~ + x4o off T4= A44 + A~4p~. 
0 

Or il r4sulte de (3.1) que, sur No, on a 

2 A i4 pi - - A ~j p~ p~ - -  A ~4 ~ - A 44, 

d'oll 
A 44 

T 4 _ > T > 0 ;  

x 4 est done une fonct ion monotone  croissante de 41, la correspondance entre (x 4, 42, 43) 

et (Jr1, 42, ).3) est biunivoque.  

2 ~ Nous prendrons pour  paramgtres  repr6sentatifs d 'un  point  de E 0 ses trois 

coordonn6es d 'espace x ~. L '4l iminat ion de 41, 42, 2a entre les quatres  6quat ions .donne x a 

en fonction des x ~. 

De la relat ion 
dx 4 + p~ dx  ~=0, 

ident iquement  vSrifi4e par  les solutions des 6quations (1.2) sur la surface carae- 

tSristique E o, on d~duit que les d4riv4es partielles de cette fonct ion x a par  rappor t  

aux  x i v~rifient la relation 
x 4 

x ~ - p~. 

Si nous d6signons par  [~] la valeur d 'une  fonetion q) des quat re  eoordonn~es 

x a sur E o et si nous exprimons [~] en fonction des trois paramgtres  x ~ reprSsentatifs 

de E0, les dgriv~es partielles de eette fonetion par  rappor t  aux  x ~ vSrifient done:  

I a x  ~ ~ - ~ p~" 
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3 .  

Nous poserons 

l~quations int6~rales v~rifi~es par les d~riv6es des fonctions x ~ (2) et p~ (2). 

~2  x i  (~a X ~ ~ X  ~ ~ ,~ ~ 

o Z 5-=Y]~ o o Y~h~ , 

pO Z j ,  0 0 ~ z"J h ,  o 0 0 --- Z ] h k .  8pj  8p~ 8p] ~p~ ~p~ 

Ces fonctions satisfont aux 6quations int4groJes obtenues par d~rivation sous le 

signe somme par rapport  aux po des 6quations (1.2) (les quantit6s obtenues sous les 

signes d'int~gration 6rant continues et born6es). La formule (2 .3 )mont re  que ces 

( ~x~ ) 
6quations peuvent s'gerire les dgriv6s ~ 6rant inutiles 

0 

2~ 

f OR~ OR, OR~ 
i = /~l d21  ' /~i ~90  -- ~ X ;  Y k @  21, 2j i 

0 

2% 

0 

f z~ ~ li ~ OR~ ~R~ ~ + e R ~ z ~ +  

0 

oh ~k et ~o~ sont des polynSmes des fonctions p~ (2), y~ (2), z} (2), des coefficients 

A ~ (x ~ et de leurs d6riv4es pa~tielles par rapport  aux x" jusqu'au troisigme ordre 

inclus. Dans ces fonetions les x ~' sont remplac4s par les x ~ (2) donnSs par les formules (2.I). 

Nous trouverions de manigre analogue 

y}hK f Y ~ ~ OT~h OT ~ z OT izt + YjhK @jhk = jhk d21, T}hk = O p o - - O x  z +g-p~ jhk , 
0 

)-1 

jhk = jh~ Cl21, jhk -- 0 pO 02i Y)hk + ~ i  / Zjhk- ~fjh~, 

0 

011 i i i i Z~ Sjhk et ~fjhk sont des polynSmes des fonctions p~, ~Y~, zj, yjh, j~ ainsi que des 

coefficients A as et de leurs d6riv6es partielles jusqu'au quatrigme ordre indus (fone- 

tions des fonctions x~). 
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Relations satisfaites par les fonetions inconnues sur la surface du conoide 

caraet6ristique. 

4. Nous d6signerons par [q] la valeur d'une fonction ~v des quatre coordonn6es 

x" sur la surface du conoide caract6ristique Y o. [~] peut s'exprimer en fonction des 

trois variables d 'une repr6sentation param6trique de Eo, en particulier des trois 

coordonn6es x ~. D'apr~s l'6galit6 (2.3) les d6rivdes partielles de cette fonction par 

rapport  s x ~ v6rifient la relation 

On applique ~ fiouveau cette r~gle au calcul des d4riv4es 

~x-~ Ez3z j et ~x ~ ~xx~ , 

d'oh il suit facilement 

x ~ ~ x ~1 = ~ x - ~  S x '  + [~x~=J P~' 

Pi Pj.  

Ces identit6s permettent  d'6crire les relations suivantes satisfaites par les fonc- 

tions inconnues u= sur le conoide caiact6ristique: 

(4 . ] )  
8 2 [~,] 

[E~] = [A 'j] Ox ~ ~x  ~ + {[A ~j] p, pj + 2 [A ~4] p, + [A44] } ~2 u~ + 
x 42 

t~ x " ]  + [t~] 
=0.  

[•2 Ur] 
Le coefficient du terme [~x42] est la valeur sur le cono~de caract~ristique du 

premier membre de l'~quation (1.1); il est donc nu]. Nous pouvions d'ailleurs pr6voir 

que les 6quations [Er] = 0 ne contiendraient pas de d6riv6es secondes des fonctions 

ur autre que celles obtenues par d~rivation sur la surface Eo, la donn~e sur une 

surface caract~ristique des fonctions inconnues [ur] et de leurs d6riv~es premieres 

[ uq 
~x , ]  ne d6terminant pas l 'ensemble des d6riv6es secondes. 
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B. Fonetions auxiliaires. 

5. Introduction des fonctions auxiliaires a:. Apparition d'une divergence. 

Nous formons n 2 eombinaisons lin6aires a~ [Er] des ~quations (4.1) v4rifi4es par 

les fonctions inconnues dans le domaine V de Z 0, les a~ d~signant n ~ fonctions 

auxiliaires qui p0ss&den~ en M 0 une singularit& 

Nous posons 

~s ~ , 
M (~) = [A ] ~  

i d6signant une fonction quelconque des trois variables x ,  et nous ~crivons 

(5.1) a~ Er = I M  ([Ur])+2 (C A//] ]0j-}-[Ai4]) i 
is x~J + 

+ ~ Out + ~=0.  

Nous transformerons ees Bquations de mani&re h y faire apparaitre une diver- 

genee dont  l'intBgrale de volume se transformera en int@rale de surface, tandis que 

[0 u~] 
les termes restants ne eontiendront que [u~] et [ 0 ~ J "  Nous utiliserons pour eela 

l'identit~ suivante, v~rifi~e par deux fonetions queleonques ~v et ~0 des trois variables x~: 

o [A"] ~0 ox s ax'  ([A"] ~) ~o M (~) = 0 x - ~  

O U  

\ 
~21I (~), 

oh M est l 'op6rateur adjoint de M, e'est-h-dire 

M ( ~ ) =  .az~ ax~ , 

et l'iden~it6 (2.3), pr6e~demment ~erite, qui donne iei 

Nous voyons alors sans diffic~lt~ que les expressions a~ [E~] prennent la forme. 
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off l'on a pos6 

E~ = [AU] (~: ~-[~--~ - [u~] ~--~j ([AU] (~) 

(5.2) L~ = ~7 ~ - L ( ~) ([B; ~] a ts), 

+ 2 ~ {[A"]~ + [A"]} [8 ~ l  + [ ~] [~] ~' 

+ 2 ([A"] pj + [A"]) ~ ~; 
0 x ~ 

r4  r~ t - ([B~ ] + [B~ ] ~) ~,. 

Nous choisirons les fonctions auxiliaires a~ de mani~re ~ annuler dans chaque 6qua- 

t ion le coefficient de [0x4]  " ees fonctions devront  done satisfaire aux n ~ 6quations 

aux d6riv6es partielles du premier ordre 

(5.3) D~ = 0. 

Nous verrons que ces @quations poss~dent une solution ayan t  en M o Ia singu- 

larit6 voulue. Si les fonctions auxiliaires a~ v6rifient ces n 2 relations, les 6quations, 

v6rifi6es par  les fonctions ineonnues u~ sur le conoi'de X0, prennent  la forme simple 

(5.4) [U,] L~ + a~ [/,] + ~ El = 0. 
0 ~ 5  

6. Int6grat ion  des  6quat ions  obtenues .  

Nous int6grerons les 6quations ainsi obtenues par rappor t  aux trois variables 

x t sur une portion V n d 'hypersurface du eonoide earact6ristique Y~0, limit6e par  les 

hypersurfaces x 4 = 0 et x 4= x ~ - ~ .  Ce domains Vn est d6fini, simplement connexe et 

int6rieur au domaine V si la eoordonn6e x~ est suff isamment petite. En effet: 

Ix04]<s o entralne dans V~ Ix 4-x041<so.  

La formule (2.2) montre alors que, pour un ehoix eonvenable de e o, nous aurons 

]~1 ~ •l " 

La fronti~re de V~ se eomposant des domaines ~ deux dimensions S O e t Sn d6- 

coup6s sttr X o par  les hypersurfaees x 4=0 ,  x 4=z04-~] nous aurons, en int6grant les 

6qua.tions (5.4) dans Vn, les relations fondamentales suivantes:  

u L ~ ~ + f f ~ c o s ( n , x ' )  ffE~sooS(n,x')dS=O, (a.1) f f f  l[ rl dS'-- 
Vr 1 Sr 1 So 
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oh d V, dS  et cos (n, x ~) d4signent respectivement dans l'espace des trois variables x ~, 

l'514ment de volume, l'414ment d'aire d'une surface x ~ - C  t~ et les cosinus directeurs 

de la normale h une telle surface orient~e vers l 'ext&ieur. 

La limite de ces 6quations, quand ~ tend vers z4ro, nous fournira des formules 

de Kirchoff que nous formerons dans la dernigre p a r t i e  de ce chapitre. 

7 .  D 6 t e r m i n a t i o n  d e s  f o n c t i o n s  a u x i l i a i r e s  ~ .  

Nous ehercherons une solution des 6quations (5.3) sous la forme 

~ = ~ ~ ,  

oh a esg infini au point M 0 et les ~o~ borngs. 

Les ~quations (5.3) s'6crivent, 

a~ ~xZx ~ ([A ~s] Ps + [A~4]) + Ps [ A's] + ~x~ ~ [A~'] } - ([N~] + [B,~] ~.,) ~ + 2 ([A"] pj + 

+ [A~41/v  o's = O. 

Les coefficients A ~", B~ ~, les d~riv~es premieres des A ~t' et les fonctions p~ sont 

born6s dans le domaine V, les coefficients des 6quations aux d6riv6es partielles 

lin~aires du premier ordre sont donc somme de termes born6s, ~ l 'exception peut- 

~tre des termes 
8 

8x' {[A"] sj + [A"]}. 

Nous choisirons donc les w r~, que nous voulons born6s, satisfaisant s l'~quation 

9_ t B~4 B~i ~~ 0 (7.1) o)spj [A~J]+ Ox,[A~4]-ws [ t 1 + [  t ]p,}+2{EA~J]pj+[A~4]} Sx  ~ 

satisfaisant alors s 

8(r = 0 .  
(7.2) a ([A ~s] pj + [A~4]) + 2 ([A ~s] pj + [A~']) 0 x --~ 

8 .  D ~ t e r m i n a t i o n  d e s  o) r . 

Nous voyons ais~ment que les 4quations (7.1) peuvent  se mettre  sous forme 

d'6quations int~grales analogues aux ~quations (1.2) obtenues dans la recherche du 

conoide E o. Nous avons en effet, sur E0: 

[ s  pj + [A"] = T ~ 8 x~ = ~ ,  

&off, pour une fonction quelconque ~v d~finie sur X0, 
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T~ a ~ _ ~ .  
X i ~ 2~ 1 

r Imposons aux co~ les conditions aux limites 

r (~r COs= s pour ;t 1~0 .  

Ces quantit4s satisfont alors aux ~quations int~grales 

)'1 

r l ( o r  t r r (8.1) Ws= tOgs§ d21+(Ss 
0 

a v e c  

les hypothgses faites sur les coefficients A ~" et B~ ~ et les rgsultats obtenus sur les 

fonetions x ~, p~ permet tent  encore de montrer  que, pour un ehoix eonvenable de et, 

ees ~quations ont une solution unique, continue, born~e et poss~dant des dgriv6es 

partielles des deux premiers ordres par  rappor t  aux p~, continues et born6es dans le 

domaine A. Nous d~signerons ces d~riv&s par  m ~. et ~ s~ O ) s i j  �9 

9. D ~ t e r m i n a t i o n  de a. 

Consid6rons l '~quation (7.2) v~rifi6e par  a. Nous savons que 

A~ 4 ~(r ~(r ([A"] pj + [ ]) ~ = ~ ,  

et nous allons calculer le Coefficient de ~, 

~x' ([A"] pj + [A~4]), 

en le reliant tr~s simplement au d&erminant  

A = D ( x  1, x 2, x3). 

D (21, 22, 23) 

Ce d&erminant  A, jaeobien du changement de variables x i =  x ~ (2j) sur le conoide 

E o, a pour 616ments: 

(9.1) Ox ~ ~x ~ ~ p 0  ~x ~ ~pO 

0 x t 
D~signons par  A~ le mineur relatif ~ l'~l~ment ~ du d&erminant  A. 

Une fonction quelconque % d~finie sur E 0, vSrifie les identi t& 

- -  . 

~x ~ -  A ~2j 
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X i 

Appliquons cet te  formule  s la fonetion ~ =  T~: 

x ~ 
/l{ ~ tant  le mineur  re la t i f  s l 'dl~ment ~ du d4 te rminan t  A nous avons 

Donc la fonction a v4rifie la re la t ion 

~A ~ a  

qui  s ' int~gre de fagon immddiate .  La  solution g4n4rale est  

/ (25, A)  

~ + ' 

oh / ddsigne une fonct ion arbi t ra i re .  

Pour 2~ = 0 le ddterminant A est nul, puisque les y~ sont nuls;  la fonct ion a est  

donc infinie. 

Les coefficients A ~ et leurs d~riv4es part ie l les  pi-emi~res e t  deuxi~mes pa r  

r a p p o r t  aux  x" 6 tan t  cont inus et  born4s dans  le domaine  V de E o, ainsi que les 

fonct ions x i, y~, z~, nous avons:  

(9.2) lira y~ [AtS]~= o = - 6 ~ 
)'1 =0 < ~ Z. 

E n  divisant  les deuxi~me et  t rois igme ligne de A par  21 nous obtenons d4ter-  

A 
minan t  dgal ~ t-~ nous ddduisons des formules  (9.1) et  (9.2) 

E n  effet  : 

lira ~ = 
AI=0 

- - s in  22 cos 2 a - - s i n22  s i n 2  a " c o s  221 

- cos 22 cos 2 s - cos t2 sin 2 3 sin = - 

+ sin 22 sin 23 - sin 22 cos 23 0 

l i m  T ~ - 6{ o 
~.i=0 

l im 1 0 x ~ y~ 0 pO _ ,~ 0 p~ 
lira = �9 u 1 - -  ~=o ;tt 0 tu ~=o ~ 0 2u 0 2~ 

sin 2~. 
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Nous prendrons pour fonction auxiliaire ~ la fonction 

= s i ~  ~. 

Nous aurons alors lira ~ - 1 .  
,~ 0 

10. D~riv~es  des  fonct ions  a~. 

Les &luations (6.1) contiennent, d'une part  les valeurs sur E o des fonctions in- 

connues u~, de leurs d6riv~es partielles ainsi que les fonctions ivy, y et z, d 'autre 

part  les fonetions a~ et leurs d6riv&s partielles premieres et seeondes. 

Etudions donc les d~riv6es partielles des deux premieres ordres des fonetions a et co~. 

Ddrivdes de a." 

I sin 2~ 1�89 
o ' - -  

est une fonetion des lignes trigonom6triques de 2~ ( u - 2 ,  3), des fonetions x a (par 

l'interm6diaire des A a") et des fonetions p~, y}. Les d6riv6es partielles premieres et 

seeondes de r par rapport  aux x ~ s 'exprimeront done au moyen des fonetions 6nu- 

m6r6es et de leurs d6riv6es partielles premi6res et seeondes. 

1 ~ D6riv6es premieres: Nous avons vu que les d6ri~:6es partielles par rapport  

aux x ~ d'une fonetion queleonque % d6finie sur 2] 0, satisfont ~ l'identit6 

(10.1) O~ _ A~ 0~ 
Ox ~ A ~ s '  

oh ~-  est une fonetion donn6e de cos 2, ,  sin ,~u, x% p~, y~, les d6riv6es partielles par 

rapport  ~ ~ des fonetions x ~, p~, y{,~ sont les quantit6s T ~, R~, 2 s} qui s 'expriment 

aa  moyen de ees fonetions elles-m~mes et de z~, les d~riv6es partielles par rapport  

2~ de ces fonctions x ~, p~, y~, s 'expriment au moyen de leurs d6riv~es par rapport  

aux param6tres surabondants pO, soient y~, z~, y~ et de cos ~=, sin 2=. 

La fonetion ~ admet done dans V, sous leshypoth~ses  faites, des d6riv6es par- 

tielles premi6res par rapport  aux x ~ 

par l'interm~diaire des [A a/~] et des 

cos 2~, sin ,~,)- 

qui s 'expriment au moyen des fonctions x ~ 

- 0 ~ -  ] et des fonctions p~, y}, zj, yjh et de 

1 L e s  d 6 r i v 6 e s  p a r t i e l l e s  de  la  f o n c t i o n  x 4 p a r  r a p p o r t  a u x  v a r i a b l e s  x ~ s o n t  c o n n u e s  d i r e c t e m -  

~ x  4 
m e n t  p u i s q u e  ~ x - -  ~ = --  p~. 
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2 ~ D~riv~es seeondes: Une nouvelle application de la formule (10.t) montre, 

de fa~on analogue, que a admet dans V des dSriv5es partielles secondes, qui s'expri- 

ment au moyen des fonctions x ~ (par l'interm~diaire des A ~" et de lems d~riv~es 

partielles premigres et secondes) et des fonctions p~, y~, z}, y{h, z~, y ~  et des cos 2~, 

sin ~, .  

D&iv&s des mr: L'ident i t5  (10.1) permet encore de montrer  que les fonctions co~, 

solutions des gquations (7.1), admet tent  dans V des d6,riv~es partielles premieres et 

secondes par rapport  aux variables x ~ si ces fonctions admettent,  dans V, des d~ri- 

vSes partielles premigres et secondes par rapport  aux variables ~ ;  il suffit pour cela 

qu'elles admet tent  des dgriv~es partielles premieres et secondes par rapport  aux vari- 

ables surabondantes p0. 

Nous poserons 
~2 r 

wr wr O)s r 

Si ces fonctions sont continues et born~es dans V elles satisfont, sous les hypo- 

th4ses faites, aux ~quations int4grales obtenues par d~rivation sous le signe somme 

des 4quations (8.1) par rapport  aux p0. Soient respectivement 

).~ 

t r 1 ~ ~o ~ ~ w ~ + Q ~ + ~s~) d ~ ,  s~ ~ .  ~ t  si (Dsi 

0 

oLt 

2 ~ ) 

o h  

est un polynSme des fonctions wr, p~, y~, z~ ainsi que des valeurs sur E o des coeffi- 

cients A ~', B~a des ~quations (E) et de leurs d~riv4es partielles par rapport  aux x" 

]usqu'aux ordres respectivement deux et un (quantit4s elles-m~mes fonctions des 

fonctions x" (~D)- 

0 

~r..  ~Q~ojt  ~ Q  r ~ - 0  ~ s~ 
- - - -  + 7-/7---o tus~ -F - - ~ ,  s , j -~p~ s, ~pj ~pj 

est un polyn6me des fonctions ors, Ofs,, p,, y{, z[, y[~, z[h ainsi que des valeurs sur E o 

des coefficients A ~', B~ z et de leurs dSriv~es partielles par rapport  aux x a jusqu'aux 

ordres respectivement trois et deux. 

Les d~riv~es partielles premieres et secondes des o)~ par rapport  aux variables 



158 Y. Fourhs-Bruhat. 

x * s 'expriment au moyen des fonctions x ~ (par l 'interm6diaire des coefficients A ~" et 

de leurs d6riv6es partielles premieres), p,, y~-, z~, y~h, z~h, COs ~, w~i et co~,j. 

E n  r~sum6 .  Nous avons montr6 que Ies fonctions auxiliaires a~ existent et 

admettent  dans V des d6riv6es partielles premiSres et secondes par rapport  aux 

variables x * sous les hypotheses suivantes: 

1 ~ Les  coefficients A ~" et B~ ~ ont des d6riv6es partielles continues et born6es 

jusqu'aux ordres respectivement quatre et deux dans le domaine D D V. 

2 ~ Les 6quations int6grales aux fonctions inconnues x a, p, et ~o~ ont une solu- 

tion unique, continue, born6e e t  a d m e t t a n t  dans V des d6riv6es partielles par rapport  

aux lu ~ continues et born6es jusqu'au deuxi~me ordre. Ce r6sultat peut  8tre d6- 

montr6 en supposant que les d6riv6es partielles d'ordres respectivement quatre et 

deux des A ~" et B~ z v6rifient des conditions de Lipschitz. 

Les  fonctions a~ et leurs d6riv6es partielles premieres et secondes par rapport  

aux x * s'6crivent alors au moyen des seules fonctions X et ~ ,  X d6signant une 

quelconque des fonctions x ~, ~ ,  y[, z~, y[h, z~h, y{~k, z{h~ et ~9 l 'une quelconque des 

fonctions r r , (Ds ~ (Ds~, (Ds~i �9 

Les fonctions X et D satisfont s des 6quations int6grales de la forme 

X= f E (X) d,~I + Xo, 
o 

,ti 

~ = f  F(X, Q) d2~ +'Do, 
o 

off X o et D o d6signent les valcurs donn6es des fonctions X et f2 pour ~1 = 0. 

E (X) est un polyn6me des fonetions X et des valeurs sur ~o des coefficients 

A ~ et de leurs d6riv6es partielles jusqu'au quatri~me ordre (fonctions des fone- 

tions x~). 

F(X ,  Y2) est un polyn6me des fonctions X et D, et des valeurs sur E 0 des 

coefficients A ~', B, ~ et de leurs d6riv6es partielles jusqu'aux ordres respectivement 

trois et deux. 

11. ]~tudes du c o m p o r t e m e n t  au vo is inage  du s o m m e t  du conoide carac-  
t6ristique.  

Nous allons 6tudier les quantit6s figurant sous les int6grales des relations fonda- 

mentales (6.1) et pour cela chercher de fa~on plus pr6eise l'expression des d6riv6es 

partielles des fonctions a e t  w~ par rapport  aux variables x i au moyen des fonctions 

X et f2. Le comportement de ces fonc t ions ' au  voisinage de 21=0 (sommet du 
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conoide caract6ristique No) nous permettra alors de chercher la limite des 6quations 

(6.1) pour ~ = 0 :  la fonction x 4 (~1484a) 6rant, duns le domaine A, une fonction con- 

tinue des trois variables. 2~, ~ - x  4 -x0  4 tend en effet vers z6ro avec 2~. Nous don- 

nerons le d6tail des calculs, dont nous aurons besoin par la suiCe, quand nous 

chercherons ~ r6soudre le syst~me d'6quations int6grales obtenu. 

Nous utiliserons essentiellement duns les 6tudes du comportement au voisinage 

de 2x = 0, le fait suivant qui r6sulte des hypotheses faites et des 6quations v6rifi6es 

par les fonctions y~, y~h, Y}hk, ~o~ et ~o~j. 

�9 i i (D r .  O f f  __, YJh s~ Yih~ 
Les fonetions y} s~ 41 et sont des fonctions continues et born es 

de 21, 28, Xa duns le domaine V. Nous d6signerons l 'une queleonque de ces fonctions 

par J~ et ~). 

12. C o m p o r t e m e n t  au  v o i s i n a g e  de  2~ = 0 du  d 6 t e r m i n a n t  d et  de  s e s  m i n e u r s .  

1 ~ Nous avons d6j~ montr6 (w 9 )q u e  Ia quantit6 ~ est un polyn6me des fonc- 

YJ 
tions X (ici p~ seul), X ici ~ seul , des coefficients A a" et des sin 2u, cos ~ 

(u = 2, 3). C'est donc une fonetion continue born6e de 41, 28, 23 duns V. Nous avons 

vu que la valeur de eette fonction pour 2~=0 est 

lim A ~1=0 2~ = - sin 28. 

Au voisinage de 21 = 0  la fonction ~ ,  qui apparaltra au dgnominateur des 

quantit6s 6tudiges par la suite, est # 0, sauf pour 28=0 ou 2 8 =m  Pour lever cette 

difficu]t6 nous montrerons que le polyn6me A est divisible par sin 22 et nous ferons 

A 
apparaltre aux d6nominateurs consid6r6s la fonction D = 4~ sin 2-~" 

Cousid6rons donc sur le conoide X o le changement de variables suivant: 

0 2 . ~ )  t~, = 41 v ~ 

et 

Nous posons 

d = D (/~1, #8,/~a) 
D (41, ,t8, ~ )  - - 1 8 2 ~  

182a 

~o o 

~ v  ~ ~ v  o 

a ~o o ~o ~ 
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Puisque 

nOUS a vons 

(t2.2) 

D (xL 
A =  

D (21, 22, ha) 

D(x 1,x ~,x 3) D(x 1,x ~,x 3) D(#I,/z2,/~3) 

D (21, 22, 23) D (//1, ~2, ~t3) D (41, 42, 23) 

A = D 2~ sin 22, 

off le d6terminant D a pour 616merits 

8x~ ~ ~x ~82~ 8x ~ 8p ~ 82~ 

8ph 82: 8if+ 

I1 r6sulte directement des 6galit6s (12.1) et de l'identit6 E / ~ = 2 ~  que 

D'autre part nous avons 

841 0 8P 0 ] 8~/h 
-79i et = - -  �9 

8 ~j 8 2u 21 8 2u 

821 8/~h 82u 8 / ~ h = ~ .  

8FJ ~ 1  +SttJ 82~ 

Les 616ments de D sont donc 

8 x t 

8/zj 
yi  @ _ 79o 79 ). 

A 
Le polynSme 2~ est donc divisible par sin 2 2, le quotient D &ant un polyn6me 

A 
des m&nes fonctions X, 2~, que 2-~ et de sin 2u, cos 2u (ou, plus pr6cis~ment, des 

trois 79o). 

D est une fonetion continue born6e de 21, 22, 23 dans V dont la- valeur pour 

21=0 est l i m D = - l .  En effet: 
~1=0 

8g 
lim p0 p~ _ (~} + o 0 P~ P~ = _ ~}. 
4, o 8/tj 

A 
R e m a r g u e .  2~ &ant un polyn6me homog~ne du deuxi~me degr6 des fonctions 

Y~ il en est de m&ne du polynSme D, et la quantit6 2~D est un polyn6me des 
21 ' 

fonctions X (p~ et y~), des coefficients A ~" et des trois 79 ~ hornog~ne du deuxi~me 

degr6 par rapport aux y~. On peut v6rifier ais6ment ces r6sultats en calculant le 

produit D + d + o~t 
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d § = 
022 02~ 

~ 0 23 

~po d 

o22 - 2~ 
~po 

2a 

et otz D + est le d~terminant dont los ~l~ments sont 

161 

on ait par exemple 

d6fini par 

[2~[_<e2, 0_<22_<z~, 0_<2a_<2~, 

[ D + I [ < � 8 9  done [D]>_�89 

Nous d~signerons par W le domaine de E0 correspondant au domaine A 2. 

2 ~ Comportement des mineurs de A. 

a) Mineurs relatifs aux ~14ments de la premi4re ligne de A: A~ est, comma A 

lui-m~me, un polyn6me homog~ne du deuxi~me degr4 par rapport aux fonotions y~, et 

2~ est un polyn6me des fonctions X (p,), .~ [ ~ / ,  des coefficients [A a~] et de sin 24, 

cos 2~; c'est done une fonction continue et born~e de 21, 22, 2a dans V. 

A~ = a 2~ 
Pour ~tudier la quantitg ~ ~x  ~, qui interviendra dans la suite, nous la mettrons 

sous la forme d'une fraction rationnelle de dgnominateur D ( ~  0 dans W). 

Nous avons 

A~_~21 021 Ol~j D{ 

on a d~sign~ par D{ le mineur relatif & l'~lement ~-u, du dSterminnnt D . 

N 
La quantit~ ~- es~ done une fonction continue et born~e des trois variables ~tl, ~ ,  2a 

dans W. Calculons ta valeur de eette fonction pour 2~=0, on trouve 

1 1 -  5238041 Acta mathematica. 88. I m p r i m ~  le 15 n o v e m b e r  1952. 

po_ _ 

On trouve 

D + d + = A, 

la quantit~ 2~D=D + poss~de done les propri~t~s 6nonages. 

Le polyndme D est, en valeur absolue, supdrieur d u n  nombre donnd dans un do- 

maine W: D est en effet une fonction continue et born4e de 21 dans le domaine A 

(oh 22 et A3 variant sur un compact) qui prend la valeur - 1  pour 21 = 0. I1 existe 

done un hombre e 2 tel qua, dans le domaine As, voisinage de 21--0 du domaine A, 
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lira A~ 
~,=o 7 = - ~ '  

r~sultat que l'on pouvait prdvoir. En effet: 

lim 02____~ = lim ox---~ 
&=o ~X i &=o 0 X  i '  

Ox 4 
or on a eonstamment, sur Eo, 0-~ =--P~" 

R e m a r g u e .  On d6duit des formules (12.2) et (12.3) que 

A 1-, = 212 sin 42 pjo D~.J 

On voit alors que la quantit6 2 0 21 pj D~ est un polynSme des fonctions ~ ,  ~ ,  des 

coefficients [A a"] et des trois po, homoghne du deuxi~me degr6 par rapport aux ~ .  
A 

b) Mineurs relatifs aux deuxi6me et troisi~me lignes de A: A~' est un polynome 

des fonetions X (p~, y[), [A a"] et de sin 2~, cos 2=, homog~ne du premier degr6 par 

rapport aux fonctions y~. 

A__~ est une fonction continue et born~e de 21, 22, 23 dans V. 
21 

]~tudions la quantit6 0p-~ A_~ On a 
02~ A"  

Op ~ A~ Op~ 84,, 1 0/~h 84,, a m 1 ( ~ _  o o,D{ 
. . . .  pj P~) -D �9 0 2u A 0 2u O x ~ 21 84,, O ktj O x ~ 2a 

O ~  ~ 
Nous voyons que la quantit~ 41 P ~  _L est une fraction rationnelle ~ d~nominateur 

02~ A 

nul (dans le domaine W)des fonetions X (p,),)~ ( ~ ) ,  [A a~] et des trois po. C'est n o n  

done une fonction continue et born~e de 41, 42, ha dans le domaine W; la valeur de 

cette fonction pour 21 = 0 se caleule de la manigre suivante. On a d'une part 

Ox" 8x h Op~ = y ~ 0 P  ~ 1 0 x  h ahOp~ ep~ 
0 ~u - 0 pO 0 2, ~ ,  d'oh lim w - -  

�9 ~1=0 41 0 2u 0 2u 0 2u 

On sait d'autre part que 

AP a ~  ~ ~po A~' 0x ~ 02~ 
- ~  = O x  i &off lim = - l i r a  

' a~=o "~102~ A -  a~=o 02~ 0x ~ 

d'oh finalement 

a~=o 0 2~ A 

,. 8x h 020 
- 0 ~ +  m n  ~ ' 7 - q ,  

a,=o 0 2 l 0 x 
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R e m a r q u e .  Par un raisonnement analogue s celui des remarques pr~e6dentes, 

on volt que la quantit6 hi (6~- o o pC pa) D~ est un polyn6me homogSne du premier degr6 

par rapport aux Y~I des fonctions X (p,, ~), [A~"], p ~ 

13. D6riv6es premieres .  

Les d6riv~es partielles premieres d'une fonction quelconque 90 satisfont, d'apr~s 

l'identit6 (10.1) et les r~sultats du paragraphe pr~cSdent, s la relation 

o D ~ ~ ,  ( ~  _ D~ 8cp ~v p~ ~ 1 0 0, 
~x  ~ ~2~. D + ~  PsP;~)~" 

Appliquons cette formule 

(13.1) 

aux fonctions p ~ et X:  

~v ~ 1 ( ~ 2 _ v o v o ) D i  

0 j  
~x ~p~ =R~ ~P~ D~ + 6~ ((~ _ p~o p~)o, DD~ 

~y~ 0 r 0 o ,Di  _ _ = , v ~ : P ~ D ~  , 1 

~ '  ~ -  ~ ' ( ~ - - ~ B '  

z~ R~T ~  lz~,6~ o 0, D~ 
~x ~ = ~ ~ ~-p~p~)-~" 

Ces ~quations et les 4quations analogues v6rifi6es par 

y~, 8z~z ~o~ r ~o)~rt 

~x~' ~x~ '  ~ - '  ~x ~ 

montrent que les quantit6s 

, 21 ~zk ] @ et a Yaz ms 8m~ 
x i ' ' ' x a x  ~ ~x ~' ~ '  ~x ~' ~x ~ 

sont des fractions rationnelles de d6nominateur D des fonctions 

[ 1 
x, k, ~2, 4, [A~"], t a x  ~ J '  lax ~ ~x~]' T~ 

Ce sont des fonctions continues et born6es dans W des trois variables 21, 2~, 2s. 

14. D6riv6es des fonctions as r. 

Nous utiliserons dans l'6tude des d6riv6es partielles par rapport aux x ~ des fonc- 

tions asT, les d6riv6es partielles des polynSmes consid6r6s dans les remarques du w 12: 
2~D, 2 o . o 21~jD~ et 2 1 ( ~ -  o o Pj Ph) D~ sont des polyn6mes des fonctions X (p~, ~), [A~], ~ ,  
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homog~nes de degrd respectivement 2, 2 et 1 par rapport aux y~. Les r~su]tats pr~c~- 

dents et l'identit6 (10.1) montrent alors que les quantit~s 

1 0 (2~D), 1 0 ~ o 
- -  (~1 p~ ~ ) ,  

~1 0 x * ~ 0 x * 

a ~  (~1 <a~ - p o po) D[) 

sont des fractions rationelles de d~nominateur D des fonctions 

Jll 1'  [A~"]' t 0x" J '  p0. 

Ce sont donc des fonetions continues et born~es de 2 I, ).2, 23 dans W. 

Dans l'~tude des d~riv~es partielles secondes de la fonction a par rapport aux x ~ 

0 2 (212 D )  
nous utiliserons les d~riv6es partMles seeondes -Ox ~ 0 ~  . Remarquons tout d'abord qua 

les d~riv~es partielles premieres de 2~D peuvent s'~crire 

0 (~t~ D) Pl  

oh P1 est un polyn6me des fonctions 

�9 [OA ~"1 
X (p,, yl, d ,  ~ ) ,  [A~"], t-g-~-: l ,  p0 

dont les termes sont du troisi~me degrg au moins par rapport s l'ensemble des fone- 

O ph O p~ 
tions ~ ,  ~h.  En effet, les dgrivges partielles 0~ r et a x ~ peuvent se mettre (en 

multipliant d6nominateur et num~rateur des deuxi~mes membres des 4quations par 2~) 

sous forme de fractions rationnelles de dgnominateur 2~D et dont les num~rateurs 

sont des polyn6mes des fonctions 

[O A ~"1 
x (p,, ~I, d), [A~"], L o :  J '  po 

dont les termes sont du premier degr6 au moins par rapport aux y], et les d6riv6es 

partielles 0 y~ 0-xi- peuvent se mettre sous forme de fractions rationnelles de d~nominateur 

2[ D et dont les numgrateurs sont des polyn6mes des fonctions 

x(~, ,  ~l, d, ~,~), [A~"], t 0 :  j ' po 
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homog~nes du deuxi~me degrd par rapport d l' ensemble des/onctions yO, ~ .  Le polyn6me 

).~D 6tant homog~ne du deuxi~me degr~ par rapport  aux y~, ses d6riv~es partielles 

premi6res ont bien la forme indiqu~e. 

Consid6rons alors les d6riv4es partielles secondes: 

a2 (2~ D)  = 1 a PI Pl  a ().~ D ) .  

Ox ~ ax ~ ).~ D ax  ~ = ().2D)~ Ox' 

I1 rgsulte de la forme du polynSme P1 et des r6sultats du w 12 que: 

1) P1 ).~ est un polyn6me des fonetions 

Yhk), X ' )-1 1 '  [Aa"]' [ 0x" _1' p0. 

1 ~P1 est une fraction rationnelle de d4nominateur D des fonetions 2)  ).~ a x ~ 

; 21 ", [ ] " ' Y'~)' ~).1 T~'  ).~ I '  [A~"] . . . .  ' L ~ ] '  pO. 

~2 ().~_D) sont donc des fractions rationnelles de d6nominateur D a des fonc- Les d6riv4es ax* axr 

tions que nous venons d'~num6rer. 

15. l~tude de a e t  de ses d6riv6es. 
I sin 22 �89 

1 ~ La fonction auxiliaire a a 4t~ d6finie par a = - ~ - -  Nous avons done, 

d'aprgs l'~galit4 (12.2), 
1 

= i) . fDi  �89 

On en d6duit que, dans le domaine W, la fonction a). 1 - 
IDI 

- - -  est la racine carr6e 

d'une fraction rationnelle born6e non nulle des fonctions X,  X,  [A~"], pO; c'est une 

fonction continue et born~e des trois variables 2~ dont la valeur pour 21 = D est 

(15.1) lira a21 = 1. 
)'1 =0 

2 ~ Les d6riv6es partielles premieres de a par rapport  aux x ~ sont 

a a  a 1 a().[D) 

ax  ~ 2 2~D a x  ~ 

On en conclut que, dans le domaine W, la fonction 

).2 ~ (7 (7).1 1 0 ().~ D) 
1~-~ = -  2 D ~ a x  ~ 
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est le produit de la racine carr6e d'une fraction rationnelle born6e non nulle par 

[ 0 A ~  1 une fraction rationnelle born6e des fonctions X, )~, [A~'], [_ 0 x , ] ,  p0. C'est une 

fonction continue et born6e de 2~, ~2, 2a dont  nous allons calculer la valeur pour 21 = 0. 

0~ Oa ~ ' -20~ 
0 a = T~ 0a_a et ~ =~-~x ~ yh m o n t r e n t  q u e  les fonctions Xl~_ et Les identit6s ~ Ox ~ Oph 

0 a  
2l~p~ sont continues et born6es dans W. Nous pouvons donc, d'une part  d6river 

l'6galit6 (15.1) par rapport  s po, nous trouvons 

d 'autre part  6crire 

et  

d'ofi 

lira 0 

021 2 2 1 ~ + X ~  

o (o 2~) 
lim lim 21 a, 
a~=0 0 21 a~=o 

lira 212 0 a = _ lim 2 1  ( l  = - -  1. 
h=o 0 21 01=o 

~20ff 
Pour caleuler la valeur pour 21 = 0 de la fonction m~x~ nous utiliserons l'identit6 

2=o~ =0~ A1 a~ 2 0p ~ A~ 

d'oh, d'aprgs les r6sultats pr6c6dents (w 12), 

(15.2) lim 212 0_~_~ = p0. 
,l 1 = 0 0 x i 

3 ~ Les d6riv6es partielles secondes de a par rapport  aux x ~ sont 

0 ~ a a 1 02 (212 D)  t 0 a 0 (212 D)  a 0 (212 D) 0 (2~ D) 

0 x ' 0 ~ = - 2  2~D Ox'Ox ~ - 2 2 ~ / ) 0 x J  0x'  + 2 ( 2 ~ D )  2 0 x  ~ 0 x  j " 

a) On volt ais6ment que dans le domaine W la fonction 2 1 3 - -  82 a est le produit 
0x ~ 0x s 

de ta racine carr6e d'une fraction rationnelle born6e non nulle par une fraction ration- 

helle born6e (d6nominateur D 4) des fonctions 

x,  2 ,  [A~"I, L o x ~ J '  L o ~ - ~ q  ' r 
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C'est une fonction continue et born5e des trois variables 4~. Nous allons calculer la 

valeur pour 41 = 0 de la fonction 4~ ~ Oza dont nous aurons seule besoin: les d5ri- i=0 a X z ~  
v~es secondes de a n'interviennent en effet dans les ~quations fondamentales que  

par la quantitg [ A ~ J ] ~ .  et l'on a 

3 ~ ~ ~ lim 4~ lim~=0 [A"] 4~ 0~  0-x~ - ~=o ~=1 0 x ~" 

Nous calculerons cette limite comme la limite (15.2). Nous trouvons d'une part, 

en d~rivant l'6galitg (15.2), 

d'autre part 

0416~1 ( 41a 0 O" )~X i 26~O'0Z" ~@1 ( 6qO" )~X t = 3 a ~ = ~  + 4~ , 

d'o~ 

- 2 4~ ~I = - p ? .  
~=o 0 ~1 ,~=o \ 

Nous trouvons donc, en utilisant l 'identit6 

4~2(t ~ a ( 0 ~ )  A~ ~p (0 (~)0p  ~ A~ 

et-les r~sltltats des paragraphes precedents, que 

lim Y. 4~ ~ = 0. 
21=0 

Montrons que la fonction 4~ [A ] ~ est une fonction continue et born~e des 

trois variables 4~, au voisinage de 41 = 0 (ce qui nous permettra de montrer quc la 

quantit4 sous le signe f f f  (6.1) est born6e dans W). 

~3 ~2o, ra i l3  Nous avons vu que ~ 1 8 x ~  [~ 3 est le produit de la racine carr4e d'une frac- 

tion rationnelle born~e non nulle ~ par une fraction rationnelle de d~nominateur 

D 4, dont le numgrateur, polynSme des fonctions 

x ,  2 ,  [A~"], L ax ~ J '  Lax~a~]  ' ~' '  

s'annule pour les valeurs de ces fonctions correspondant h 4~ =0.  Nous avons 
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avec 

( [~ A~t'] l--r A~" 1 ) 
~ [A'~] ~x' ~x ~ - D ~ ]D [~ 

Po : P  (Xo, 20, _+~, t ~ ~  lo l ~ b - 2 ] o  ' 

Nous @rirons alors: 

(15.3) 2~[A~.]. O~a = P - P o  1 . 
~x~Ox ~ D ~ [D]~ 

=0.  

En appliquant la formule de Taylor (pour P) on voit que la quantit6 (15.3) 

est un polyn6me des fonctions X - X o ,  X -  Y~o, A~"-+ d~ �9 ..,  dont les termes sont du 

premier degr6 au moins par rapport s l'ensemble de ces fonctions. 
a2a 

Pour montrer que 2~ [A ij] ~x ,~x  j e s t  une fonction continue et born6e de 21, ~ ,  ha 

dans le domaine W, il suffit donc de montrer qu'il en est ainsi des fonctions 

[,~A ~" ] [~A~"I 
X-Xo X-Xo [A~"]-d~ l e x ~  

41 ' - - ~ 1  ' ~1 " ' '  ' 21 

Les fonctions X v6rifient 
2t 

x = f E  (X) d21 + Xo, 
0 

X - X  o est done une fonction continue et born@ des 2~ dans V: 
21 

(15.4) I x -  Xo I-< 41M. 

Les cocfficients A ~ poss6dant dans (D) des d6riv6es partielles continues et 

born6es jusqu'au quatri~me ordre par rapport aux x (', les x ~ v6rifiant les in6galit6s 

(29.2), nous voyons que 

[. 1_[= ] (15.5) [Aa~']+_d~<2iA,. . . ,[OxaOxaOx~, ] [owoaxa oZ, jo<a~A. 

Consid6rons X - X o .  Les fonctions X correspondantes sont y~, y[a, y[a~ qui verifient 
41 

l'6quation 

x = f ~  (x) da~, 
0 

E (X) 6rant un polyn6me des fonctions X, des A z" et leurs d6riv6es partielles jusqu'au 

troisi~me ordre 

[ OA ~'] .. ~ A ~" 

Og' J '  "' Ox~Oz~Ox ~'" 
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Nous avons 

.t (E (x) - E (x)o) d 2, 
2 -  2o =o 

2~ 

La fornmle de Taylor appliqu6e au polynSme E montre que E ( X ) - E  (X)o est un 

polyn6me des fonctions 

[ a 3 A ~  

Xo, a~, . . ,  to ~% ;ea ~]o 
et des fonctions 

X-No, [ A ~ q - - ~  . . . . .  ~[~xOOJ~xH [o~xi~XUlo 

dont les termes sont du premier degr4 au moins par rapport  g l 'ensemble de ees 

dernigres. 

Toutes ees fonctions 6rant born6es dans V et satisfaisant ~ (15.4) et (15.5) 

2 -  
X~ est continue et born6e dans V. nous voyons ais6ment que 2~ 

La fonction 22[A i j] --o-'aa est donc continue et bornSe dans W. 
Ox ~ 8 x  i 

16. D6riv6es des w~. 

Nous allons montrer  que les d6riv6es partielles premieres et seeondes des o~ par 

rapport  aux variables x ~ sont, comme a e t  ses d6riv6es partielles, des fonctions alg6- 

briques simples des fonctions X et D, J~ et ~), et des valeurs sur le eonoide E o des 

coefficients des 6quations donn4es et de leurs d6riv6es partielles. 

1 ~ Les d4riv6es partielles premigres des co~ par rapport  aux x ~ s'~crivent en 

fonction de leurs d6riv6es partielles par rapport  aux 22 

a~s  ~ 0o)~" A{ 

O x ~ O 2j A 

dollc 
p o D J  ( ( ~ _  o o r Pj Ph) D{ (16.1) 8o~ _ . q r  (gt + Qor)  ~ i~ i  + ~sh 

8 x ~ ~yt ~ D ~-~ D 

Les d6riv6es partielles premieres des w~ par rapport  aux x ~ sont donc des frac- 

tions rationelles de d6nominateur D des fonctions 

\211 \ 21 l '  [A~] '  [ 8x'~ ] '  [B~a] et P~. 

Ce sont des fonetions continues et born4es dans W. 
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2 ~ Nous calculerons les d6riv6es partielles secondes de o): par rapport  aux x ~ en 

cos cos P2 
6erivant ~x~x ( sous la forme 0 xi = 2~D" 

L'@alit6 (16.1) et les remarques du w 12 montrent  que P2 est un polyn6me 

homog~ne du deuxi~me degr6 par rapport  s l'ensemble des fonctions yl, ~o~. Nous 

avons, en d6rivant l'6galit6 pr6c6dente, 

~2 r COs 1 0P2 P2 0 ( ~ D ) .  
x ~ox r ~ D O x  ~ (2~D) 2 0x ~ 

r ~2 COs 
Ces fonctions Xlo x~ 0-~ sont des fractions rationnelles de d6nominateur D 3 des fonctions 

x,  ~,  X, ~,  [A~"], [ Ox~j ,  [ ~ j  [B?], LOxO J 

1 0P2 
Les r6sultats X1 0xJ sont re- 

spectivement un polyn6me et une fraction rationnelle de d6nominateur D de ces fonctions.) 

Ce sont donc des fonctions continues et born6es dans W. 

du w 12 permettent  en effet de montrer  que P2 2~ et - - -  

C. F o r m u l e s  de Kirchhoff .  

17. Nous pouvons maintenant  6tudier de fagon plus pr@ise les 6quations fonda- 

mentales (6.1) et chercher leur limite quand ~ tend vers z6ro. 

Ces 6quations s'6crivent: 

(17.1) f f f  ([ur]L: +(~rs[/r])dxl dx 2 dx3+ fsf E~ cos(n,x')dS= f f  ~:: cos (n, x') dS .  
V S T 

Relations intdgrales en param~tre ~. Nous avons vu que le d6terminant fonc- 
D (x i) 

tionnel D = ~ j . )  est 6gal ~ - 1  pour )'1 = 0. La correspondance entre les param~tres 

x ~ et ~i est donc biunivoque dans un voisinage du sommet M 0 de Z 0. On en d6duit 

que la correspondance entre les param6tres x i et ~j est biunivoque dans un domaine 

(A), d6fini par 
~_<~1_<s3, 0_<22_<~, 0_<~3_< 2 ~r, 

oh e3 est un hombre donn6 et 0~1 ~ est arbitrairement petit. 

Au domaine (A), des variations des param~tres Xi correspond, biunivoquement l, 

un domaine W, de E 0. Nous supposerons alors que la coordonnde X4o du sommet M 0 

de E 0 est suffisamment petite poUr que le domaine V , ~  V, pr6c6demment consid6r6 

1 Puisquo la correspondance @4, "~2, )la) et QI~, ~2,2a) est biunivoque. 
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soit intgrieur aux domaines W e t  Wn. Nous pouvons, dens ces conditions, calculer 

les int6greles au moyen des paremgtres )[i, les int~grales que nous allons obbenir 

gtant convergentes. 

18. Calcul des ~l~ments d'aire et de vo lume.  

Nous evons tout  d 'abord 

d V  = d x  1 d x  2 d x  3 = d21 d22 d43. 

Calculons maintenant  dS  et cos (n, x~). 

Les surfaces S O et Sn sont des surfaces x 4 = c  te trac~s sur le conoide caract4- 

ristique Z o. Elles v4rifient done la relation diff~rentieIle 

pt d x ~ = 0, 
d'oh on d6duit 

P~ 
cos (n, x ~) = (2  p~)~" 

Pour celculer d S  nous 4crirons une deuxi~me expression de l'~l~ment de volume d V  

en faisant intervenir les surfaces S (x 4 =c  re) et les bicarect~ristiques (oh 41 varie seul) 

d V = c o s  ~ ] TI  ~ d~ 1 d S ,  

oh I T]t  d4~ d~signe l'dlgment de longueur de la bicaract~ristique et v l'angle de la 

bicaraet~ristique avec la normale ~ la surface S au point considerS. 

Un syst~me de param~tres direeteurs de la tangente s la bicaract~ristique ~tant 

T~ = [A ~j] pj + [A~],  

n o u s  a v o I 1 s  

cos ~ IT [~ = {[A ~;] ~ + [A~]} cos (~, ~ ) ,  

d'ofi, en comparant les deux expressions de dV,  

cos (n, x i) d S  = A p~ d42 d23 . - A p~ d~2 d2a. 
[A hi] pj ~ + [A a~] p~ = [A ~] + [A ~] p~ 

19. Limite quand ~]-~0 des relations in t~ ra l e s .  

Les relations int~grales (17.1) s'~crivent en param~tres 4~ 

f f f  (19.1) (lull L~ + a~ [/~]) d41 d]t 2 d4 a - -  J j [ A ~  ] + [A,~ ] v, ~~ 
V~ 0 0 

= - [[A ~] + [A' '] p,~ ,,=~o,_, 
0 0 
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- ~ [u~] [A *~] o~ 

dont la limite pour ~1 = 0 est 

Les r6sultats pr6c6dents montrent  que les quantit6s ~ int6grer sont des fonctions 

continues et born6es des wriables  2~. Elles s'6crivent en effet: 

2 r ~ ~ ~2 E i A p~ +tl{[u~]n~+a,[/~]}~ et -,1 ~-~ ~ "  

E~ et L~ 6rant donn6s par les 6galit6s (5.2), les quantit6s consid6r6es sont con- 

ur 
tinues et born6es dans W si les fonctions u~ et ~ sont continues et born6es dans D. 

Les deux membres des 6quations (19.1) tendent donc vers une limite finie quand 

tend vers z6ro. L'int6grale triple tend vers une limite finie, 6gale s la valeur de 

cette int6grale prise sur la portion Vo d'hypersurface du conoide X 0 comprise entre 

le sommet M 0 et la surface initiale x 4= 0 (puisque cette int6grale est convergente). 

Calculons la limite de l'int6grale double du deuxi~me membre. Les r6sultats du w 15 

montrent  que t o u s l e s  termes de la quantit6 ~ E~ tendent uniform6ment vers z6ro 

avec ~ ,  ~ l 'exception du terme 
3a  

~x~' 

D'ofi: 

+~a~ 0 [u~ (x~)] ~{ ~r ~o : u,  ~ o~ p~. 

E~ A p~ 
lira 
~,=o [A ~] + [A* ~] p, 

= - u, (x~) sin ~2- 

Le deuxi6me membre des 6quations (19.1) tend donc, quand ~ tend vers z6ro, 

vers la limite 
2 ~  2 ~  

.; f u~ (x~) sin ~ d~2 d~a = 4~u~ (x~). 
0 0 

20. Formules  de Kirchhoff. 

Nous aboutissons ainsi aux formules suivantes: 

(20.1) 4 u u , ( x ~ ) =  ([u~]L~+a~[/r]) Ad~ldX~d;ts+ --T~-[, d)~2d2a. 
J==o 

V o 0 0 

Pour calculer le deuxi~me membre de ces formules de Kirchhoff il sera commode 

de prendre pour param~tree, sur l 'hypersurface du conoide 2~ 0, les trois variables in- 

d6pendantes x 4, 22, )'a- 

Les 6quations (20.1) s'6crivent alors, les limites des intervalles d'int6gration 6rant 

6videntes: 
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0 2 n  ~ 2:~ z~ 

(20.2) 4 ~ u , ( x , ) =  ([u,]L; + a:[/,])-~dx4d2, d23 + ] ~ - ~ , , - 0  2d,~3. 

xo4  0 0 0 0 

La quantit6 sous le signe d'intdgrale triple s'exprime au moyen des fonctions 

[U] et des fonctions X(~I ,  22, ~a) et Q(~I,  ~2, ~3), solutions des 6quations int6grales 

(1.2) et (s.1). 

Nous obtiendrons l'expression des X et /'2 en fonetion des nouvelles variables 

x 4, ~2, ~3 en rempla~ant ~ par sa valeur d6finie par l'6quation (2.2), fonction des 

x a, ~t~, ~a. 

Remarquons que ccs fonetions satisfont aux 6quations int6grales 

x 4 

X (  x~, ,~2, ~a) ~ - d x ~  + Xo(x~ ,  ,~,  ,~) 

x 4 

F(x, 
T' ~) dx~ + :Qo (X*o, ).2, ~3). 

La quantit6 sous le signc d'int6grale double s'exprime au moyen des valeurs pour 

I O n ]  x ~= 0  des fonctions [U] et ~x~x . (donn6es de Cauchy) et des valeurs pour x ~ : 0  

des fonctions X et f2. 

D. R6capitulatlon des r6sultats. 

21. Nous consid6rons un syst~me d'6quations aux d6riv6es partielles du second 

ordre, lin6aires, s quatre variables, du type 

~2 ur Br ~ ~ u~ A ~ " ~ e ~ , +  ~ ~x~ + h = 0 .  (E) 

Hypotheses. 

1 ~ Au point M o de coordonn6es x~ les coefficients A a~ prennent les valeurs 

suivantes 

A 2  = l A'o' = O AN = - ~I . 

2 ~ Les coefficients A a" et B~ x ont des d6riv6es partielles par rapport aux x", 

jusqu'aux ordres respectivement quatre et deux, continues et born6es dans un do- 

maine D: ] x * - ~1 -< d, ] x 4 [ < e. Les coefficients /~ sont continus et born6s. 

3 ~ Les d6riv6es partielles d'ordres respectivement quatre et deux des A ~ et 

B~ a satisfont dans D h des conditions de Lipschitz. 
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(]onclusion. Toute solution continue, born~e et s d~riv~es partielles premieres 

continues et born~es dans D des dquations (E) v~rifie les relations intSgrales (20.2) 

si les coordonn4es x~ de M o satisfont s des in4galit6s de la forme 

I~l_<~o, IxA-~'l_<d, 

d~finissant un domaine D O ~ D. 

II.  T r a n s f o r m a t i o n  var iable .  

22. Nous allons chercher h ~tablir des formules analogues ~ (20.2), v6rifi6es par 

les solutions des ~quations donn~es (E) en tout point d'un domaine D O de l'espace- 

temps, off les valeurs des coefficients seront astreintes seulement ~ v~rifier des condi- 

tions d'hyperbolicit~ normale et de diff~rentiabilit~. 

Consid~rons donc le syst~me d'~quations (E) 

A~t, ~u~ B r ~ u r  +L=O" 
~ x~ ~ + ~ ~ x ~ 

Nous supposons que dans le domaine D d'espace-temps, defini par 

off les trois 2~ sont des nombres donn~s, les ~quations (E)sont  du type hyperbolique 

normal, c'est-~-dire que 

A44'> 0, la forme quadratique A~JX~ Xj d~finie < 0 .  

En chaque point Mo (xs) du domaine D on peut associer aux valeurs A~o~= A ~' (xg) 

des coefficients A un syst~me de hombres r~els a~ ~, fonctions alg~briques, d~finies et 

indSfiniment d4rivables des A~o ", satisfaisant ~ l'identit~ 

A~o" X~ X~ = (a~ ~ X . )  2 - (a~" X . )  2. 

o le quotient par le d4terminant ao d'~l~ments a~ ~ du Nous d~signerons par a~z 

mineur relatif ~ r~l~ment a~ ~ de  ce d~terminant. Les quantitds o a,~ sont comme a~ ~ 

des fonctions alg~briques d~finies et ind4finiment d~rivables des Ao ~" dans D. (Le 

carr4 du  d~terminant a o 4tant  ~gal ~ la valeur absolue A du d4terminant d'~l~ments 

A ~', a o est different de z4ro dans D.) 

Faisons le changement de variables lin4aire 

y.=a~.  

Les d4riv~es partielles des fonctions inconnues us sont covariantes dans un tel 

changement de variables, les ~quations (E) s'~crivent donc 
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(22.1) A * ~  ~2u~ B *~'~Ou~ ~ y ~ y ~  + ~ ~y,~ +/~ =0 .  

avec 
A ~ = A 'l~' a~ a ~ ,  

(22.2) 
*ra Bra ~o B 8 = S ~ a  ). " 

Les coefficients des 4quat ions (22.1) p rennen t  

E u  effet  : 

aa~ - ,*o '*o aa~ a~ + 2 a~, o = 

on a donc bien 
A .44 = 1, 

Nous pouvons  appl iquer  a u x  

les var iables  y~ et  pour  le point  
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au point  M o les vaIeurs  (t.4). 

R e m a r q u o n s  tou t  d ' abo rd  que les pa ramSt res  d ' in t4gra t ion  qui s ' in t roduisent  seront  

y4, h2, ha mais  que, la surface p o r t a n t  les donn~es de Cauchy 6tant  toujours  x~- -a]  4 y4 = O, 

es domaines  d ' in t~gra t ion  seront  ddtermin~s pa r  3/o et  l ' in tersect ion de cet te  surface 

avec le cono~de carac t&is t ique  de s o m m e t  M 0. Nous voyons  qu ' i l  sera commode,  pour  

calculer ces int~grales, de choisir les var iables  y~ rela t ives  ~ un point  M o quelconque 

de telle fa~on que la section d 'espace  initiale, x 4 = 0, soit une hypersur face  y4 = 0. II 

suffira pour  cela de choisir les coefficients a~ ~ (ce qui est  loisible) tels qu 'on  a i t  

a~*=0.  Nous aurons  alors 

1 
a~ = 0, a~ = ~o ~ ~ (A~4) -�89 et  y, = a~ x a, 

off a4~ est un nombre  posit if  borne.  

23. Application des r~sultats de la partie I. 

L'app l ica t ion  des r~sul tats  de la par t i e  I mon t re  alors l 'exis tence d 'un  domaine  

D o ~ D, d~fini pa r  [ x~ ] < e (qui ent ra lne  en t ou t  point  M o e D o, [yo 4 ] ~< ~]) tel  que l 'on 

puisse ~crire en t ou t  point  M o de D o une formule  de Ki rchhof f  don t  le p remier  m e m b r e  
o soit la va leur  en M o de l ' inconnue u , ,  en fonct ion des quan t i t&  y'~=a,~gX~o, et  dont  

le deuxi~me m e m b r e  se compose d 'une  int6grale tr iple et  d 'une  int4grale double.  

Les quant i t~s  ~ int4grer  s ' exp r imen t  au  moyen  des fonetions 

X (y4, h2: h3 ' y~) repr~sentan t  (y~, p~, yi, z~ . . . . .  z~s) et  ~ (y4, h2 ' ha ) (wr . . . .  eo;~j), 

solutions d '~quat ion du type  

~,4 B4 

~quations (E), ~crites sous la forme (22.1), duns 

M 0 correspondant ,  les r4sul tats  de la par t ie  I.  
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oh les fonctions E* et F* sont les fonctions E et F du Chapitre I, mais calcul~es 

partir  des coefficients (22.2) et de leurs d4riv@s partielles par rapport  aux y", et 

off /20, X 0 d4signent les valeurs pour y4=y~ des fonctions /2, X correspondantes. 

Afin d'obtenir, sous une forme plus simple, des ~quations intSgrales valables 

dans tout  le domaine Do, nous prendrons d'une part  pour paramStre d'int~gration au 

lieu de y4, x 4 (ce qui est possible, a~ ~tant en chaque point M 0 de D O un nombre 

positif donn~), nous remplacerons d 'autre part  eelles des fonctio~s inconnues auxi- 

liaires X qui sont les valeurs (en fonctions de trois param~tres) des coordonn4es y~ 

d 'un point du conoide E o de sommet M 0 par les valeurs des coordonn6s primitives 

x ~ d'un point de ce conoide. 

Nous remplacerons pour cela celles des ~quations int@rales qui ont au premier 

membre y~ par leurs combinaisons lin~aires de coefficients a~ ~ (hombres bombs), 

c'est-s par les ~quations de m~me type 

X4 

~ o !  ~~ T . 4 ~44 d x4 + x~ ' 

et nous exprimerons les quantitds sous les signes d'intdgration de toutes nos ~qua- 

tions en fonction des x ~ au lieu des y~ en remplagant dans ces dquations les y~ par 

les combinaisons lindaires a~ a (les a~ sont des nombres bornds). 

Le syst~me d'dquations intdgrales ainsi obtenu a, pour tout  point M o du donmine D, 

des solutions en m~me temps que le systbme prdcddent, solutions qui sont de la forn~e 

X (x~, x 4, ~2, ~3). 

24. R~capitulat ion des r~sultats  du chapitre I. 

Nous eonsid~rons un syst~me d'~quations aux d~riv~es partielIes du second ordre, 

lin4aires, du type 

us B.XO; ur A~. x~ ~ x, ~ + ~ x  ~ +/~ = O. (E) 

H y p o t h e s e s .  

1 ~ Dans le domaine D, d6fini par 

la forme quadratique A x" X~ X ,  est de type hyperbolique normal: 

A r t > 0 ,  la forme quadratique A ij X, Xs ddfinie < 0 .  
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2 ~ Les coefficients A a" et B~ ~ ont des d4rivges partielles par rapport aux x a 

continues et born~es, jusqu'aux ordres respeetivement quatre et deux dans le do- 

maine D. 

3 ~ Les d4riv6es partielles d'ordres respeetivement quatre et deux des A ~ et 

B~ z satisfont, dans D, h des conditions d e  Lipschitz. 

Conclus ion .  Toute solution des ~quations (E), poss~dant dans D des d6riv4es 

partielles premigres par rapport aux x" continues et born4es, v~rifie, si x3 sont Ies 

coordonndes d'un point M o d'un domaine D O d4fini par 

des /ormules de Kirchho// dont les premiers membres sont les valeurs au point M 0 

des fonctions inconnues u, et dont les deuxigmes membres se composent d'une in- 

t~grale triple (paramgtres d'int~gration x 4, 22, 2a) et d'une int~grale double (param~tres 

d'intggration 2~, 23). Les quanti t& s int~grer s 'expriment au moyen de fonctions 

X (x~, x ~, ~2, 23) et D (x~, x ~, 22, 2~), elles-m~mes solutions d'~quations int~grales 

donn~es (23.1) et des fonctions inconnues [u~]; la quantitg sous le signe d'int~grale 

double, qui est prise pour la valeur z~ro du paramgtre x~, contient, outre ]es fonc- 

, .  p q  
tions precedentes, les dgriv~es partielles premigres des Ionctions inconnues [0x~ ] 

(valeur sur Y'o des donn~es de Cauchy). Nous obtenons ainsi un syst~me d'gquas 

int~grales vgrifig dans D O par les solutions des ~quations (E). Nous gcrivons ee 

systgme sous la forme rgduite suivante: 
;$4 

X=~i E d x~ + Xo 

0 2~ ~ 2:r ~r 

C~APITR~ II.  

]~quations non lin~aires, 

1. Nous consid~rons un syst~me (F) de n ~quations aux d~riv~es partielles du 

second ordre, ~ n fonctions inconnues et quatre variables, non linSaires du type suivant: 

(F) A~ , W, s = 1, 2 4, ~ a ~  + / . = o ,  " "  
2, p = 1 , 2 . . . n ,  

1 2 -  523804 A c t a  ma thema t i ca .  88. Imprim5 le 17 novembre 1952 
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Les coefficients A a" et [s sont des fonctions donnges des quatre variables x", des 

fonctions inconnues Ws, et de leurs d~riv~es premigres ~ W~ 

Les coefficients A ~" sont les mgmes pour les n gquations. 

Nous remarquons que lea calculs, fairs au chapitre prgc~dent pour les ~quations 

lin~aires (E), sont valables pour les gquations non lingairea (F): il suffit de considgrer 

dans ces calculs les fonctions 11~ comme fonctions des quatre variables x~; les coefficients 

A ~ et /s sont alors des fonctions de ces quatre variables et les calculs pr6c6dents sont 

valables, s condition gvidemment de considgrer dans toutes les formules qui font 

intervenir  les d~riv~es partielles des coefficients par rapport  aux x" ces d~rivations 

comme effectu~es. On aura par exemple 

~A ~" ~A ~" ~W~ ~A ~" ~ ~ W ~  

En appliquant les r6sultats pr6c6dents on montrerait  que, sous certaines hypo- 

th6ses, les solutions des 6quations (F) safisfont h u n  syst~me d'6quations int@rales 

analogue s (I), mais dont les deuxiSmes membres contiennent, outre ]es fonctions 

auxiliaires, les param~tles d'int6gration et les fonctions inconnues, les d6riv6es par- 

tielles par rapport  aux x ~ de ces fonctions inconnues (puisque les 6quations I font 

intervenir les d6riv6es des coefficients A ~", jusqu'au quatri&me ordre, par rapport  

a u x  z"): 

Nous n'appliquons donc pas directement aux 6quations (F) les r6sultats des 

chapitres pr6cMents; mais nous allons montrer  que, en d4rivant pr4alablement cinq 

fois par rapport  aux variables x" lea 6quations donn6es (F), et en appliquant aux 

~quations obtenues les :r~sultats du chapitre I, on obtient un syst6me d'6quations 

int4grales dont les premiers membres sont les fonctions inconnues W~, leurs d6riv6es 

partielles par rapport  aux x ~ jusqu'au cinquigme ordre et des fonctions auxiliaires 

X, ~,  et dont les deuxi~rnes membres ne contiennent que ces fonctions et les para- 

m~tres d'int@ration. 

2. D6rivation des 6quations (F). 

Nous supposons que dans un domaine D de l'espace-temps, centr~ au point ~11 

de coordonn4es z ~, 0 et d6fini par 

et pour des valeurs des fonctions inconnues W~ et de leurs d6riv6es partielles pre- 

mi6res satisfaisant 



Syst~mes d'6quations aux d6riv6es partielles non lin6aires. 179 

(off W~ et ~W~ ~W~ ) ~x ~ sont les valeurs des fonctions W~ et ~x ~ au point # . Les coeffi- 

cients A ~v et /~ admettent des d6riv6es partielles par rapport '~ tous leurs arguments 

jusqu'au cinqui~me ordre. 

Nous obtiendrons alors, en d6rivant cinq lois les 6quations (F) par rapport aux 

variables x ", un syst6me de N 6quations ( N e s t  le produit par n du nombre de 

d6riv6es d'ordre cinq d'une fonction de quatre variables ) v6rifi6, dans le domaine D, 

par les solutions des 6quations (F) qui satisfont aus in6galit6s (2.1) et poss4dent des 

d6riv6es par rapport aux x" jusqu'au septi4me ordre. 

]~crivons ca syst6me de N 6quations. Nous posons 

~2 Wsa W ( =  W , , ,  - -  - W,,a 
~ x ~ ~ ~c~ ~ x ~ 

et nous d6signons par Us les d6riv6es partielles d'ordre cinq de W8 

~5 W8 
~x" ~x  ~ ~x  ~ ~x  ~ ~x  ~ = W ~ . ~ =  Us, s :  1, 2 . . . .  N.  

D6rivons les 6quations donn6es (F) par rapport k l'une quelconque des variables 

x ", nous obtenons n 6quations de la fornle 

~2W~ ~ ) A  ~' ~ A  ~' coW., + ~A~'~ ~__W~, + 

A a # ~ x ~ x ~ + [ ~ w r ~ W r a +  ~)Wr v Dx a ~xaJ ~x ~- 

+ ~ - r  Wra-}-aWrv coxaWr~,t~xx a=O. 

Recommen~ons quatre lois cette op6ration, 

6quations suivant:  

(2.2) 

nous obtenons le syst~me de N 

2 
A ~ , ~  W~.#~,~. + 

O xa O x ~' 

O W~ Wrt~ 

0 W~ W ~  

+ 

+ 

~Aa" 0Aa"~ ~ W 

0A a~ 0Aa"[ 0 0A au W~.m~ 
+ ~.w.W'~+-~-x"! ~x xW"~ ~W. ~x" + 

+ a/~ O W ~ . ~ o  ~-Fs=O. 
W~ c9 x ~ 
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oh F~ est une fonction des variables x,, des fonetions inconnues W~ et de leurs 

d6riv~es partielles ]usqu'au cinqui~me ordre inclus, mais non des d4riv6es d'ordre 

supgrieur. 

Les d6riv6es cinquiSmes Us des fonctions W~ satisfont donc, dans le domaine D 

et sous les conditions 6nonc~es, ~ un syst4me de N 4quations du type suivant: 

~ Us Bra ~ Ur 
(2.3) Aa"~x~Ox,+ s ~ + F s = 0 .  

Les coefficients A ~, B~ ~ et Fs de ces ~quations sont des polynSmes des coeffi- 

cients A ~" et /~ des ~quations donn4es (F) et de leurs d~riv~es partielles par rapport 

s tous les arguments jusqu'au cinquigme ordre, ainsi que des fonctions inconnues 

W~ et de leurs d4riv6es partielles par rapport aux x ~ ]usqu'au cinqui~me ordre. Les 

coefficients A ~" ne d6pendent que des variables x", des Ionctions inconnues W8 et 

de leurs d~riv~es partielles premieres Ws~, les coefficients Bs r~ ne d6pendent que des 

variables x ", des fonctions inconnues W~ et de leurs d~riv~es partielles premigres et 

secondes W,~ et W~,~. 

3. Appl icat ion aux  6quat ions  obtenues  des r6sultats  du chapitre I. 

Nous consid~rons les 6quations (F') comme un syst~me de N ~quations lin~aires 

du second ordre, aux~fonctions inconnues Us et nous appliquons s ces 4quations les 

rgsultats du chapitre precedent. Nous obtiendrons un systgme d'4quations int6grales 

dont les premiers membres seront des fonctions auxiliaires /J, X et les fonctions in- 

connues Us; les quantit~s figurant sous les intggrales des seconds membres s'expri- 

meront au moyen des fonctions auxiliaires X, des fonctions inconnues Us et de la 

valeur pour x 4=0 de leurs dgrivges partielles premieres ~ Us des param~tres d'int~- 
t~xa, 

gration, ainsi que des coefficients A a', Bs ra et Fs (eonsidgr~s comme fonctions des x") 

et de leurs d4riv~es partielles jusqu'aux ordres respectivement quatre, trois et z4ro. 

A a', B~ ~ et Fs ne faisant intervenir les dgriv~es partielles des fonctions W8 que 

jusqu'aux ordres respectivement un, deux et cinq, les deuxigmes membres des ~qua- 

tions int~grales considgr4es ne contiendront, outre les fonctions auxiliaires X, D, les 

Us 
fonctions Us et la valeur pour x 4= 0 de leurs ddriv~es premigres ~-~x~, et les para- 

mgtres d'int4gration, qua les fonctions inconnues W~ et leurs dgriv~es partielles 

jusqu'au cinqui~me ordre inclus. 
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l~quations int~grales v~rifi~es par les fonctions Ws et leurs d~riv~es. 

Si les fonctions Ws et leurs d6riv6es partielles jusqu'au cinquiSme ordre Wsa, 

W~z, . . . ,  Wzazr~ = Us sont continues et born6es dans un domaine D d'espace-temps 

(] x*- 241-< d, Ix41_< e) elies v6rifient dans ce domaine les relations int6grales 

X4 

W~ (x " ) = f  W~4 (x ~, t) d t+  W~ (x ~, O) 
0 

(3.1) . . . . . . . . . . . . . .  

X 4 

W~ ~ (x ~) = f W~ , ~  (x ~, t) d t+ W~ ~ @, 0). 
o 

En adjoignant au syst6me d'6quations int6grales, pr6c6demnlent consid6r6, le 

syst6me (3.1) nous pourrons alors obtenir un syst~me d'6quations int6grales, v4rifi6, 

sous certaines hypotheses, par les solutions des 6quations donn4es (F), dont les seconds 

membres ne contiendront que les fonctions figurant aux premiers membres. 

4. Donn6es  de Cauchy. 

Nous 6crirons ce syst6me d'6quations int6grales en rue de r6soudre, pour les 

6quations donn@s (F), le probl~me de Cauchy: recherche des solutions W~ des 6qua- 

tions (F) qui prennent, ainsi que leurs d6riv6es partielles premieres, des valeurs 

donn6es dans un domaine (d) de l'hypersurface initiale x4=0: 

Ws (x ~, O) = ~ (g), 

aW~ . 
( x ' ,  

oll ~ et yJ~ sont des fonctions donn6es des trois variables x ~ dans le domaine (d). Nous 

montrerons que, sous les hypotheses suivantes, les donn6es de ~ et ~v~ d6terminent les 

valeurs dans (d) des d6riv@s partielles iusqu'au sixi~me ordre de la solution W~ des 

4quations (E). 

H y p o t h e s e s .  

1 ~ Dans le domaine (d), d6fini par 

les fonctions ~ et Fs admettent  des d6riv6es partielles continues et born6es par 

rapport aux trois variables x * et satisfont aux in4galit6s 
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2 ~ Dans le domaine (d) et pous des valeurs des fonctions 

W~=q,, ax 4 - yJ~ et ~x ~ = ~ x J '  

satisfaisant aux in4galit6s (4.1), les coefficients A ~ et {~ ont des d6riv6es partielles 

continues et born~es par rapport s tous leurs arguments, jusqu'au cinqui~me ordre. 

3 ~ Dans le domaine (d) et pour les fonctions q~ et y~ consid6rfies Ie coefficient 

.4~ 4 est different de z~ro. 

I1 r~sulte en effet de la premiere hypoth6se que les valeurs dans (d) des d~riv~es 

partielles jusqu'au sixi~me ordre, correspondant ~ une d6rivation au plus par rapport 

s x 4, des solutions W~ du probl~me de  Cauchy pos~ sont 4gales aux d~rivdes par- 

tielles correspondantes des fonctions ~s et yJ~, et sont continues et born~es clans (d). 

Les valeurs dans (d) des d~riv~es partielles jusqu'au sixi~me ordre des fonetions 

W~, correspondant s plus d'une d~rivation par rapport s x t, s'expriment en fonction 

des pr~c~dentes, des coefficients A ~" et /~ des ~quations ( F ) e t  de leurs d~riv~es 

partietles jusqu'au quatri~me ordre. La troisi~me hypoth~se montre en effet que les 

equations (F) permettent de Caleuler, ~tant donn~es dans (d)les valeurs des fonctions 

Ws, W~,, W~,~, ]a valeur dans (d) de Ws~4, d'bfi l'on d4duira par d4rivation la valeur 

dans (d) des d~riv4es partielles correspondant s deux d4rivations par rapport s x a. 

Les 4quations ddriv~es des 4quations (F) par rapport aux variables x ~ (jusqu'au 

quatri~me ordre) permettent, de mani~re analogue, de calculer dans (d) les valeurs 

des d~riv~es partielles jusqu'au sixi~me ordre des fonctions W~. I1 r~sulte des trois 

hypotheses pr~c4dentes que routes les fonetions obtenues sont continues et born~es 

dans (d). 

Nous poserons 

W~ (z ~, o) = ~ (x~), 

u~ (x ~, o) = r  (~,*), 

U~ (x~, o) = T ~  (x~). 
x 4 

5. R6capitulation des resultats du chapitre II. 

Nous eonsid6rons un syst~me de n 6quations aux d~riv6es partielles du second 

ordre, non lin~aires, du type suivant: 

O2W~ +]~=0, 
A ~ " ~ x ~  
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off A ~" et /8 sont fonctions des Wr et de leurs d4riv~es partielles premieres, et des 

quatres variables x ". 

Nous avons vu que, sous les hypotheses du w 2, les solutions sept fois diff~rentiables 

des 6quations (F), satisfaisant aux in6galit~s (2.1), vdrifient le syst~me de N ~quations 

~2 Us B ~  Ur 
A ~ x ~  ~ + ~x- ~ -  + Fs=O 

off Us d4signe l'une quelconque des d4riv~es partielles cinqui~mes de W~ et off A ~', 

B~ ~ et Fs sont des fonctions des variables x ~, des fonctions W~ et de leurs d~riv6es 

partielles jusqu'aux ordres respectivement un, deux et cinq. 

Nous avons montr6 que, sous les hypotheses du w 4, toute solution sept lois 

diff~rentiable du probldme de Cauchy (donn~es de Cauchy Cs, ~s) prend, ainsi que 

ses d6riv6es partielles jusqu'au sixi~me ordre, des valeurs donn~es continues et born~es 

dans le domaine consider4 de la surface initiale. 

Nous appliquons aux ~quations (2.3) les r~sultats du chapitre I e t  nous adjoi- 

gnons aux ~quations intggrales obtenues les dquations int4grales (4.1). 

R6capitulons les hypotheses faites et les r4sultats obtenus. 

Hypotheses. 

A) Dans le domaine D d~fini par [x ~-~[_<d, [x4]_<e et pour des valeurs des 

fonctions inconnues satisfaisant 

l 

1 ~ Les coefficients A ~ et  /8 ont des d~riv~es partielles par rapport ~ tous 

leurs arguments jusqu'au cinqui~me ordre continues et born~es, les d~riv4es d'ordre 

cinq satisfaisant ~ des conditions de Lipschitz; 

2 ~ La forme quadratique A~t'X~X~, est de type hyperbolique normal: A a ~ 0  

et la forme A~X~ X~ d4finie ndgative. 

B) Dans le domaine de la surface initiale x~=0, d~finie par ]x~-~[_<d, les 

donn~es de Cauchy ~s et y~s admettent des d4riv~es partielles continues et born~es 

jusqu'aux ordres respectivement six et cinq. 

(]onclusion. Si nous consid~rons une solution Ws sept lois diff~rentiable du 

probl~me de Cauchy pos~, poss4dant des d4riv4es partielles par rapport aux x ~ 

jusqu'au sixi~me ordre, continues et born~es et satis~aisant aux in~galit~s (2.1)dans D, 

elle satisfait dans ce domaine aux 4quations F'. Les dquations F', considdr~es comme 
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6quations ]in6aires aux fonctions inconnues Us, satisfont aux hypotheses du cha- 

pitre I done: 

I1 existe un domaine Do=D dans lequel les fonetions W~ v6rifient le syst~me 

d'6quations int@rales suivant. 

Syst6me d'6quations int6grales (I). 

Ce syst~me est eompos6 

1 ~ d'6quations ayant  au premier membre une fonetion X des trois param~tres 

x 4, 22, 23 (repr6sentatifs d 'un point du conoide caraet6ristique de sommet M 0 (Xo)) et 

des quatre coordonn6es x] d 'un point M 0 E D 0. Ces fonctions X sont les fonctions 

x ~, p~, y[, z~, y[h, z[h, d~k, Z{hk du chapitre I. Ces 6quations sont de la Iorme 

X 4 

X = f E (X) d x 4 + Xo, 
X 0 

off X 0, valeur de X pour x 4=x~, est une fonction donn6e de x~, 22, 23; 

2 ~ d'~quations ayant  au premier membre une fonction /2 (x~, x0*, 22, 23) (fonc- 
r ( D r .  r tions (D~ . . . .  w~j du chapitre I), de la forme 

x 4 

~2 = ~!i F (X,/2) d x 4 +/20, 

off /20, valeur de /2 pour xt=x~, est une fonction donn6e de x~, 22, 23; 

3 ~ d'6quations , y a n t  au premier membre une fonction W des quatre coordonn6es 

x ~ d 'un point MED. Les fonetions W sont les fonctions W~, W~,  W~z,  W ~ r ,  

W~zr~. Les ~quations sont de la forme 

x 4 

w= fa(w,  Wo, 
0 

oh Wo, valeur de W pour x 4=0, est une fonction donn6e des trois variables x*; 

4 ~ d'~quations ayant  au premier membre une fonction U des quatre coordonn6es 

x] d'un point Mo E D 0. Les fonctions U sont les fonetions Us, d~riv~es cinqui~mes 

de W~. Ces ~quations (formules de Kirehhoff) sont de la forme 

0 2 ~  ~t 2zt  

U=x~ o f of Hdx4dX2d23+ o f of I d22dX3" 

Les quantitSs E, F, G, H, I sont forme]lemen~ identiques aux quantit~s correspon- 

dantes calcul~es aux chapitres I pour les gquations (E) (en consid~rant les dSriva- 

tions par rapport aux x ~ comme effectuSes). La quantit~ G est une fonction W ou U. 

Toutes ces quantit~s s'expriment done au moyen des fonctions XI /2, W e t  U, 
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figurant aux premiers membres des 6quations int6grales consid6r6es, et font intervenir 

les d6riv6es partielles des A~" et ./~ par rapport  5, tous leurs arguments, jusqu'au 

einqui~me ordre, et les d6riv6es partielles des donn6es de Cauchy % et ~0~ jusqu'aux 

ordres six et einq (dans la quantit6 I et par Wo). 

R4solution du probl4me de Cauchy. 

Pour r6soudre le probl~me de Cauchy pour les 6quations non lin6aires F nous 

pourrions ehercher ~ r6soudre, ind6pendamment de ees 6quations, le syst4me d'6qua- 

tions int6grales v6rifi6 par les solutions (et montrer ensuite que cette solution est 

effeetivement solution du problgme de Cauchy pos6). Malheureusement il se pr6sente, 

pour cette r6solution, des diffieult6s: nous avons montr6 au ehapitre I que les quan- 

tit6s figurant sous le signe d'int6gration (en partieulier H) sont continues et born6es, 

en supposant la diff6rentiabilit6 des coefficients A ~', consid6r6s comme fonctions donn6es 

des variables x a, ees conditions n '6tant pas r6alis6es quand les fonctions W~, W~a, 

i j ~2 (~ 
. . . .  Us sont ind6pend~ntes, la quantit6 [A ] ~  A ne sera alors pas born6e et 

continue.  

Pour r6soudre le probl~me de Cauehy nous passerons donc par l 'interm6diaire 

d'6quations approch6es F1, oh les coefficients A ~" seront des fonctions donn6es des x ~, 
�9 ( 1 )  

obtenus en rempla~ant W~ par une fonction donn~e W~. Les quantit6s figurant sous 

les signes d'int~gration des 6quations int6grales v6rifiSes par les solutions seront alors 

continues et born~es s'il en est ainsi des fonctions W . . . .  Us consid6r~es comme in- 

d6pendantes. Nous pourrons alors r6soudre les 6quations int~grales et montrer  que 

leur solution W . . . .  Us est solution des 6quations F~ et que les W~ . . . .  Us sont 

les d6riv6es partielles de Ws; mais il nous faut pour cela, dans le cas g~n6ral, prendre 
(1) 

pour fonetion W~ une fonction six fois diff6rentiable (puisque les 6quati0ns intggrales 

font intervenir les d6ri~z~es cinqui~mes des A~) ;  la solution W~ trouv~e n'6tant que 

cinq fois diff~rentiable, nous ne pourrons pas it6rer l'op6ration. La mSthode expos6e 

ne pourra done s'appliquer que si les A ~ ne d6pendent que des W~ et non des W~ a: 

il suffira alors de supposer la fonction d 'approximation cinq fois diff6rentiable. 

Nous exposerons en dStail la solution du problgme de Cauehy dans ce cas au 

chapitre III ,  et nous l 'appliquerons aux ~quations de la relativitg au ehapitre IV, 

Dans le cas g6n6ral, o/1 A a" est fonction de W~ et  Ws~, on peut r6soudre le 

problgme de Cauchy en passant par l 'intermgdiaire d'6quations approch6es, non des 

6quations (E) elles-m~mes, mais d'~quations pr6alablement d6riv~es par rapport  aux 

x ~ et consid~r6es comme ~quations intggro-diffSrentielles aux fonetions inconnues W~ ~. 
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CHAPITRE III. 

R6solution du probl~me de Cauchy dans le cas oh les coefficients A~/~ ne 

d6pendent pas des d6riv6es partielles premieres des fonctions ineonnues .  

I. Nous consid6rons dans ce chapitre un syst~me (F) de n ~quations aux d~- 

riv6es partielles du second ordre ~ n fonetions inconnues et quatre variables, du type 

pr6c6demment 6tudi6: 

(a) A ~" ~ W~ +/~ = 0 
~ x~ ~ x ~ 

mais oh les coefficients A ~" sont fonctions seulement des variables x ~ et des fonc- 

tions inconnues Wt, et non des d6riv6es partielles premieres ~Wt de ~x ~ ces fonctions. 

Les coefficients /~ sont fonctions, comme pr6c6demment, des variables x ", des 

~Wt 
fonctions inconnues Wt et de leurs d6riv~es partielles premieres ~x ~ 

Formation d'un syst6me d'6quations int6grales v6rifi6 par les solutions des 

6quations (G). 

Nous obtiendrons un syst~me d'6quations int6grales v6rifi6 par les solutions des 

6quations (G) en employant les m6thodes utilis6es au chapitre pr6c6dent pour les 

6quations du type g6n6ral (F). Remarquons toutefois que, dans le cas des 6quations (G), 

We 
les coefficients A ~" ne contenant pas les d6riv6es partielles premieres ~ x  ~ = Wt,, il 

suffira d'appliquer les r6sultats du chapitre I aux 6quations d6duites des 6quatioos (G) 

par quatre d6rivations par rapport  aux variables x ~ pour obtenir un syst~me d'6qua- 

tions int6grales dont les seconds membres ne contiennent pas d'autres fonctions que 

celles figurant aux premiers membres. Les calculs effeetu6s au w 2, chapitre I I  mon- 

t rent  en effet que ces 6quations d6riv6es s'~crivent, en  d6signant par Us l 'une quel- 

conque des d6riv6es quatri~mes des fonctions inconnues W~ 

~ U s  r~aUr l F 
A ~ ' - + B s  ~ -  ~=0. 

x ~ ~ x" 

A ~" ne d6pend que des variables x ~ et des fonctions W~. 

B~ ~, qui est une somme de d6riv6es partielles premieres des fonctions A ~', con- 

sid6r6es comme fonetions des variables x" et de d6riv6es partielles premieres d'une 

fonct ion  /~ par rapport  aux d6riv6es partielles premieres Wr, des fonetions inconnues, 
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ne  d~pend que des variables x ~, des fonctions inconnues W~ et de leurs d~riv~es par- 

tielles premiSres W~,. 

Fs  est un polynSme des coefficients A ~ et ./8 et de leurs d~riv~es partielles par 

rapport  ~t tous leurs arguments jusqu'au quatri~me ordre, ainsi que des fonctions 

W~ et de leurs d4riv~es partielles par rapport  aux variables x ~ jusqu'au quatri~me 

o r d r e .  

Les ~quations intSgrales (J), v~rifi~es par les solutions born~es et ~ d~riv~es pre- 

mieres born~es des ~quations (G'), d~duites comme au chapitre I I  des rdsultats du 

chapitre I, ne font intervenir que les coefficients A ~" et B~ ~ et leurs d4riv~es par- 

tielles jusqu'aux ordres respectivement quatre et deux, ainsi que ]es coefficients Fs. 

On v~rifie done que ces ~quations (J) ne contiennent pas de d~riv~es partielles des 

fonctions Ws d'ordre sup~rieur ~ quatre. 

Nous rencontrerions 4videmment, pour r~soudre le syst~me d'~quations int4grales (J) 

directement ta m~me difficult5 que dans le cas g~n~ra]: la quantit4 H sous le signe 

f f f  n'est pas born~e en g~n~ral si Ws, W~ . . . .  Us sont des fonctions ind@endantes. 

Nous pourrons toutefois, dans le cas oh les A ~" ne d@endent pas des d~riv~es pre- 

mieres des Ws, r~soudre le probl~me de Cauchy en utilisant les r4sultats obtenus sur 

le syst~me d'dquations int~grales ~r i f i~  dans un certain domaine, par les solutions 

des ~quations donn4es (G) de la mani~re que nous allons exposer dans la suite. 

2. P lan  du Chapi t re  I I I .  (R~solution du probl6me de Cauchy.) 

A. Nous consid6rerons un syst6me Gj, approch4 de G, obtenu en remplagant dans 
(1) 

A ~ (et non dans ./s) les inconnues Ws par des valeurs approch~es Ws satisfaisant 

des hypotheses convenables. 

I. Nous montrerons que le syst~me d'dquationS int6grales J1, v6rifi4 par les 

solutions du problgme de Cauchy donn6 relativement aux 6quations G1, admet tree 
(1) 

solution unique continue et born~e dans un domaine D ind~pendant de Ws si on le 

consid~re comme syst~me d'~quations int4graIes aux fonctions inconnues indgpen- 

dantes X, ~2, W, U. 

II .  Nous montrerons ensuite que les solutions trouv6es de J1 sont solutions du 

problgme de Cauchy donn6 pour les 6quations G 1 dans tout  le domaine D et que 

les fonctions W~ obtenues admet tent  pour d~riv~es partielles jusqu'au quatri~me ordre 
(1) 

Ws . . . .  Us et satisfont aux m~mes hypotheses que Ws. Nous d~signons ces fonctions 
(2) 

par Ws. 
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B. La r6solution du probl~me de Cauchy pour les ~quations G 1 d~finit, d'aprSs 
(1) 

]es r6sultats pr6e6dents, une repr6sentation de l'espaee des fonctions Ws dans ]ui- 

mSme. Nous montrons que cette repr6sentation admet un point fixe, appartenant 

l'espace. Les fonctions Ws correspondantes sont solutions des 6quations (G) donn6es. 

Cette solution, unique, poss~de des d6riv6es partielles continues et born4es jusqu'au 

quatri~me ordre. 

3. Hypotheses faites darts le chapitre III. 

1 ~ Dans le domaine D d6fini par 

I~'-~'l_<d, [~1-<~ 

et pour des valeurs des fonctions inconnues satisfaisant 

(3.~) Iw~-+=l_<Z, ~ o:+ _<z, ~ ~z: 

a) Les coefficients A a" et /s admettent des d6riv6es partielles par rapport h 

tous leurs arguments jusqu'au quatrigme ordre, continues, born6es et satisfaisant 

des conditions de Lipschitz. 

b) La forme quadratique A;''X.~Xg est de type hyperbolique normal A44>0, 

A tj Xi Xj d6finie n6gative. 

2 ~ Dans le domaine (d) de la surface initiale, d6fini par Ix i - x*l -< d, les donn6es 

de Cauchy % et y3~ poss~dent des d6riv6es partielles continues et born6es jusqu'aux 

ordres respectivement cinq et quatre satisfaisant s des conditions de Lipschitz. 

4. l~quations approch6es G 1. 

Nous eonsid~rons un systSme d'6quations approch6es du syst6mes (G) obtenu en 

remplagant dans les coefficients A a€ (et non dans fl), les fonctions inconnues par des 
(1) 

fonctions donn6es W, qui admettent des d6riv6es partieiles continues et born6es 
(1) (1) 

jusqu'au quatri~me ordre (nous les d6signons par Ws,,..., Us) dans ]e domaine D: 

lx'-~'l_<d, 1~4I<_~ 
et satisfont aux in6galit6s 

(1) 

Iw~-,~l_<z, ~x ~x ' l -  

Nous 6crivons le syst~me obtenu: 

(1) ~2 ms 
A ~" - -  + ]~ = 0. 

(1) 

W~ ~ -~1 -< 

(G1) 
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Une solution W1, six fois diff4rentiable et satisfaisant aux in~gaht~s (3.1), des 

~quations (G1) v~rifie donc, dans D, les ~quations suivantes: 

(1) ~ Us (~)~ ~ Ur (1) 
A ~' . . . .  + + Fs  = O. (G~) 

~x~ ~x" 

On volt facilement, grs h des formules analogues aux formules du chapitre II, que 
(1) (1) 

1 ~ A ~ est une fonction des variables x" et des fonctions donn~es Ws; 
(1) 

2 ~ Bs ra est une somme des fonctions suivantes: 
(1) 

a) d4rivdes partielles premieres des A ~" consid~r~es comme fonctions des vari- 
(1) (1) 

ables x a (donc comme fonctions des variables x a e t  des fonctions Ws et Ws~); 

b) d6riv~es partielles premieres d'une fonction Is par rapport aux fonctions Wr, 

(donc des fonctions des x ", W~ et W~). 
(1) (1) 

3 ~ F s  est un polynSme des coefficients A ~" et ]~ at de leurs d4riv~es partielles 

par rapport t~ tous leurs arguments jusqu'au quatridme ordre, ainsi que les fonctions 
(1) (1) 

W~ et W~ et de leurs ddriv~es partielles par rapport aux x ~ jusqu'au quatri~me ordre. 

5. Application des r~sultats du chapitre I. 

Les coefficients des ~quations (GI), consid~r~es comme des dquations lin4aires du 

type (E) aux fonetions inconnues Us, satisfont donc dans le domaine D aux hypo- 

theses du chapitre I. I1 existe donc un domaine Do~ D dans lequel les d4riv~es 

cinqui~mes Us d'une solution W~ du probl~me de Cauchy pos~, qui poss~de des 

d~riv~es partielles continues et born~es jusqu'au sixi~me ordre et satisfait aux in~ga- 

lit4s (3.1), v~rifient des formules de Kirchhoff, dont les premiers membres sont les 

valeurs au point M o E D o, de ces fonctions Us. Ces ~quations, jointes aux ~quations 

int4grales ayant au premier membre des fonctions auxiliaires X et ~,  et ~ des ~qua- 

tions int~grales analogues s (4.1) (II), forment un syst~me d'~quations int~grales que 

nous d~signons par J~. 

6. Systi~me d'$quations int$~rales J~. 

Consid~rons (ind~pendamment des ~quations initiales G~) l'ensemble des relations 

int~grales J~ comme syst~me d'~quations int~gra]es ~ quatre groupes de fonctions 

inconnues X, ~, W et U. Le syst~me se compose des quatre groupes d'~quations 

suivants: 

1 ~ Des ~quations int~grales ayant au premier membre une fonction X des quatre 

coordonndes x~ et de trois param~tres x ~, 23, 2a (fonctions correspondant aux fonctions 
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x i, pi, y[, �9 �9 �9 zihk qui d~finissent les  cono~'des caract~ristiques). Ces ~quations sont de 

la forme 
X4 

(1) X (xg; x 4, 42, 43) = f E dz' + Xo (x~, x~, 42, ~3)- 
2 o 

~4 

X o est une fonction donn~e. (Pour z', p~, y~ . . ,  les vMeurs de -Y0 sont respectiveme~t 

x~, ~o 0 . . . ) .  

E est une fraction rationnelle de d6nominateur 

(1) (1) 
_ A'44 + A *i4 p~ T $ 4  - -  

des quantit6s suivantes: 

a) coefficients A~v et leurs d6riv6es partielles par rapport ~ tous leurs arguments 
(1) 

jusqu'au quatrigme ordre (fonctions de Ws (z ~) et x" off x i est remplac6 par la fonc- 
(1) 

tion X correspondante), fonction W~ et d~riv~es partielles jusqu'au quatri~me ordre; 

b) fonctions X;  
(1) (1) (1) 

c) quantit~s a ~  et a~ ~, fonctions alg~briques des valeurs des coefficients A ~" 
(1) 

pour les valeurs x~ et 14';s (x~) de leurs arguments. 

2 ~ Des 4quations ayant au premier membre une fonction t9 des x] et des para- 

mhtres x 4, ).2, 4a (fonetions correspondant ~ w~, co~, ~j-). Ces ~quations sont de l~ forme 

X4 

(2) ~2 = ~ I F  dx1+ 0o, 

oh D O est une fonction donn~e (pour w r, w~,, w~r,j, les valeurs de Do song respective- 

ment 5~, O, 0). a) a) 

F est une fraction rationelle (de d6nominateur T**=A*44+A*~p, )des  quantit~s 

suivantes : 

a) coefficients ~)~ et B)~ et d4riv~es partielles p~r rapport  ~ tous leurs argu- 
(1) 

merits jusqu'aux ordres respectivement trois et deux (c'est-s coefficients A ~', /~, 

et leurs d6riv6es partielles jusqu'au troisi~me ordre); 
(1) 

b) fonctions W~(x a) et leurs ddriv6es partielles jusqu'au troisi~me ordre et 

fonctions W~. (x"), W~.~ (x"), W~ ~zr (x") (fonctions W (x")). Les x' song toujours remplac~s 

par les  fonctions X correspondantes; 

c) fonctions X et ~2; 
(1) (1) 

d) quantit6s a~ e t  a~ ~. 
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3 ~ Des ~quations ayant  au premier membre une fonction W des quatres coor- 

donnles  x% Ces ~quations sont de la forme 

Z4 

(a) w (x '~) = f a &4 + Wo (x% 
0 

Wo disigne une fonetion donnde, (Pour Ies fonctions Ws, W=~ . . .  les vMeurs de 

W 0 sont respectivement ~s=, %, ,  . . . ) .  

G est une fonction W ou une fonction U. 

4 ~ Des formutes de Kirchhoff, ayant  au premier membre une fonction U des 

quatre eoordonnies x~ 
0 2 ~  ~ 2 ~  

I ! ;  , 

a) H est le produit  de la racine carrie d 'une fraction rationnelle de dinomina- 
(1) 

teur D* (polyn6me de A x~, X, X et p~) et de num&ateur  1, par Ia somme des deux 

fractions rationnelles suivantes: 

1) Une fraction rationnelle H~ de d6nominateur (D*) a ( x a - x  4) T .4 (qui ne provient 

que des termes de l 'op5rateur L~ qui eontiennent les diriv~es partielles seeondes de 

la fonction ~) dont te numira teur  est un polynSmc des fonetions suivantes: 
a) 

A *" et leurs dir ivles  partielles premigres et seeondes par rapport  ~ tous leurs argu- 
(1) 

merits (fonetions de 147= (x ~) et x ~ oh x * est remplael  par la Ionction X eorrespondante). 

(1) ( l )  (1) 

w= (.~1, w=. (x=), 17=o~ (x~ 

X et ~7. (On a dSsign6 par ~7 le quotient par x a - x  4 des fonetions X pour 

lesquelles X o = 0). 

U(x  ~) et t9, qui n ' interviennent que par le produit [U,] m~ en Iacteur dans le 

polynSme considdr& 

Remarquons que ce polyn6me, fonetion des sept arguments xl, x 4, 22, ~a, s'annulle 

pour x4 = x~. 

2) Une fraction rationnelle Hlb de dlnominateur (D*)~T .4 des quanti t is  sui- 

vantes: 
(I) (I) (I) 

coefficients A a~, Bs r~ et Fs,  et leurs dlr ivies  partielles des deux premiers jusqu'aux 
(1) 

ordres respectivement deux et un, par rapport  ~ x ~. C'est,-g-dire coefficients A a" et 
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/ s e t  leurs d6riv6es partielles par rapport  g tous les arguments jusqu'au quatri6me 
( l )  (1) 

ordre, et fonctions W~ (x") . . . Us (x,), W~ (x a) . . . U~ (x ~) 

fonctions X et X;  

fonctions f2 et ~ (on a d6sign6 par ~ le quotient par x 4 - x  4 des fonctions 

~2 pour lesquelles f2 0 =0) ;  

b) I est la valeur pour x4=0  du produit de la racine carr6e d'une fraction 

rationnelle de d6nominateur D*, de num6rateur 1 par une fraction rationnelle de 
(1) 

d6nominateur (D*) 2 A* a4 T* 4 des fonctions suivantes : 
(1) 

A ~z et leurs d6riv6es partielles premi6res par rapport  g tous leurs arguments;  

d6riv6es partielles premi6res de /~ par rapport  s Wry (interviennent par l 'inter- 
(1) 

m6diaire de Bsra), fonctions de W~ (xa), W~a (x ") et Xa; 
(1) (1) 

Ws (x ") et W~, (x~); 

X et .~, ~ e t a ? ;  

donn6es de Cauchy ~ (x ~) et % (x ~) et leurs d6riv6es partielles par rapport  aux 

x ~ jusqu'aux ordres respectivement cinq et quatre. 

I. R6solution du syst/~me d'6quations int6grales Jl" 

, 

deux groupes; d'une part  

(1) 

d'autre part 

(2) 

(a) 

(4) 

Nous remarquons que le syst6me d'6quations int6grales J1 se subdivise en 

x 4 

X =~!i E dx 4 + Xo, 

~4 

,(2 = x ~  F d x  4 q- ,.(20, 

32 4 

W= f Gdx~+ Wo, 
0 

0 2~ ~ 2~ 

Les 6quations (1) ne contiennent pas d'autres fonctions inconnues que les fonc- 

tions X. Nous les rSsoudrons tout  d'abord. 

Nous remarquons d 'autre part  que la fonction Ha est une fonction connue quand 

les X sont connus. Nous pourrons alors borner la quantit4 H sans faire d'hypoth6se 
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sur les dgriv~es des fonetions U et W; eonsid~rges eomme ind@endantes, et r~soudre 

les gquations restantes (2),,(3) et. (Q. 

Nous allons done montrer que le systgme d'~quations intggrales Jo admet une 

solution unique, moyennant les hypothgses faites sur les coefficients A at' et .t~ et des 
(1) 

hypotheses sur les fonetions Ws.  Nous rassemblerons ees hypotheses sous le nom 

d'hypothgses B e t  B' et les ~noncerons duns les deux paragraphes qui vont suivre. 

8. Hypothgses  (B). 

1 ~ Duns le domaine (D) dgfini par 

<d, Ix'l-<  

et pour des valeurs des fonctions W~ et W~ satisfaisant k: 

(8.1) Iw.-w=l_<z: 

a) Les coefficients A a" et /, admettent  des d4riv6es partietles par rapport g tous 

leurs arguments jusqu'au quatri~me ordre, continues et born4es par un n0mbre donnC 

1)) La forme quadratique A ~ X~ X,  est de type hyperbolique normal. Le eoefi- 

eient A 44 est sup~rieur ~ u n  hombre positif donn~. 

Les coefficients a3 ' et a~ relatifs aux valeurs des coefficients A a" en un point 

du domaine precedent sont horn,s par un nombre donng. 
(1) 

2 ~ Les fonetions d'approximation W, admettent  dans le domaine (D) des d4riv4es 

partielles jusqu'au quatri~me ordre continues, born4es et satisfaisant aux in4galitgs 

(1) (l) (1) 

(1) (1) 

et aux in~galit~s analogues I W -  Wo[-< l jusqu's I U s -  q~s[ <_ 1. 

3 ~ Duns le domaine (d), dgfini par 

I<d, 

les donn~es de Cauehy ~v, (x ~) et ~0~ (x ~) poss~dent des d~riv~es partielles continues et 

born~es par rapport aux variables x ~ jusqu'aux ordres respeetivement einq et quatre. 

Nous d~signerons par bornes (B) les diffgrentes bornes figurant duns ees hypo- 

thgses (d, s, l, bornes des coefficients et des donn~es de Cauehy). 

9. Hypotheses B'. 

1 ~ /)ans le domaine (D) et pour des valeurs des fonetions W~ et W~, satis- 

faisant aux in6galitgs (8.1), les d6riv6es partielles d'ordre qu.atre des coefficients A a" 

et [~ satisfont s une condition de Lipsehitz donn6e par rapport ~ tous leurs arguments. 

1 3 - 5 2 3 8 0 4  Acta mathematica. 88. Imlorim6 le 18 n o v e m b r e  1952 
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2 ~ I1 r~sulte alors des hypotheses (B) que, dans le domaine D et pour des 

valeurs des fonctions Ws satisfaisant s (8.1), les coefficients a~ o a0 , aa~ et leurs d~riv~es 

partielles jusqu'au quatri~me ordre v6rifient une condition de Lipschitz donn4e par 

rapport ~ leurs arguments x~, W, (x~). 

3 ~ Les d~riv~es partielles d'ordre quatre des fonctions W~ satisfont s une con- 

dition de Lipschitz par rapport a u x  trois  a r g u m e n t s  x ~. 

Des hypotheses (B) 3 ~ il r6sultait l'in6galit4 

(1) (1) 

lw~ (x'o) - w8 (x~ g' ~ Ix'~  x~ 

(1) 

et les in~galit4s analogues pour les d~riv~es partielles des W8 jusqu'au troisi~me ordre. 

Nous aurons de plus: 

(1) (1) 

I u~(x", x')- v~ (x', x')l_<zx Ix"-x ' l .  

4 ~ Dans ]e domaine (d) les d6riv6es partielles d'ordres respectivement cinq et 

quatre des donn6es de Cauchy ~0~ et ~v, satisfont s une condition des Lipschitz par 

rapport aux variables x t. 

Des hypotheses (B) il r6sultait l'in6galit6 

I~, (x") -~ ,  (x') I _< z0~ Ix"-x' l  

et les in~galit~s analogues pour les fonctions y~ et, les d~riv~es partielles de ~ et ~v~ 

jusqu'aux ordres trois et quatre. 

Nous avons de plus: 

1,~.. (x")  - ,~.  (~') I _< z~ ~ l (x"  - x ' l ,  

Iw8 (x")  - w~ (x')I_< ~; z I x " - x '  I, 

oh l' et lo sont des nombres dorm,s qui satisfont 

Z>Zo. 

Nous d~siguerons par bornes (B') les bornes figurant dans ces hypotheses. 

10. R 6 s o l u t i o n  d e s  6 q u a t i o n s  (1).  

Nous r6soudrons tout  d'abord les ~quations (I) d~finissant le cono~de carac- 

t6ristique. Ces fiquations int6grales non lin~aires, ayant  au premier membre une fonc- 

tion X, ne contiennent pas d'autres fonctions inconnues que les fonctions X. 

(D X= ~E(X) dx~+Xo . 
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Espace fonctionnel  E. 

Nous r6soudrons les ~quations (1) en consid6rant un espace fonctionnel E, les m 

coordonn6es d 'un point de `5 (m est le nombre des fonctions X) 6rant des fonctions X 1 

continues et born~es des sept arguments x~, x ~, ~2, ;t3 dans le domaine A d6fini par  

I -< d, l xtl _<`5 

O<x4<x~, 0 < 2~<,n, 0<;[3_<2~,  

avec `5 (xio)<s (,5 figurant dans les hypotheses (B)). 

Les fonctions X 1 prennent  pour x 4= x~ les valeurs donn~es X o. Nous d6signons 

par  7//0 le point de `5 de coordonn6es )~r o (valeurs des fonctions X o pour x~ = x', x~ = 0 1 

et nous supposons que les fonctions X~ satisfont aux in4galit~s 

(10.1) Ix -fol_<d et Ixl-Xol<Mlxt-x l, 

oh M est un nombre donn~ que nous pr6ciserons plus loin. 

l l .  Dis tance  de deux  po in t s  de `5. 

Nous d4finirons dans l 'espace `5 la distance de deux point ~ 1 ,  ) ~  par  le maxi- 

mum dans le domaine A de la somme des valeurs absolues des differences de leurs 

coordonn6es : 

d ( m l ,  m ; )  = ~/~ax ~ l X ;  - X 1 I" 
A 

La norme ainsi introduite muni t  l 'espace `5 de la topologie de la convergence 

uniforme, et on v4rifie ais~ment que l 'espace `5 est un espace norm6, complet  et 

compact.  

12. Repr6sentat ion  de l 'espace `5 dans  l u i - m 6 m e .  

Au point ~ de `5 de coordonn6es X~ nous associons un point 77/2 dont les 

coordonn6es X2 sont d6finies par  

(12.1) X2 = ~ EI dx 4 + Xo. 

E1 d6signe la quantit6 E figurant dans les 6quations (1), oh les fonctions X sont 

remplac6es par  les coordonn6es correspondantes X~ de 7 ~ .  

Montrons que cette repr6sentation (12.1) est une repr4sentation de l 'espace `5 

dans lui-m~me, c'est-h-dire que les X 2 sont des fonctions continues et born6es de 

t Saul pour les fonctions x t (pour lesquelles X 0 = X~o) les fonctions X 0 sont des constantes ou 
des fonctions de ~t 2 , ~t a seuls. 
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leurs sept arguments, prennent  pour x 4=x~ leg valeurs X o et satisfont aux m6mes 

in6galit6s (10.2) que leg X1, s i e  (x~), qui d6finit le domaine de variation de ]'argu- 

ment x~ des X1, est convenablement choisi. 
(l) (1) 

Les E1 s 'expriment en effet rationellement (cf w 6) au moyen cles Wsl A~ ~', de 

leurs d6riv6es partielles jusqu'au quatri6me ordre (x' est remplac6 dans routes ces 
(I) (I) 

Ionctions par la fonction X 1 correspondante), X1, a~ z, o . aa~. toutes ces fonctions sont, 

d'aprgs leg hypothgses (B) et les hypothgses faites sur les X1, des fonctions continues 

et born~es des sept arguments x~, x 4, ~2, 2~. D'autre part  le d~nominateur des fonctions 

E~ est 
(1) (1) (1) 

T~ ~ = ( A*~ + A * ~  P,h 

et prend la valeur 1 pour x 4=x~, X 1 = X 0. I1 r6sulte imm6diatement des hypotheses 
(1) 

(B) et (B') et des in~galit6s vSrifiSes par les X 1 que T .4 satisfait ~ des conditions 

de Lipschitz 
(1) 

I TT ~-  1[ _< T' {Z I X l -Xo l  + Ix~-~tl} <T' (raM+ 1)Ix~-x~l, 

oh T'  ne d6pend que des bornes (B) et (B'). 

Nous pourrons done choisir e (x~) suffisamment petit  pour que le d~nominateur 

consid~r6 soit diff6rent de z6ro dans A. Par exemple pour 

I 
(12.2) s (x~) < 2 T'  ( ram + ]) 

nous aurons dans le domaine A 
(1) 

(12.3) IT*~I>~. 

Les quuntit6s E~ sont alors des fonctions continues des sept arguments x~, x 4, 

22, ~t a dans ]e domaine A, et sont born4es par un nombre M qui ne d6pend que 

des bornes (B) 
EI <_M. 

Les fonctions X 2 sont donc des fonctions continues et bornSes de leurs sept 

arguments. Elles v6rifient ]es in6galit6s 

(12.4) I x ~ - X o l  _< M Ixt -x~l .  

I1 suffira donc de prendre s (x~) tel que 

(12.5) ~ (x~) =< d - [ x ~ -  ~ i ,  
M 

pour que l'on ait 

I x ~ -  :~ol-<a. 
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(Remarquons que le hombre M de l'in@alit6 (10.1) a 6t~ ehoisi de mani~re s ee que 

les fonctions X 2 v6rifient la m6me in@alit~ que les fonctions Xi, ef. (12.1). 

Le point ~ 2  sera done un point de ~ s i s  (x~) v~rifie les in@alit~s (12.2) et (12.5). 

13. La repr6sentation d iminue  les distances.  
�9 r 

Montrons que la distance de deux points repr6sentatifs 7~l,, ~ 2  est inf6rieure 

la distance des points initiaux ~ 1 ,  ~ ' I  si e (x~) est eonvenablement ehoisi. 

Nous d6duisons imm6diatement des 6quations (12.1) l'in6galit6 

(13.1) 122 -- X2 Ix Ix 4 -  x4[ �9 Max [E; - E1 [. 

Les E 1 6taut des fractions rationnelles h d6nominateurs non nuls de fonctions 

born6es v6rifiant des conditions de Lipschitz par rapport aux X1 (les X~ v6rifiant les 

in@alit6s (10.1) nous pouvons en effet utiliser les hypoth6ses B'). Nous avons 

d'autre part 
] E ~ - E I I < M ' . E I X ~ - X I [  , 

oh M' est un nombre qui ne d@end que des bornes B e t  B'. D'oh 

d (N~, 7n;) _< r~ M ' .  Max s (xg). d (Tn~, 7n;). 
A 

Pour que la representation (12.1) de l'espace E duns lui-mgme diminue les distances 

il suffira done que e(x~) satisfasse 'X 
1 

(13.2) < m M,. 

Nous choisirons done e (x~) satisfaisant aux in6galit6s (12.2), (12.5) et (13.2). La 

repr6sentation (12.1) de l'espace 8 norm6, comple t e t  compact dans lui-m6me, dimi- 

nuant les distances, admettra alors un point fixe unique appartenant ~ cet espace. 

Conclus ion.  Dans le domaine 

(13.3) O < x 4 < x ~ ,  O<_~2<n , 0<,~3< 2 zr. 

Le syst~me d'equations intSgrales (1) admet une solution unique, continue et 

born4e, v6rifiant les in@alit~s 

(13.4) IX-Xol<_d. 

Remarquons en particulier que les trois /onctions X correspondant aux x ~ dd/inis- 

sent, avec la variable x 4, un  point  appartenant au domaine D. 

14. Propri6t6s des fonctions X. Fonct ions  X. 

Les fonctions X v6rifient les ~quations 
X4 

X = X o +zf;, E d x 4. 
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Les quant i t~s  E,  ne fa i sant  in te rveni r  1, outre  les X,  que les A ~" eL leurs d4riv~es 

part iel les  (fonctions donn~es des x"), poss~dent  les m~mes  propri~t~s qu ' au  chapi t re  I.  

Des  d4monst ra t ions  ident iques  ~ cellos fai tes au chapi t re  11 (w 15) m o n t r e n t  donc que:  

X - X o 
1 ~ Les fonctions x ~ - x  ~ sont  cont inues et  born6es dans A. Les fonctions X,  

quot ients  par  x ~ - x  4 des X qui s 'annullen~ pour  x~=x 4, sont  continues e t  born~es 

dans  A : 

IX-Xol<M[x3-~l, I~:I_<M. 
2 ~ Les fonctions 

jg4 

~-2o _ f (E-Zo)d." 

~ - x 4 x 0 '  - x 4 

(off ~70, Eo ddsignent les valeurs  pour  x 4=xo  ~ de X,  E) sont  continues et  born~es 

dans  A. La  borne de ces fonctions se d~duit  des condit ions de Lipschitz,  v~rifi~e 

pa r  E (fract ion rat ionelIe born~e de fonct ions born~es v~rif iant  des condit ions de 

Lipschitz)  pa r  r a p p o r t  aux  X et  ?~ x4: 

I E - - E 0 [ < M "  {Z [ X - X o l + [ x 4 - x ~ [ } .  

M "  ne d@end  que des bornes  B e t  B ' .  Nous avons  donc 

M 
(14.1) IX-  2~ o [_< ~ (Mm § 1)[x 4-  Xo4l. 

3 ~ JLes /onctions X vdri/ient des conditions de Lipschitz par rapport aux x'o. 

II  suffit,  pour  le d~montrer ,  de faire sur  l 'espace E l 'hypo~hgse suppl6menta i re  

su ivan te :  

Les fonctions X 1 v6rif ient  une condit ion de Lipschi tz  par  r appo r t  au x~ 

(14.2) ]X1 (Xo t, x 4 . . . .  ) - X1 (x~, x 4, . . . ) [  < d'  ~ ] xo t - x~], 

o71 d'  est  un nombre  donn6. 

Nous  avons  

x 4 

X 2 (xo i, . . . )  - X 2 (x~, . .) --  J i  ( E l  (xo . . . .  ) - E 1  (x~ . . . .  )) d x ' .  

xo 

1 Les d6monstrations ont 6t6 faites au chapitre I en utilisant la variable )q; il est 6videnb que 
(1) 

l'on peu~ les r6p6ter avec la variable x 4, le d6nominateur T .4 introduit 6rant un polyn6me (non 
nul) des m~mes fonctions que E. 
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E 1 (Xo ~) et E 1 (X~o) sont ca|cul6s respectivement ~ l'aide des fonctions X 1 (x~ * . . . .  ) 

(en particulier x~ '* (Xo . . . .  ) et X 1 (x~ . . . .  )). La quantit~ E 1 v~rifiant une condition de 

Lipschitz par rapport aux X1, on d~duit de (14.2): 

IX2 (Xo', �9 �9 .) - X2 (x~ . . . .  )l-< Ix~ - x ' l  M'  d' E I xo' - x~ I , 

pour e (x~)_< ~ ,  on a d'oh 

[x~ (xo' . . . .  ) - x~  (x~ . . . .  )1 _< d' ~ 1~o' - x~l. 

Le point )~/~, repr4sentatif de ~/1 par (12.1), est encore, avec l'hypoth~se supple- 

mentaire faite, un point de E, et le point fixe a des coordonn4es v~rifiant 

] X (xo' . . . .  ) - X (x~o . . . .  )l_<d'E [Xo*-X~[ 

et 
Jx  (~o' . . . .  ) - X ( x ~  . . . .  )l-< ]x~-~'l M' d'r, I ~ 0 ' - ~ J  

d'oh en particulier 
~ t t  

[ X  (xo . . . .  ) - X (X~o, . . . ) [  < M '  d' E [Xo' - X~o[. 

15. R~solution des ~quations (2), (3) et (4). 

Nous consid~rons maintenant le syst~me d'~quations int~grales ~ trois groupes de 

fonctions inconnues s W et U, obtenu en rempla~ant dans les 4quations (2), (3) 

et (4) les fonctions X par les solutions trouv6es des 4quations (1): 

e) i~ + 
~o 4 " 

x4 

(3) W = f G dx"  + W o, 
0 

o ~ 2~  ~ 2 n  

,4) U = ~ oj J'H dx, dz!.2 d,~3 + f f / 8~2 d,2. 3 . 

16. Espace fonctionnel F. 

Nous r~soudrons ces ~quations en consid~rant un espace ~onctionnel F,  les coor- 

donn~es d 'un point de F ~tant d~finies de la fa~on suivante: 

1 ~ mx d e c e s  coordonn~es (m I e s t  le nombre des fonctions ~2) sont des fonc- 

tions ~2x continues et born~es des sept arguments x~, x ~, ;is, 2a dans le domaine A: 

l ~ , -~ ' l  -<,z,, I~l-<~(~,), o_<~'_<~, o_<&_<~, o _ < & < 2 ~  

(1) 

x L e s  X t r o u v ~ s  s a t i s f a i s a n t  b. I X - -  X e l  ~ d n o u s  p o u v o n s  c a l e u l e r  A x~  (x  a)  e n  r e m p l a ~ a n t  x t 

p a r  l a  f o n c t i o n  X c o r r e s p o n d a n t e .  
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Ces fonctions prennent pour x4=x~ les valeurs donn@s 

in6galitgs 

(16.1) IO1 - tgol gh, 

oh h est un nombre donn~. 

Nous supposerons de plus que 

D o et satisfont aux 

o~t N e s t  un nombre que nous pr6ciserons plus loin. Les fonctions ~1, quotients par 

x 4 -  x~ des fonctions O 1 qui s'annulent identiquement pour x 4= x~), sont alors born@s 

dans le domaine A: 

(~6.2) 1 o l  I -< N. 

Les fonctions ~2l seront suppos6s continues dans A. 

2 ~ ) m 2 de ces coordonn@s (me est le nombre des fonctions W et U) sont des 

fonctions W4, U1 continues et born@s des quatre variables x" dans le domaine (D): 

Ces fonctions prennent pour x 4 =0  les valeurs W0 et U 0 d~finies par les donn6es 

de Cauchy et satisfont aux in6galit6s 

(16.3) Iwi-Wol~_z, Iu1- u01~z. 

(1 est le mSme nombre que celui figurant dans les hypotheses B). Les fonctions 

~0, W0, U0 d~finissent un point ~ 0  E 9:. 

17. Distance de deux points de 9:. 

Nous d6finissons dans l'espace 9: la distance de deux points 7~1 et )~/~ par ~ la 

somme des bornes sup6rieures, dans les domaines de variation respectifs de leurs 

arguments, des valeurs absolues des diff6rences de leurs coordonn6es: 

d (ml ,  m;) : Max iX [S~; - ~1 I+ S ]Wl- Wl l+  ~ [ U ; -  U1 I}. 

L'espace 9: est alors, comme l'espace ~, un espace norm6, complet (topologie de 

la convergence uniforme) et compact. 

18. Repr6sentation de l 'espace 9:. 

Au point ~vt/1 de l'espace 9: nous associons un point ~ 2  dont les coordonn6es 

Q2, W2, U2 sont d6finies par 
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(18.1) 

X4 

X r 

W~= fG1 dx 4+ W o, 
0 

0 2~r 3r 2rr 

4,2T, U2= xfo4 ~]f Jo" HldX'47-"/"f I ld~'2d'~3" 

F1, G1, H1, I1 d6signent les quantit6s F, G, H, I, figurant dans les 6quations (2), 

(3) et (4), calcul6es g l'aide des fonctions X, solution des 6quations (1), et en rein- 

plagant les fonetions inconnues ~2, W, U par les coordonn6es f21, W1, U~ du point ~ 1 .  

Montrons que la repr6sentation (18.1) est une repr6sentation de l'espace Y dans 

lui-m~me si e (x~) est convenablement choisi. 
(1) (1) 

1 ~ F 1 s'exprime rationellement (cf w 6) au moyen d'une part  des A a~,/s, Ws, 
(1) (1) 

o (fonctions donn6es de leurs d6riv6es partielles jusqu'au troisi~me ordre et des a3 ~ et aa~ 

des X), d 'autre part  des t21. Toutes ces ~onetions sont de fonctions continues et 
( ' )  

born6es des sept arguments x3; x 4, 22, ha. Le d6nominateur T *~ de ees fractions F 1 
(1) 

n'6tant pas nul (T4*> ~ - d'aprSs 12.2), les F 1 sont des fonctions continues et born6es 

des xa, x4, 22, ha: 

IF I_<N, 

N ne d6pendant que de8 bornes B et de h. 

Les t92 et z02 sont done des fonctions continues et born6es de leurs arguments 

et v6rifient 

(18.2) I & -  no I-< N I t- < 

i h 
Si s (x~) satisfait s s (Xo) _< 

nous aurons 

[9~- 9o]<_h. 

f22 satisfait alors aux m~mes conditions que ~Q1, le hombre N (borne sup6rieure 

des F 1 dans A), figurant dans l'in6galit6 (16.2), ayant  6t6 choisi pour qu'il en 

soit ainsi. 

2 ~ ) G 1 6tant un U1 on un W~, les W~ sont continus et born6s dans D par 

un nombre P ne d6pendant que des bornes (B) 

Iw=- Wol_<l  Pl, 
l 

d'oh, pour e(x~0)~ , 
P 

I W~. - Wo I <- 1. 
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3 ~ Montrons que les fonctions H 1 song born~es par un nombre ne d@endant  

que des homes (B), (B') et de h. 
(1) (1) 

a) Consid4rons la quantit4 D* figurant au dgnominateur. D* est un polyn6me 
(1) 

des Ionctions A *a', X, -~ et pc qui prend la v a l e u r - 1  pour x4=:x~)et X = X  o. 

D'apr~s les in4galitgs (14.2) (13.3), vgrifi~es par les fonctions x ~ et la variable x 4 dans 
(1) 

le domaine A, A ~" v~rifie des conditions de Lipschitz par rapport  aux x" dans A 

I1 r6sulte done des in4galit4s vdrifiges par les fonctions X et X et des hypotheses (B) que 

(1) 

[D* + 1 I<D' {~ IX-Xol  + I x~- ~31} <_D' (raM+ 1) e (x~) ,  

oh D' est un nombre qui ne d~pend que des bornes (B) et (B'). Nous pourrons 
(1) 

done choisir e (x~) assez peti t  pour que D* soig non nul. Nous voyons par exemple que 

1 
e(x~~ 2D'  ( m M  + I) (18.2) 

entralne 

08.3) 
(1) 

[D'l_>�89 dans A. 
(1) (1) 

b) Consid6rons la fraction rationnelle H1 a (ef w 6) de d6nominateur (D*) a (Xo 4 - x a) T .4. 
(1) (1) 

Son num6rateur est le produig par ([UR]I msnl) d 'un polyn6me p des fonctions A a", Ws, 

de leurs dgriv6es partielles premigres et deuxigmes eg des fonetions X, ~7 et pC: 

quantit6s gouges eonnues, poss6dant les m6mes propri6t6s qu'au chapitre I (w 15). 

Le quotient par x ~ - x  4 du polyn6me p (qui s'annule pour x 4=x~) est done une fonc- 

tion continue et born6e dans A. La borne de cette fonction se d6duit des condi- 

tions de Lipschitz v6rifi6es par p (polyn6me de fonctions born6es v6rifiant des condi- 

tions de Lipschitz par rapport  aux X et x4): 

~,_<P'/z I x - X o l  + I~ ~- xal}. 

P '  est un nombre qui ne d@end que des bornes B e t  B'. 

Nous avons done 

P _ P '  
x t _ x  4 < ( m M +  1). 

Les Hl a peuvent done se mettre sous forme de fractions de num6rateur 

[UR]~o~ ~, P 
X~ - -  X ~ ' 

(1) (1) 

c o n t i n u e t  born~ dans A, et de d~nominateur D* T .4 continu et born~ dans A. Les 

HI~ sont done continues et born~es dans A, leur borne ne d@endant  que des bornes 

B' B'  et h. 
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c) Les HI~ (cf w 6), fractions rationnelles de d6nominateur non nuls des fonctions 

continues et born4es dans A sont continues et born4es duns A. Nous voyons finale- 

ment que les H~ sont continues et born4es dans A: 

IH~I<_Q, 

off Q ne d~pend que des bornes B, B' et h. 

3 ~ Consid6rons 11. Rappelons que 

D* pi 
(Xo 4 - x4) 2 sin 23} (18.10 I= ~,s* T. 4 x,=o" 

Les E~ ~ 4tant donn4s par l'4galit6 du chapitre I font intervenir les d4riv@s par- 

tielles des ~s R par rapport  aux x ~ du premier ordre seulement, et lin~airement; les 

r4sultats du chapitre I montrent alors que les E~* (x~-x4) 2 sont continues et born4es 
(1) (1) 

duns A puisque X, X, D, D* et leurs d~riv@s partielles poss~dent les m~mes propri~t~s 

qu'au chapitre I e t  que les ~21 et ~1 sont continues et born~es. 1%us remarquons de 

plus que les produits de tous les termes des ~ * (Es)1 par x ~ -  x 4 sont born6s (of. chapitre I 

et les in6galit6s pr6c6dentes) par un nombre R~ qui ne d6pend que des bornes B, B' et h, 

l 'exception du terme 
(1) 

R - - .  -[U~]l o~, [A"] a x  ~ (18.4) 

Nous avons donc 
(1) (1) 

T* 4 x':o sin 22. 

La quantit6 entre les parentheses, J ,  est une quantit6 connue, qui v6rifie une con- 

dition de Lipschitz par rapport  aux fgnctions X, ~7 et la variable x 4 et qui prend la 

valeur 1 pour x~=x~. Nous avons donc dans A: 

(18.6) IJ-11<R2]x'-x~)l et [(g)~,=o-ll<R2[x~[, 

oh R~ est un hombre qui ne d6pend que des bornes B, B * et h. hTous d6duisons 

d'ailleurs de l'in6ga]it6 (16.1), v6rifi6e par les fonctions s 

( 18 .7 )  co R I( 

Nous d61uisons des in6galit6s (18.5), (18.6), (18.7) 

[ I , - ~ s  sin ,t2[<_R31x~[, 

off R 3 est un nombre qui ne d6pend que des bornes B, B' et h. 
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L'in6galit6 p%c6dente est v6rifi6e an tout point x ~ (x~, 0, 2s, ka) du domaine d. 

Nous avons suppos6 d'autre part  (hypoth6ses B ' ) q u e  les gis v6rifiaient des conditions 

de Lipschitz par rapport aux x*: 

Les x ~ v6rifiant (cf 1 3 . 4 ) I x  ~ x~ol<<_M~lx~-~l et ~tant pris ici pour valeur 

X 4 =  O~ n o u s  a v o n s  

[ r  (x ~) - ~b~ (x~)[ _< 10 i t xal. 

Nous voyons finalement qu'il existe un nombre R, ne d@endant  qua des bornes 

(B), (B') et h, tel qua 

I I~ - Cs (x~)) sin '~s I -< R I x~l. 
Les fonctions 

0 2~  a 2~  

Us = H, dx ~ dks dka + ~ gas dka 

x o 0 

sont donc continues et born~es des x~ et v6rifient, ~bz (a~) ayant 6t4 d6sign6 par U0, 

t'in6gali% 

d'oh pour 

(18.8) 

nous aurons 

:rl 

Iu~- uol~ Ixal~ (Q+R), 

21 

I u s - U o l < _ l .  

Les fonctions ~s,  Ws, Us poss~dent alors les m~mes propri6t6s que O1, W1, U1. 

Le point ~ 2  est donc un point de :~ si (x~) v6rifie, outre les in6galit6s qui lui furent 

impos6es dans la r6solution des 6quations (1), les in6galit6s (18.9), (18.2), (18.8). 

19. D i s tance  de d e u x  po in t s  repr~sentat i f s .  

Calculons la distance des points )~s, ~ rep%sentatifs de ~ 1 ,  ~ .  Nous d6- 

duirons des 6quations (t6.3), d6finissant la rep%sentation, qua dans le domaine f2 

r ~ o u s  f l , v o n s  

1 ~ ~ - & <  1.3-x~ I M~x I ~ ; -  F~I. 

I1%su l t e  de l'expression F~, des hypotheses (B) at des hypotheses faites sur ~ et 

W 1 que /~'1 v6rifie une condition de Lipschitz par rapport aux fonctions Y)~ et W~ 

dont le coefficient N'  ne depend que des bornes (B) et h. ]:)'oh l'in6galit6 

(19.]) ] ~ - y41< N '  l xg - x '  l Max { Z l y2i - & l + z ]wi  - w l  l}. 
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2 ~ Iw~- w~l ~ 1:+t M~x In ; -  a~ I. 

G~ 4tant une fonction IV, ou une fonction U~ nous avons 

Iw,;- w21 ~ I~1 M~/z  Iw;- w,I +z I u ; -  Ull}. 
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3 ~ I U'-: U:l_< 2 Ixal M ~  IH;-HII+:~M~x,~ (I;--I1). 

a) I1 rSsulte de l'expression de H1 (en particulier du fait que le polyn5me p, 

figurant au num~rateur de la fonction Ha, est ind6pendant du point ~ de F con- 

sid&5), des hypotheses (B) et des in~galit6s du w 18 que //1 v&ifie une condition de 

Lipschitz par rapport aux fonctions O~, ~ ,  W~, U~ dont le coefficient R~ ne d~pend 

que des bornes (B), (B') et h: 

Itt;-H~I<_R; {~ Ig2;- :~1 + X I~; -~11+ Z IW;- WI[ +Z I U;- U~l}. 

b) Consid~rons la quantit6 I~, donn@ par l'~galit~ (18.10), of 1 les seules fonc- 

tions inconnues sont les fonctions (~21)~,=0. L'expression de E~ (en particulier celle de 
\ 

~x ~ ] ,  les r@ultats du chapitre I e t  ceux obtenus lors de la r6solution des ~quations (1), 

r ~ f  + 4 les hypotheses (B) et celles faites sur D1 montrent que le produit / s~[Xo-X4)2},':0 

v&ifie une condition de Lipschitz par rapport aux fonctions (~1)~'=o dont te coefficient 

R' 2 ne d~pend que des bornes (B), (B') et h: 

I x ; -  7,. I-< R~ E I ~ ; -  -(~1 Iz.l~o �9 
Nous avons donc 

(19.2) I u~-  u~ I-< R~ I xal M ~  {~ I ~; - ~ I + ~ I ~'~- & I + X I W; - W11 -~ 
D 

P ff'g t p 

+ z l u~ - u,. I} + 5 R.~ M~x Z I~,. - O ,  I=,=o. 

Consid6rons alors le point ~ a  repr6sentatif du point ~ 2  (c'est-~-dire obtenu 

partir de ~ 2  par des ~galit~s analogues ~ (18.1)). La transformation qui fait passer 

de 7~/1 s ~ a  est une repr6sentation de l'espace F dans lui-mSme. Calculons la 

distance de deux points repr6sentatifs. 

Nous d~duirons de l'in~galit~ (19.1) 

A 
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Les in@alit~s (19.1), (19.2) et (19.3), ~crites successivement pour les representa- 

tions ~1-->:~/~2 et ~ 2 - + ~ s ,  montrent alors sans aucune difficult~ qu'il existe un 

nombre :r non nul, ne d~pendant que des bornes (B), (B') et h tel que pour 

on air 
d (;m3, ~ )  < k d (~1,  7~;), 

oh k est un nombre donn6 inf4rieur ~ 1. 

La representation de l'espace ~ dans lui-m~me qui fait passer de ~ 1  a ~/~3 admet 

alors un point fixe unique, il e n e s t  de m~me de la repr6sentation (18.1) primitive- 

ment donu6e. 

20. Gonclusion.  I1 existe un nombre t (x~) ne d6pendant que des borncs (B), 

(B') et h (et non nul) tel que dans les domaines respectifs: 

1) 0<23<2= 

Les fiquations (2), (3) et (4) ont une solution unique, continue et born6e 

/2 (x~, x 4, 22, 2a) et W (x"), U (x ") v4rifiant les in@alit6s 

IW-WoIZg, Iu-u01_<z. 

Nous montrerons de plus que les fonctions 'W et U obtenues satisfont, comme 
(l) (1) 
W et U, ~ des conditions de Lipschitz par rapport aux variables x ~. 

21. Les fonctions W(x a) et U(x a) v6rifient des condit ions de Lipschitz  par  

r appor t  aux  var iables  x ~. 

Pour d4montrer que les fonctions W e t  U, solutions trouv~es des ~quations (2), 

(3) et (4) satisfont s des conditions de Lipschitz par rapport aux x ~ il suffit de faire 

sur l'espace fonetionnel :~ pr~c~demment consid4r~ les hypotheses suppl4mentaires 

suivantes: 

Hypotheses. 

1 ~ Les fonctions f2~ et ~ satisfont ~ des conditions de Lipschitz par rapport afix 

trois arguments x~ 

(21.1) ]~1  (x~, x 4, x 4, 22, 23) - ~r (Xo i, x4, 9~4i 22, 23) 1 ~<~ h'  ~ 1~0 i - x/o] 

avec h' _< ] x~-  z ~ I N';  en particulier 

(21.2) I~I(X/0, " " ") - - ~ 1  ( xOi . . . .  )1 ~ N ' ~ I x O  t-xtO[, 

off t~' est un nombre donn~ arbitraire, N'  un nombre que nous pr6ciserons plus loin, 

fonction des bornes pr~c~dentes. 
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aux x ~ : 

(21.3) 

Syst~mes d%quations aux d~riv~es partielles non lin~aires. 207 

Les fonctions W~ et  U~ sat isfont  ~ des conditions de Lipsehitz par  r appor t  

IWl(X", x4) - W~ (x  ~, xa)]_< 1Z [ x " - x ' ] ,  

I u~ (x", x ' ) -  u~ (~', x~)l < z x  I ~ " - x ' l  

22. R e p r e s e n t a t i o n  de  ~ d a n s  l u i - m ~ m e .  

:~, muni  de la norme pr~c4dente, est encore un espace normS, complet  et  compact .  

Montrons que les points repr~sentatifs 7?/2 des points :m 1 ~ :~ sont encore des points 

de :~ si ~ (x~) est convenablement  choisi. 

1 ~ ) 
x 4 

(22.1) ~ (xg, . . . )  - ~ (x~ . . . .  ) = ~ (F~ (xg, . . . )  - ~ (x~ . . . .  )) d x  ~. 

Les quanti t6s F 1 (x~ ~ . . . .  ) et  F 1 ( ~  . . . .  ) sont calcul6es respect ivement  b, l 'aide des 

fonctions X (x~ ~, . .) (en part iculier  x i '~ ,~ i i i �9 (xo . . . .  )), f2~ (xo,  - . . )  e t  x (xo  . . . .  ), ~2t (x0 . . . .  ). 

i1 r6sulte de l 'expression de Fx, des hypotheses  faites (en part icul ier  de (14.2) 

et  (18.2)) que 

[-FI (Xot; . . . )  - /~x  (x~, . . . ) ]  ~ N t ~ ] Xo i - Xto ] , 

(22.2) 

s i e  (x~) satisfait 's 
h! 

(x~)_< ~ .  

•ous aurons donc 

t i  i 
(22.3) I ~ ( ~  . . . .  ) - ~., (x~, . . . )1  -< h' ~ I xo - xo I. 

Si N '  d6signe le hombre,  ne d@endan t  que des bornes (B), (B') et  h, f igurant  

dans l'in~galit~ (21.2), nous aurons 6galement 

2 ~ ) 

(22.4) 
3~4 

IW2 (x '~, x a) - We (x i, x4) l = f (G 1 (x ' i ,  t) - G 1 (x ~, t)) d l  + W o (x  '~) ~ W o (xt). 
0 

G x 6tant  une fonct ion W 1 ou une fonction U I l 'in6galit6 (2/.3) r~ontre, avec les 

hypotheses  B'  sur les donn6es de Cauchy, qu 'on  a 

[w~(x", x')- w~(~', ~')]_< I x 4 l l x  [ ~ " - x ' j  + z o x  I x " - x ' l .  
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On volt alors que 

entralne 

l -- l o 
~(x~)_<, / 

. 1 i 

0 ~ 2 ~  

3 ~ u~ (~g, x,~)- u~ (~,,, x l ) :  . . . .  

2 ~  ~z 

+ j f [I1 (x;', . . . )  - zl (x~o, ...)1 d~2 d ~ .  
0 0 

t i  " i 
Les quantit6s H 1 (Xo), I1 (Xo') et H 1 (Xo), I1 (x~)) sont eaIcul6es respectivement h 

l'aide des fonetions X (Xo*,...) (en particulier x * (x~ . . . .  ), D1 (Xo ~ . . . .  ) et X(x~o . . . .  ), 

~91 (x~ . . . .  )). 

Q u a n t i t 6  H 1 . 

a) Consid&ons  le polyn6me p figurant au num6rateur de Hla .  p est un polyn6me 
(1) (1) 

des fonetions [A*'], W~@% de leurs d6riv6es partielles premi6res et deuxi~mes, des 

fonetions X, ~7 et pO. 

Le d6veloppement en s6rie de Taylor de ee polynSme, ~ partir  des valeurs 

(1) (1) 

(,, [~A~.I = I~A~. 1 
EAr"I~ ~ '  [ 0 x a ] l a x ~ Jo . . . .  ' 

(1) (1) (1) (1) X a 

w~ ( , o ) :  w~ (xa), w~o (~o) = w~ ~ ( o )  . . . . .  x = Xo,  2 = Xo 

(valeurs des fonctions correspondantes pour la valeur x~) du param~tre x 4) pour les- 

quelles le polynSme p s'annulle, montre que p est un polynome des fonctions d6jg 
(1) (1) (1) 

6num6r6es, et des fonctions [A~'] - ~ . . . . .  W ,  (x") - Ws  (x~), . . . ,  X - X o ,  X -  X o dont 

les termes sont du premier  degrd au mo ins  par rapport  d l 'ensemble de ces derni&es 

/onct ions.  

P 
La quantit6 x a - x  ~ est donc un polynSme des fonctions 

(1) (1) 

A ~" . . . . .  Ws ( ~ ~  X,  2 ,  p o 

et des fonctions 
(1) (1) (1) 

[ A * * q - a ~  W , ( x ~  X-Xo 2-20 
x t -  ~' ' o 4 -  x' ' "'" ~a--T-~-' ~ a -  x ~ 

(1) (1) 

Les coefficients A *a~, et les fonctions Ws admettant  des d6riv6es born6es par 

rapport  aux x a jusqu'au quatri~me ordre, alors que les fonctions consid6r6es ne font 
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in terveni r  que les d6riv6es des deux  premiers  ordres, il r6sulte des hypoth4ses  ( B ) e t  

des in6galit6s (13.4) et  (14.1), v6rifi6es par  X et  -~, que tou tes  les fonct ions 6num6r6es 

sont  born6es dans ,4 par  un nombre  qui ne d6pend que des bornes (B) et (B'). 

P v6rifie donc une condit ion de Lipschitz  par  r appo r t  h cha- Le polynSme x~_x  4 

cune de ces fonctions,  don t  le coefficient ne d6pend que des bornes  ( B ) e t  (B').  

Montrons  que ees fonet ions el les-mgmes v6rifient  des condit ions de Lipsehi tz  par  r a p p o r t  

aux  x~. I1 nous suffi t  d 'apr6s  les hypoth6ses  (B) et  les in6galit6s du w 13 de mon t r e r  

ce r6sul ta t  pour :  
(1) (1) (1) 

[A ~.] - ~ W~ (x ~ - W~ (x8) 
1) les fonct ions x~_x  4 et x~_x  4 et les fonctions analogues 6crites 

(1) (1) 

avec les d~riv6es part iel les  premieres  et  deuxi~mes des A *a" et  W, par  r appo r t  aux  x"; 

X -  Xo.  
X 4 _ X 4 

2) les fonetions - -  

1) Posons 

off 

(1) 

A*~. -d~  
F (x~o, x~, x% &,  &)= x ~ - x  ~ ' 

(1) (1) (1) 

A* ~" -  #~= A* ~" ( W~ (x% x~), W~ (X'o, x~), x% x ~, X~o, x~) - 
(1) (1) 

- A  *~" (W~ (x~, xt), W~ (x~, xt), x~, xt, x~, xa) 
avec x ~= x'  (x~, x4o, x 4, &,  2a). 

Consid&ons la quant i t~  F (Xo t . . . .  ) - F (x ~ . . .). La  fonct ion f igurant  au num4ra-  

t eur  s 'annule  pour  x4=x8 (puisque les deux  Ionct ions F(x~o, . . . )e t  F ( x  ~ . . . .  ) s 'annu]-  

lent) et  elle a d m e t  une d4riv4e par  r appo r t  ~ x 4 cont inue et  born~e dans  le domaine  A 
(1) (1) 

(puisque il en est  ainsi des fonctions " F (x0, . . . )  et  A *~', W~ et  x~). Nous avons donc 

(formule des aceroissements  finis) 

F (x~% . . . ) -  F (~ ,  . . . )  = 

f ,q (1) (1) 1 4 4 4 ' ~ .),.._2_ I / A ' a #  '2  
La..~, .-  (xo . . . .  ) - a ~ ) - ( A * * . ( ~  . . . .  ) - ~ ) ] i ~ = ~ o - 0 (  . . . .  o, 

off 0 est  un nombre  compris  entre  0 et  1. 
(1) 

La  d4riv6e pa r  r a p p o r t  aux  pa ram~t re  x 4 de la fonct ion A * ~  (Xo ~, . . . )  v6rif iant  

une condit ion de Lipschi tz  par  r a p p o r t  aux  x~ (hypotheses  B et  B' rdsul tats  w 14), 

dont  le coefficient ne d6pend que des bornes  (B) et  (B'), nous voyons  f ina lement  que 

F (Xo * . . . .  ) - F (x~, . .  ,) _< L~ Z I Xo ~ - x~ l 

o~ L x ne d6pend que des bornes  (B) et  (B') .  C . q . f . d .  

1 4 -  5 2 3 8 0 4  Acta mathematlca. 88.  I m p r i m ~  le  18 n o v e m b r e  1952  
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(1) (1) 

La m~me d6monstration est valable pour la fonction W~ (x ~) - W ~  (x~) x~ 4 _ x4 et pour les 

( I )  (1) 

fonctions construites avec les d6riv6es partielles des A *~" ou W. jusqu'au troisi~me 

ordre inclus. 

2) Nous avons (cf w 14) 

d 'oh 

X4 

X 4 - -  X 4 

(~: - i~ - ( 2  - :~~ : 

~4 

~ [ ( E -  ~o)~0, - (E - E0)x~] d x  ~ 

X 4 - -  X 4 

(1) (1) 

E 6tant une fraction rationnelle de d6nominateur T .4 des coefficients A *~" et de leurs 

d6riv6es partielles jusqu 'au troisi6me ordre (les d6riv6es partielles du quatri~me ordre 

n ' interviennent que dans les 6quations (1) ayant  au premier membre  z~hk, alors que 

X correspond aux seules fonctions y{, ~ ,  y{h~) et des fonctions X, nous pouvons 
( 1 )  ( l )  

6crire E - E  0 sous forme de fraction rationnelle de d6nominateur T*4 (puisque T*4= 1 
(1) 

pour x4=x~) des fonctions pr6c6dentes et des fonctions X - X  o, A*~s-O~ . . . .  dont 

te d6nominateur a tous ses termes du premier degr~ au moins par  rappor t  s Fen- 

semble de ces fonctions. Nous pouvons alors 6crire 

E - Eo = (x~ - ~4) F ,  

(1) 

off F est une fraction rationnelle de d6nominateur T *~ des fonctions pr6c~dentes et 

des fonctions 
(1) 

X - X o  A * ~ S - ~  
~_ ~4 , ~ _  ~4 , 

Toutes ces fonctions v6rifiant des conditions de Lipschitz par rappor t  aux x~ il est 

clair que 

!(E - ~:o)~;' - (E - Eo)~ I -< L~ I xo ~ - x~l X [Xo ~ - X'ol, 

d 'oh 

I ( x  - X o L ; ,  - ( x  = x0) .~  I _< ~ I x~ - x41 

et 



Syst~mes d'6quations aux d6riv6es partielles non lin6aires. 211 

P v6rifie une condition de Nous avons donc d6montr6 que la quantit6 x~_x 4 

Lipschitz, par rapport  aux x~, dont le coefficient ne d6pend que des bornes (B) et (B'). 

b) I1 ne reste alors aueune difficu]t6 pour d6montrer que la quantit6 H~ (produit 

de la racine carr6e d'une fraction rationnelle de num6rateur 1 et de d6nominateur non 

nul par une fraction rationnelle de d6nominateur non nul des fonctions born6es v6rifiant 

toutes les conditions de Lipschitz par rapport  aux x~) v6rifie dans A une condition 

de Lipschitz par rapport  aux x~ dont le coefficient Q' ne d6pcnd que des bornes 

(B), (B'), h et h' 
] t t ; -  H1]<Q' X [Xo'-X~o[. 

Quantit~ I 1 . 

On d6montre ais6ment, en consid6rant l'expression de 11 et les in6galit6s prdcd- 

dentes, que t o u s l e s  termes de Ix, s l 'exception du terme (18.4), v6rifient des condi- 

tions de Lipschitz par rapport  aux x~ dont le coefficient est de la forme R~ ]x~], off R~ 

est un nombre qui ne d6pend que des bornes (B) et (B'). 

Consid6rons le terme (]8.4). On d6montre (d6monstration analogue ~ celles 

J (x~) - 1 
utilis6es pour Hx) que x ~ - x  4 v6rifie une condition de Lipschitz par rapport  aux 

variables x~, d'oh 
Ig (Xo')- J (X~o)[x,-o <_R; ]x~ I X [xo ~ -x~[, 

d'oh, en utilisant l'in6galit6 (21.1) et les in6galit6s du w 18 

]I0 (x0') - Ix (x~)l _< xo ~' Ro' E I Xo' - x~[ + [ U 0 (x0') - U0 (x~) [ (1 + R;'[x~ 1). 

On d6duit alors des conditions de Lipschitz, v6rifi6es par Uo, 

[ 11 (Xo) - I1 (X~o) [ < (R' ] x~ I + ,4 _ lo )X Xo 

oh R' est un nombre qui ne d6pend que des bornes B e t  B'. 

Nous d6duirons finalement des conditions de Lipschitz, v6rifi6es par Hx et I1, que 

] Us (Xo *, x~) - U 2 (x~, x~) _< [(Q' + R') I x~l +/0]  Z ]Xo 

done que l'in6galit6 

entralne 

Conclus ion .  Les 

lit6s correspondantes, 

l - lo  2 
~(x~~ Q'+R" 

I u2 (xo', x 4) - u2 (x', xd) l_< 1 x I x " -  x'l .  

in6galit6s du w 22 montrent  que, s i e  (x~) satisfait aux in6ga- 

le point ~ est encore, avec l~s hypothSses suppl6mentaires 
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faites, un point de F. L'application du th60r~me du point fixe montre que, dans la 

domaine D, les fonctions W et U satisfont ~ des conditions de Lipschitz par rapport 

aux x ~ de coefficient 1. 

Les fonctions W et U, solutions des 6quations int@rales (J1), satisfont donc, 
(1) (1) 

dans D, aux m~mes in@alit6s que les fonctions W . . . .  U. 

II. Resolution des 6quations G 1 �9 

N0us montrerons maintenant que les fonctions Ws, solutions des 6quations 11, 

sont solutions des 6quations G~ et que les fonctions Wsa,... Us, solutions des 6qua- 

tions I~, sont les d6riv6es partielles (jusqu'au quatri6me ordre) des W,, dans un 

domaine D ne d6pendant que des bornes B et B'. Nous utiliserons pour la d6mon- 

stration l'approximation des fonctions continues par des fonctions analytiques (m6thode 

utilis6e clans les probl6mes analogues par Hadamard et de nombreux autres auteurs) 

23. Coefficients et donn6es de Gauchy analytiques. 

Consid6rons des 6quations G1 oil les coefficients et donn6es de Cauchy sont ana- 
(1) 

lytiques (A ~, /s, Ws, 9s et 9, fonctions analytiques de leurs divers arguments). Le 

probl6me de Cauchy relativement aux 6quations G~ admet une solution analytique 

dans un voisinage V du domaine (d) de la surface x 4=0 qui porte les donn6es ini- 

tiales (th6or6me de Cauchy-Kowalevski.) Si les coefficients et ]es donn6es de Cauchy 

satisfont aux hypoth6ses du chapitre II, il existe un voisinage V de (d) oh cette solu- 

tion satisfait aux 6quations int6grales I~. 

Consid6rons d'autre part, ind@endamment des ~quations G~, les 6quations int~- 

grales 11. (Nous montrerons au prochain paragraphe qu'elles admettent, ~ l'int6rieur 

d'un domaine D qui ne d@end que des bornes B et B', une solution analytique 

unique qui coincide donc, dans la partie commune aux domaines V' et D*, avec la 

solution des 6quations G1. Ce principe de prolongement analytique montre alors que 

cette solution des 6quations I~ est solution des equations G~ dans D tout entier, x 

24. Analyticit6 des solutions de /1. 

Montrons par exemple l'analyticit~, dans D, de la solution des ~quations (1) 
2$ 4 

X = ~  E d x 4 + X o, 

quand E est une fonction analytique des quaatit~s X, x~, x 4, en 4tendant sa d4fini- 

tion au domaine complexe: 

1 l~ tan t  so lu t ion  des 6qua t i ons  G 1 dans  u n  d o m a i n e  auss i  v o i s i n  que l ' on  v e u t  de D ce t t e  solu-  

t i o n  des 6qua t i ons  11, qui  es t  con t inue  d a n s  D, es t  so lu t ion  des 5qua t i ons  G 1 dans  D. 
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E 6rant une fonetion analytique des X, x3, x 4, born6e par M dans le domaine 

R (I X -  20 I-< d, I xt - #1~ d, I x~l _< Ix31< ~ (*~1) de variation de ses arguments r6els, est 

d6veloppable en s6rie absolument convergente au voisinage de ehaque point de R. 

Nous pouvons done 6tendre la d6finition de E ~ un domaine de variation des argu- 

ments complexes Z = X + i y, zg = x3 + i y~, z 4 = x 4 + iy~ en l 'exprimant sous forme de 

s6rie eonvergente, done holomorphe dans les m eylindres V, eentr6s en un point quel- 

eonque de V at d6finis par 

IZ'-X[<_ax Iz;~ t ~  I z ' -  x'l _< Cx,. 

b E  
Les d6riv6es part, idles aX~ &ant born6es par M' dans R (el. conditions de Lipsehitz 

v6rifiges par E) on peut ehoisir les bornes ax, bx'~ at Cx, de mani~re g c e  qua, dans v 

on ait 

1 3 Z ~ I < M ' + ~ ' ,  ~' 6tant un nombre arbitrairement petit. 

On peut  aussi ehoisir les bornes b~ at C~, de mani6re ~ ee que, dans v, fl 6tant un 

nombre arbitrairement petit, on ait 

lIE(X1, z'~, za)[<fi IRE(X1, zg, z4)[<3l+fi. 

On peut d'autre part  construire un recouvrement du domaine R au moyen d'un 

nombre fini de projections dans R des m cylindres pr6e6dents, les m cylindres cor- 

respondants d6terminent un domaine _R de l'espace des arguments complexes Z, z0, z 4, 

qui v6rifie les in6galit6s 

IX-~ol_<d,  Ixg-#l_<d, I~l_<l~l<~(xG), 

IYl<-a, lY~l~b, lY'I-<~, 

a, b, c 6tant des nombres non nuls, et dans lequel la fonetion eomplexe E est dgfinie, 

analytique. ]~crivons: 

E (Z l ,  zg, z 4) -- E (Z l ,  g~, g4) _ E (X1,  z~), g 4) -@ E ( X l ,  z~, z4), 
d'oh 

l iE(z , ,  ,a, z4)l<m(M' +~')a+ fi 

I R E ( Z i ,  z~, z4)l<m(M' +~')a+ fl+ M. 

Consid6rons maintenant les 6quations (1), 6tendues au domaine eomplexe -R, 

z 4 

r E ( Z ,  Zo, z 4) dz 4+Zo.  C) Z = ~ 

Pour les r6soudre nous consid6rons, eomme dans le cas r6el, un espaee fonc- 

tionnel E d6fini par les fonetions de variables eomplexes Z1 (za, z4), rgelles pour za et 
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z 4 r6els, analyt iques dans le d o m a i n e / ~  I x~ - 2'] < d, I~'1 ~ Ix31 ~ e (x5), l y~l~ b, l y ' l  ~ c, 

e t  satisfaisant ~ IX 1 -  X0]_< d, [y~ [_< a. 

1 ~ La repr6sentat ion 
z 4 

Z 2 = z ~ E  (Z1 ,  z~, z 4) d z 4 @  Z 0 

est une repr6sentat ion de l 'espace dans lui-m6me si e (x~), b e t  c sont convenablement  

choisis. En  effet:  

1) Za est une fonct ion analyt ique de z], z 4 puisqu'i l  e n e s t  ainsi de E, r6elle 

pour  z] et  z 4 r6els. 

2) De l'6ga]it6 
xoa+iyo 4 X 4 xl+iy 4 

Z 2 = - �9 E d z ~ + x  

nous d~duisons 

I X2 - X01 -< (b + c) [m (M'  + ~') a +/3] + I Xo 4 - x4l [m (M' + a') a + fl + M] 

[Y2I<_(b+c)[m(M' +~')a+ /3+ M]+[xt-x4[[m(M' +o:')a+ /3]. 

Nous aurons donc 

d (b+c) [ m ( M ' + a ' ) a  ~/3] 
IX2 - Xo I ~< d s i e  (x~) _<~- i f +  m (M' -iY~ ') a + /3  

et  
a [1 - m M '  (x~ - x~) ]  - ( m  ~ ' .  + / 3 )  (x~ - x ~) 

]Ye[<a si b+c< 
M +m(M' +od)a+ fl 

Rappelons  que le nombre  
1 

(1) e (x~)< m M 

Nous avons donc 

(2) 1 - m M '  (Xo 4 - x 4) ;> 0. 

Nous choisirons donc s (xio) satisfaisant ~ (1); l 'in6galit6 ( 2 ) m o n t r e  que l'on peut  

t rouver ,  sans hypotheses  suppl6mentaires sur s (x~), les nombres  b et  c d6finissant 

(apr6s avoir  choisi ~', a et  /3 suff isamment  petits),  de mani~re ?~ ce que ~m2 soit un 

point  de F.  Le domaine D a pour  pa t t ie  r6elle un domaine aussi voisin que l 'on 

veu t  de D. 

2 ~ Montrons que la repr6sentat ion diminue les distances. Nous avons vu que, 

0E< 
dans /~, on a 0 Z  1 M ' + ~ ' ,  d 'o~ 

[E (Z; ,  z~, z ~) - E (Z~, za, z~)l_< I Z;  - Z1 t(M' + ~'); 

nous aurons donc 
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d ( ~ 2 ,  ~2 )  _< ?n ( M '  + t )  [z4 _ z4l d ( ~ 1 ,  ]~;), 
d'oh 

1 
d ( ~ 2 ,  } ~ ) < d ( ~ ,  ~ )  si Izt-z l<mM,+,, 

ce qui sera en particulier r~alis4 si 

1 
s(x~O)<mM,+cd ~ et b+c<~,  

6rant un nombre arbitrairement petit. 

La partie r6elle du domaine D ainsi  d6fini est encore aussi voisine que l 'on 

veut  de D. 

Nous conclurons, comme dans le cas r6el, que la repr6sentation (I) admet un 

point fixe unique: Ies fonctions Z correspondantes sont solutions des 6quations (1), 

et analytiques, dans te domaine D. Les fonctions X, valeurs de ces fonctions Z pour 

des arguments x~, x 4 r6elles sont des fonctions analytiques, solutions dans un domaine 

aussi voisin que l'on veut  de D des 6quations (1). 

Un r6sultat analogue se d6montre de la m4me mani4re pour les 6quations (2), 

(3) et (4). 

25. Coefficients et donn6es de Cauchy ne satisfaisant qu'aux hypotheses  
B et B'. 

(1) 
Si les coefficients A xs et /~, ainsi que les fonctions donn6es Ws et les donn~es 

de Cauchy, ne satisfonf, qu 'aux hypoth8ses B e t  B' nous approcherons uni[orm~ment 

ces quantit~s, en mSme temps que leurs d6riv6es par~ielles jusqu'au quatriSme ordre, 
(1) 

par des /onctions analytiques ~f" A(n), /~(n), Ws(n), ~(n~, ~(~) v~rifiant elles aussi les hypo- 

theses B e t  B'. 

Nous' construirons ainsi une famille de Ionction W~(n>, . . .  Us(n), solutions dans D 

des 4quations I~(n) et solutions dans D du probl6me de Cauchy (~(n), ~v~(n)), relative- 

ment aux ~quations G~(n): 
A ~ u ~2 Ws (n) 

(n) ~ - g ~ z  ~ +/~(n)=0. 

Ces fonctions Ws(~) poss~dent des d6riv6es partielles jusqu'au quatri~me ordre et 
(1) 

satisfont aux m~mes hypotheses B e t  B' que les fonctions W~. 

26. Convergence des solutions des 6quations approch6es Gl(n). 

Montrons que ces fonetions (W, (n ) . . .  Us(n)) convergent uniform~ment vers des 
(1) 

fonctions .(W . . . .  Us) quand les fonctions A ~ ,  Ws(n), ~s(n), %(n) et leurs d6riv~es 
(1) 

partielles convergent uniform6ment vers les  fonctions donn6es A xs, W~, %, %.  
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Des raisonnements analogues h ceux des pages pr@6dentes, et le fait que les 

fonctions W(n) et U<n) v6rifient une condition de Lipschitz par rapport aux variables x 

(que l'on doit remplacer par X(n> dans les 6quations int6grales (I1(~))v6rifi@s par ces 

fonctions) montrent  que 
(1 )  (1 )  

[X(n>-X(m)[<Max {~.(E[ a~ '~-  4, __ X*(n) A(m) l@ "'" @~l[ ' | " s (n)  [~:s(m)[@ " ' ) @  
A 

+ M ' E  [ X ( n ) - X ( m ) [ }  [ x g - z 4 [ ,  

(1 )  (1 )  

I ~r~(n) -- f~(m)]< ~VI2x {fl (Z  I A~,~ - 2/z . . .  

-}- IV' (I ~r~(n) -- ~(m) l@ ~ I W ( n ) -  ~/V(m)l)} I x~ - x4l ,  

(26.1) IW(~>-W<m>lsMax{Z[W(~> W(m>l+Y,[U<n>-U(m>lilxal+lWo<~) W0(m>l, 

Iu<=>- Ucm> I _< Max {~(r, I A~-=a'e:~(m) , 1 : " -  + E  [/.(=>--/.(m>l +' '"  + 
(1 )  (1 )  

@ ~ I W(n) - W(m)I -[- ~ IX(n) - X(m)I @ R ;  ( ~  I [Jr(n) -- g(m)I Jr- 

-CJ(m) ~- ' ' "  + 

@ '~' [ f~s (n) - -  ~ s  (m)l) + R'2 E I g2<.) - ~ ( m ) I }  x ' -0*  

e, fi, y, ~ sont des nombres bombs (qui ne d@endent d'ailleurs que des bornes 

(B), (B'), et h'). 

Les in~galit@ @rites montrent  sans difficult4 que les fonctions X(~), zg(~)et 

W<~), U<n) converget)~ uniform~ment vers des Ionctions X, s et W, U dans leurs do- 

maines de d~finitions respectifs, (A) et (D), 1 quand les fonctions d'approximation 

convergent uniform~ment vers les fonctions donn@s. 

Ces fonctions W, U, limites uniformes des fonctions W,(~)U(~> satisfont aux 

propri4t@ suivantes. 

27. Propri6t6s des solutions des 6quations G~. 

1 ~ Les fonctions W . . . . .  Us sont des d~riv@s partielles jusqu'au quatri~me ordre 

des fonctions W:. et routes ces fonetions satisfont aux mgmes hypotheses (B) et (B') 
(1) 

que les Ionetions W. dans D. 

2 ~ Les fonctions W~ vSrifient les 4quations aux d~riv@s partielles GI: 

(1) ~2 H7 
~ "~ + / ~ = 0  

Ox~ Ox ~ 
dans le domaine D. 

i , . . 1 Le nombre  e (Xo) def lmssant  D ayan t  ~t6 choisi de telle sorte que les repr0sontat ions d6finies 

1 
5, l 'aide de ees ~quations d iminuen t  les distances:  e (x~) - -  ete. 

m M 
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28. R 6 s o l u t i o n  des  6quat ions  donn6es  G. 
(1) 

Nous consid~rons l 'espace fonctionnel W d6fini par les fonctions W~ et satisfaisant 

aux hypotheses (B) et (B') dans le domaine D. Nous venons de d6montrer que la 

solution calcul6e du problgme de Cauehy pour les 6quations G1 d6finit une repr~senta- 
(1) 

tion de cet espace dans lui-mgme. D6signons par W, cette solution. 

L'espace W est un espace norm6, c o m p l e t e t  compact (pour la topologie de la 

convergence uniforme) si on d6finit la distance de deux de ses points par 

(1) (1) (1) (1) 
t 7 t  

d (7nl, ?n;)= Max (X I W s - W ~ l +  + x  [u~-  ~1) .  
D 

La distance de deux points repr6sentatifs ~ 2 ,  ~ de ~ 1 ,  ~ sera compar6e s 

la distance de ces points ~ l'aide d'in~galit6s analogues aux in6galit6s (26.1) (les 

termes relatifs aux diff6rences des coefficients A ~',/~ et des donn6es de Cauehy 6rant 

supprim6s). 

I1 est alors clair qu'il existe un nombre ~ born6, non nul, tel que si le hombre 

e (x~), d6finissant le domaine D, v6rifie 

(x~) < ~. 

(2) 

La distance de deux points repr~sentatifs (W" 

~t la distance des points initiaux. 

La repr6sentation consid6r6e admet alors un 

appartient ~ l'espace. 

Les fonetions W~ correspondant s ee point 

Cauchy, pos6 relativement aux 5quations donn6es 

(lent des d6riv~es partielles jusqu'au quatri~me 

faisant s des conditions de Lipschitz par rapport  

Nous aboutissons ainsi au th~or~me d'existenee que nous 6noncerons de la fad;on 

suivante. 

(2) (2) (2) 

. . .  Us et W . . . .  Us) estinf6rieure 

point fixe unique ( I f  . . . .  Us) qui 

fixe sont solutions du probl~me de 

G, dans le domaine D. Elles possg- 

ordre, continues, born6es et satis- 

aux variables x ~. 

29. T h 6 o r ~ m e  d 'ex i s tence .  

Le problSme de Cauehy relatif au syst~me d'6quations aux d6riv~es partielles 

non lin6aires 

(~) ~ ' ~ W ~ + L ( W r  W:~)=O 2 , # = 1 ,  2, 3, 4, A~'(Wr) 
~x~ ~x ~ ' s, r = l ,  2, . . .  n, 

admet dans le domaine D, sous les hypotheses H, une solution qui possSde des d6ri- 

v6es partielles jusqu'au quatri~me ordre, continues et born6es et satisfaisant ~ des condi- 

tions de Lipschitz par rapport  aux variables x *. 



218 Y. Four~s-Bruhat. 

30. Th6or~me d'unicit6. 

Consid6rons le syst~me d'6quations int6grales v6rifi6 par les solutions des 6qua- 

tions donn6es G. Ce syst~me ne peut  avoir qu'une solution W~, W . . . . . . . .  Us off les 

W~, W ~ a , . . . ,  Us soient des d6riv6es partielles des W,: il ne se pr6sente en effet 

dans ce cas aucune difficult6 pour 6crire des in6galit6s analogues aux in6galitgs w 26, 
(1) (1) (1) (1) 

off W(~) . . .  U(n); W(~) . . .  U(~) d'une part, W ( m ) , . . .  U(m), W ( m ) . . .  U(m) d ' a u t r e p a r t  

seraient remplac6s respectivement par deux solutions des 6quations G; de ces in6galit6s 

on d~duit sans peine la coincidence de ces deux solutions. 

31. R6capitulation des r6sultats du chapitre III. 

R6capitulons ici les hypoth6ses faites et les r6sultats obtenus. Nous consid6rons 

un systdme d'6quations aux d6riv6es partielles hyperboliques du second ordre non 

lin6aires, ~ n fonctions inconnues Ws et quatre variables x ", de la forme 

02W~ 2 , # = 1 ,  2, 3, 4, 
(E) E~ = A ~" +/~ = 0, 

~x~Sx" s = 1, 2 . . . .  n. 

Les /~ song des fonctions donn6es des inconnues Ws, de leurs d6riv6es partielles 

premigres Ws ~ et des variables x% Les A a" song des fonctions donn~.es des W~ et des x ~. 

Les donn6es de Cauchy sont, sur la surface initiale x4=0,  

w ,  (~,  o) = ~o, (2),  w .  (x', o) = w, (2). 

Sur le systgme (E) et les donn6es de Cauchy je fais les hypothgses suivantes: 

1 ~ Dans le domaine (d), d6fini par [x * - 2i I -< d, V~ et % possgdent des d6riv6es 

partielles jusqu'aux ordres cinq et quatre, continues, born6es et satisfaisant ~ des 

conditions de Lipschitz. 

2 ~ Pour des valeurs des W~ satisfaisant 

Iw,-%l_<l, Iw.-v,,l_<l, Iw,4-v,l_<z 

et dans le domaine D d6fini par 

Ixdl< : 

a) A ~ et /~ poss~dent des d6riv6es partielles jusqu'au quatri~me ordre, con- 

tinues, born6es et satisfaisant ~ des conditions de Lipschitz. 

b) La forme quadratique A ~" X~ X ,  est de type hyperbolique normal: Aad> 0, 

A ~j X~ Xj d6finie n~gative. 
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Je d6montre alors que le problgme de Cauchy (~Vs, ~v~) admet une solution unique, 

poss6dant des d6riv6es partielles continues et born6es jusqu'au quatri6me ordre, rela- 

t ivement aux 6quations (E) duns un domaine A (tronc de cone de base d): 

t#-#l-<d, 

CHAPITRE IV. 

Th6or~mes d'existence et d'unicit6 pour les ~quati,ms de la gravitation 

relativiste. 

Les dix potentiels ga~ du ds 2 d 'un univers einsteinien satisfont, duns les domaines 

vides de mati~re et en l'absence de champ ~lectromagn~tique, aux dix ~quations aux 

d6riv6es partielles du second ordre du cas ext6rieur 

Ra~ ~ ~ F ~  - ~a F ~  + F~.  F ~  - Fifo F~.p = 0, 

oh l'on a pos6 0~ pour ~ st oh les x ~ sont un syst6me de quatre coordonn6es spatio- 

temporelles queleonques. 

Les dix 6quations ne sont pus ind@endantes puisque les Ra~ satisfont aux quatre 

conditions de conservation (identit6s de Bianchi) 

V~S ~ " ~ 0  o~ S ~ - R  ~ - � 8 9  

I. P rob l~me  de Cauchy.  

Le probl~me du dgterminisme, duns la th4orie de la gravitation relativiste, se 

pose, pour un espaee-temps ext6rieur sous la forme du probl6me de Cauchy relatif au 

systSme d'6quations aux d~riv6es partielles R,~ = 0 st s des donn6es initiales (potentiels 

et d6riv4es premieres) port4es par une hypersurface S que]conque. 

L'6tude des valeurs sur S des d~riv~es partielles suecessives des potentiels a 

montr4 que, si S n'est en aucun de ses points tangente s une vari6t6 caractSristique 

et si lea donn6es de Cauchy satisfont s quatre conditions donn6es, le probl~me de 

Cauchy admet, relativement au systgme des ~quations R,~= 0, duns le cas analytique, 

une solution. Cette solution est unique~ c'est-~-dire que, s'il existe deux solutions, 

elles coincident ~ un changement de coordonn~es pros (conservant S point par point 

et les valeurs sur S des donn~es de Cauchy). 

Si S est d6finie par l '6quation x a= 0 les quatre conditions que doivent v~rifier 

les donne6s initiales sont les quatre 6quations 

S~=0 

qui s 'expriment en fonction des donn6es seules. 
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2. Coordonn6es isothermes. 

La coordonn6e x x est dire isotherme si les potentiels satisfont s l '6quation aux 

d6riv~es partielles du premier ordre suivante: 

l a(V-gg~) O. 
F ~ g  ax ~ 

Les ~quations d'Einstein s'6crivent, en coordonn~es quelconques, 

a v e c  

O2 g'~z +Haft, 

off H.Z est un polyn5me des g~,, g~" et de leurs dSriv~es premi6res et 

(2.1) L,~ ~ �89 g~. a. F" + �89 g, ,  a~ Fs. 

Nous voyons que si ]es quatre coordonn6es sont isothermes, chaque ~quation Ra~=0 

ne contient pas d'autres d6riv&s secondes que cellos de g,z. Le systSme des 6qua- 

tions d'Einstein prend alors la forme des syst6mes 6tudi6s aux chapitres pr@~dents. 

Nous pouvons, sans restreindre la g6n6ralit6 de l 'hypersurface S ~, supposer que los 

donn6es initiales satisfont, outre los quatre conditions S~ = 0, los conditions d'isothermie : 

1 0 ( | / - g g x ~ )  0 pour x 4=0.  
(2.2) F" -- V ~  g 0 x a 

Nous r~soudrons ce probl~me de Cauchy pour les 5quations G, z -  0, vSrifi6es par 

los potentiels en coordonn~es isothermes, et nous montrerons ensu~te que les potentiels 

obtenus d~finissent effectivement an espace-temps, rapport5 s des coordonn6es isothermes, 

et v~rifient les ~quations de gravitation R ~ = 0 .  

3. R6solution des probl~mes de Cauchy pour les 6quations G , z -  0. 

Nous appliquerons au syst~me 

02 

O x~ O x ~, 

los r&ultats du chapitre I I I e n  posant g~'=A ~', H.~=/~, g.~= W~. Faisons sur los 

donn&s de Cauchy los hypotheses suivantes: 

1 ~ t a n t  donn6es un  espace- temps et une hypersurface  S (x 4 = 0) il existe tou jours  u n  change- 

m e n t  de coordonn6es x ) [ = ] ( x ~ ) ,  avec x 4 = 0 pour  x 4 = 0, tel que los potent ic ls  gaff v6rifient los 

condit ions (2.2), (une hypersur face  S peut  tou jours  6tre int6gr6e duns une famille de vari6t6s iso- 

thermes) .  Cf. la d6mons t ra t ion  w 5. 
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Hypotheses .  

Dans un domaine (d) de la surface initiale S, x4=0, d~fini par 

1 ~ Les donnSes de Cauehy ~ et ~0~ poss~dent des d&iv~es partielles continues 

et bornges jusqu'aux ordres respectivement cinq et quatre. 

2 ~ Dans le domaine (d) et pour ces donnSes de Cauchy la forme quadratique 

ga~ X~ X,  est de type hyperbolique normal, S grant orient~e duns l'espace: g44> 0, 

g~JX~ Xj d~finie < 0  (remarquons en particulier que le determinant g des ga, est r  

Nous dSduisons de ces hypothgses l'existence d ' u n  nombre l tel que pour 

[ga# - ~s 1-< l on air g • 0 et nous voyons que, pour des fonetions ineonnues ga# = W~, 

satisfaisant aux in6galit6s 

(3.1) ,W~-q~s,<_l. I OW~ ~ l < l .  IOW~ -~o~ x~ ~ x~ _ ~ x~ <_ 1. 

Les coefficients des 5quations G.~ = 0 (qui sont ici indSpendants des variables x") satis- 

font, comme les donn~es de Cauchy, aux hypotheses du chapitre III ,  c'est-s que: 

1 ~ Les coefficients A~=g ~ et /~=H.~ admettent  des d&iv~es partielles par 

rapport s tous leurs arguments jusqu'au quatri~me ordre continues et born~es et satis- 

faisant s des conditions de Lipschitz (g~' et H.~ sont respectivement des fractions 

W~ . 
rationelles de d~nominateur g des g~,=W~, et des g~=W~ et 0 x . ]  

2 ~ La forme quadratique A ~" X~ X~ est de type hyperbolique normal: A a a >  0, 

A ~i X~ Xj d~finie < 0. 

Nous pouvons donc appliquer au syst~me G.~=O, pour le probl~me de Cauchy 

posS, la conclusion du chapitre :III,  qui s'~nonce ainsi: 

I1 existe un hombre e(x~)~0 tel que darts le domaine 

[x*-~*l<d, [x41-<e(x *) 

le problgme de Cauchy relatif aux ~quations G~z=O admet une solution qui a des 

d&ivges partielles continues et born~es jusqu'au quagri~me ordre et qui v~rifie les 

inggalit6s (3.1). 

4. La solution du syst~me G~r v~rifie les conditions d'isothermie. 

1 ~ La solution trouvde du syst~me G~t)=O vdri/ie les quatre dquations 

0 4F  ~=0  pour x 4=0.  

Nous avons suppos~ en effet que les donn4s initiales satisfont aux conditions 
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(4.]) ~t=o 

et 

(4 .2)  F "  = 0 

N-ous avons done 

pour x 4 = 0. 

-g  1~.-�89189 

La solution du systgme G . # = 0  v4rifie done, compte tenu de l 'expression de L.# (2.1) 

les ~quations 

_ �89 g4. g~. ~ F a _  1 0z F 4 + �89 6~ 0. F .  = 0 pour x 4 = 0, 

d'ofi, d'apr4s (4.2) (F ~ = 0 et ~, F"  = 0), 

- �89 0 4 F  a = 0  pour x a = 0 .  

Nous voyons finalement que la solution trouv6e du syst~me G.#= 0 v6rifie ]es 

quatre 6quations 
8 4 F " = 0  pour x 4=0 .  

2 ~ La solution trouvde de Ga#=0 vdri/ie F " = 0 .  

Cette propri~t4 va  r6sulter des conditions de conservation. Dix potentiels g.# 

quelconques satisfont en effet aux quatre identit6s de Bianchi V~ (R~"-�89 a~"R)~0, 

off R z~ est le tenseur de Ricci correspondant ~ ces potentiels. 

Une solution du syst6me a . # = 0  v6rifie done les quatre 6quations 

Vz (L ~" - �89 g~" L) ~ 0, 

oh L ~ = g.i  9#. L.# et L = g"# L,#. 

I1 r6sulte de l 'expression (2.1) de L.# que ces 6quations s'6crivent 

�89 g~'~ V~ (aa F")  + �89 a ~" Vx (8~ F ~) - �89 g~" V,~ (a. f " )  = o, 

d'ofi, en d~veloppant et simplifiant, 

�89 ~,o~- 8 ~  " a  ~o 8 ~ + P,, (o~ - o  , 

oh P est une eombinaison lin6aire des 0 , F  ~ dont les coefficients sont des polynSmes 

des g"#, g,# et de leurs d6riv6es premi6res. 

Nous constatons done que les quatre quantit6s F ~ (form6es avec l e s g , #  solu- 

tions de G ,#=0)  v6rifient quatre 6quations aux d~riv6es partielles du type pr6e~- 

demment  6tudi6. Les coefficients Aa"=g ~" et / ,=P, v6rifient, duns D, les hypo- 

thgses du chapitre I I I .  Les quantit~s F"  sont par hypoth~se nulles sur le domaine (d) 

de x 4= 0, et nous avons montr4 qu'il  en 6tait de mgme de leurs d6riv6es premi6res 

8 ,F" .  Nous d6duisons alors du th~or~me d'unicit6 que, duns D, nous avons 

F ~ = 0  et 8~.F"=0. 
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Les potentiels, solutions du probl~me de Cauehy pos~ relativement au systgme 

G~r = 0, vgrifient done effeetivement duns (D) les conditions d'isothermie et constituent 

les potentiels d 'un espaee-temps einsteinien, solutions des ~quations de gravitation R,~ = 0. 

5. Unicitg. 

Pour montrer qu'il n'existe qu'un seul espaee-temps ext~rieur eorrespondant aux 

conditions initiales donn~es sur S, il faut montrer que toute solution du problgme de 

Cauehy ainsi posg relativement aux ~quations R,~= 0 peut se d~duire par un ehange- 

ment de eoordonnSes de la solution de ce problgme de Cauehy relativement aux 

~quations Ga~ = 0. Nous savons (ehapitre IV) que eette dernigre solution est unique. 

Consid~rons done une solution gar du problgme de Cauehy relativement aux 

fiquations Rap=0 et eherehons une transformation de coordonn~s 

s"  = f (~5- 

Conservant S point par point et telle que les potentiels duns le nouveau syst~me 

de eoordonnges, soient !~,n, v~rifient les quatre ~quations 

Nous savons que les quatre quantit~s FX song des invariants qui v~rifient les identit~s 

_~ -~ ~ ~ = A~ 1 ~. 

Pour que les ~quations F~= 0 soient v6rifi(%s il faut et il suffit (lone que les 

fonctions ] satisfassent aux 6quations 

/ 02/'~ 
F "  v̀ 1<< ~ 

qui sont des dquations aux d6riv~es partielles du second ordre, ]in4aires, hyperboli- 

clues norma]es clans le domaine (D). 

Si nous prenons pour valeurs des [onctions /~ et de leurs d4riv4es premieres, 

sur S, les valeurs suivantes (qui song te]les que le changement de coordonn~es con- 

serve S point par point). 

i 4=0,  ~ , P = 6 ~  pour x a=0,  
(<~'~) f = m, a<,l' = ~ j 

nous voyons que les probl~mes de Cauchy ainsi pos~s admettent (e~ les th~or6mes 

d'existence) duns (D) et relativement aux ~quations (5.i) des solutions poss6dant les 

d4riv6es partielles jusqu'au quatrigme ordre continues et born~es. 

Nous avons ainsi dgfini un ehangement de coordonnfis 2~=/a (x a) tel que, duns 

le nouveau systgme de coordonn~es, les potentiels .(~,n v4rifient les conditions d'iso- 
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thermie / ~ = 0 .  I1 nous reste s montrcr  que ce changement de coordonn~es d4termine 

de fa~on unique les donn~es de Cauchy ~ (x ~ = 0) et 04 .~]~ ( x4 = 0), en fonction des 

donn6es primitives g.~ (x a = 0) et ~ .0.8 (x 4 = 0). 

Nous savons que, g.~ 6tant les eomposantes d 'un tenseur covariant  ~ deux indices 

(5.3) 

d'ofi, d'apr~s (5.2), 

g~=t ]a~  ) pour x 4 = 2  4=0 .  

Reste h calculer les d6riv6es des potentiels par  rapport  ~ x 4 et 2 4 pour x 4= 2 4 = 0. 

6taut une fonction quelconque d 'un point de l 'espace-temps nous avons 

d'o~ 

(5.4) ~4 ~0 = ~4 ~ pour x 4 = ~4 = 0. 

Nous trouvons, d 'autre  part,  en d~rivant l'~galit4 (5.3) par  rapport  s x a 

~ go~ = ~ ~ .  ~o r ~ I'~ + ~ ( ~  t ~ ~ 1~ + ~ 4  !" ~o f~), 
d'ofi 

(5.5) a4g.Z=a4ty.~+,(laZa2.4/a+,i]..a}4/" pour x4=0.  

Nous dgduisons aussi des valeurs initiales (5.2) des /~: 

~ ] ~ = 0  pour x 4=0 .  

Les ]s v~rifient d 'au t re  par t  les conditions d' isothermie (5.1), d 'oh 

44 ~ 2  ~2 p X 4 = g c44/ = g ~ F ~  pour 0. 

~4 ]  ~ est donc d6termind de mani~,re unique par les donn4es de Cauchy primit ives;  

il en est bien ainsi 6galement de ~at/~z pour x a = 0 .  

Nous avons donc d~montr~ le th~orgme suivant:  

]~tant donn~e une solution g,~ du problgme de Cauchy relat ivement aux ~qua- 

tions R , z = 0  (les donn~es initiales satisfaisant sur S aux hypothSses pr~e~demment 

6nonc6es de d6rivabilit6) il existe un changement de coordonn6es, conservant S points 

par  point, tel que les potentiels y~,~ dans le nouveau syst~me de coordonn~es v~ri- 

i ient par tout  les conditions d' isothermie et constituent la solution, unique, d 'un pro- 

blgme de Cauchy, univoquement d~termin~, relat ivement aux ~quations G ,~=0 .  

Nous concluons done, en termes de relativitY: 

T h 6 o r 6 m e .  I1 existe un espace-temps ext~rieur et un seul correspondant aux 

conditions initiales donn~es sur S. 
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