
Th6or~me de Hoffmann-Jorgensen 
et application aux amarts multivoques (*). 

C. CASTAI:NG - A.. TOISZAXI - M. :VALADIER 

R 6 s u m $  - On prdsente ici des versions univo~ues et multivoques d'un rdsultat de Ho/]mann. 
Jorgensen ([10]). Ces rdsultats perraettent d'gtendre les r~sultats obtenus antdrieurement _par 
Uhl ([23]), Musial ([17]), .Luu ([16]) aux amarts multivoques h valeurs convexes compactes 
d'un espaee localement convexe sdpard com21et. 

O. - I n t r o d u c t i o n .  

Ce t ravai l  comporte  deux parties.  Duns le paragraphe  1, on pr4sente d ' abord  
le th6or~me de ttOF~AZ~Z~-JO~GWZ~Sv, Z~ ([10]) duns le cas des espaces loealement 
eonvexes (cf. Theor.  1). On en d4duit une version mul t ivoque de ce r6su]tat  (cf. 
coroll. 4). Enfin on donne une caraet6risation des ensembles pr~compaets de born6s 
d 'un  espace loealement  eonvexe s@~r6 X par  une condit ion exprim4e duns X. 

La  deuxi~me p~rtie donne une condition n6cessaire et suffisante pour  q ~ ' u n  
a mar t  mu]t ivoque ~ valeurs eonvexes compactes d 'un  espace loealement convexe 
s6p~r6 X soit de C~uchy pour  la s t ruc ture  uni forme de t 'e t t i s  d~finie ~ par t i r  des 
semi-normes sur X (cf. Theor.  10). 

PREMI]~I~E PARTIE 

1.  - Th@or~mc de  H o f f m a n n - J o r g e n s e n ,  c a s  u n i v o q u e  e t  m u l t i v o q u e .  

~OTATIO~S Pt~LIYffSTAIRES. -- a) Soit /2 Un ensemble, X une ~lg~bre de parties 
de t2. On no te  ba (/2, X) l 'espace vectoriel  des mesures r6elles born6es f iniment addi- 
t ives sur X et  ba+ (/2, X) son e6ne positif. Si # e ba+ (/2, X) et  si v est r6elle fini- 
ment  addi t ive (pus forc6ment  born6e), on dit  que v e s t  #-cont inue (on precise p~r- 

(*) En~rata in Redazione il 3 gennMo 1985. 
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lois dans la l i t t~rature gu sens ~ -  ~) si: 

V~>o, ~ > 0 ,  VAeS, # (A)<a~  [~(A)[<e. 

b) On note  $ l 'ensemble des par t i t ions finies de 9 en 616ments de X. 

c) Pour  # ~ b~ (~2, X) at ~ fonet ion r~elle X-4tag~e sur ~ ,  on d~finie sans am- 

bigl.llte f~  dr'- si ~0 = X rig,~, , f ~  d/~ : X rt/.~(.t~.i). Ce]a reste v~]ab]e lorsque, soit ~, 

soit #, est s valeurs vecturielles. 

d) Soit E un espace locMement convexe s6par6 e t  ~ un  ensemble  de semi- 
normes ddfinissant la topologie de E.  

T H ~ O ~ E  1. - Soit # a ba+ (/2~ E)~ m: 2: -* E une mesure l iniment additive. On 
suppose que Vp a 0.~ il existe une 2artie Z~ de ~ '  telle que Vx' a Z ~  x' om soit #-continue 
et que 

Vx~; ,  ~(x) = sup(<x',x): x'~Z,}. 

Alors on vb dquivalenve de: 

(i) (re(A): A ~ 2,} es$ pr~com~act. 

(ii) Vp ~r V~ > O, it existe ~ ~ telle que la /onction ~tagde ] : ~ (m(E)/#(~E)) g~ 
(avec la convention 0/0 -~ O) vdri]ie ~ 

V A e Z ,  
A 

RE~A~Q~.  - Si ~E est un  espace vectoriel  norm6 on peu t  remplacer  (ii) par  

m(~) 

A 

En  prenan t  f~ associ~e ~ ~ ~ l /n ,  oll obt ient  une  suite de (( densit~s ~pproxima- 
t i res  ~) de m p~r rappor t  ~ #. Pour  3C lo'cMement convexe on a seu lement  une  suite 
g~n~rMis~e de 5ensit4s npproximatives.  

COlW-~E~TAI~E. - Ce th~or~me est ~ quelques d~tails p~&s l~quivMenee (i) <=~ (iv) 
du th~or~me 9 de ttOF~MA~IW-jo~GE~SEN ([10], pp. 21-22). Voici les differences: 

1) On suppose m(~,) pr6compaet  au Hen de rel~t ivement  compact  at on ne, 
suppose p~s ~E quasi-complet.  
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2) On se donne ~u. Duns [1O] (i) dq~ivuut ~ V 2 ~ ~, Vs > 0, ~z ~ ff et il existe 
une mesure /~ e ha+ (~, 2:) (not6e a) telle que 

] =~s~ ~ ~ Z~ v6rifie VA, p d# - -  re(A) <~e. 

A 

o .  in rod t des qui son   orc ment contenus dans les po aires 
mais qui peuvent  ~tre plus petits,  pour  que le cas mult ivoque soit un  eorolluire du 
th. 1 (coroll. 4 ci-apr~s). 

~[~APPELS N~CESSAIt~ES ~. Lh  D]~IONSTI~ATION. -- 1) O n  d6signe par 8(/2, 27) l 'espace 
vectoriel norm6 des fonetions r6elles 2:-6tagdes sur ~ muni  de ]~ norme de 1~ 
convergence uufforme. Son dual sqdentifie ~ ba (~, 2:) (DVNF0~D-ScHwA~Z [8], 
th. IV.5.1, p. 258) muni  de la norme v(., ~) (variation sur /2). Cette norme est 
~quivalente a la norme 

141 = sup 
Ae~: 

(ibid. III .1.5,  p. 97). 

2) Pour  # ~ ha+ (/2, 2:) on note ba (/2, 2:, #) l 'ensemble des ~ e  bu (~, 2:) qui 
sont /~-continues. Pour  z e ~ on d6finit U, : ba (f2, Z,/~) -~ ba (~, 2:,/~) par  

( o )  
avec la convention ~ ~ 0 

Soit s e t  z '  appar tenant  ~ ft. On dit que ~ est plus fine que s '  si VA E z, 3A 'e  z '  
tel  que A c A'.  Pour  cette relation d'ordre ~ est f i l trant croissant. Dans le lemme 
suivant  la limite est prise pour eet ordre sur ft. 

L E ~ . E  2. - Soi~ K q~ne pattie de ba ([2, ~ #) ; K est relativement compact si et 
seulement si K est bornd et 

l im U s A ~ ~ uni]orm~ment en A ~ K .  

Ce lemme est une variante de l'exereice IV.13.19 de DV~F0~D-ScHwA~Z [8], 
p. 340 (dans l'exercice # n 'est  pus donn6e). Dans [3] B~ooEs (th. 1, p. 992) d6montre 
Pextension de ce r6sultat ~ des mesures vectorielles. 

3) On a besoin d~un r6sultat  plus g6n6ral que le th6or~me de Schuuder sur 
le transpos6 d~an op6rateur compact  d 'un Banuch dans un autre. 
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LE~-~E 3. - Soit E un espaee veetoriel normS, ~ un loealement eonvexe sdpar~ et 
T: E -+ ~ lin~aire ayant un transposd T*: E'--> E'. Soit B la boule unitd de E. Si 
T(B) est prdcompaet duns ~,  alors VH part@ ~quieontinue de ~,', T*(H) est relativement 
compact dans E' muni de la norme. 

Cet 6none6 est un eas particulier de GIC0TKENDIECK [9], th. 12, p. 121 ou de 
I~OBV.~TS0~-I~0BEgTSO~ [19], lemme 6, p. 152. 

4) Soit m: Z - + E  finiment additive scalairement born6e et 

I 8(/2,27) ~ E  

9 ~ f~o din. 

Alors I poss64e le transpos6 

I* E'  ~ ba ([2, Z) 

X ~ ~ X r O m .  

5) •  les notations d u Q ,  si B + =  {ge  $(/2, 27): tIgI141 et 9 > 0 }  on a I(B+) = 
= co{re(A): A e X}: c'est le lemme 7, p. 19 de Hoffmann-Jorgensen. 

D ~ o ~ s T ~ A ~ I o ~  DV ~ m t o ~ n  1. - (i) ~ OiL 

1) On va appliquer le lemme 3 avee E = 8(/2, Z), T = I. Montrons que I 
transforme ]a bogle unit6 B de Z(/2, 2:) en pattie pr6compuete de E. Pa r  hypoth~se 
{re(A): A e 27} est pr6compact. Son enveloppe eonvexe 6gale ~ I(B+) (rappel 5)) 
est encore pr6eompacte (Bo~m]3AKI [2], ch. II ,  w 4, prop. 3, p. 69 de F6dition de 1966 
ou p. II.27 de l'~dition de 1981). Enfin I(B)-----I(B+)- I(B+) est pr~eompact. 

2) l~emarquons que m est born6e, ee qui assure Vx', x'om est born6e done 
x'om e ba (/2, Z). On a d6j~ remarqu6 que Z~c { p < l }  ~ donc Z~ est 6quieontinue. 
D~apr~s le lemme 3, pour p e (2, 

K = I*(Z~) = {x'om: x'e Z~} 

est relativement compact duns ba (/2i X,/~). D'apr~s le lemme 2, U . 2 - >  t unifor- 
m6ment sur K. Soit e > 0 .  I1 existe g e f f  telle que Vx'eZ~, 

Posons 

I V~(x 'om) - x ' o m l < ~ .  

m ( ~ )  
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On a 

[U~(x' om) - -  x' om[ : sup [U~(x 'om)(A)  - -  x' o m ( A ) l  : 
Ae,V, 

I .~ x'om(.E) - -  x' om(A) 

Comme cel~ est < e  pour  tou t  x'eZ~, on a 

f = sup.~z ] (x', ] d# -- re(A)) 
A 

A 

(ii) ~ (i). Fixons p e (2, s ~ 0 et  soit ] donn~e par  (ii). Comme / est  2:-~tagde, 
la mesure vectorielle A ~ f] d/~ prend ses v~leurs dans un  sous-espaee de dimension 
finie e t  est  born~e (on a ~ 

A 

P a r  cons6quent il existe x~, ..., x~ dans ~ tels que les p-semi-boules (ouvertes) de 
centres x, de rayon  s reeouvrent  {f]d#: A e X}. D'apr~s (ii) ]es p-semi-boules d e  
centres x~ de rayon  2e recouvrent  {re(A): A e 2:}. 

Avan t  de formuler  le eas mult ivoque,  iI Yaut encore que]ques 

I~0TATI0~S ]~T ~APPELS. - 1) Notons e/b(~) l 'ensemble des convexes fcrm6s 
born4s non r ides  de ~E. C'est un  c6ne pour  les lois: 

(B1 ~ B2) F-, B1 -~ B2 ~ B1 -[- B~ 

B) e [0, 

2) Pour  p e (2 l '6eart  de t tausdorff  sur e/b(~) correspondant  & p, nots  h~, eat 
d6fini par  

h~(Ba, B~) = m ax  (e~(B~, B2), e~(B~, B~)) , 

off e~(B1, B~) est l'exc~s de B1 sur B2 et 6gal 

sup i n fp (x l - -x 2 )  . 
Xl~B1 X 2 ~  

3) L 'espace de H6rmande r  ~ est l 'espace localement  convexe s6par6, complet  
des fonctions r6elles sur ~ '  pos i t ivement  homoggnes dont  les restrictions aux  parties 
~quicontinues sont born~es et  fo r t emen t  continues,  muni  de L~ topologie de la con- 
vergence uniforme sur les part ies  ~qtficontinues (CASTAI~G-VALADIE~ [6], p. 50). 
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4) Notons a*(" [r la *onction d'appui d'une pattie C de a~. Le cbne e/b(m) 
s'injecte duns :E en posant i(B) = ~*(. IB). 

L'injeetion i dtablit un isomorphisme ulg4brique et d'espace uniforme entre 
e]b(3g) et son image: on 

i(B~ 4- B~) = i(B~) q- i(B~) 

i( B) = 

hAB~, B~) = sup ]a*(x']B~)-- a*(x']B,) t 

(pour la derni~re formule cf. CASTA~-VALA~)~E~ [6], th. II.18~ p. 49). 

CO~O~,~,AX~E 4. - Soit t t e  b~+ (~, X)~ M: Z --> e]b(35) une multimesure liniment 
additive telle que Vx'e ~,', (~*(x'[M(.)) soit #-continue. On a dquivalenee de 

(i) {M(A): A e 2:} est ~r&ompaet duns e]b(35). 

(ii) V~ e (2, Vs > O, il existe ~ ~ ~ telle que la multi/onetion dtag& .~ -~ ~ ( M(E)/~(E)) g~ 

V A e X ,  h , ( f _ ~ d # , M ( A ) ) < s .  
A 

HIST01~IQTJE. -- ALO, DE KOl~VII~, ~OBEI~TS [1] donnent une condition suffisante 
sur a; pour que route multimesure M air des densit4s approximatives. Duns la 
d4monstration de son th. 3.6 Lxytr [13] applique rapidement le th~or~me univoque 
de tt0]~F~t~NN-J0~GWNSEN aU eas multivoque (duns le cas d'un Banaeh). To~rzA- 
Nx [21] 7 [22] d~taille les d~monstr~tions du cas multivoque y compris lYxereice de 
D~rNFO~])-ScttWA~TZ (lemme 2). 

]?~VVE. - a) ]?osons m----ioM, ainsi m est une mesure univoque g valeurs 
duns ae. On v~ appliquer le th~or~me 1. ]?osons pour p ~ ~, N~(s)= sup s(x'). 

Les N~(p e (2) sent des semi-normes d6finissant la topologie de ae. ]?our x 'e  3g' soi$ 
l~,ea~' d~finie par l~,(s)-= s(x'). ]?osons Z l v =  {/~,: x 'e{p<l}~ 

o n  a Vp, %,e  

(io.U)(x') = a*(o0'IM(.)) 

donc l,,om est /t-continue. 
On a aussi 

V8 ~ ~, ~V,(s) = s u p  s (x ' )  = s u p  ( l ,  , ) .  
x'~(~<l)  ~ Z~Z~ 

b) La relation (i) 4quivaut ~ {re(A) : A ~ Z} es~ pr6compact duns ;E. D'apr6s 
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le tb.  1, cela 6qaiva.ut ~ Vp e O, Vs > 0, 3z  e ff tellc que 

v6rifie 

Posons 

on 

Enfin 

~quiva.ut 

VA e Z ,  
.4 

M(~) 
5, x , ,  

A A 

A 

A 

On a montr6  (i) ~:~ (ii). 

I : ~ E ~ A R Q I J E .  - Oil a in t rodui t  les Z~ clans le th.  I pour  ce corolla.ire. En  effet si 
Vx'e~',  ~*(x'lM(.)) est /~-continue, on ne salt pas si Vle JC, Vom est #-continue 
(avec m = ioM). Cette derni&re condit ion ser~it vdrifiSe si on supposa.it 

Vp, W, 3~ > 0 tel que #(A)<(~ ==> h~(M(A), { 0 } ) < s .  

II reste m~intenant  ~ cara.ct~riser les parties A de e/b(~,) qui sont prScompactes.  
On a un  r6sultat  posit if  et un (~ n6ga.tif ,). 

PROPOSlTIO~ 5. - Si A est une pattie de e]b(~) ]ormde de parties pr~eompaetes de ~, 
0 ~  (~ 

A pr~eompact <:=> U Bes t  prdcom~aet darts ~,. 

PREUv]~. - a) Dans le sens =*-. Soit p E O, s >  0. I1 existc B1, ..., Bn dans A 
tels que les h~-semi-boules de centres Bs de rayon  s/2 recouvrent  A. P o u r  cba.que i, 
il existe x~, ..., x~' tels que p-semi-boules de centres x~ de rayon  s/2 recouvren t  B~. 
Alors les p-semi-boules de centres les x~ (en prena.nt t ous le s  i e t  tous les j) de ra.yon s 
recouvrent  U B. 

B e g  

b) Dans le sens ~ .  Soit p e ~ 2  et  e > 0 .  I1 existe z l , . . . , x ,  appartena.nt  
K - ~  LJ {B: B e A} tels que les p-semi-boules de centres x~ de rayon  e recouvrent  K.  
Si B s A soit I -~ {i e{1,  ..., n}: B n B~(x~, s) r ~} off B~(x~, s) d6signe la p-semi- 
boule de centre x~ de r ayon  e, Soit C = { x ~ : i e I } .  On a e~(C,B)<s et aussi 
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%(B, C)<~e, car si x e B  Pun des x~ v6rifie p(x~--x)<~,  doric i e Z  et x~e C. Par  
cons6quent K est recouvert par  les semi-boules Bx~(C , r 0 parcollrant 1'ensemble 
des parties finies de (xl, . . . ,  x.}. 

I ~ A ~ q V E .  - On ne pea t  pus dire qae cette proposition spit tr~s nouvelle. Duns 
CASTAI~G VALADIE~ ([6] remark  aprbs l e  th.  II .4,  p. 41) l ' implication ~ est trait6e 
pour an  espace m6triqae. Le eas de compacts d ' an  espaee topologiqae (sans struc- 
ture uniforme) est trait6 duns Cn~STI~SE~ ([7], th.  3.1, p. 51) et duns K L E ~  et 
T~o~Pso~ ([12], prop. 2.3.2, 1. 16 et th.  2.3.4, I0. 17). 

Venons en au  r6sultat (~ n6gatif ~). 

Exemple mout ran t  qu'i~ est faux que si Boe e/b(~,) et K ~ e]b(~) avee K compact, 
et A c e/b(~,) v~ri]ie VB e g~ B c Bo + K et B0c B + K alors g est pr~eomyaaet. 

Spit 3~ = Is(N), (e,) la base canonique, 

[I ll<l}, 

Alors A = {Bee]b(l~): B c B o +  K et BocB + K} n'est  pus pr6compaet.  En  effet A 

contient les C~ (k > 1) d6finie par  C~ = .x :  xo = xk, ~ x~ < . Vgrifions Ck c Bo d- K :  
s i  X E ~ ~ ~=1 

x = (o, x,,  x~, ...) + (x~, o, o, ...) e B o +  K 

et v~rifions Boc C ~ - K  s i :  

y e B o ,  Y :  (Yk, Yl, Y~,...) -4- ( - - y ~ , O , O , . . . ) e C ~ d - K .  

Or pour k #  j, h(C~, Cj) est nne eonstante > 0, ee qui prouve que A n'est  pus 
pr6compaet. 

I1 semble difficile de caract6riser les ensembles pr6compaets de born6s de X par 
une condition exprim6e duns X. 

DEUXI]~ME PAt~TIE 

EXTENSIO!q D'UIg TH~OI~]~ME DE U H L  AUX AM2kRTS MULTIVOQUES 

2 .  - N o t a t i o n s .  D 6 f i n i t i o n s .  

Spit (f2, ~-,/~) an  espaee probabilis6. 
Spit 3~ tm e.l.e, s6par6 complet (quasi-eomplet sttffirait) tel qu 'existent  une suite 

duns 3Y s6parant les points de 3~ et une suite duns 3~ s6parant les points de 3Y. 
On note (~ an  ensemble de semi-normes d6finissant la topologie de 3~, 
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On note J~(E) l'ensemble des convexes non rides faiblement compacts de E 
et J~(E) le sons-ensemble de J~(E) form6 des compacts p0nr la topologie donnee 
our E. 

Soit X: D--> J~(E) scalairement integrable. Posons pour A e ~-: 

A 

en abrege, s'il n 'y a pus ambiguite, I~. On note 8(X) l'ensemble des sections sca- 
lairement mesurables de X. I1 resulte de YA~ADIV,~ ([24], th. 3, et duns le m~me 
seas CAS~ArN~ VA]~ADIE~ [5], 1) du th. 3) qae, si YA e :Y, Iac E, alors Ix est 6gal 
{ f]  dP: f  e $(X)} e t  appartient k N~(E). On notera alors f x  dP an lieu de I~. On 

A .4 
dit alors ctue X es~ ~ettis-intSgrable. 

CO~EN~AmE. -- On peat donner des conditions suffisantes, en particulier l'hypo- 
th~se ~ semi-reflexif, assurgmt I~c E (~r [24]). Cola parMt excessif. Pour 
le present papier, il est preferable de faire porter los hypothgses sur X. 

On dit qae X est intggralement borage si Vp e ~, sap p(x) est major6 par une fonc- 

tion int6grable (remarquer clue s u p p ( x ) =  sup lS*(x']X(w))]). 

On dit que X est/ortement int~grable si elle est Pettis-integrable, in%gralement 
bornde, ~ valeurs duns J~(E) et si Y defiuie par X(c~)= co (X(co)u {0}) verifie 
VA e :F, Ix(T) c E. (l~emarquer que 2 r eat scalairement integrable ~ valeurs duns 
J~(E) et integralement borneo, doric l'hypoth~se I~(X)c E implictue que Y eat for- 
tement  integrable.) 

CO~.WTAI~E. -- Gas oi~ ~ est un Banaeh sgparable. 

D~s que X: Q - + ~ ( E )  est scalairement integrable et integralement bornee, 
8(X) est contenu duns ~ et eat (du moins l'ensemble des classes d'equivalence pour 
l'egalit6 p:p.) a(Z~, 3~) compact (KLEI [11], th. 2.6, p. 38. ]~epose sur le theor~me 
de ffames-Pryee). Par suite { f]  d_P: ] e  8(X)} appartient ~ J~(E).  Si de plus X 

A 
est ~ valears duns ~(~) ,  CASTAI~G [4] a montr6 en utilis~nt ]3anach-Dieudonn6 que 

A 

Remarquer que si on pose X(~o) ---- co (X(co) U {0}), X verifie routes leo hypothgses 
ci-4essns. 

I1 resulte des theor~mes 1, 2, 3 de VALADIEI~ [24] qae I~ est  ici 6gal ~ {~/diD: 

] s $(X)}, mais il est bien evident qu'un expos6 limit6 au cas E Bangch separable 
ne necessiterait pus du tout l 'introduction de IA. 
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3 .  - R e s u l t a t s  p r e l i m i n a i r e s .  

A ~ ~-} est relativement compact. -~ 

P~EUVE. -- CASTLING ([4] repris dans CASTAING-VALADIER [6] ,  th. V.15) a mon- 
tre, en utilisant un lemme du type  Banaeh-Dieudonn~. (CAsTAI~G-VALAD~E~ [6], 
lemme V.8, el. aussi PALLU DE LA B A ~ I i ~ E  [18]) quc ] X  dP est compact (remar- 

a 
quer que l'existence &une suite dans 31 separant les points de 31' assure la a(E', 31) 
metrisabilit6 des parties 6quicontinues). On a f X  d t  ) c f 1" d t  ) c f 17 dP (car 0 e 1"(o))). 
Comme f1" dP est hfi aussi compact "~ ~ 

52 

A 

e s t  relutivement compact .  

�9 REMA~QUE.- Pour 3[; Banaeh et X univocs on sait que { ! X  dP: A e $ }  est 

relativement compact ear X est Boehner-lnt%rable. MVSlAL [17] qui travaille avec 
la Pettis-integrabilit6 est oblige de supposer ses mesures v. ~ images compaetes 
(prop. 2, p. 32s). 

D~FI~I~ION. - Soit X et 1" fortement integrables, p e r on appelle @art de 
Pettis (assoei~ ~ p) entre X et 1" le nombre fini 

H ; ( x ,  1") = sup 

(Remarqucr que la fonetion $ integrer est mesurable car B~ est compact metrisable 
pour le topologie de la convergence eompacte, done admet une suite dense sur ]a- 
quel]e il suffit de prendre le sup). 

LE~WE 7. - Avee les hypotheses ei-dessus on a 

A A A A 

(On travaille ici avec le corps des r6els, c'est pour cela que la constante est 2 et 
pas l.) 

I~]~F]~RENCES. -- L U U  [13]~ prop. 1.1, p. 103 et [15], property 1.2, p. 3 (of. de- 
monstration dans ce dernier papier). 



C. CASTAI.~ - A. T o l d z ~ I  - M. VAZADIER: Thdorbme, etc. 393 

:LE~a_~E 8. - Soit ~ une  sous tribu de ~" et p ~ (2. S i  X et Y sont ]ortement intdgra- 
b~es et sealairement 9-mesurables on a 

sup h~( f x d_P, f Y dP) = sup h~( f x dP, f ~ a_P) . 
Bee3 A ec~" 

.B .13 A A 

RE~ARQIIE. - Ce lemme n 'es t  pss indispensable: M~SlAI~ [17] s'en passe. Mais 
U I ~  [23] l 'utilise s~ns le d6montrer .  Iqous ne r6sistons pas a u  pL~isir de donner  
notre  d6monstrat ion.  

P~EtTVE. - L'in6gMit6 < est triviale. 
Pour  A e ~ on 

Le sup est a t te in t  en x~ (car B ~ est compact  pour  la topologie de la convergence 
compacte).  Doric 

A A A A 

= f ~~  - ~*(xlY(.))] aP 
~2 

(ear le crochet  est ~-mesurable) 
A 

<fE~%2lx(.))  - ~*(4,~('  ))l av  
B 

a~Tec B = { o ~ l ~ * ( x ; t X ( ~ ) ) > ~ * ( x ; I Z r  

B B 

4 .  - R ~ s u l t a t s  s u r  l e s  a m a r t s .  

On se donne tree suite croissante (~-..).~N de sous-tr ibus de ~ .  On note  T l'en- 
semble des temps d ' a r r&  born6s; c 'est  un  ensemble ordonn6. 

]:)]~FINITION. -- Un amart  mult ivoque est une suite (Xn),eN d'applications X , :  Q -+ 
--> J~(3C) fo r tement  int6grables, X~ 6t~nt scMairement $-~ mesurable,  telle que la 
~mte g6n6ra~s6e (~X~ d P ) ) ~  converge dans ~Ib(X) (rem~rquer que 

X T m~bX T ~ X  

/c=O 
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et 1~ limite a1010artient aussi ~ J~(3~): elle est a priori 10r4com10acte, mais E a 4t~ sup- 
10os~ eom101et). 

D~g~N~T~ON. -- Une suite (X.),~vr de multifonctions for temcnt  int4grables est 
dire .pettis-de Cauehy si 

Yp e ~ ,  lim H~(X. ,  X,~) = 0 .  

I1 est 4cluivalent de dire: 

Vp~(2 ,  lira suph~(rX,  dP , f X ~ d . p ) ~ - 0 .  
A A 

L E ~ E  9. - ~goit (X~) un amart multivoque et p e r 

1) Soit ~> O. I1 existe n tel que Vv, a ~ T  avee ~ > v > n  

B B 

2) _Pourtout A e [_J ~ la suite ( f x~)k~Nest de r ~ns~(3~). ~a ~imite (not~ 
A 

M(A)) appartient g ~(~,) et Vs > O, 3n, Vv e T, ~:~n, 

sup h~( fX~d.p, M(B))<s .  
B 

I~F]~ENCES. -- UHL [23J, lemme 1, 10. 291-292, L ~  [14], 10ro10. 2.3, 10. 7. Re- 
marquons que l'~1010artenance de la limite des f x~  d.p ~ J~(3C) est bien eonnue si ~s 

A 

est un  B~naeh, ici on 10cut citer SAINT RAYmOnD [20] (et aussi PALLs5 DE LA BAS- 
t i l l E  [18], coroll. 3, 10. 15: u10101iquer ee coroll~ire s 1~ fonet4on l i m i t e  des fonc- 
tions d'~1010ui). 

Tm~0~]~ME 10. - Soit (X.) un amart multivoque. On a ~quivalenee de 

(i) (X.) est .pettis-de Cauchy. 

(ii) M est scalairement .p-continue au sens s -- ~ (e'est-5-dire Vx'e ~,, ~*(x' [M(. )) 
est .p-continue) et 

U {M(A): A e [.J 5~} est relativement compact. 

P~v, UVE. - (i) => (ii). Notons X =  [J 5~. Soit p e (2. Comme (X.) est Pettis-de 
Cauchy 

l im suph , ( fX .d .p ,  fXo~d.p)=O 
n~m-~oo A e ~  \ 

A A 
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doric 

lim sup h (fx, dP, M(A)) 
n--'->~ A~.~ 

A 

= 0  

et, si ~ > 0 est donn6, il existe n tel que 

VAeZ, h~,(fx, dP, M(A))<E. 
A 

Par cons6quent 

e~,(M(A), ?,,dP)<e ct %(]~ M(A), 4U fX,~dP)<~. 
A A 

D'apr6s lc lemme 6, U f'X~dP est relativement compact, donc U M(A) est pr6- 
Aez A E Z  

compact donc relativement compact. Pour la P-continuit6 soit e :> 0 et x ' e~  r. 
Soit p e ~ tel que x 'e  B~. Soit n tel que 

VA e Z ,  

.4 

I1 existe (~ > 0 tel quc 

A 

iklors, commc ]~*(x']M(A)) - ~*(x'[ fX.d t ) )<lh~(fx .d .P,  M(A)) o n  a 
A A 

P(A)<~  ~ [~*(~']~(A))I<~. 

(ii) =~ (i). Soit p e (2, s > 0. D'apr6s l'extcnsion du th6or6me d'ttoffmann- 
Jorgcnsen, il existe une Z-partition finie ~ de Q tcllc que 

- +  (f ) Y = ~  ~ ZE v6rifie VA e X, h~, :Y dP, M(A) <3" 
A 

a) Montrons 

lim sup 4(  f x .  aP, M(A)) = 0 . 
A 

Soit n~ tel que les 616ments de ~ appartiennent tous ~ 5 , .  
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P o u r  n>n~ on ~ (el. le l e m m e  8) 

 uph=(fx:aP, f dP)= up(fx, dP, 
A ~Z A A A e ~ n  \ A  A 

Or 

A A A A 

I~e d e r n i e r  t e r m e  e s t  <el3, le p r e m i e r  es t  <e/3 p o u r  n assez  g r a n d  ( l e m m e  9, 2)). 

F i n a l e m e n t ,  p o u r  n a s sez  g r a n d ,  

) (f f )  (f s u p h ,  ~ dP, M(A) < s u p  X~ dP, I z d P  + sup  Y dP, M(A) <--~-~- ~ = 
A~Z A~Z  AEX \ 3 

A A A A 

b) I1 r6su l t e  de  a) que  

l i ra  sup  h~( fX ,  d.P, fX~ dPj = 0 .  
A A 

D'aprgs le Iemme 8 il revient au mgme de prendre sup et d'aprgs le lemme 7 (X.) 
es t  P e t t i s - d e  Cauchy .  as~" 
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