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THÉORÈMES DE FINITUDE
POUR LA COHOMOLOGIE DES ESPACES COMPLEXES.

ALDO ANDREOTTI et HANS GRAUERT f).

Cet article est consacré à des résultats intermédiaires entre les deux théo-
rèmes de H. CARTAN et J.-P. SERRE; l 'un, le théorème de Hnitude pour la
cohomologie à valeurs dans un faisceau cohérent d'un espace complexe
compact [6], l'autre, le « théorème B » de la théorie des espaces holomor-
phiquement complets ([18], [2^]). Toutes les techniques de démonstration
employées ici sont inspirées de ces deux Mémoires et de [12]. Une partie des
résultats sont annoncés dans [13].

On introduit les notions d'espaces fortement ^-pseudocon vexes, d'espaces
^-complets et d'espaces fortement ^-pseudoconcaves. Ces notions englobent
celles d'espace holomorphiquement convexe (= espace fortement i-pseudo-
convexe lorsque l'ensemble de dégénérescence est compact), d'espace
holomorphiquement complet (== espace i-complet), d'espace compact
(convexité nulle).

Les énoncés des théorèmes nécessitent l'introduction de la notion de
dimension homologique d'un faisceau cohérent, ce qui est fait au para-
graphe \.

Moyennant une étude locale de la situation développée aux paragraphes 2,
3, ^, on arrive aux théorèmes de finitude du paragraphe 5. Le point qui nous
semble le plus délicat est le théorème d'approximation du n° 19 qui étend
aux classes de cohomologie le théorème de Runge sur l'approximation des
fonctions sur un espace de Stein.

Des applications de ces théorèmes sont développées au paragraphe 6. En
particulier, on obtient un théorème d'annulation de la cohomologie à valeurs
dans un faisceau localement libre, qui étend le théorème analogue de

(*) Thé second author was supported by directorate of Mathematical Sciences AFOSR,
European office of aerospace research, Grant No. AF-KOAR-61-50.
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J.-P. SERRE pour les variétés algébriques [2a] et celui de KODAIRA pour les
variétés kàhlériennes [17].

Il faut remarquer que la notion de ^-convexité a été introduite pour la
première fois par W. ROTHSTKIN [211.

A P. CARTIER, qui s'est chargé de la lecture du manuscrit, sont dues de
nombreuses améliorations (en particulier, la remarque du n° 2 et le lemme
du n° 19), pour lesquelles nous exprimons ici nos vifs remerciements.

1. — La dimension homologique.

1. Le théorème des syzygies de Hilbert.

a. Soit A un anneau local nœthérien d'intégrité avec élément unité.
Soit îîî l'idéal maximal de A.

Soit F un ^4-module de type fini . Choisissons un ensemble minimal de
générateurs s^ . . ., s?^ de F et envisageons l'homomorphisme surjectif

ao : A^-^F

défini par ( ? . , , . ., /./J ->^ /^..

Soit 7^j==Kerao; c'est un ^-module de type fini. Si p y est le nombre
minimal de générateurs de F^ on obtient un homomorphisme surjectif

On opère sur Kerai comme tout à l'heure, et ainsi de suite. Des homo-
morphismes obtenus on tire une suite exacte

(i) . . .->A^hAP>^->.. .-^A^-^A^^F-^o,

où (3/, est le composé de a/< : AI^->F], et de l'injection FU—^AI'^.

On appellera (i) une résolution minimale de F.

b. Le théorème de IIilbert est le suivant (cf. [5]) :

THÉORÈAIE 1. — Supposons gué F idéal m ait une base m^ .... mn satis-

faisant à la propriété suivante :
A m/i^ n A ( m^, .... m^ ) •==. /n/^i A ( m y , . . ., m^ ) pour i ̂  h ̂  n — i.

Alors, dans toute résolution minimale (i) de F^ on a API= o si /> n.

PREUVE.

a. On démontre d'abord le lemme suivant (GRÔBNER [15]) :
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LEMME. — Soit .. .-> AP^^ AP--^> . . .->A^ une suite exacte. Soit
a = A (ai, . . ., ai) un idéal de A satisfaisant aux conditions

A ak+i H A ( Oj, . . ., a h) == a/^ A (aj, . . . . a / ^ ) /?o(/r î^n^=l—i.

<9^ a
a^^nKerp/^ :a Kerp/, /?o^r A^/.

/

Preuve du lemme. — Soit ^=:=^, ̂ ^;, et supposons que ^h(u) == o, donc
i

/

\ai^k(ui)=o.
i

Si / = = i , ai (3/,(^j) ==o implique ^h(ui) == o, car ^4 est d'intégrité et AÏ^ est
libre; le lemme est vrai dans ce cas.

Par récurrence sur / admettons le lemme pour les a avec moins que
/ générateurs.

l—i

Posons u\ ==p/ , (M;) . De aiii^ = = — ^ . a j U - ^ par les hypothèses sur a, on
i

l-i

tire que u\ r=^ a/ u- et, comme (3/^_i (^ ) == o par l'induction, on peut sup-
i

poser [3/;_i(^//-) == o pour i ^y' ̂  l. D'après l'exactitude de la suite des (3 on
peut trouver des Vj tels que u"-= |3/;(^y).

On pose
Z-1

w j - = ^ U j ^ - d i V j pour \^j^=_l—i et wi=ui—^a/F/.
i

/

On aura ^a;^== u et aussi (3^(^/) == o. Donc

i-\

u—a/w/==^ayWy et ^h(u—a/w/)==o.
1

Par l'hypothèse de récurrence on peut choisir les Wj pour i ^ y ^ ^ — i <
tels que [3/,(w/) == o.

P. On remarque à présent que, la résolution étant minimale, si l'on a
j3/^ o et ^h{u) = o, nécessairement uçmAP11^ i. e. Ker^CHtA^.

Supposons qu'on ait ^"+1^ o, donc |3^+i^o. Il existe ^çAptl+^ tel que
u ==: (3^+i (^) ̂  o. Comme Ç)^(u) = o, on a

^emA^nKer(3^=rrîKer[3„cm(m^^nKer^)==m2Ker[3/„ ....
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Donc u € lît^ A^h^ \/- v, et par conséquent ^ == o, car A est nœthérien et m est
l'idéal maximal (lemme de Krull).

c. Q, F. D.

c. Soit à présent ^ un faisceau analytique cohérent sur un ouvert U
de C^. Soit x un point de U. Comme 5^ est un 0^ module de type fini,
Ox étant l 'anneau local du point x^ on a une résolution du type

o-^^-^^-1-^. . .->^°-^^^->o.

En utilisant la cohérence de ^, on voit qu'il existe un voisinage V^ de x
dans U dans lequel on peut étendre les homomorphismes [3 de sorte que la
suite

0 _>- ePd-> OPd-^-^ . . . —^ (f)y°o—^ ^ ̂  o

soit encore exacte. On aura encore d^n. Nous appellerons une telle réso-
lution, une résolution de Hilbert de ^ au voisinage de x.

Pour tout xç.U désignons par d{x) la longueur d'une résolution de
Hilbert de ff au voisinage de x.

Il résulte que d(x) est le plus petit entier tel qu'on ait dans un voisinage
convenable de x une résolution de ^ de longueur d par des faisceaux libres.

En effet, s'il y avait une résolution de longueur ô << d(x) au voisinage

de x^ le noyau ^ de l'homomorphisme c^-1—^ Op^-ï dans la résolution de
Hilbert aurait une fibre ^ qui serait C^-projective (CARTAN-EILENBERG [5],
prop. 2 . i , p. uo). Par conséquent, Tori(^, 0.r/m^)==o. Donc ^ serait
localement libre au voisinage de x et la résolution de Hilbert serait de lon-
gueur ̂  ô (en effet, sur un anneau local, tout module projectif de type fini
est libre).

En particulier, il résulte que d(x) est une fonction semi-continue supé-
rieurement sur U.

PpoposiTiOiN 1. — Soit U un ouvert d'holomorphie^ soit W (̂  U un ouvert
dholomorphie topologiquement contractile et relativement compact. Soit
d=: sup d^x) ; on a sur W une résolution globale du faisceau analytique

xç. n-^
cohérent ^ sur U

o -> opd—^ opd-i-^^.. —^ epo—^ ^ —^. o.

Preuve. — Comme les sections globales de ^ engendrent ^ en chaque
point de £/, on peut trouver un nombre fini po de sections de ^ sur U qui
engendrent ^ en tout point de W. Ces sections définissent un homomor-
phisme OP^~^^ qui est surjectif sur W. On opère sur le noyau de cet homo-
morphisme comme sur ^ et ainsi de suite; on en déduit une résolution, peut-
être infinie, de ^ sur W. Soit ̂  == Ker^^-1—^/^-2). Comme tout à l'heure
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on voit qiie ^ est localement libre en tout point de W. Comme W est
contractile, il résulte d'un théorème de GRAUERT f i l ] que ^ ^OP 1 1 pour pd
convenable.

c. Q. F. D.

2. La dimension homologique.

a. Soient X un espace complexe et ^ un faiscesu analytique cohérent
sur JT. Pour tout point xç.X^ il existe un plongement ^ d'un voisinage Vx
de x dans X dans un voisinage U de l'origine de l'espace tangent de Zariski
^== C'71^ au point x. Par ^p le faisceau ^ \^ se transporte dans un faisceau
analytique cohérent ^* sur l'ensemble analytique ^p( V^) C ÎÂ En étendant ^*

par zéro sur ^7 en dehors de ^( F^) on obtient un faisceau ^* analytique
cohérent sur U. Soit

0-^ (9/^-> (f)/^-i-^. . ._^o-->^-^o

une résolution de ̂  au voisinage de l'origine, de longueur minimale.
On aura d^_m(x). Par définition, on pose

dih,,.(^')==w(^) — d.

Ce nombre ne dépend pas du plongement ^ comme il résulte de [1]; on
l'appelle la dimension homologique du faisceau ^ au, point œ. Comme
dimension liomologique du faisceau ^ sur X^ on prend par définition le
nombre

dih(^) == mindih^(^) .
xç:x

Remarque. — Pour la définition de la dimension homologique de ^ au
point .y on a utilisé un plongement local de l'espace X au voisinage de x
dans l'espace tangent de Zariski à JT au point x.

Or, n'importe quel plongement local ^ d'un voisinage de X dans un
espace numérique quelconque donne lieu au même résultat.

Comme ^ s'étend à un plongement d'un voisinage de l'origine de l'espace
tangent de Zariski (cf. [1]), il suffit de démontrer le lemme suivant :

LEAIME. — Soit ^ un faisceau cohérent défini sur un voisinage U d un
point Eo de l'espace C^ sur lequel on ait une résolution de Hilbert

o _ epd^ (̂ -i.̂ . . .-^ OP^ ̂  -^ o,

0^ désignant le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur C^.
Identifions C^ au sous-espace de C^4"1 défini par Inéquation ^i==:o, et

soit ^ le faisceau sur G x U égal à ̂  sur U et nul en dehors de U. Il existe

alors un voisinage U de (o, £o) dans C^4"1 et une résolution minimale

o -> <%i ̂  ̂ îï^-1 ̂  <%r4-^--.... — <%yoJ^ op^ ̂  ̂  _ o,
où On+i désigne le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur G71'1"1.

BULL. SOC. MATH. — T. 90, PASC. 2. 16
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Preuve. — L'ho momorphisme a^ de OPf dans O^-1 est défini par une
matrice de fonctions holomorphes a,^(^i, . . ., tn) (en notant par <i, . .., ^
les coordonnées sur U). On définit un homornorphisme S^- de <^^i dans (^Â—1

au moyen de la matrice de fonctions holomorphes (Xrs (^2, . • • , ^n+i) sur G x U.
Il est immédiat que la suite des homomorphismes 3 :̂, pour k == i, 2, . . ., ûf,
est exacte.

On définit, par ailleurs, une suite exacte

o -^ 0n+i -^ <^+i -t^ <^-^ o

en prenant pour u la multiplication par la fonction holomorphe -^i, et pour v
rhomomorphisme de restriction f—^f\u pour toute fonction/ holomorphe
sur un ouvert de G X U.

L'homomorphisme (3^ de 0/^(gc^-i dans OP^—iÇ^OPk-î est défini par la
formule

^(Œi, cr,)== (S/,(o-i)4- (-1)^1(72, ^-.i(cr2)) {ï^k^d),

Pi((7i, 0-2) =S.i(o-i) —^ic r^ ,
(3^(^)=((-l)^^^, S / ( ( T ) )

(on convient que p,^z=p_i= o). Enfin po est composé de ^ et de ao. On
vérifie, en vertu de ce qu'on a dit tout à l'heure, que la suite des homomor-
phismes [3^ est exacte. Cette suite est minimale car les matrices qui expriment
les homomorphismes ^, pour k^o^ sont composées de fonctions holo-
morphes nulles en (o, ^).

b. Dans le cas où ^ =z 0 est le faisceau des anneaux locaux on parle de
la dimension homologique de l'espace JT tout court. Donc, par définition,

dih^JT=:dih^((9), dih^r=dih(0).

Si Â' est non singulier au point x^ au voisinage de x^ l'espace X est iso-
morphe à un voisinage de l'origine de l'espace tangent de Zariski, donc
dih^JT=== dim^JT. En particulier, si X est une variété purement dimensione
nelle, on a dihJT==:dimc-^.

3. Propriétés de la dimension homologique (Tun espace.

a. Soit (^, œ) un sous-ensemble analytique pointé d'un ouvert U de C^.
Soit Oyc le faisceau des anneaux locaux sur X étendu trivialement en dehors
de X'. Soit J le faisceau d'idéaux défini par X dans U. Le faisceau 3 est un
faisceau analytique cohérent d'idéaux sur U. Soit d la longueur d'une résolu-
tion de Hilbert du faisceau J au voisinage de x. De cette résolution et de la
suite exacte o—>J->(9—^(^->-o, on déduit une résolution de Hilbert du
faisceau 0^ au voisinage de x de longueur d -{- i. Donc

dih^(Jr)==dih^(J) — i .

PROPOSITION 2. — dim^^==:o<==>dih^^r=:o.
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Preuve. — Nous utiliserons le lemme suivant :

LEMME. — Soit J un faisceau analytique cohérent d'idéaux sur l'ouvert
Uc C^. Soit xç.U et soit f une fonction holomorphe au voisinage de x
nulle en x et telle que

j^n/^=/^.

Alors on a
dih^(J,/):=dih^(J)-i.

En effet, soit

0 --> OPd°^ . . .__ QP^ J —. o

une résolution de Hilbert au voisinage de x Soit €L =:<9(J, /). On obtient
une résolution de Hilbert de Ci dans la suite

o —>- opd^^ Qpd+pd-i _>,. _ ->. Qpi+p^ 0^0+1 J^ a -_>. o,

où P^ : (S^g) 0^-i--^ 0^-i Q) 0/^-2 est donné par

(o-i, (^-^(^(o-i) + (—1)^/0-2, a^_i(o-2))

(on convient que (CV7-1==(9, ^-2=1:0). La vérification se fait de proche en
proche pour k= o, i, . . . (cf. [15]).

Venons à la démonstration de la proposition. L'implication

dim,c^r:=: o ==> dihy^T== o
est évidente.

Soit dih^JT==o et supposons, si possible, dim^^Tm d^i.
L'espace tangent de Zariski en x est de dimension ^6/. S'il était de

dimension d^ x serait non singulier, donc dih^^Tzr: 6/^ï, ce qui est impos-
sible. Donc l'espace tangent de Zariski en x est de dimension > d.

On aura donc, selon la remarque faite au début de ce numéro, J^^ o et
d ih^(J)==i . Comme ô'^ est intersection d'idéaux premiers de dimension
^i, il existe une fonction / holomorphe, nulle en x, non contenue dans
aucun de ces idéaux, donc telle que S^c\fO^=fSy: (1). A cause du lemme,
pour le faisceau Ci = (9(J, /), on aura dih^(CX) :== o. Le faisceau cohérent
0/CL n'est pas nul et l'on aurait dih.^(C')/(fl) = = — i , ce qui est une contra-
diction.

b. Du lemme démontré tout à l'heure on déduit le corollaire suivant :

COROLLAIRE. — Supposons qu'on puisse choisir un système de générateurs
de r idéal J^== 0^(/i, .. ., fs) de sorte que

( 1 ) En effet, si ô^, est un idéal premier de e^ de dimension ̂ i, il ne peut pas contenir
toutes les fonctions linéaires sur G"* nulles en x. Donc les fonctions linéaires de C"*
nulles en x et dans Ï)^ forment un espace linéaire de dimension < m. On peut donc
choisir / linéaire.



200 A. ANDREOTTI ET H. GRAUERT.

^(/li • ' , fh)^^xfh+l==fh+^x(fl, "^fh) pOUr O^h^S—1.

Alors, au voisinage de x^ on a une résolution de Hilbert du type

o->-c?-^(9^1^. . .-^^-^J-^o.

JNoiis dirons que X est une intersection complète au point x si l'on peut
choisir les générateurs de l'idéal S^-=^ ôx(f\^ ' ' "> fs) de sorte que

°x(f^ . . . , / A ) n^/A+i :=//,+! c^(/i, ... ,//0 pour o^h^s—i.

PROPOSITION 3. — Si X est une intersection complète au point x^ alors

di\ï^A'== dim^JT.

Preuve. — Nous ferons d'abord la remarque suivante. Soient X un espace
complexe irréductible, /une fonction holomorphe sur X non identiquement
nulle, Y •==. \ xç.X\f(x) = o j . Alors si Y n'est pas vide, il est purement
dimensionnel de codimension i.

En effet, supposons d'abord X normal. Soit ^•==:/~1. L'ensemble Y des
points singuliers de g est maigre. D'après un théorème de THULLEN [27], en
un point yç.Y qui est simple pour ^T, cet ensemble est purement dimen-
sionnel de codimension i (ceci peut aussi être établi directement). Siyç, Y
est singulier pour JT par le théorème d'Hartogs, il doit être un point d'accu-
mulation de points de Y simples sur X. Donc partout codimy(jT) == i.

Comme la projection de l'espace normalisé sur l'espace envisagé est propre
à fibre discrète d'après un théorème de REMMERT [20], on déduit la conclusion.

Démontrons que d[m^Â.'==m—s dans les hypothèses envisagées. Soit
Jh= ̂ x (fn • • • 5 fh) et soit Vh le germe d'ensemble analytique défini par J/^
au point x. Si h •==. i, de la remarque précédente découle que codim^ V\ == i.
Par induction, supposons que Vh soit purement dimensionnel de codimen-
sion h. Démontrons que F/^+i est aussi purement dimensionnel de codi-
mension h + i. Pour ceci il suffît de démontrer que/^+i n'est identiquement
nulle sur aucune composante irréductible de Vh.

Soit Jk= q iU . . . n C\i une décomposition primaire minimale de 3^ et
soient pi, . . ., p/ les idéaux premiers associés. Comme

^(fh+i)r\^h=fh+l^h,

fh+i ne peut être dans aucun des idéaux premiers p;. Ceci termine la
démonstration.

PnoposiTiOiN h ' . — On a toujours dih^^T^ dim^JT.

Preuve. — Soit 0^ le faisceau des anneaux locaux sur X étendu triviale-
ment sur U en dehors de A. Envisageons une résolution de Hilbert de 0x sur
un voisinage I7, dans U^ du point x et soit d(x) sa longueur. Par définition,
on a dih^^T==: m — d{x).
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Soit y un point de XÇ\ V qui soit non singulier pour X et tel que
àimy^r=:dïm^^. Soit d ( y ) la longueur d'une résolution de Hilbert de Ox
au voisinage de y . A cause de ce qu'on a dit en b, on aura

m — d ( y ) = dimyJT== dim^^T.

En vertu de la minimalité de la fonction d(x), on aura aussi d(y)^d{œ).
Donc

dih^^T== m — d{x) ̂  m — d { y ) == dim^JT.

c. Q. F. D.

2. — Chemins différentiables dans un espace de Fréchet.

^. P réliminaire s.

a. Soit F un espace de Fréchet, c'est-à-dire un espace vectoriel topo-
logique sur G, localement convexe, métrisable, complet. Soit Im le cube unité
fermé de R^ :

/^==^==(^ . . . , ^)eR771 [ \ti ^i {•.

Désignons par ^{Ijn-, F) l'espace des applications continûment différentiables
jusqu'à l'ordre r de Ijn dans F\ tout élément de ê7^/^, F ) est donc une
fonction déunie sur 7^, à valeurs dans Fr, admettant des dérivées partielles
continues jusqu'à l'ordre r. L'espace ê° (/^, F ) est l'espace des applications
continues de Im dans F\ l'espace ê00 (/"^, jF7) celui des applications indéfini-
ment différentiables.

b. Munissons les espaces ê7^/^, F ) de la topologie de la convergence
uniforme des fonctions et de leurs dérivées jusqu'à l'ordre r. Les espaces
envisagés sont complets. En particulier, on obtient des espaces de Banach
si r<oo et F est un espace de Banach, tandis que ê°° (7^, F) sera un espace
de Fréchet.

c. Pour tout élément/€ ê° (7^, F ) on définit, par exemple au moyen

des sommes de Riemann, l'intégrale j f(t) dt^ dt étant la mesure euclidienne
J^

sur I,n.
Soit e ' ç . F ' un élément du daal de 7 ,̂ c'est-à-dire une application linéaire

continue de F dans G. La fonction h e ' ( t ) = < ^ e ' , f(t)Y est une fonction
continue de t sur Im, à valeurs dans G. On a pour tout e ' ç . F ' l'identité

f<^/(^)>^=/^ f f(t)dt\
J^ \ ^Im 1

Celle-ci est de démonstration facile. D'ailleurs, elle pourrait être prise
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comme définition de j f(t) dt^ mais il faudrait prouver que cette intégrale
ly ^m

appartient effectivement à F et non seulement au dual algébrique de F ' .

5. Séries de Fourier.

a. Soit •/eê°(7^, F ) : nous poserons pour tout nçZ'71

a^f)= I f(t)e-^d^
^Im

m 1

( \ 2

où n.tz=^ Hi t i . On notera n l'expression ^ nf ) .
i

LEMME 1. — *SÏ f ç ê° (//^, jF ) ^ a^(f) = o pour tout n^ alors /== o.

Preuve. — Si T^^rR le résultat est classique. En général, pour tout e' ç. F ' ,
le dual de F^ on aura

f^V^)^-2^^^^^/))^
v Im

donc par la remarque précédente h e ' ( t ) = <^ e ' ^ f(t) )> == o pour tout e ' ç . F ' .
Du théorème de Hahn-Banach, il résulte qu'on a f(t) == o.

LEMME 2. — Si /eê°(/^ 7^), on a lim (^(/) =: o.
ra^OO

Preuve. — Si y est constante, le lemme est banal. Il en découle qu'il est
vrai aussi pour une fonction g en escalier, c'est-à-dire constante par morceaux
sur les cubes d'un quadrillage fini de Im- Comme / est continue, on peut
l'approcher uniformément par une suite de fonctions g en escalier. Si U est
un voisinage cerclé convexe de l'origine dans F tel que f(t) —g(t)ç. U pour
tout t^Im-i on aura aussi a^(f—g) € U^ pour tout /î, comme on voit sur les
sommes de Riemann. De là, on conclut facilement.

b. Soit A = = ^ .-g-l'opérateur de Laplace. Par intégration par parties
^— ôt^
i==l

on obtient facilement le lemme suivant :

LEMME 3. — Si /eê^/,^, F) et si f est périodique (i. e. f est une fonc-
tion de classe C2 sur le tore I{m/Zm ), on a

^(A/)^:-^2^!2^/).

En particulier, on déduit du lemme 2 que, si /eê^T/n, F ) est périodique
(i. e. de classe C^ sur R^/Z^), on aura lim | n ̂  <^(/) —^ o.

| 7Z |>oo
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PROPOSITION 5. — Si /çê2^/^, F) est périodique et si 2Â'>/n, / est
développable en série de Fourier uniformément convergente.

Preuve. — On remarque d'abord que la série ^. i / \n\ïk est convergente,
n

car 2 Â >m. De là on déduit que la série ̂ . a^(/) e271^^ est uniformément

convergente. En effet, si U est, un voisinage convexe cerclé de l'origine
dans F et si No est choisi de sorte que

(i) \n\îka^f)ç,U^OMv\n\>N^

(ii) V I/H^<I,
•^—/i

M>A'o
on voit que toute somme finie de termes an(f)e2^in•t^ avec [ n [ > No est
contenue dans U.

Si g{t) =y ^n(/) ewn ' t est la somme de la série de Fourier de /, g{t) est

continue. Or h(t) •==f(t)—g{t) est continue et tous ses coefficients de
Fourier sont nuls. Du lemme 1 on tire f-==- g.

On déduit aisément des remarques précédentes la proposition suivante :

PROPOSITION 6. — La condition nécessaire et suffisante pour qu^ une fonc-

tion /(Q, développable en série de Fourier^. a^^S soit indéfiniment
n

diffèrentiable est que^ pour tout k >> o,

lim [ n |^a^== o.
M>°o

6. Le foncteur ê°° (JT, F ) .

a. Désignons par T le tore R^/Z^1 et par 6°° ( 77, F ) l'espace des appli-
cations indéfiniment différentiables de T dans l'espace de Fréchet F. On
munit ^^(T7 , F ) de la topologie de la convergence uniforme des fonctions
et de toutes leurs dérivées; il en résulte que ê^ ( 77, F ) est un espace de
Fréchet. Toute application linéaire continue cn'.F-> F ' d'un espace de
Fréchet F dans un autre F ' induit une application linéaire continue

a,: ^ ( r , F ) - > ô - ( T , F ' Y ,

il résulte que 6°° ( 77, F ) est un foncteur de la catégorie des espaces de Fréchet
dans elle-même. On a le lemme suivant d'exactitude (cf. [16]) :

LEMME 1. — Si o-^-F' —>F-^F" —^o est une suite exacte d'espaces de
Fréchet et d'applications linéaires continues^ alors la suite

o^ê^r, F')-°^>^(T, F)^ô^(T, F")->o
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est aussi une suite exacte d'espaces de Fréchet et ^applications linéaires
continues.

Preuve. — Comme F ' est un sous-espace fermé de F en tant que noyau
de a, il résulte que ê°°(77, F ' ) est un sous-espace fermé de ^^(T7 , F ) qui
s'identifie au noyau de a^. Donc la suite

o-^ê^r, F ' ) - ^ \ ^ ( T , F)^>ô^{T, F " )

est une suite exacte, ïl reste à démontrer que la dernière application est
surjective.

Soit f'.T->F" un élément de ê^ ( 77, F " ) . Envisageons ses coefficients
de Fourier ân(f) (nç:Zm). Comme / est indéfiniment différentiable, on
a \n\ïkan->o pour [ n \ —^oo et k quelconque. Comme O L ' . F — ^ F ' est surjec-
tive, elle est ouverte (théorème de Banach), donc on peut choisir des sottes
fondamentales {V^ j , { W ^ } de voisinages de zéro dans F^ F " respectivement,
v •==. i, 2, 3, . . ., telles que :

( i ) a(F,)3^;
(ii) Fv3Fv+i3 . . . ; FÎSD^-MD.. . ;

(iii) ÎVv+i+ ^4-iCFFv.

On peut supposer aussi que les V^ sont disques, i. e. que pour À ç C
et | À | ̂ i, on a

^cFv.

Pour k > o donné et tout 7V>o, désignons par v(7V, À ) le plas grand
entier tel que

l ^ l^^( / )eFFv(A^-) si [^ I^^Y.

On a évidemment v {N -4-1, ^)^r(7V, k). De plus, lim v(7V, A)==:+oc .
A^-t-oo

Choisissons une suite d'entiers o << ô << TVi << N^ <;. . . tels que

v ( 7 V o , o ) ^ i , ^(^,1)^2, ^ (7^ ,2)^3 ,

Choisissons une suite ^^, n €2^, d'éléments de 77' de la manière suivante.
Pour ] n < TVo on demande que a(^) ==<%„(/) , ce qui est possible, car a
est surjective.

Pour 7V"o ̂  | n | << 7V"i, on demande que oc(bn) == ̂ n(f) et que b^ç. Vi.
Ceci est possible car, pour n'-^No^ an(f) € l^i.

Pour TVi^ ^ [ -< TVa? on demande que a(^) == a^Çf) et que | ̂  p^e T^a.
Ceci est possible, car, pour | n ^TVi, nous avons [ n |2 <^(/) € ^2- Et ainsi
de suite. On vérifie que, pour tout k > o, on a lim | n [^0^==- o. En effet,

1 n j->-+oo

V^ étant fixé, choisissons un Âo;>sup(/:, v) . Comme [ n [^o^e ^oC ^v ,
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1 n I2^
pour n\~>N^ il résulte que \n\îkbn=A—L n |2^ est dans F,

\n\îkcar1^Fo<I•
II résulte que^(^ ) = V bnê^1^ est un élément de ^(T7, 7^) en vertu

n ez"*

de la proposition 6. De plus, comme f(t) = V ^(V) e271^, et que a est

/iGZ^

linéaire et continue, on déduit < x ( g - ( t ) ) ==f(t). Ceci prouve notre assertion.

b. Nous utiliserons dans la suite aussi le lemme suivant :

LEMME 2. — Soit y.\F—^F' une application linéaire continue d^ espaces
de Fréchet. Si Ima est dense dans F'', alors F application

a, : ê°°(r, F^-^^ÇT, F')

a une image dense daus le deuxième espace.

Preuve. — Soit/eê00 ( F, F ' ) . Soit f(t) =^aneïnin•t son développe-

ment en série de Fourier. On peut approcher f aussi bien qu'on veut par

une somme partielle s^= V a^e271^. Soit b^ une suite d'éléments de F

\n\<N

teisque lima(6^)=^J/î|<7V. Soit^= V b^e^1^. On a lim oi(^)=z:s^.
V ->- oo •̂ " V ->- oo

M<^v
Ceci prouve notre assertion.

c. Soit X une variété difFérentiable paracompacte, et soit F un espace
de Fréchet. Désignons par ô^ ( A ' ^ F ) l'espace des applications indéfiniment
différentiables de X dans F. On peut répéter pour ê" (A\ F ) ce qu'on a dit
dans le cas où X est un tore; la topologie sur (^(^T, F ) étant à présent
celle de la convergence uniforme des fonctions et de toutes leurs dérivées
sur tout compact de X. On obtient, pour X fixé, un fondeur covariant de
la catégorie des espaces de Fréchet et des applications linéaires continues,
en elle-même.

THÉORÈME 1. — Le fondeur ê°° (^T, F ) est exact.

Preuve. — Soit o-> F ' — > F—^ F"—>o une suite exacte d'espaces de
Fréchet et d'applications linéaires continues. Il faut démontrer l'exactitude
de la suite d'applications linéaires continues

o-xê^.r, F')^>^(^, F)^êx(.^,F'f)->o.
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Comme au lemme 1 seulement la surjectivité de a^ demande démonstration.
Soit 1̂1 == [ Ui\iç_i un recouvrement localement fini avec des cartes hi'. ̂ —^R^
telles que hi(Ui) soit un ouvert contenu dans le cube unité /,„ de R^.
Soit j p; j,ç/ une partition C00 de l'unité, subordonnée à ^IL, avec
Suppp;==F,(g \Ji. Soit finalement ^ une fonction réelle différentiable telle
que^=i surF,etSupp^(g;^. Étant donné /€ê00 (JT, /^/), posons/•==?;•/,

de sorte que /==V^. Il suffit de démontrer que, pour chaque /„ on peut

trouver ^•eê^jr, F ) avec Supp^c:^ telle que a^=/; en effet, pour

g =^^ on aura a^==/.
<•

Or ^ définit de manière évidente une fonction sur le tore T='R.fn/Z^'n. A
cause du lemme 1 on peut construire une fonction indéfiniment différen-
tiable y, sur Ui à valeurs dans F telle que ^-?:=/• sur Ui. Il suffit de
poser gi-zzz p.^i pour avoir la conclusion.

d. Avec un argument analogue on démontre le

THÉORÈME 2. — Soit O!.'.F—> F' une application linéaire continue d'espaces
de Fréchet. Si Ima est dense dans F'\ alors l'application

a, : ê°°(^r, ^)-^ê"(JT, F 1 )

a une image dense dans le deuxième espace.

Preuve. — On est ramené à démontrer le fait suivant :

Soient V, U deux ouverts de R771 tels que VcVcUcUcîm- Soit

/(Eê°°(/^, F ' ) avec Supp/c V. Il existe une suite [^ jcê^/,^ F) telle

que Supp(^)c^ et que ^(^v)-^/.

A cause du lemme 2 il existe une suite { y^ jeê°°(/,^ ^7) telle que ̂ (^)->f'

Soit IJL une fonction réelle C°°, telle que ^ == i sur un voisinage Ï7 et Supp ̂ cU.

Posons <^== f^; il faut démontrer que a^(^) —^/, c'est-à-dire que, sur ^7,
^(^ïQ —/ converge uniformément vers zéro avec toutes ses dérivées.

^pi +...+/?w
Soit 7)^, p ç. N^ l'opérateur ,———,— ; on aura

dt^ ... dt'^1 ^

DP^(^)==DP^(^)= ̂  a^Œ^),

W^p

où les ah sont des fonctions réelles continues à support dans U.

Soit W un voisinage disque de l'origine dans F ' . Il existe un VQ tel que,

pour tout tç V et v^^o , DP(ai^—f)ç. W. Choisissons un voisinage W

disque de l'origine dans F ' tel que toute somme de ( ^ m} points de W
\ m ) s-
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soit contenue dans W^ et soit k une constante positive telle que aji\^k.

On peut trouver un Vi^^o tel que Dha^(^)ç -. W pour tout tçU—V^
K

si v^T^i et \h ^p. Il résulte alors que, pour tout tç.U^ si ^^i^,
D11 ( a^ ( ̂ y^ ) —/) € ^. Ceci démontre notre assertion.

3. — Familles de domaines dans C".

7. Familles différentiables.

a. Soit V un ouvert dans C" X R^. Soit c*) la projection de C^ X R^
sur R7^; c'est une application ouverte, donc M •= ûo(^) est un ouvert de R771.
Désignons par TT la restriction de c») à ^'). Nous dirons que (V^ TT, Af) est une
famille différentiable de domaines dans C^. Nous écrirons aussi V == {Vt \iç,Mi
où Vt=^~l(t) pour tçM. Si ^ est de la forme V x Af, où Ï7 est ouvert
dans C" et M ouvert dans R"1 nous dirons que la famille est une famille
banale.

b. Pour tout ouvert T^cC", envisageons l'espace ê(î7) des fonctions
indéfiniment différentiables muni de la topologie de la convergente compacte
des fonctions et de toutes les dérivées. Si U est un ouvert dans î{m on peut
considérer l'espace ê(^7, ê ( V ) ) des applications indéfiniment différentiables
de U dans ê(V) muni de la topologie de la convergence compacte des appli-
cations et de toutes leurs dérivées.

On reconnaît que l'espace ê(î/, ê ( V ) ) est canoniquement isomorphe à
l'espace ê(V X U) des fonctions indéfiniment différentiables sur V X U
muni de la topologie de la convergence compacte des fonctions et des dérivées.

Si au lieu de ^ ( V ) on envisage l'espace 9€(V) des fonctions holo-
morphes muni de la topologie de la convergence compacte, l'espace ana-
logue <ê(^, !î€(V)) s'identifie à l'espace des fonctions indéfiniment différen-
tiables sur V X U et holomorphes le long des fibres V X { t } , tç. U.

c. Soit 0 le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur C^.
Soit A0^ le faisceau des germes de formes

^= ^ ?ai...a,û^a,A • • • A dz^'^ai...a^^ai / \ • • • ,

ai<...<a^

indéfiniment différentiables et de type (o, r) sur G". Sohà=àr:AO'r—^AO'r+l

l'opérateur défini par

<?,cp= ^ ^(_^^^i_^L^A...A^.
ao<...<a^ \ A=o

De manière analogue, soit 3t le faisceau sur C^ X R^ des germes de fonctions
indéfiniment différentiables et holomorphes le long des fibres. Soit CX°'7' le
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faisceau des germes des formes indéfiniment différentiables de type (o, r) en

les différentielles des fibres. Soit à',, l'opérateur ^dl0'7'—^0'^1 défini comme
tout à l'heure.

De ce qu'on a dit au point b et du théorème 1 du n° 6, on déduit la suite
exacte de faisceaux et d'homomorphismes sur C^ X R^ :

( ̂  ) o -> 31 -> a°^ -4- a°>1 -oï->... -"U a0»n-^ o.

En effet, elle découle de la suite exacte de faisceaux et homomorphismes
sur C^

0—^0-^^0,0 -?^^o,i -?^. . . -(^Z^^(o,7î_^o

et du fait qu'on peut pour tout ouvert U ' x V de V identifier T ( U ' x V, 0°^)

et êoo(^/ / , T { V ' , A0^)), l'opérateur à',, dans a0»7' se transformant en (5r)^

On remarquera que les faisceaux dl0'7' sont des faisceaux fins et que 7)'
commute à la multiplication par les fonctions constantes sur les fibres.

PROPOSITION 7. — Pour une famille banale V == V x M^ si l'on a
7^(F, 0) == o pour un entier r^i, on a /^(^ 31) == o.

Preuve. — L'hypothèse faite sur V et le théorème de Dolbeault ( 2 )
montrent que la suite

r^,^0'7-1)-^!^, ̂ ^-^(F, A0'^)

est exacte. Il faut démontrer que la suite

T(V, a0^-1)-0^-^!^, a^^^T^, a0-'^1)

est exacte.

Or ceci est une conséquence du théorème 1 du n° 6.

d. Désignons par ^'^(l7) l'espace

Ker(T(F, .4°^)-^>r(F, A0'^1))

pour V ouvert dans Gn. De même pour V ouvert dans C^ X R^ désignons
par ̂ ^(V) l'espace

Ker(r(^, ao ' r)-di^(^, a0'^1)).

Ces deux espaces Z O ' r ( V ) et ^o ' r( ty) sont munis des topologies induites.

( 2 ) Le théorème de Dolbeault dit que H^V, <9)est isomorphe à

Ker(r(F, A^)^Y{V, Ao'r+l))/ïm (r( F, A^-^^FÇV, A0^)).
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PROPOSITION 8. — Soient V cV deux ouverts dans C^. <Sï, par restric-
tion^ V image de Z^^F) est dense dans Z°^\V')^ alors pour tout ouvert
A/cR^ l'image par restriction de ^o 'r( Vx M) est dense dans ^o• r( V x M).

Preuve. — Soit ^ ç ^ ^ ' Ç V ' x M). Comme q/ s'identifie à un élément
de 6°° (A/, Z0 '^^)), par le théorème 2 du n° 6, on peut trouver une suite
de fonctions { ( p y j € ê°° (J^, Z0 '7^^)) telle que les images ^ des cp^ tendent

vers ^f. Il résulte alors que les formes cp^ sont ^-fermées et ont des images cpy
qui tendent vers la forme ^ ' .

e. PROPOSITION 9. — Soit V=[Vt}tç.M une famille de domaines
dans C^. Supposons que V soit réunion d'une suite croissante
V/^==[Vt(h) }tçM de sous-familles telles qu'on ait^ pour un entier r^i,
les propriétés :

(i) VhCVh+i, ̂ = U Vh, pour tout compact KcM, (Gnx K)r\Vh
h^Q

est compact;

(ii) Hr( Vi{h\ 0) == o pour tout t et tout h;
(iii) ^()'r—l (^4-1) a une image dense dans ^o'^—l(<'y^) par restriction.

Alors on a H^V, %) = o.

Preuve.

a. Dans la suite ("Ar) les faisceaux (fl0'^ étant fins on peut calculer la
cohomologie H * ( V ^ ÎÏ) au moyen des sections des faisceaux (fl0'7' en vertu
de risomorphisme de Dolbeault généralisé (cf. GODEMENT [10]).

Soit epe^0 '7^^) une forme qui représente une classe de cohomologie
de H'^^V^ ÎI). Nous démontrerons d'abord que, sur chaque V/i on peut
trouver une forme ^, indéfiniment différentiable, et de type (o, r — i ) le
long des fibres telle que

?k^=°^-

Pour tout tç.M et tout entier A^o on peut choisir un voisinage U de t
dans M tel que

^nTT-^FOcF^A+jOxF.

Ceci est possible en vertu de la propriété ( i ) .
Choisissons un recouvrement localement fini 'U === { Ui }içj de M et dans

chaque Ui un point t^ tels que

V^^WcV^h+^xUi.

Soit ( p; j une partition indéfiniment différentiable de l'unité, subordonnée

au recouvrement 1̂1. Soit cp;=:pi:cp. On a à'^i=o et ^îp;=:îp. En vertu de
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l'hypothèse ( i i ) et de la proposition 7, on peut trouver une forme ^

sur F ^ ( A + i ) x Ui^ indéfiniment différentiable, telle que ^i=.à'^i. En mul-
tipliant ^ par une fonction C30 constante le long des fibres, égale à i sur le
support de cp,, et dont le support est contenu dans l'image réciproque d'un
compact de U^ on voit qu'on peut supposer que le support de ^ est dans
l'image réciproque d'un compact de Ui. Il suffit alors de prendre pour ^/, la

restriction à Vj^ de ^ ===\1 ̂ .

[3. Soit ye^o^-i(^), pour tout s > o et k entier positif, on peut
trouver une forme Y]Ç ^o ' /- l(^ )A+l) telle que (avec des notations évidentes)

^ " ' ( ï—^)^ ^ _ s u p | Z ^ a Y — 7 ) a y } | < £ .
\y.\^kvh-i•

En effet, soit 'M = { Ui };ç/ un recouvrement localement fini de M avec des
ouverts relativement compacts et d'indice borné ^-s (on peut supposer
s='îm-{-i). Avec une partition de l'unité subordonnée à ^U on peut

écrire y=Vy; avec les y^eg0 '7-1 (V/,) et à support contenu dans l'image

réciproque d'un compact de Ui. A cause de l'hypothèse (iii) on peut
trouver y^-eg0^-! (^+1) à support contenu dans l'image réciproque d'un
compact de U, et telle que p^~1 (y;— Y},) < e / s . Il suffit alors de prendre

f] •== ̂ , rîi pour avoir la conclusion.

y. Étant donnée ^e^0 '^^), en vertu de (a) , on peut sur tout V^
trouver une forme ̂  indéfiniment différentiable et de type (o, r — i) telle que

?1^=^^-

La forme ̂  est déterminée module l'addition d'une forme

ïî/.e^0'7-1^).

Etant donnée une série ^. £s à termes positifs et convergente, en vertu
i

de ((3) on voit qu'on peut choisir les formes ^ de proche en proche de
sorte que

Pi-i ( ̂ h — ^>h-ï ) < SA pour h ==z i , 2, . . . .

Envisageons sur V/i la série

4^+ (^+ i—^)+ (^+2—^+1) +....
A cause des inégalités établies, elle est convergente à une forme ^ indéfi-

niment différentiable sur Vf, telle que à'^/,= 9 [^. Comme ^4.1 |̂  = ̂  la
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collection des formes { ^À } définit une forme globale ^ sur V indéfiniment
différentiable el de type (o, r — i) telle que (^ip==cp. Ceci démontre la
proposition.

8. Familles de domaines d^holomorphie. Paires de Runge.

a. Par une famille de domaines d''holomorphie dans G", on entend une
famille (^, TT, M) de domaines dans C^ dont chaque fibre Vt= ̂ ^(t) (tçM)
est un domaine d'holomorphie.

Soit ^ == j Vi}içM une famille de domaines dans C^. Désignons par
^e(^) = r(^, St) l'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur V
et holomorphes le long des fibres, la topologie étant celle de la convergence
compacte des fonctions et des dérivées.

Soit V= \ V[ }tçM une sous-famille de V^ i. e. pour chaque t^M^ V[ est
un ouvert dans Vi. On dit que (^, V ' ) est une paire de Range si l'image
de S € ( V ) dans ^€(V) par l'homomorphisme de restriction est dense dans
ce dernier espace.

Lorsque M est réduit à un point, on retrouve la définition de paire de
Runge pour deux ouverts V Ç. V dans C^.

Nous dirons qu'une famille (^, TT, M) == j V t\tç.M est une famille régulière
si, pour chaque tçM^ on peut trouver un voisinage Ut de t dans M et un
ouvert Dt C C71 tels que

( i ) VtC.Dt et (7)^, î7/) est une paire de Runge;
(i i) DtX U^Tî-^Ut).

b. Soit K un sous-ensemble compact de V == { F^ t /eM- Nous désignerons

par (^K)c^ l'enveloppe convexe de K par rapport à V

(Ê\=\^çV | ]/(^) ^sup|/(AT)| pour tout/e^(^)l.

Si -/^ est réduit à un point, on retrouve la notion d'enveloppe convexe d'un
compact dans un ouvert de C^.

Si V est une famille régulière^ on démontre facilement que

{K\=\j[Kr\v)r, ( î ) .
tç.M

( 3 ) L'exemple suivant montre que la condition de régularité pour V est nécessaire.
Soit

V = C x R — { (o, o) } et K= [ ( z , t)çv [ z\ =i, —i^t^i |.
On a

{Kr\vjrt={ z\^î} pour o<\t\^i
et

(^0)^0=

Donc l / \Kç\V^)f\ n'est pas fermé.
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PROPOSITION 10. — Soient V, V deux familles régulières de domaines
d'holomorphie. Soit V une sous-famille de V. Pour que (V^ V) soit une
paire de Runge^ il faut et il suffit que pour tout compact KÇ.V l'ensemble

ÇK")^ n V soit compact.

La démonstration est calquée sur le cas classique et se démontre aisément
compte tenu de la proposition 8 du n° 6.

La proposition précédente peut être aussi formulée en disant que, sous
les mêmes hypothèses, la condition pour que (^, V) soit une paire de Runge
est que, pour chaque tç.M, ( Vi, V[ ) soit une paire de Runge.

Soit V -=i[Vt\tç.M une famille de domaines dans C^. Par polyèdre
analytique dans V nous entendons un sous-ensemble 0 fermé dans V tel que :

( i ) pour chaque compact Kç,M^ Çr\^~l(-K) est compact;
( i i) il existe un voisinage U de Q dans V et des fonctions g-iÇ3€(V)

telles que
Q —— ̂  ç: TJ \ a-, ( T \ \ ̂  T ^Y — ,^t:c/ [ ̂  ̂  ) j ̂  i ^

de sorte pour chaque t ç M seulement un nombre fini d'inégalités [ gi ( x ) \ ^_ i
soient essentielles.

Soit V une famille régulière de domaines d'holomorphie et soit Q un
polyèdre analytique dans V. Soit W l'intérieur de Ç. On reconnaît à l'aide
de la proposition précédente que (^, W) est une paire de Runge. En parti-
culier, on déduit en raisonnant comme dans le cas classique, que toute famille
régulière V de domaines d'holomorphie est réunion d'une suite croissante

Wv de sous-familles de domaines d'holomorphie : V == ^ J Wy, chaque

paire (^, Wy) étant une paire de Runge, les W^ étant les intérieurs de
polyèdres analytiques de V.

Dans ces conditions, il résulte que l'image de l'homomorphisme de restric-
tion ^'^(Wv-Ki) --> ^o>r (Wy) est dense dans le deuxième espace pour r^o.
Comme (Wy+i, Wy) est une paire de Runge, il suffit de démontrer le lemme
suivant :

LEMME. — Soient V^- V deux familles régulières de domaines d'holo-
morphie. Soit V une sous-famille de 'V et supposons que la paire (V^ c^')
soit de Runge. Alors^ pour tout r^o, l'image par restriction de ^'^C^)
dans ̂ ^\V) est dense dans le deuxième espace.

Preuve. — Pour r=::o, le fait énoncé n'est autre que la propriété de la
paire ('V, V) d'être de Runge.

Soit r > o et <p e ̂ o;r (V). Soit AT un compact contenu dans V. On peut
construire un polyèdre analytique QÇ.V et contenant K. Le raisonnement

employé à la proposition 9. a montre que sur W == Ç on peut trouver une
forme ^ indéfiniment différentiable et de type (o, r — i ) le long des fibres
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telle que î? ^—ô^. Soit p une fonction indéfiniment différentiable sur ^
égale à i sur un voisinage de K et dont le support est contenu dans W. La
forme p^p peut être considérée comme une forme sur V en convenant qu'elle

soit nulle en dehors du support de p. Sur K on a cp === à ' ̂  et ceci démontre
notre assertion.

En particulier, pour toute famille régulière V de domaines d'holomorphie,
on peut appliquer la proposition 9 en utilisant la suite de sous-familles { Wv).
On obtient donc le

COROLLAIRE. — Pour une famille régulière V de domaines d'holomorphie^
on a Hs (V, 2t) = o pour s > o. îl désignant le faisceau des germes de
fonctions indéfiniment différentiables et holomorphes le long des fibres.

9. Familles analytiques de domaines (Tholomorphie.

a. Envisageons le cas où l'espace R771 est l'espace réel sous-jacent d'un
espace numérique complexe C7~i[m=t2(q—i)]. On a alors affaire à des
familles analytiques complexes de domaines dans C71. Nous poserons
d= n + q — i.

THÉORÈME 3. — Pour toute famille régulière analytique de domaines
d'holomorphie (V, TT, M), McC^~\ on a H'\V, 0)==.o pour r^q,
0 étant le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur V.

Preuve. — Soit ît0'7' le faisceau des germes de formes différentielles sur
V de type (o, r) en les différentielles de la base M et dont les coefficients

sont indéfiniment différentiables et holomorphes le long des fibres. Soit àt
l'opérateur de différentiation extérieure par rapport aux coordonnées
complexes conjuguées sur la base. On a la suite exacte de faisceaux et d'homo-
morphismes

o -^<9 -> î(°' ° ̂  ÎI°'j -^ .. . -^ ÎI°' y-1 -> o.

L'exactitude de cette suite de faisceaux se démontre avec le même raison-
nement qu'on emploie dans le lemme de Dolbeault-Grothendieck et en
remarquant qu'une fonction continue holomorphe en les variables z et t
séparément est holomorphe aussi en tant que fonction de l'ensemble des
variables (-z, /) .

Or V étant régulière, par le corollaire à la fin du numéro précédent, on
sait que H^V^ Î I)==o pour s^>o. Comme le faisceau 51°'^ est isomorphe

à ÎP7' on a aussi ZP(^, < S^ ( ) ' r ) •== o pour tout s > o. On a donc une résolution
de longueur q — i du faisceau 0 par des faisceaux de cohomologie nulle. On
peut donc calculer les groupes H'^V^ 0) par la cohomologie du complexe
©r^.^'o./•

Par la dualité de SERRE [26] on obtient pour la cohomologie à supports
compacts le

BULL. SOC. MATH. — T. 90, FASC. 2. 17
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COROLLAIRE. — Sous les mêmes hypothèses^ on a

H[ (^, 0) == o pour o^s^d—q.

b. Soit^ = {Vt}iç.M^ ^^ C^~1 une famille analytique complexe régulière
de domaines d'holomorphie. D'après le théorème précédent, on sait que
ffi(V^ 0) == o. Désignons par ^o 'y—l(^) l'espace des formes indéfiniment

différentiables sur V^ de type (o, q — i ) et ^-fermées, l'opérateur à étant
l'opérateur de différentiation extérieure par rapport aux coordonnées
complexes conjuguées sur ^. Munissons cet espace de la topologie de la
convergence compacte des coefficients et de toutes leurs dérivées.

THÉORÈME ^. — Soient V^ V deux familles régulières de domaines cCholo-
morphie dans C6^4"1 X C^""1. Supposons que V soit une sous-famille de V
et que la paire (V, V) soit une paire de Range. Alors l'image de Z° ̂ (V)
dans Z0'1^) par V holomorphisme de restriction est dense dans ce dernier
espace^ dès que /^ q —- i.

Preuve. — Désignons par îl0'^ le faisceau des germes de formes différen-
tielles sur V de type (o, /) en les différentielles de base, à coefficients indé-
finiment différentiables et holomorphes le long des fibres. Désignons par A° - l

le faisceau des germes des formes différentielles de type (o, /) sur V à coeffi-
cient indéfiniment différentiables. On a sur V les deux suites exactes de
faisceaux et d'homomorphismes :

0-> 0 ̂  ̂ 0-^ %0>^ . . . ̂ > ÎIO,<7-1_^ o,

o->0->AO>o-f)>AO'ï-à^...-à>AO'd ->o,

où ôt désigne la différentiation extérieure par rapport aux coordonnées
complexes conjuguées de la base.

Ces deux résolutions sont composées de faisceaux acycliques, la première
en vertu de la remarque faite en a, la deuxième par le fait que les faisceaux
A0^1 sont fins.

Il en résulte que toute forme différentielle de type (o, /) qui est C^ sur V

et ^-fermée est co-homologue à une forme du même type en les seules diffé-

rentielles de base, ^^-fermée, à coefficients C60 et holomorphes le long des
fibres. Pour toute forme oçZ0 '^^) on peut écrire

cp=^4-^y, où ^er(^,ÎI°'0 et y€r(^ , A0^-1);

on aura Y == o si /== o et ^ =: o si l^q. On a la même propriété pour V.

Soit à présent (f'ç. Z^^V). Écrivons c(/:=: ̂ 4-o^, avec

^er(^, îl0^), y'er^, A0^-1).
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Soit K un compact contenu dans V. Puisque (V^ V) est une paire de Runge
on peut approcher la composante de ^/, donc aussi ^/, autant qu'on veut
sur K par une forme ^çT(V^ < S^ O ' l ) . Soit y la forme déduite de y' par
multiplication avec une fonction C°° à support dans V et qui vaut i sur K.
Envisageons v comme une forme sur ^ en la prenant égale à o en dehors

de V. La forme ^ 4- àr approche ^ ' sur K autant qu'on veut. Comme toute

forme de F (V^ <îloll) est ^-fermée si l^q — i, on a

^^yeZ0'7^).

Par dualité, on obtient pour la cohomologie à support compact le

COROLLAIRE. — Sous les mêmes hypothèses F homomorphisme naturel

Hf1^', O')-^!!!-1^, 0)

est injectif lorsque l^q — i.

Preuve. — On a la suite exacte d'espaces de Fréchet

( ^ L ) o-^Z0'^)-^!^, Â^Q-^r^, A0^),

les applications î, à1 étant linéaires et continues. De plus, les hypothèses
entraînent que H1^ (^, 0) == o et donc l'exactitude de la suite

(* *) T(V, A^Q-^rc^, A0^1)^]^,^0^-1-2).

De l'exactitude de (^ ^), on déduit que l'image de à1 est égale au noyau

de ^/+1, donc fermée; le théorème de Banach prouve alors que à1 est un
homomorphisme.

Par passage aux espaces duaux dans {-k) et en désignant par K7^^ l'espace
des formes de type (r, s) sur V à coefficients distributions à support compact,
on obtient la suite exacte (cf. Serre [26])

o^(ZO'l(V))l^-Kd'd-l^-Kd'cl-l-ï.

De là, en identifiant 0 au faisceau des ^-formes holomorphes sur V^ on a

HÎ-^V, (^(Z0'^))'.

Le transposé ^ de l'homomorphisme de restriction envoie {ZQÎl{VI)y injec-
tivement dans (Z0 '^^))7, en vertu du théorème précédent. Par conséquent,
la restriction de \ à ff^ÇV^ ô) est aussi injective.
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10. Familles de domaines pseudoconvexes. — Soit D un ouvert dans C^
et soit cp une fonction définie sur D, indéfiniment différentiable à valeurs
réelles, fortement y-pseudoconvexe (avec y^i) ( 4 ) . Soit '^oçD et soit

r={zçD c p ( ^ ) < c p ( E o ) l .

Supposons les coordonnées z^ . . ., Zn de C^ choisies de sorte que Eo soit à
l'origine et que sur l'espace z^=. . .==^y_i==o la fonction cp soit fortement
plurisousharmonique au voisinage de l'origine. Posons

'z! == ^1; • • ' î Zq—l^1 tq—l 5 zq=zi^l•l • • • î zn:::=z Cn—q+i

et soit (p == cp(£ , ^) la fonction envisagée.

Choisissons p > o, c ;> o de sorte que pour tout ^, tel que [[ t \\ <; £ (°) la
fonction ^ ( Ç ) = = ç p ( £ , ^) des variables Ç soit fortement plurisousharmonique
dans le poly cylindre || ç || ̂  p.

Soient ^7*, ^7 deux ouverts d'holomorphie contenant ^07 tels que î/(c î/* et
contenu dans le polycylindre

Ç=|(£,Q€C' i | !|Ui<PJMI<^

et supposons que (^7*, U) soit une paire de Runge. Par exemple, on peut
choisir pour ^/*, U deux boules concentriques ou deux polyèdres analytiques
dans le poly cylindre Q.

On peut considérer les deux ouverts V =z U^ W = Ur\ Y par rapport à la
projection sur l'espace des t comme deux familles analytiques de domaines
d'holomorphie dépendant de q — i paramètres. L'assertion concernant V
découle du fait que, V étant un domaine d'holomorphie, les sections de V
avec les espaces Zi=t^ .. ., Zq^.i= ^_^, pour | | ^ ° [ | < £ sont aussi des
domaines d'holomorphie.

L'assertion concernant W découle du théorème suivant dont la forme
générale est due à NARASIMHAN [19] :

Si ̂  est un espace de Stein et p une fonction différentiable plurisoushar-
monique sur X^ alors, pour tout a e R, l'ensemble [ p {x) < a } est de Runge
dans X et un espace de Stein (6 ).

( 4 ) Une fonction cp à valeurs réelles, C30, définies sur un ouvert DcC^ est dite forte-
ment q-pseudoconvexe si la forme hermi tienne

'̂zfâ:),".".
à n — q +i valeurs propres > o, en tout point ^ç.D {cf. [1]).

( 5 ) On convient de noter I I a? I l le nombre sup | x^ \ pour tout point x-==-{x^ ...,a^)€î C^.

( 6 ) Pour un domaine Xc. G", ce théorème a été démontré par BEHNKE et STEIN [2].
Pour une variété X^ ce théorème est déjà dans DOQUIER et GRAUERT [7J.
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De plus, remarquons que, si (^F, JT) est une paire de Runge de domaines
d'holomorphie [telle que (î/*, ^7)], et si V est un sous-espace analytique
fermé de X^ la paire ( F, X1 ç\ V) est aussi une paire de Runge. On déduit
de là que V, W sont des familles régulières de domaines d'holomorphie et
que la paire (V, W) est une paire de Runge. Nous pouvons donc énoncer la
proposition suivante :

PROPOSITION 1 1 . — Soit D ouvert dans C^ et cp une fonction C00 fortement
q-pseudoconveœe sur D. Soit EoçD et soit

r=\zçD c p ( ^ ) < ? ( S o ) | .

Si U* est un voisinage d'holomorphie de £o suffisamment petit dans 7), pour
tout voisinage d'holomorphie U(^ U* de ^o qui soit de Runge dans U" on a

H^U^Y, 0)=opour r-^q et H{{Ur\Y, 0)=opour o^ï^n—q',

Z^^U, 0)-^ZO ' /(£/n^ 0) a une image dense pour l^q—ï\
H1],-1 ( Ur\ Y, ô) -> Hï-1 ( U, 0) est injectif pour l^q—i.

Remarque. — On peut éviter l'utilisation du théorème général de
Narasimhan par un argument direct. Pour tout t^ on écrit le développement
de Taylor de 4^(0 au voisinage de ^^

^(0=^(^) )+2Re/ , (^) ,0+Z(^)^)+[3] ,

où/^(Ç(1), Ç) est une fonction holomorphe de ^ (en réalité un polynôme du
second degré), où Z(^ )^ i ) est la forme de Lévi en les variables Ç au point
^) et où [3] désigne un infiniment petit du 3e ordre par rapport à || Ç — ^H-
Si p et s sont petits, L (^)ç(i)-h [3] > o pour ^^^ (1 ) et la considération de
la fonction ef1^^ permet de démontrer que

A,=^ imi<p,^a)<^o(o)^
est holomorphiquement convexe par rapport au polycylindre || ^ [| << p.

11. Familles de domaines d^holomorphie troués.

a. Envisageons dans C^^, pour p >* o, les domaines suivants :

^^<W<1
(i^a^/î).

Soit

^^\<^î pour (3 ^7Z a, i ̂  P ̂  n -h p

| Zu [ <1 I I ̂  |J.^7Z,

|^+v|<- Î^^^R,
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et posons
n

r'={J^.
a=o

LEMME 1 (J. FRENKEL [9]). On a H' ( ¥ ' , 0) == o pour r^ o, n.

Preuve. — La démonstration est copiée avec des changements infini-
tésimaux de la thèse de FRENKEL. Nous en donnons une esquisse pour la
commodité du lecteur.

Soit / holomorphe sur Ai n A^n .. . n Aa , avec y.s^-1 pour
Elle a un développement de Laurent par rapport à z^

A.)^^2' -^^) +J^(^ ...,^)^.
1 0

Posons

e,f=^ah(z^ ...,Zn+p)^,
0

c'est une fonction holomorphe sur Ao^H .. . n Aa . De même, on définit les
opérateurs êi pour ï^i^n. On vérifie que :

a. Le diagramme suivant est commutatif :

r(A,nAa,n... n^a,n...nAa,, (^-^(A^n ... n ̂ a,n ... n A^, 0),
^ ^l

r(A, n Aa, n ... n Aa^ 0) ———^——^r(Aa, n ... n A^, 0),

r étant les homomorphismes de restriction.

(3, rhomomorphisme composé

r(Aa, n ... n Aa,, 0) 4r(A, n Aa, n ... n Aa^, ô) -^r(Aa, n ... n Aa^, 0)

est l'identité.

Soit y une ^-cochaîne alternée sur le recouvrement { A a j de Y ' .

Posons
^•/(Aa,n...nA^)=^/(A,nAa,n...nAa,).

Compte tenu de a et (3 on vérifie que si

(7r=Aa,n . . . H Aa^ et ^ ̂  { ao, .. ., ayj,

on a

/(^)-(^,/)(Œ)-(^,Ô/) (^)=0.

Soit TT, l'application f—^f—^kif—k^f. Elle commute avec ô comme il
est immédiat de vérifier.
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II en est de même de l'application TT == TT^O TUn-i0' ..07:1. Or si / est un
q-cocjc\e alterné et si i^q^n—i, alors TT/es t un ^-cocycle alterné
cohomologue à /. Mais TT/ est toujours nul, sauf peut-être si q=n—i
sur (T== Ai n . . . H A^. Dans ce cas, la condition ÔTT/== o entraîne que TT/
est nul sur la partie Ao n Ai n . . . H A,, de (T. Donc 7r/== o en tout cas. Comme
{ Aa} est un recouvrement de Stein de Y' on a la conclusion cherchée.

b. a. Soit cp : D-^R une fonction indéfiniment différentiable définie sur
un ouvert DC C^^^s) et fortement plurisousharmonique.

Soit ̂ ç.D et envisageons le développement de Taylor de cp au point ^o

cp (^ )=9(^ )+2Re / (So^ )+^o(? )+ [3 ]^

où [3]^ désigne an infiniment petit du 3e ordre par rapport à [| z — Eo|| et où

/(^^^(^-^-(^^^(—^^(^-^^(â^X'
P-,v

^(^^(^-i-)^^-^^^-^^
^cp

A^ \ OZ^OZ^ /^
[i,v

Par hypothèse, L^(^) est définie positive. On peut donc choisir un voisinage
U de Eo dans D et une constante a > o tels que pour ^, ^/ € ^7, z ~^- z'\ on ait

r^ ^(?) ^ , 1 [ 3 L - 1 ^^
^) II.-^11^^ II.-^11^^"

Soit

r^^ç^ [ c p ( . ) > 9 ( ^ o ) | .

Si/(£o, .) ^o sur Fhypersurface analytique { / = = o j n ^ 7 , on a ( ^ ( z ) > cp(Ço)
sauf au point Ço. Si/(Ço, .) ̂  o dans U tout entier, on a cp(.) > î p ( ^ o ) sauf
au point E,o-

On peut donc choisir une fonction holomorphe/^ o dans ^7, avec/(Ço) == o?
et telle que sur {/= 0} dans U on ait cp(.) > ^(^o) sauf au point ^o.

Posons ^== ^ v ( . v — ^ o , v ) ) les constantes A-v> o étant choisies de sorte que
le polycylindre | |Ç| |<i soit un sous-ensemble relativement compact de U.

Choisissons £ > o de sorte que, pour tout ce C, avec | c \ < £, la frontière
à [f== c, [ [ ^ I I < i j de l'ensemble /== c dans [ ] ^ || < i soit contenue dans Y ' ' .

Si s est suffisamment petit, on peut également démontrer que les ouverts
définis par

|/|<£, |^|<i (^a), ^<|£a|<i (a=i,...^)
2i

sont aussi contenus dans Y ' .
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Posons finalement

^0-
V-e
2£-/

Lorsque /varie dans le cercle | / |<£5 Ço varie dans le cercle [ E o | < Ï 5 îe

point/= - étant envoyé dans le point ]^o= o.

Sur ^/= '-\f\U^ on a ç p ( ^ ) >> cp ( ^ 0 ) 5 à cause des conditions (^) et du
( 2 )

choix de /. Donc il existe une constante o < b << i telle que l'ouvert | ̂ o | < ^,
[ ^ • [ < < i , i ̂  i^ n^ soit contenu dans Y ' .

En conclusion, on a déterminé n -+- i fonctions holomorphes ^o? ^15 • • • ? Ç/i
dans 6^ telles que :

(i) l'ouvert

| Ç o | < i , |^1<1 pourra, - < | E a < i

est contenu dans Y ' pour tout a == i, .. ., ^? ;

( i i) l'ouvert

[So |<^ [^ <I PO1111

est contenu dans Y ' ;
(iii) l'application ^—^ est une application biholomorphe de l'ouvert

P = [ |^[ <; i, o^i^n} sur un sous-ensemble analytique du polycylindre
[ | Ç | [ < i deC^1.

[3. Choisissons ri >> o si petit que l'ouvert

P^= { [ ^ - | < i + y î ,

soit contenu dans ^7. Soit A le compact de P^ défini par les inégalités

?(^)^?(So) , lE.-l^i-

D'après le théorème cité de NARASIMHAN [19] ou par un argument direct

{cf. n° 10, Remarque), on voit que A coïncide avec sa propre enveloppe A
par rapport à P^- On peut donc construire une suite décroissante de polyèdres

ç,== \zçp^ |A . (^ )1<^ i^'^^
i 2

tendant vers

A : Çv+iCÇv, ^Ç,=A.

Envisageons la suite d'ouverts W^=P — (P C\ Çv). C'est une suite crois-

sante d'ouverts telle que U W^==.PC\Y\ Sans perte de généralité, on
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peut supposer que chaque fonction /^- est en valeur absolue < i sur P.
Pour chaque v, envisageons l'application T^ de P dans Cn+^+l définie par

Wo==Çoî ..., Wn=Ï,n,

Wn+± = A 1, . . . , Wn+r. = /v, ry

Elle envoie le polycylindre P biholomorphiquement sur un sous-ensemble
analytique Ty(P) du polycylindre W = { | | w \\ < i}.

Envisageons les domaines

( M<1 ( /T 'a) ,

^ = 1 , ,
- < [ ^a [ < i pour a == i, . . ., n -\- A\

et le domaine

Ao
Wo < b

\ \ w, <i ( î '^o).

Soit Z^ ^ y Aa. Il en résulte que

^(^cZvnTv^).

Soit X,==T71 (Z^nïv(P)) . C'est une suite croissante d'ouverts telle que

\J M,=Pr\r.
v

Soit N= n + /\+ i. Soit J le faisceau d'idéaux défini dans W par la sous-
variété analytique T ^ ( P ) . Comme le plongement T^ s'étend à un voisinage

de P, on aura sur W une résolution du type

(i) o—C^-^-^. . .-x^-^J-^o

en vertu des propositions 1 et 3. Du lemme 1, on tire que 7^(Z^, 0) == o
pour 5^0, 7V — i. On aura donc

H^Z^ ^) ̂  Hr+N-n-^ (^ ^A-.)

pour r > o pourvu que r + T V — ^ — i < < N — i, i. e. pour o < r< n.

En particulier, ff^Z.^ J) == o, car on suppose n >i. Dans le diagramme
commutatif

o-.ff°(W, J)->^°(H7, 0)->ff°(P, (9) ^o

Y Y Y Y Y

o-^H°(Z^ ô)-^H°(Z^ 0)~>H°(M^ 0)->o

les horizontales sont des suites exactes. Les trois premiers et le dernier
homomorphismes verticaux sont des bijections par le théorème d'Hartogs.
Il en découle que ff°(P, 0)-^77°(^ 0) est aussi une bijection.
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Finalement, de la suite exacte de faisceaux

o -^ S -> 0 -> Ô^P)—^ o

utilisée tout à l'heure, on déduit que ff'^M^, 0) ^ H ' ^ Ç Z ^ , J) si

r+KTy-i.

Donc ffr(M^, 0) ==o pour o < r< n — i.

En conclusion, on a construit dans un voisinage P de Ço une suite croissante
d'ouverts { M^ \ tels que :

(i) ^jM,-=Pr\r,

(ii) //°(P, 0)->ff°(M^ 0) estbijectif;
(iii) H^M^^ 0) == o pouro < r< n — i .

De la proposition 9 on déduit le lemme suivant :

LEMME 2. — Soit D un ouvert dans C", n ̂  2, et cp une/onction C00 sur D
fortement plurisousharmonique. Soit Eoê-D et soit

r=={zçD | cpoo>cp(So) } .

Il existe un système fondamental de voisinages d'holomorphie P de Eo
dans D tels que

( i ) H^P, 0) -.H^Pr\Y', 0) estbijectif ( 7 ) ;
( i i ) H ' { P r \ Y ' , 0) ==o pour o< r<n — i .

c. Nous voulons démontrer à présent la

PROPOSITION 12. — Soient D un ouvert dans C^ et cp une fonction C00 for-
tement q-pseudoconvexe sur Z), n — q ̂  i. Pour tout point '^ ç. D^ on peut
trouver un système fondamental de voisinages d'holomorphie Ç de Eo tels
que^ en désignant par Y' l'ensemble \ zçD \ ^(z) ^> 9(Eo) } » on ait :

(i) ff°(Ç, 0) -^°(Çn Y', 0) est bijectif;
(ii) H' {Qr\Y1, 0)=--o pour o < r < n — q.

Preuve. — a. Il existe un espace linéaire L de dimension n — q -h i
passant par Ço te! q116 c? z ̂ t fortement plurisousharmonique surZ au voisi-
nage de Ço. Soit U un voisinage de Ço dans Z> tel que, sur les sections de U
par les espaces linéaires de dimension n — q -\- i parallèles à Z, cp soit forte-
ment plurisousharmonique.

( ^ C e fait n'est autre qu'un aspect particulier du « théorème de cont inui té» ,
cf. BEHNKE-THULLEN [3], p. 49-
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Supposons Ço à l'origine, et que z^ =:. . .=== ^_i== o soient les équations
de Z. Posons t^= z^ . . . , ^_i=:/Sy_i, ^1==^, . . . , ^-q+i==^n' Supposons
le polycylindre [ [ t [| < i, [ [ E |[ < i contenu dans U. Sur l'espace L == { t = o }
effectuons la construction d'un petit polyèdre P au voisinage de l'origine
satisfaisant aux conditions du lemme 2, par rapport à la fonction

Soit
?(0=?(^o) .

r={zçD \ c p ( ^ ) > c p ( Ç o ) {

et soit Y[ la section de Y' par l'espace Zi= t^ . . . , ^y_i=:^_i. On peut
trouver un s > o, s < i, si petit que le polyèdre P x { t \ et l'ouvert Y\ véri-
fient les conclusions du lemme 2 pour |[ 11| << s.

(3. Soit M= { | [ 1 1 [ < £ { et posons

Ç=PxM et V==:Çr\r.

Envisageons V =z { Vt\iç.M comme une famille de domaines dans C^""'̂ 1,
Vt étant l'ouvert Çn Y\.

Avec les mêmes notations qu'au théorème 3, en utilisant le lemme 2 et la
proposition 9, on déduit avec un raisonnement analogue que T/^^, 31°'^) == o
pour 5^0, et o << r << n — < 7 ( 8 ) . On peut donc représenter chaque classe de
cohomologie de //''(^, 0), pour o << r <, n — q^ par une forme ^ de type

( 8 ) Précisément on raisonnera de la manière suivante. Pour tout tçM on peut écrire
la fibre Y[ comme réunion d'une suite croissante d'ouverts M^{t) tels que

( i ) H^M^t}, 0 ) = o , o < r < ^ < < 7 ;
( i i ) H ° { P x { t } , 0}-^H°{M^t}, e) est bijectif.

Soit K un compact dans V. Pour tout tç.M il existe un voisinage U ( t ) de t dans M
tel que

^~\ U{t))r\Kc.U{t)xM^,{t').

On peut donc choisir un recouvrement 1 L = = { Î / ^ ( ^ ) } localement fini de Vif avec des
ouverts relativement compacts dans M tel que pour chaque U^{t^} on ait l'inclusion
précédente.

Posons WÇK) ==l j[f{ti) xM^^Çti). Si o < r<n—q pour toute forme (p0^ <E ̂ C^) on
i

peut alors trouver une forme cp0^-2 sur W{K) indéfiniment différentiable et de type

(o, r — i ) en les différentielles le long des fibres telle que cp0'7' \<^=: à ' ^o>r-l.

Ceci étant, soit { K y } une suite croissante de compacts de ^, tels que

K.C&,^V=\JK,.
s

Posons W,= W(A^).

Il sait de là que ^^{V} ̂ ^"^(W,) a une image dense pour o^r<.n—q. Le cas
r = o découle immédiatement de la condition ( i i ) , car toute fonction indéfiniment diffé-



224 A. ANDREOTTI ET H. GRAUERT.

(o, r) en les différentielles de base, à coefficients indéfiniment différentiables

et holomorphes le long des fibres et ai fermée.

Les coefficients de ^ s'étendent de manière naturelle à des fonctions sur
P x M holomorphes sur chaque fibre P x { t } . En regardant le développe-
ment de Taylor en chaque point et le prolongement analytique des coefficients
de ^, ou en utilisant l'intégrale de Weil (compte tenu du fait que la frontière
distinguée de P X { t } est dans Y\ et restreignant un peu et génériquement
le polyèdre Px { t } ) ^ on reconnaît que les fonctions étendues sont des
fonctions indéfiniment différentiables. En plus, la forme étendue ^ reste

ai fermée.

Il résulte donc que l'homomorphisme de restriction

ff'^Ç, 0)->H'\V, 0)

est surjectif pour o^r<^n—q. Pour r==:o, ce sera un isomorphisme et
comme TZ^Ç, 0) == o pour r >• o, on a aussi la deuxième partie de la
conclusion.

Par dualité, pour les mêmes hypothèses, on obtient le

COROLLAIRE. — On a H^ {QC\ Y ' ^ ô) == o pour q -h i << s <. n et Vhomo-
morphisme ff^(Çr\ Y\ (9)-^^(Ç, (9) est bijectif si n> q-^ i.

Preuve. — On a la suite exacte d'espaces de Fréchet :

r^nj^^-^-^r^n.r, AO'r)-ô>^(Çr\r',AO'r+l).

La deuxième application à sera un homomorphisme si ^'^(Çn Y^', 0) •==. o,
i. e. pour r -h i << n — q. Par la dualité de Serre, on a donc la première
assertion.

De plus, la suite

o->^°(Ç, <ï>)-4r(Ç, ^ 0 ( ) )^^(Ç, A0^)

est aussi exacte et à est un homomorphisme, car JH1 ( Ç, 0) === o. De même
pour Qr\Y' au lieu de Ç, en vertu de la proposition précédente, car
n >> q + i . En dualisant, on a

HÎ(Ç, ô) - (^°(Ç, 0)y, ^(Çn r, G) - (7/°(Çn .r, o)).

De là notre affirmation.

rentiable et holomorphe le long des fibres de W^ se prolonge à une fonction, holo-
morphe le long des fibres sur Ç = P x Af, et qui est aussi indéfiniment diflerentiable
sur Ç comme il résulte du prolongement analytique.

Le raisonnement de la proposition 9 permet alors de conclure que

^ ( ^ , 9 t ) = o pour o < r < n—q
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Exemple. — Soit D un ouvert d'holomorphie dans C'S z^\ . . ., z^ des
points de 2). Soient U^ pour /== i, . . ., À-, des boules disjointes de centre z^

dans D. De la suite exacte pour le couple ^ j UiÇ.D^ on déduit que
;=i

H'^D— U Ui, O)==o pour o < r < n — ï .
;

Par approximation, si n > 2, on obtient (propos. 9) H ' \ D— \^J z^\ 0 )==: o.

Ce résultat pourrait aussi être déduit comme au lemme 2. Ceci étant,
soit A un sous-ensemble analytique de dimension k dans le polycylindre
P == { [ I z I I << i j de C^. Supposons que les espaces Zi= Ci, ..., ̂ ==^, || c [ [ <^ i
coupent A en un nombre fini de points (pour tout point d'un ensemble ana-
lytique, il existe toujours un voisinage de telle sorte). On aura alors comme
à la proposition précédente,

fjr çp — ̂  0^ ̂  o pour o <i r <^n — k — i== codim ( A ) — i.

En utilisant le théorème de Leray sur les recouvrements acycliques en dessous
d'une certaine dimension ( 9 ) , on retrouve d'intéressants théorèmes signalés
par SCHEJA [23J. Pour traiter le cas d'un faisceau collèrent quelconque on se
ramène au cas précédent en utilisant la dimension homologique du faisceau.

^. Cohomologie aux points frontière
des domaines d'un espace analytique.

12. Domaines y-pseudoeonvexes. — Soit V un sous-ensemble analytique
d'un domaine DcC^ et soit £ç V. Soit cp une fonction indéfiniment diffé-
rentiable sur V et fortement ^-pseudoconvexe. Nous supposerons que cp est
restriction à V d'une fonction o indéfiniment différentiable et fortement
(7-pseudoconvexe dans D. Soit S1 un faisceau cohérent sur V et soit ^ son
extension triviale à D. Sur un voisinage suffisamment petit U* de Eo

(cf. propos. 1) considérons une résolution de Hilbert de ^ :

o—^^'2—^. . .-X^P»—^ ^—^o.

Soit Y l'ouvert
r={zçD | $ ( ^ ) > c p ( Ç o ) .

THÉORÈME 5. — Si U* est un voisinage d'holomorphie suffisamment petit
de £o dans -Z), pour tout voisinage U (^ U* d'holomorphie de 'c,o dans D qui
soit de Runge dans î/*, et tout faisceau cohérent 91 sur V^ on a

ffr((Ur^r)r\V^)=o pour r^q.

( 9 ) Cf'i P^ exemple le Séminaire E. E. LEVI, Pisa, 1959.
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Preuve. — Soit Z1^- Im((^+i->(^). On a donc les suites exactes :

o-^Z°->-^o -^ _o,
.........................
o—^Z1 -> OPi -> Z1-1 -^ o.
.........................
o —^ (^--^ epà-y-^ zd-ï_^ ̂

En vertu de la proposition 11, on en déduit

H' ( ( Ur\ Y) n V, ^ ) - ̂ •( Ur\ Y ^)
^ ̂ ^ ( î/n ̂  Z^-1 ) pour r^q.

Si À^âf, le dernier groupe est nul.

13. Théorème (T approximation.

a. Soit JT un espace analytique complexe à topologie de type dénom-
brable. Soit ^ un faisceau analytique cohérent sur X'. Par un recouvrement
*U == { U^ jvez adapté à ^ nous entendons un système d'ouverts U^ d'holo-
morphie (1 0) relativement compacts dans .̂ T, et tels que :

( i ) les U^ forment une base d'ouverts de X (i. e. chaque ouvert de X est
réunion de certains U^)\

( i i ) sur chaque U^ on s'est donné un épimorphisme O^—^^.

On sait {cf. [6]) que chaque espace r(^/v^. .vp S ^ ) est muni de façon natu-
relle d'une structure d'espace de Fréchet. Donc l'espace

^(^^)=JJr(^,,v^)

avec la topologie du produit est un espace de Fréchet. De même l'es-

pace C1 (*U, ^) des cochaînes alternées, en tant que sous-espace fermé du
précédent, est aussi un espace de Fréchet.

Si U* est un ouvert d'holomorphie contenu dans l'ouvert d'holomorphie
î/v€lL, l'application de restriction r(^/v, ^ r)->^(^*, S1) est continue (et
même complètement continue si U*(^ U^). Il résulte que l'application cobord

ô' : ^(OL, ^)-^C^4- l(al, ^ )

est continue et que si '11*== { Uî jvez est un raffinement de "U, l'application
de restriction (^(ll, ^ ) —^^(U*, ^ ) est continue.

b. Soit X une variété et soit A^ le faisceau des germes de formes C00 de
type (o, q) sur X. Pour tout ouvert Uç.X munissons l'espace T(U^ A(!) de

( 1 0 ) On entend par là que chaque U^ est un espace de Stein.
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la topologie de la convergence compacte des coefficients des formes et de
toutes leurs dérivées. On obtient un espace de Fréchet. L'espace

C^(OL) = ^(01, A^) =nr(^,..^ A^)

avec la topologie produit est un espace de Fréchet. Les deux applications

à : C^Cal)-^^4-1^) et ô : ^(aL)-^^4-1^^)

sont des applications linéaires continues (ici à désigne la différentiation exté-

rieure par rapport aux coordonnées complexes conjuguées dans X\

Soit Z^=Ker{A(^A'/+l). Pour tout ouvert U, l'espace T(U, Z^), est
un sous-espace fermé de T(U, A'7)^ donc un espace de Fréchet. Il en est de
même de C^U, Z^), et aussi, comme ô est continu, de Z^U, Zv).

Soit X' un ouvert dans X", désignons par "U x ' le recouvrement de X'

U x'={U.,çU | î /vC^}.

PROPOSITION 13. — Si l'image de T(^, Z1) dans Y (^', Z1) est dense dans
cet espace^ alors pour tout recouvrement "U adapté àQ V image de ̂ (^U, 0)
dans Z1 ('U [,Y/i 0) est dense dans cet espace.

Preuve.

a. Désignons par ^li' le recouvrement "U ^/ de X1. Soit ^çTÇA''^ Z1).
Posons 9^== ̂ l \u^ - Comme U^^ est un ouvert d'holomorphie, on peut
trouver

cp^=j^1 } ç C ° ( U ' , A^)

tel que
^=à^.

On aura âcp^e Z1 ('U7, Z1-1). Comme î/v^ est un ouvert d'holomorphie,
on peut trouver

^={^}çC^W,A^)
tel que

('V"1^!^^?^'

On aura ôcp^2^ Z^'U', Z1^). En raisonnant comme tout à l'heure et ainsi
de suite on construit pour o ̂  i ̂  l des éléments

cp^= {cp^',^-, { € C1-1 (^/, A1^ )

pour lesquels

^rnl—i C. '/i ( c\\t '71—i \ ( î\r^l—i \ —— /ïm '̂""1
0(p t: Z/ ^ Li. , Z/ ^(, ^OCp )^o...^i——t/(fVo...v^•

Pour i==: l on aura
çpo==i^,.^_je ^-^^L',^")
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tel que
à^çZ^U', 0).

Ce cocycle est dans la classe de cohomologie définie par c^ en vertu de l'iso-
morphisme de Dolbeault. En effet, on n'a fait que rendre explicite cet
isomorphisme.

p. Par l'hypothèse que l'image de r(^T, Z1) est dense dans r(^T, Z1)
on peut trouver une suite ^ ( n ) ç T ( ^ , Z1) telle que ^ ( n ) [^ tende vers c^.

Posons ^,(n) = ̂ ( n ) ]^ . On peut trouver

^-i(n)={^i(n)}çC^U,A^)

tel que
^(n)=à^l(n).

Or, remarquons que l'application

r(^,^)-ir(^,zQ
est surjective ; elle est donc un homomorphisme d'espaces de Fréchet.

Supposons ^c-^ comme ^(^) tend vers cp^, on peut choisir
{ ^^1 ( n ) } de sorte que cette suite tende vers cp^1.

On aura
(W-^^eZ^iL, z1-1)

et, si 6^, U^^ c ^L on aura

lim(ô^- l(^))^==(ôcp^)^.
n^- oo

On peut trouver
^(w) = {^2 (^) {e C' (il, ̂ /-°-)

tel que

(Ô^-'(7î))^=^,(/î).

De plus, on peut demander que, si 1L^, ll^c/f', on ait

lim^(7î)==cp^.
n^oo

Ainsi de suite, on construit pour o ̂  i ̂  l des éléments

^(n) = { ̂ ..^(n) } € C-i (01, ^^),

pour lesquels

^/-(72)€=^(ZL,Z^), (^-(^))^,^=J^^(^)

et si ̂ , . . ., ̂ c^, on ait

limtë'..V.-l(^):=?t^..V,-.•
/l->oo
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Pour i==.l on aura

^)=^,,^(^)J€C^(-U,^)

tel que
(^(^eZ^ai, <9)

et si £/v. . . . , U ^ C ^ ' ,

lim((^°(^,^)=(Ô90)^,^.
7î>oo

v. Soit ^€ ̂ ('U, 0) et soit cp^r^^T^ ^/) une forme dans la même
classe de cohomologie.

Soit Y/ le cocycle ôcp° construit en a. On aura

^Y'-t-ôy/, avec T/€ C7-1 (W, 0).

Soit TîeC7-1^ 0) telle que

•yîvo ,vz_i==^vo...vz-.i si U^,. . ., U^^C^'.

Soit Y ( / î ) le cocycle ôd^°(7î) construit en p. Posons

^)=Y(/ î )+ÔYÎ.

Des considérations précédentes il résulte que

\imr^^(n)=.Y et r%. Y] = ̂
n->-%

donc que
l imr^Ç(^)=:E/ .
n>oo

Ceci achève la démonstration.

Soit à présent D un ouvert dans C'1 et q? une fonction indéfiniment difFé-
rentiable fortement y-pseudoconvexe. Soit

i^D et ¥ = { z ç D [ c p ( ^ ) < ? ( S o ) i .

Soit L^ un voisinage d'holomorphie suffisamment petit de ^o dans D et soit
U(^ U* un deuxième voisinage d'holomorphie qui soit de Runge dans U*.
D'après la proposition 11, on sait que T(U^ Z1) a une image dense dans
T(Ur\ Y-, Z1) pour tout l^q — i. D'après la proposition 13, il résulte que
pour tout recouvrement 11 de D adapté à 0 l'image de Zl(cli\u, 0) dans
Z^H \ur^Yi °) est dense pour l^q — i.

PROPOSITION U. — Pour tout faisceau cohérent ^ sur D et tout l^q— i,
^ll^c^\U1 ^) ^ une image dense dans Z1^^ u^y-i ^)'

BULL. SOC. MATH. — T. 90, FASC. 2. 18
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Preuve. — Comme U est un compact d'un ouvert d'holomorphie î/*, on
peut trouver un nombre fini de sections de ^ sur U* qui engendrent ^ en
chaque point de U. On peut donc trouver sur U une suite exacte

(*) o-^^-^e^—^^-^o.

Envisageons le diagramme commutatif

Z^(U\u,^) ^Zi(U\u^)
\r ^ ,[r

Zi(U\^Y, ̂ )-^Zi(U\u^ ^).

En utilisant le théorème 5 qui prouve ffr(c[i |^y, ^) == o pour r^q et la
suite de cohomologie associée à la suite exacte ( -^ ), on voit que

.^(^nr,<^)-./^(^-,^)

est surjectif pour /^ q— i.

Soit ^ç Z^^U ^/^ y, ^r). De la dernière remarque il suit qu'on peut trouver

y/ €^(^nr, ̂ ) et y^e C7-1 (-U |^r, ̂ )

tels que
^==P( r / )4 -ôY.

On peut construire

ve^-^^l^, ^) tel que ^y^:^.

On peut aussi trouver une suite

Tî^çZ^ILic/, 0^) telle que rn^n)—^^

{cf. remarque précédant l'énoncé de la proposition 1/+). Posons

E ( ^ ) = = a ( r y ( 7 i ) ) + Ô Y .

Comme a, (3 et les homomorphismes de restriction sont des applications
continues, on a r ] ^ ( n ) ->'^'.

c. Q. F. D.

a. Soit V un sous-ensemble analytique de D et soit Eo€ V. Soit
^ =: ^U n V •===. { U^ n V } le recouvrement découpé par *U sur F (n ). Soit ^
un faisceau analytique cohérent sur V. Avec les mêmes notations que tout
à l'heure, on a le

THÉORÈME 6. — Pour l^q — i, /'espace Z1 (V ^^ ̂ ) à une image dense
dans V espace Z1^ [(wnn^ 5r)'

( n ) Remarquons que tout recouvrement de V avec des ouverts d'holomorphie a un
raffinement qui est découpé par un recouvrement de U avec des ouverts d'holomorphie.
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Preuve. — Soit ^ l'extension triviale de ^ à D. On a un diagramme
commutatif

Z^U^^^Z^V^r^)
^ -^/'

Z^\u^^^>Z^V\^^r^)

où a et (3 sont des isomorphismes d'espaces de Fréchet.

U. Cohomologie à supports compacts.

a. Reprenons la situation envisagée au n° 13. Nous supposerons que la
dimension N de l'espace ambiant est égale à la dimension de l'espace tangent

de Zariski à V en ^o- Pour la résolution de Hilbert envisagée du faisceau ^
on aura N— d= dïh^(^).

THÉORÈME 7. — Si U* est un voisinage d1 holomorphie suffisamment petit
de £o dans D, pour tout voisinage U(^U* d holomorphie de Eo dans D qui
soit de Range dans ^7*, on a

H'k{{Ur\Y)r\V^)=o pour o^r^dih^(^) - q.

Preuve. — Comme dans la démonstration du théorème 5, on aura

H1, ( ( Ur\ Y) n V, 5Q - H', ( Ur\ Y, à-) - H^'1 ( Ur\ Y, Z/<-l )

pourvu que r -\- h^N— q (propos. 11). Pour h =z d on obtient le résultat
cherché.

b. Avec les mêmes notations, on a le

THÉORÈME 8. — U homomorphisme

//l"'̂ '-̂ 1 ( ( t/n Y) n F, ^) -> HT^-7^ ( UD v, 9)

est injectif.

Preuve. — On doit démontrer que

^(£/nr,^)-^(t7,30)

est injectif pour p === dih^(^) — q 4- i. On est donc ramené à démontrer un
théorème pour les faisceaux sur D.

Si ^ r^ OP i. e. dih^^) == N le théorème est vrai (propos. 11). Par récur
rence descendante, admettons le théorème démontré pour tout faisceau ^

sur D avec dih^(^) >> dih^(^). De la suite exacte

o -> Z°-> 0Po-> ̂  -> o,
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on déduit le diagramme commutatif à lignes exactes

f/ï ( Ur\ Y, (^") -> H^Ç Ur\ Y, ^) -> //r1 ( Ur\ Y, Z°)
^ ^ 4-a

H^(U, OP^->H{(U, §)->H^(U, Z°).

Comme
p == dih?,/^) — ^ 4- i < 7V — ^+ i

on aura ( th . 7)
H^(Uc\Y, OP^) =0.

De plus, U est d'holomorphie, donc If^(U^ (5^°) == o. Comme

dih^(Z»)=dihE/^)+i ,

l'homomorphisme a est injectif. De ceci et du diagramme précédent on
déduit que |3 est aussi injectif.

j5. Domaines ^-pseudoconcaves. — Reprenons les notations du n° 12 en
remplaçant l'ouvert Y par

r={zçD [ c p ( ^ ) > $ ( E o ) } .

Supposons aussi que la dimension N de l'espace C^ soit égale à la dimension
de l'espace tangent de Zariski à V au point ^o-

THÉORÈME 9. — // existe un système fondamental de voisinages dholo-
morphie Q de Ço dans D tels que

ffr((Qr\Yr)^V^)=o pour o<r<d ih^ (^ ) -^ .

Preuve. — Comme aux théorèmes 5 et 7 en utilisant la proposition 12.

THÉORÈME 10. — Avec les mêmes notations^ si dih^(^) ^> y, // résulte que
l ^ homomorphisme

H^Qr\V, -J)-^HQ((Q^\Y')^^V, ^)

est bijectif.

Preuve. — Des suites exactes

o-^Z0—^ (^" -> § -^o,

o-> Z1 -> 0^ -> Z° -^o,

0 _^ (f)/?d -^ ̂ d-i —^ ̂ -2 _^ o

(q/'. démonstration du théorème 5), on déduit que

H^Qr\Y', ZQ^^-^QnY', 0^)=o
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si o<^d—i<iN—q (propos. 12). Cela a lieu pour i= o, i, . .., d— i
puisque d < N — ^, car dih^ (57) == A' — d > y.

Donc on a les suites exactes

o-^/^Çn^ z«) ->H^Qc\Y', (^^/^((ÇnJ^nV, ̂ )-.o,

o->ff°(Çr\r, z1)->H^(Çr\r,op^)-^f^ (Çnr7, ^-i) -^o,
o->H°(Çr,r, ^^-^.ff^Ç^r, ÛP^)-^I^ (Çr\Y', z^) -.o.

On en déduit l'exactitude de la suite

o-.^Çnr7, OP^-^H^Q^Y', OP^) ->...

-./^(Çn^, c^o) -^((Çnr^nF, ^)-^o.

De même, on a une suite exacte analogue en remplaçant Q r\ Y ' par Q. Par
restriction, cette deuxième suite s'applique dans la première. Tous les
homomorphismes de restriction sont bijectifs, sauf peut-être pour

^°(ÇnF, ^-^//«((Çnr^nF, ^).

Du « lemme des cinq » on déduit que cet homomorphisme est aussi bijectif.

o. Espaces ^-pseudocon vexes et ^-pseudoconcaves.

16. Espaces fortement ^-pseudoconvexes (^-pseudoconcaves).

a. Soit ^T un espace analytique complexe, soit B un ouvert dans A'.

Désignons par ÔB = B — B la frontière de B.
Nous supposerons que pour tout point toçàB on peut trouver un voisi-

nage U de co dans X et une fonction indéfiniment différentiable cp sur U à
valeurs réelles tels que

Br\U={xç.U\ ç p ( ^ ) < c p ( E o ) j .

Nous dirons que ÔB est

(i) fortement q-pseudoconvexe au voisinage du point Eo si l'on peut
choisir la fonction cp fortement ^-pseudoconvexe ( g ̂ . i ) ;

(ii) fortement q-pseu do con cave au voisinage du point £o si l'on peut
choisir la fonction — cp fortement ^-pseudoconvexe (q^ï).

Nous dirons que àB est fortement q pseudoconvexe (fortement q-pseudo-
concave) si àB est telle au voisinage de chacun de ses points.

b. Etant donné un ouvert B (g X dont la frontière^/? est fortement
^-pseudoconvexe, est-il possible de trouver un voisinage U de ÔB et une
fonction cp fortement ^-pseudoconvexe sur U tels que

Br\Uz={xç.U 1 c p ( ^ ) < o { ?
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Nous pouvons démontrer que la réponse est affirmative dans le cas des
variétés (== espaces sans singularités) :

PROPOSITION 15. — Soient X une variété, B un ouvert de X relativement
compact à frontière fortement q-pseudoconvexe. Il existe un voisinage U
de ÔB et une fonction fortement q-pseudoconvexe c? sur U tels que

Br\U={xç.U c p ( ^ ) < o j .

Preuve. — Nous ferons d'abord quelques remarques préliminaires :

a. Soient cpi, cp^ deux fonctions réelles de classe Ck ( k ^ ï ) définies dans
un voisinage de l'origine { o } çR^ et nulles en { o } . Si (^cpi)o^o et si 92
s'annule sur { cpi = o }, alors dans un voisinage de { o } il existe une fonction
réelle h de classe C7'"1 telle que 9.2== ̂ \h.

(3. Avec les mêmes notations, supposons que (<^pi)o== ((^2)0= o. Soit

x^ / à'1 cp \
HrW^^(. J U^ (/•=I, 2) .

A— \ OJC^ OX^ /Q

Faisons les hypothèses suivantes :

( i ) ffr(u) n'est pas identiquement nulle;

( i i ) cpi >> o=> co^^o, cpi<< o=^> 9.2^0,

d'où résulte
9-2 > o=> cpi^o, 92 < o=> 91^0.

Alors l'une des possibilités suivantes est vérifiée :

ffi(u)^o, jFL(u)^o;

H,(u)^o, H.^{u)^o\

il existe une constante 'À > o telle que H^ ( u ) = À Ha ( u ).

La démonstration de ces faits ne présente pas de difficultés.

y. Venons à la démonstration de la proposition. Soit *U == [Ui[}içi un
recouvrement ouvert fini de ÔB^ tel que sur chaque Ui on ait une fonction ^i
fortement y-pseudoconvexe telle que

Bc\Ui=: [xç.Ui \ ^i(œ) < o { .

Soit?; une partition de l'unité subordonnée au recouvrement ^IL. Envisageons

la fonction cp ==z expcVp;^— i, avec c > o, sur U OL;. La forme de Levi

L( (p ) de cp est donnée par

Z(cp)=cexp^p,•cp (Z^p,cp,^+c à(^^
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II suffit de démontrer que cp est fortement ^-pseudoconvexe en chaque
point Eo€^/?.

Soit Oi(^o)^o pour t==î'i, . . . , i,.. Supposons d'abord que l'une des
fonctions cp^ ait une différentielle non nulle en Ço? pa1' exemple (û^)^^o.
Au voisinage de Eo on peut écrire

?^a = ̂ o h^ . avec ^a ( Su ) > 0

[si À^(Eo) == o, on a L(^) === o en Eo ce qui est impossible], a ==i , . . ., r.
On peut choisir c > o tel que cp soit fortement ^-pseudoconvexe au
point ^o ( 1 2 ) . Si, au contraire, (â?cp^)^= o, a ==i, . . ., r, les formes L((p;J^
sont ou bien semi-définies toutes du même signe ou bien toutes proportion-
nelles avec des constantes multiplicatives > o. Dans ce cas, quel que soit le
choix de c, cp est fortement ^-pseudo-convexe.

Soit c(^o) la borne inférieure des c^i tels que çp soit fortement pseudo-
convexe au point Eo- On voit que c(£o) est semi-continue supérieurement
sur ÔB. Donc pour c •== 2 sup c ( E o ) la fonction cp répond à notre problème.

Ïç.ç.àB

On a un résultat analogue pour les frontières fortement ^-pseudoconcaves.

Remarque. — Le même argument s'applique au cas d'un espace quel-
conque lorsque les fonctions cp; sont fortement pseudoconvexes {cf. GRAUERT,
[U]).

c. Nous poserons les définitions suivantes.

Un espace complexe X est dit fortement q-pseudoconvexe s'il existe un
compact KÇ.X et une fonction co continue sur X et fortement ^-pseudo-
convexe en dehors de K telle que les ensembles

B^=\xç.X \ çp(^) <c}

pour cçR soient relativement compacts.

On convient de dire qu'un espace compact est o-pseudoconvexe. Tout
espace fortement ^-pseudoconvexe est aussi fortement {q 4- i)-pseudoconvexe.
Si q > o et K= 0, on dit que X est q-complet.

( 1 2 ) En effet, comme Cû?(p; )^ 7^ o on peut choisir les coordonnées locales au point ̂

de sorte que (<^P;o);o = d^n et q116

n—1 n—1 n—1

L{ ç )^ = ^lV Cg^ ̂ ^ + ̂ ^V ^<, dz^ + ̂ nV ̂  ̂

1 1 1

4- ( Bc 4- A- ) o?^ dz^ avec A > o, 2? > o,

et
7Î—<7

^ ^ap^a^^0-
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On dit qu'un espace complexe X est fortement q-pseudoconcave s'il
existe un compact KC X et une fonction cp > o continue sur X et fortement
^-pseudoconvexe en dehors de K telle que les ensembles

B^\xç,X \ 9 ( ^ )>c f ceR, c>o

soient relativement compacts.

Comme les fonctions fortement ^-pseudoconvexes n'admettent pas de
maximums relatifs, il n'y a pas lieu de considérer les espaces ^-complet dans

le cas concave.

17. Théorème de ûnitude pour les parties B c '

a. Soit X un espace topologique; soient ^, X, deux parties ouvertes

de X telles que X •==. X, U X.. On pose

JTi2== X\ Ç\X^_.

Soit ^ un faisceau de groupes commutatifs sur X et soit

o-^-x^-^e1-^...

une résolution flasque de ^ sur X. Par restriction à X^ ^.==1, 2, 12, on
obtient des résolutions flasques de ̂ . Comme les faisceaux^, ̂ o, sont

flasques, on a des suites exactes

o->T(^ e^r^, <-/) ©r(^,, ^)-^r(^,, ^)-^o,
OU

a(^)=^k®îk, <er(^,^)
p(^®^)=^k,-^k, .^r(^,,^) ( .=1 ,2 ) .

Donc on a la suite exacte de complexes
o^®r(^,e.)^®(r(^,^)©r(^,^))->©r(^,e ' / )->o

V 1

et de là, en passant à la cohomologie, on a la suite exacte

o-^//°(^, ̂ ) ̂ ^° (^1^) ® Jffo (^2'3r) ̂ Jyo (^1 2 'y ) ~^'"
->ffi(^, 9)->Hi{X^9)@ffi(X^ 9}->Hi^X^ 3')

-.Ht^^, ÉF)-^...

(suite exacte de Mayer-Vietoris)
b Soit X un espace analytique complexe et soit B un ouvert relative-

ment compact dans X à frontière ÔB fortement ^-pseudoconvexe Nous
supposerons qu'il existe un voisinage U de àB dans A et une fonction ?

ç-pseudoconvexe sur U telle que

Bç\U^[xç.U \ ̂ { ^ ) < o } .
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LEMME. — On peut choisir un recouvrement fini ^11== { î/;j, i ̂ i^t,
de ÔB dans X , aussi fin qu'on veut, et une suite croissante [Bf j , o^j^_t,
d'ouverts relativement compacts dans X à frontière fortement q-pseudo-
conveœe tels que :

(i) B=B,cB,c...cB^ B,(^Bt, B—B^^UipouT ï^i^t,

(ii) pour tout faisceau cohérent ^ sur X on a

H^^Ui^Bj, ^ ) =o pour r^q (i^i^t, o ̂ j ̂ t).

Preuve. — On peut choisir un recouvrement 1 i=={^j i^^ de ÔB,
Ui(^ U^ aussi fin qu'on veut, de sorte que les conditions suivantes soient
remplies :

a. pour chaqae / = i, ..., t, il existe un voisinage ouvert U^ C U de Z/,
et un isomorphisme ^ de U^ sur un sous-ensemble analytique F, d'une
boule Di d'un espace numérique C^, l'ensemble ^(^) étant la partie
de ^ i ( U ^ ) contenue dans une boule concentrique;

P. sur chaque D^ il existe une fonction ̂  fortement ^-pseudoconvexe
telle que cp; o ip;== cp ^ ;

Y. les ensembles ^ i ( U ^ ) , ^•(^•) satisfont par rapport à la fonction cp,
les conditions des théorèmes 5 et 6 (13).

Pour tout faisceau cohérent ^ sur X , on aura H'^U^B, ^ ) = o
pour r^> q.

Soient p; des fonctions de classe C00 sur U telles que

p^o, Suppp,(c^-, ^P . (£o )>o pour tout ioçàB.

On peut supposer que sur chaque Dj il existe des fonctions p^^o, à support
compact, telles que p; \u. == p^- o ^^.

Posons 9;== £;p/, les constantes £;> o étant choisies de sorte que :
r

a7, les fonctions /?,.==: c p — V cp;., pour ï^r^t, soient fortement
i

<7-pseudoconvexes ;

( 1 3 ) Pour appliquer les théorèmes 5 et 6 on demande : 1° par un choix convenable des
coordonnées, sur les sections de D^ avec les espaces d'équations z^ == cost, ..., z,-^ = cost,

la fonction cp ait une restriction fortement plurisousharmonique; 2° le faisceau ^, exten-
sion triviale à D; du faisceau ^ \^{U)^ ait une résolution avec des faisceaux libres, de
longueur finie. Quitte à remplacer les boules D^ par des boules concentriques D^D^
on satisfait à la condition i°. La deuxième condition sera automatiquement remplie en
vertu de la proposition 1.
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^ ' . Les ensembles ^;(^7), ^(^) satisfassent aux conditions des
théorèmes 5 et 6 par rapport aux fonctions

^•—V£;P^ pour i^r^t.

Ceci est possible si les ^ sont suffisamment petites.

Soit /?/.== { xç. U \ hr{x) << o { . A cause de la condition a', à-B,. est forte-
ment <7-pseudoconvexe. Par la condition (3' on a

HP(UiC\Br, ^)=o pour p^q

et tout faisceau cohérent ^ sur JT. En plus,

£o=£cB,c . . . c£r, Bi—Bi_,(^_Ui (i^i^t) et B^Bt

Remarque. — Supposons que pour o << £ << So les ensembles

B^= B\j[œç.U \ c p ( ^ ) < s ^

soient contenus et relativement compacts dans B\jU. De la construction
précédente, il résulte qu'il existe un £1 > o, £1 < £o tel que pour tout o <£ < £1
les ensembles

B^^B\j[xç.U hr{x)<z\

vérifient encore les conclusions du lemme

B^ -==. Bs.o C ̂ £i C . . . C B^ti B^ (^ B^^ B^ — ^£;_i (^ U^

H^U^B^, ^ )=o .

11 est clair que B^'^) BL.

c. Supposons que JT soit un espace fortement ^-pseudoconvexe par
rapport à une fonction cp continue et fortement ^-pseudoconvexe en dehors
d'un compact K.

Les ensembles
B^-=.\xç:X \ c p ( ^ ) <c\

sont relativement compacts et à frontière fortement ^-pseudoconvexe si
c > CQ= supcp.

PROPOSITION 16. — Soit c >Co; il existe un e >o tel que V homomorphisme
de restriction

ffr(È^,^)^ffr(B,^}

soit sur jectif pour r^^q et tout faisceau cohérent ^ sur X.
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Preuve. — Appliquons le lemme précédent à l'ouvert B=Bc et soit

^çH'^B^), avec r^q.

Comme ^5^^== o, la classe Ç et la classe nulle sur 2?i n Ui ont même restric-
tion ^Br\Ui. Écrivons £1= B u (B^ r\ î/i). De la suite de Mayer-Vietoris,
on tire qu'il existe

£ i€^(^,^) telle que U\B='^

On opère sur 2?i, ^4 5 ^2 comme sur 2?, £/i, Z?i et l'on trouve

^ ç /y/ ( ̂  ^ ^ ) telle que E. ^, == £1.

Ainsi de suite on construit une classe

lt € H7 ( Bt, ^ ) telle que ^ |̂  == Ï.

Comme £ (^ ̂ , il suffit de prendre £ assez petit pour que B^^cBi.

d. Soit JT un espace fortement ^-pseudoconcave par rapport à une
fonction cp > o continue et fortement ^-pseudoconvexe en dehors d'un
compact K. Les ensembles

Bc={xç.X\^(œ) >c} (c>o)

sont relativement compacts et à frontière fortement y-pseudoconcave si

c << infcp == CQ.
K

On a un lemme analogue au lemme précédent, où l'inégalité r'^q est à
présent remplacée par o < ^ r < < d i h ( ^ ) — q . En utilisant les théorèmes 9
et 10, on démontre de la même manière la proposition suivante :

PROPOSITION 17. — Soit o < c < CQ ; il existe un £ > o, avec c — s > o tel
que F homomorphisme de restriction

H'\B^^)-^H'\B^^)

soit surjectif si r < dih (^) — y, ^ étant un faisceau cohérent sur X\

e. Nous pouvons à présent démontrer le

THÉORÈME 11 . — Soit X un espace fortement

a. q-pseudo convexe ;
b. q-pseudoconcave.

Soit ^ un faisceau analytique cohérent sur X. Alors

dim^ÇBc, ^) <+oo,

dans le cas a, si r ̂  q et c ^> Co ;
dans le cas b^ si r < dih (î^) — q et o << c << CQ.
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Preuve. — Nous démontrerons que si B est un ouvert de ^T qui soit rela-
tivement compact dans un ouverte C-^, si ^ est un faisceau cohérent sur^T
et si H1'{A, ^)->ffr(B, ^ ) est surjectif, alors d'imH^B, ^ ) < -+- oo.

Soit *U == { Ui }iç\ un recouvrement de A par des ouverts Ui d'holomorphie.
Nous supposerons que B c\ Ui^.0 pour un nombre fini seulement d'ouverts Ui
avec i^i^k. Dans chaque ouvert Ui pour i^î^Â', choisissons un ouvert

k

Ui (g Ui de sorte que Bc [ l Ûi.
i

Soit V •==. { V j \jç.j un recouvrement de B par des ouverts d'holomorphie :

B== ^ j V j. Nous pouvons supposer que V est un raffinement du recouvre-

j^J
[Ûir\B}^i^k.

Pour chaque Vj choisissons un ouvert G^^) tel que F/C^/). On définit
donc une application T : J — ^ [ î ^ . . . , k}. Ce n'est pas une restriction de
supposer les ensembles /et J dénombrables. Par définition, on a

^(ai^^^r^,.,,,^),
(;0...îr)

C^V^)=~f[T(V^.^^).

(7o.../r)

On sait (cf. n° 13) que ces espaces sont munis, de manière intrinsèque,

d'une structure d'espace de Fréchet. Soient ^'(^U, ^), ^'(^, ^) les sous-
espaces des cochaînes alternées. Ce sont aussi des espaces de Fréchet et les
applications de cobord ô sont des applications continues sur ces espaces.

Envisageons l'application de restriction

T*: ô^u, ^)—c7•(^, ^).

Elle est définie pour/€ ^('U, ^ ) par la formule

^fU^ ••• . / •)=/(T(y 'o), •••^(y'r))!^^.

Cette application est complètement continue ( 1 4 ) car d'une part on a

V,, n ... n V^ c Û^^ n ... n Û^^ (g U,^ n ... n U^^

et, d'autre part, il n'y a qu'un nombre fini de facteurs du type

r(^n...n^), ̂ ) dans ^(01, ^).

( 1 4 ) C'est-à-dire qu'elle transforme un voisinage convenable de o en un ensemble
relativement compact; on emploie aussi aujourdhui la locution « application linéaire
compacte » dans ce sens.
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Soit Z'^U, ^), l'espace des r-cocycles dans ^(01, 5^); en tant que sous-
espace fermé de ^(01, ^), c'est un espace de Fréchet. On a le même
résultat pour V au lieu de IL.

Soit
ê^Z^U, ̂ )®<>-i(^ ^).

Définissons une application a : ê—^Z7 '^, ^) comme somme de deux
applications a == t + 6/, où :

^ est égale à la restriction T* sur le premier facteur et égale à o sur le
second facteur,

d est nul le sur le premier facteur et égale à

ô : C'-1^, ̂ -^Z^, ^)

sur le second facteur.

L'hypothèse que I I ' Ç A , ^ ) — ^ f I ' ' ( B , ^ ) soit surjectif entraîne que a est
surjectif en vertu du théorème de Leray sur les recouvrements acycliques.
D'autre part, t est complètement continue. En vertu d'un théorème de
L. SCHVVARTZ [22], l'application d = a — t aura une image fermée et, de

codimension finie dans Z'^V, 5^). Donc ê^^V, ^ ) =d{&} est fermé et de

codimension finie dans Z7^7, ^ ) et, par conséquent,

àim^H^B, ^)==:dimcffr(V, ^)<+oo.

On va retenir, pour l'utiliser ensuite, la remarque suivante :

Remarque. — Soit 'U un recouvrement dénombrable de X avec des
ouverts d'holomorphie et contenant une base d'ouverts de X. Pour tout
faisceau cohérent ^ sur X et tout c > Co l'espace 2^(01 |j^., ^ ) est fermé et
de codimension finie dans 2^(11 |̂ , S^) pour r^^ </.

Ceci résulte directement de la fin de la démonstration précédente et tient
essentiellement au fait qu'une application linéaire continue d'un espace
de Fréchet dans un autre dont l'image est de codimension finie est forcément
un homomorphisme (donc l'image est fermée).

18. Quelques remarques encore avant de démontrer les théorèmes de
finitude pour les espaces ^-pseudoconvexes ou ^-pseudoconcaves.

LEMME. — Soit { Bn }n^o une suite croissante couverts cfun espace topo-

logiqne X tels que X'== l i Bn. Soit ^ un faisceau de groupes commutatifs
n

sur X et supposons que Vhomorphisme de restriction

H-(B^, ^)->H-{Bn, ^)
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soit surjectif^ pour tout n ̂  o. Alors F homomorphisme de restriction

II-(^^)->H-(B,^)
est surjectif.

Preuve. — Soit
Ô Ô ô ôo--^-^eo_^i_^ ^ ^e1'-^...

une résolution flasque du faisceau ^.

Posons
Z(U, e'-)=Kev[T(L\ e^r^ e^)}

pour U ouvert dans X.

Le lemme est évident pour r=zo. Supposons r^i et soit ^oçH' '(^o? ^).
Représentons Eo par un élément ^ Q Ç Z ( B ( ) ^ C7^). Par hypothèse, on peut
trouver un élément Ei€ Z(Z?i(°7') tel que

^ |^==iio4-ôïîo, avec ï io€r(Z?o; <0/-1).

Comme (^7—1 est flasque on peut trouver un

^o€r(^i , C7-1) tel que 7)0 k== ^o.

Posons
YO:== Eo sur ^0, YI^^ ^i — ^o-

On aura yi [j5o== yo- On peut trouver un élément ^_ç.Z{B^^ C 7 ' ) tel que

£ 2 k = = Y i + ÔYîi, avec Yî ier(A, (î7-1).

Etendons Yii en ^ i€ r (^o , (^r—l) et posons

Y2=:^— ô^i.

On aura v^ l^i^^ Yi i Ainsi de suite on définit des

Y^ ç Z ( Bn, C'^ ) tels que Y,, \B,^ = Y/,-i.

L'ensemble des Y^ définit un élément

y€ Z(JT, e7-) tel que y |^= YQ.

Ceci démontre le lemme.

Des propositions 16 et 17 et du lemme précédent on déduit la

PROPOSITION 18. — Avec les notations du numéro précédente soit X un
espace fortement :

a. q-pseudoconvexe ;
b. q-pseudo concave.
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Soit ^ un faisceau cohérent sur X ; alors

H7 { X , ^)->ffr(Bc, ^)
est surjectif si :

a. r ̂  q lorsque X est fortement q-pseudoconvexe (c >> CQ ) ;
b. r << dih (^) — q lorsque X est fortement q-pseudoconcave (o < c << Co).

Preuve. — On va exposer le raisonnement à faire dans le cas a. Le cas b
ne demande que des changements formels. Envisageons l'ensemble A des
nombres réels À^c tels que

H^B^^^-.H^B^^), avec r^q,

soit surjectif. Pour démontrer que

A = = { ^ € R | c ^ À < + o o ) et que H^X, ^)->Hr(B,, ^ )

est surjectif il suffit de prouver que :

(i) si À ç A et c^r<^ À, alors À ' çA;
( i i ) si ^/r ̂  et ^çA pour tout /i, alors À € A ;

(iii ) si ^ G A, il existe un £ > o tel que À -+- £ € A..

Or la propriété (i) est banale. La propriété (i i) découle du lemme et la
dernière propriété (iii) découle de la proposition 16.

19. Théorème (T approximation.

a. Soit X un espace fortement ^-pseudoconvexe pour lequel nous adop-
terons les notations du numéro précédent. Soit ^ un faisceau cohérent sur X
et soit 'U •==. { U^ }vçz un recouvrement adapté à ^ (cf. n° 13).

PROPOSITION 19. — Soit c > Co; il existe un £ > o tel que pour l^q — i
F image de Zl(c[i\B^^ ^) dans Zl{c\i\B^ ^) soit dense dans ce dernier
espace.

Preuve.

a. Soient A^ 2?, V trois ouverts relativement compacts dans X\ tels

que A-=-B\jV. Supposons que ÇB — B r\ F)n( V — B r\ V) = 0; alors
du recouvrement ^U \^ on peut extraire un raffinement ^11'==. } U^ } tel que
pour chaque U^ . . . v ^ y^ 0 l'ensemble U^\J ... u U^ est ou bien dans B ou
bien dans V ( j 5 ) . Si l'on considère les nerfs des recouvrements Tl/, 'U.' [5,
c}JLl [^, c\i' \Br\r i on aura donc

nerf de Ol7 ==. nerf de U' \B U nerf de Ol71^,

nerf de U' ^n nerf de U' |^== nerf de 01' \B^F'

( 1 5 ) On fixe, par exemple, une métrique sur X. Si d est la distance de B—Br\ V de
V — Bç\ V il suffira de prendre les ouverts £^€11 \A dont le diamètre est < d/?..
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De la suite de Mayer-Vietoris, on déduit la suite exacte

...^H^U'\^ ^ ) - ^ H I ( U ' \ ^ ^)e^(^k, ^)->HI{^'\^^, ^)-^
^ff^ÇU'^^) ->....

(3. Avec les notations du lemme du n0 17, nous désignerons par £
l'ouvert Bc, par A l'ouvert désigné par B^ dans le lemme et par V l'ouvert
qu'on avait désigné par B^r\U^. Les conditions précédentes sont satis-
faites. Nous démontrerons d'abord que Z^H/^, ^) a une image dense
dans Z1^' 5, ^).

Définissons une application

j : Zi{^\,^^)-^Z^{W\^^)

de la manière suivante. Soit y € Z1^' |̂  ̂ , ^) ; désignons par a € C^W [^, ^)
la cochaîne définie par

( y O o . • . ^i) si U^, . . ., U^çW\s^r,

( o dans le cas contraire.
a(^o • . . ̂ i) ••

On aura ôae Z1^^' |^, 5r). Mais comme ^y==o, on aura

(ôa) (^o, ..., v/+i)=o si î/^, ..., U^çU' B^r'

On peut donc étendre ôa en un cocycley^eZ^Cll |^, ^) en posant

(ôa) ( ^ o . . . ^+1) si ̂ , . . . , ^^eai^^,
(./(y)) ( ^ o . . - ^+1)==-

o dans le cas contraire.

On vérifie que l'application j induit l'homomorphisme y* de la suite de
Mayer-Vietoris,

y*: H^B^ V, ^)-.ffl+l(£u V, 3:) (au signe près).

Remarquons que j est une application linéaire continue d'espaces
de Fréchet.

D'après la remarque faite après le théorème 11 on sait que :

y. L'espace des cobords .^^(^/[^ ^) est fermé et de codimension
finie dans celui des cocycles Z^^li' [^, ^), donc un espace de Fréchet pour
la topologie induite.

Nous poserons

Si=\^çZi{U'\B^^) JWçB^(U'\^^)[

Comme y est continue, l'image réciproque S1 par j du fermé B1^^' ^ ^ )
est un sous-espace fermé de Zl (Ol/ \e ̂  v, ^), donc S1 est un espace
de Fréchet.
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Définissons l'application

p : Zl(c[i'\B^)e^l(^f\r^)->Si
par

P(ïi©ïO=ï^,^-T^,^,

A cause de l'exactitude de la suite de Mayer-Vietoris, cette application est
bien définie et surjective. De plus, c'est une application continue d'espaces
de Fréchet. Donc, par le théorème de Banach, c'est un homomorphisme
topologique.

à. Soit Ce Z^U' \B, ^), soit p ( Ç ) sa restriction à U'[5^. En vertu
du théorème 6 (16), si /^ q — j , on peut trouver une suite Y^€ Z1^' [/ , ̂ ),
^==1, 2, . .., dont la restriction p(^) à U' \B r\F converge vers p (Ç) .

Donc p (Ç) — p(y^)-^o. Comme p ( Ç ) et p(^) sont dans S1, en vertu du
théorème de Banach on peut trouver

yiC^eZ^^U/^ 5Q et v^) ç Z^^/' [^, ^)

tels que

Tl(^)-^0, y,(^)-^o,

P(ï i (^)©Ï2(^))=p(0-p(r î , ) .
Donc

P K S - ï i ( ^ ) ) ® ( T î . - y 2 ( ^ ) ) { = o ,

c'est-à-dire que la cochaîne

h{n)=[i ~^(n) sur 'll/!^
\ 'nn-^.(n) sur Ul'l^

est un cocycle sur C\LI \^', Ç i ( / î )€ Z^IL' |^, 5^).

Il est clair que l'image de Ei( / î ) dans Z^U'^ ^ ) converge vers Ç. Ceci
démontre bien que l'image de Z^U1 \^ ^ ) dans Z1^' |e, ^) est dense dans
cet espace.

£. Envisageons à présent le diagramme commutatif

Z^U \^^)^Z^(U |̂ )
^- ^

Zl(clil\^^)^Z^Uf\B^),

les applications étant des applications continues d'espaces de Fréchet. Les
applications s et s sont surjectives en vertu du théorème de Leray sur les

( 1 6 ) Cf. la démonstration du lemme du n° 17. On avait

^(UÎ)=^^\D„ <K^)= v,ç\D\,

avec (D,, D[-) d'holomorphie dans C^ et D\ de Runge dans D, (c'était des boules
concentriques). On notera que Bç\ V= Br\ b\.

BULL. SOC. MATH. — T. 90, FASC. 2.
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recouvrements acycliques et du fait que U' est un recouvrement extrait de IL.
Ce sont donc des homomorphismes topologiques.

Soit î^çZ1^ 5, ^). D'après ce qui précède, on peut trouver une suite

Y^eZ^^, ^ ) telle que r ' ( n , ) -^(0.

On peut trouver des

Çi^eZ^I^ ^) tels que s(^(n))=-nn.

Donc
^r^(n))-^)=r'(^)-s(i)->o.

Il existe alors des éléments ̂  avec s(^n) == o, dans

Z^U^,^) tels que r(£i (n) ) — Ç + ̂ -^ o.

Si ^^i, les fJi^ sont des cobords

^=^, ^e^-^oi ^ ^).

On peut trouver des cochaînes ^ç C1-1^ |^, ^) telles que leurs restrictions
à ^LL \B soient les Y^.

Alors r(^(n) 4- ô^) ->^. Donc on a démontré que l'image de Z^'U ^, ^)
dans Z1^^ ]^, 5^) est dense dans cet espace.

Le même résultat vaut aussi si l =z o, car alors les homomorphismes s étant
biunivoques sont des isomorphismes.

Ç. Pour terminer la démonstration on doit appliquer un nombre fini
de fois le résultat précédent compte tenu du lemme du n° 17 et de la note (13).

b. PROPOSITION 20. — Soit Xun espace complexe^ soit [ B^ }^o une suite

croissante d'ouverts tels que X = \ \ Bn. Soit ^ un faisceau cohérent

sur X et •U un recouvrement de X adapté à ̂ .

Supposons que pour chaque n

^(^k^^-^^k^)

ait une image dense dans le second espace.
Alors aussi

Zi(U^)->Z^U ^^)

a une image dense dans Z^^li ]^, ^).

Cet énoncé découle du lemme suivant :

LEMME. — Soit {Fn }n^o une suite d'espaces de Fréchet et fn : Fn—^F^_^
pour n^i une suite ^applications linéaires continues entre eux à image
dense.
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Soit

F=z}lï^Fn={{^n}çîlFn 1 fn(^n)=^n-l pOUr 7Î ̂  1 |,

71^0

^ soit 7:n la projection naturelle de F dans Fn.

Alors pour tout n l'image de n:n est dense dans Fn.

En effet, il suffira de prendre pour Fn l'espace Z^U^, S1) et pour /„
l'application de restriction dans Z^U ^_^, ^) pour n^i. Alors F s'iden-
tifie à l'espace Z^Ul, ^) (même du point de vue topologique si l'on munit F
de sa topologie de limite inverse).

Démonstration du lemme. — Comme toute suite [xn}n^n^ lim Fn se
— ° <—

prolonge en une suite j Xn }^^o€ F en posant ~

•^o-l = A (•^oL ^^=fn,_l(^n^), .. , X^f^X^,

il suffît de démontrer le lemme pour la projection 7:0.

Soit dn une distance invariante par translations sur Fn apte à définir la
topologie de Fn. Soit XÇ.FQ et s > o.

Choisissons des XnÇ.Fn de proche en proche pour n^o de sorte à satis-
faire les conditions suivantes :

^o== ̂ ,

^i € F^ <^o(/i(^i) — ^ o X 1 ?
2

^2 € ^2, <^ (/2(^2) — — ^ l ) < £ ?

^(/l/2(^2)-/l(^))<^

^3€ ̂  ^(f,(^) ——X._)< £ ,

^(/2/3(^3)-/2(^2))<^

^0(/1/2/3(^3) -/1/2(^-)) < ̂

et ainsi de suite. Ceci est possible, car les applications/^ sont continues et à
image dense.

Posons

yn=Xn-^ (fn+i(^n+l) — Xn) + ( fn+ï fn+2 ( ̂ n+2 ) — fn-r\ ( ̂ n+1 ) ) 4-. . . .

La série est convergente, car telle est la série des distances dn de ses éléments,
donc Yn est un élément bien défini de Fn. De pluSy fn(yn) =fn-i pour
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tout 7i^i comme on vérifie aussitôt. Par conséquence, [ y n } ^ F

et do ( V o î ^o) <^ s comme il résulte des inégalités précédentes.

Avec le même raisonnement utilisé à la proposition 18, on obtient le

THÉORÈME 12. — Soit À un espace fortement q-pseudoconvexe. Soit ^ un
faisceau cohérent sur X et soit ^li un recouvrement de X adapté à ^.
Avec les notations usuelles^ pour tout c > <?o, V image de Z^^ll, ^) dans
Z1^ \Bc-> ^) est dense dans cet espace si l^q — i.

c. Dans le cas d'un espace X fortement ^-pseudoconcave le théorème
analogue est une conséquence directe de la proposition 18. En effet, du fait
que H'\X, ^)->Hr{Bc, ^) est surjectif pour r<dih(^) —q(o<c<Co),
on déduit le

THÉORÈME 13. — Soit X un espace fortement q-pseudoconcave. Soit ^
un faisceau cohérent sur X et soit ^U un recouvrement de X adapté à ̂ .
Avec les notations usuelles^ pour o < c << <"o, l'application

Z^U, ̂ )->Zl(U\^ ^)

est surjective pour o ̂  / < dih (^) — q.

Preuve. — Pour /==:o l'espace des cocycles est égal à la cohomologie en
dimension o. Le théorème est donc démontré dans ce cas.

Soit o < l<. dih(^) — q, et soit ^çZ^U |^, ^). Du fait que

ff^U, ̂ -^^(OLI^ ^)

est surjectif, découle qu'il existe un cocycle £1 çZ^CU, ^ ) tel que

Çil^^+^î, avec ïîe^-^^k,^).

Envisageons la cochaîne ^e C^^^IL, ^ ) définie de la manière suivante :

'^Vn.-.^Z-

^Vo-.^Z-l sl ̂ 1 • • • 5 ^l-l c ^C1

o dans le cas contraire.

Le cocycle

^Si-^z^,^)

satisfait alors à la condition ^\c^\ = Ç. Ceci démontre Fassertion.

20. Théorème de finitude.

a. Soit X un espace fortement ^-pseudoconvexe pour lequel nous adop-
terons les notations usuelles.
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PROPOSITION 21. — Soit ^ un faisceau cohérent sur X. Pour tout c > Co,
il existe un z > o tel que l'application

H'(B^ ^)->H^{B,^)

soit un isomorphisme pour r\ g.

Preuve. — Reprenons les notations de la proposition 19. Il suffît de
démontrer que H1^^ |̂ , ^ ) ->Z^(Ol/ [5, ^) est injectif pour r^q (compte
tenu de la proposition 18 et de la remarque au lemme du n° 17). Soit
EçZ^'IL' [^, ^ ) et supposons que son image r^(Ç) dans Zr(clif\B, ^ ) soit
un cobord. Comme H1(01/ ]^, ^ ) =z o (th. 5), de la suite de Mayer-Vie torts,
il résulte que la classe de Ç est dans l'image de y*. Il existe donc un

ri ç. Z7—1 ( U' ]^ ̂ , ^ ) et ^ ç C'-1 ( OL' ̂ , ̂  )

tels que ^==j(f]) 4- Ô^L. Approchons YÎ par •/^e Z7-1 (OL' |^, ^), ceci est
possible d'après le théorème 12, car r — i ^ ^ — i . Soit ^Br\^(^'n) l'image
de < dans Z^^U'^^r, ̂ ). On aura

Donc
J'(r^rW)==o^ avec y^e C7-1 (-U'[^ ^).

Ï — ô^. — ^=:y(Yî — r^^(7/J).

Ceci nous montre que Ç peut être approché comme on veut par des cobords.
On sait que l'espace des cobords ^(c[i' |^, ^ ) est fermé dans Z^^IL' |^, 5^).
Comme ce dernier est complet, il résulte que £ç= £ ' ' ( ^ 1 1 ' [^, ^).

&. Soit X un espace fortement ^-pseudoconcave pour lequel on adopte
les notations usuelles. De la suite de Majer-Vietoris, en vertu des résultats
précédents, on obtient de manière analogue la

PROPOSITION 22. — Soit^ un faisceau cohérent sur X. Pour tout o<c<Co
il existe un s > o, avec c — s > o, tel que l'application

H^B^ ff)->Hr(B„ ^)

soit un isomorphisme pour r < dih(^F) — q.

c. Nous voulons démontrer le

THÉORÈME 1^. — Avec les notations usuelles^ soit X un espace fortement :

a. q-pseudoconvexe;
b. q-pseudoconcave.

Soit ^ un faisceau cohérent sur X. Alors

àim^H^X, ^) <+oo;

a. si /'^ q et X est fortement q-pseudoconvexe',
b. si r -< dih (^) — q et X est fortement q-pseudoconcave.
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Ce théorème est une conséquence du lemme suivant :

LEMME. — Soit X un espace complexe; soit ^ un faisceau, cohérent
sur X et soit ^11 un recouvrement de X adapté à ̂ .

Supposons qu^il existe dans X une suite croissante \ JBn }n-^o d'ouverts

tels que JT == i j Bn satisfaisant aux conditions
0

(i) IIr(I}n+/l•) ^)~~>Hr(Br^1 ^) est un isomorphisme pour n^o;
(ii) Z7"-1 (^11 \B,,+^ ^) a une image dense dans Z1^ (^11\B^ ^), pour n^o,

Alors Vhomomorphisme

Hr(X^)->H^B,^)

est bijectif.

Preuve. — On note par r^ l'homomorphisme de restriction de C*(^ll, ^)
dans C^U\B^ ^), et par r^1 celui de C'(U |^, ^) dans C^U B^ ^ )
pour m ̂  n.

D'après le lemme du n° 18 on sait que les homomorphismes

r;: Hr(X^)-^H^Bn^)

sont surjectifs.

Par l'hypothèse ( i ) Kerr^==Kerr^ pour n^o. On doit démontrer
que Kerr^== o.

Soit açKer/^. Si ÇeZ' ("U, ^) est un représentant de a on aura

^0)=^ ï.e^-1^!^ ^)
de sorte que

^(ï^i)-^^-1^ ^,^).

Les Y^ pouvant être altérées par l'addition d'un cocycle de Z7-1 (11 |̂ , ^r),
on reconnaît, en vertu de la condition ( i i ) qu'on peut les choisir de proche
en proche de sorte que pour tout n ̂  o, les séries

YÎ,== (^+1 (y^) - y,) + (r;r1 r^^ (y^) - r^1 (y.+i) ) +. . .

soient convergentes dans Z^ÇU B^ 57) {cf. lemme du n° 19). Posons
^n=^7z-+-rin ; on a r;^1 ((^+1) = (3n, donc on définit un élément (3 € C'-1 (01, ^)
pour lequel ô[3 ==Ç. Ceci démontre que a == o.

COROLLAIRE. — Sous les hypothèses du théorème on a en particulier

si X est q-complet

ffr(Ar^f)==o pour r^q.

Car on peut prendre dans ce cas £0= 0
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21. Cohomologie avec supports.

a. Soit X un espace topologique, soient X^^ JTq deux parties ouvertes
de X telles que X •=^ X^ \j X^_. On pose X^'=^ X^ C\X^.

Soit ^ un faisceau de groupes commutatifs sur X et soit ^p. le sous-faisceau
de ^ égal à ^ sur .T^ et nul sur X— X^. On a la suite exacte de faisceaux

a ?
0 -> ^19 -^ ̂ l © ^2 —^ ̂  —>- 0,

où
a(o-) ==o-©o-, [3((Ti ©0-2) ==(7i—o-2.

Soit €> une famille paracompactifiante sur X (17). Par passage à la suite
exacte de cohomologie, on a la suite exacte

o->H^, (^ ^)->HÏ,(A\, ̂ )@H^^X,, ̂ )->H^{X, ^)->. . .

-^H^ (^ ^)->ff^(A\, ̂ )©^^(^, ^)-^H^{X, ^ )

->H^{X^^)-^...,

où e>a désigne la famille des éléments de €> contenu dans X^.

b. Soit X un espace complexe sur lequel il existe une fonction cp ;> o
fortement ^-pseudoconvexe telle que les ensembles

X^,=\xç.X £ < c p ( ^ ) < c j

soient relativement compacts pour tout s >* o et tout c > o. Soit

Bc=[xç:X ^{x)<c\ (c>o.

La frontière à Bc de Bc est compacte et fortement ^-pseudoconvexe.

LEMME 1. — On peut choisir un recouvrement fini ^U == j Ui {i^;^< de ôBc

dans X\ aussi fin qu^on veut^ et une suite décroissante { Bi }o^/^< d^ ouverts

à frontière fortement q-pseudoconvexe dans X tels que

(i) B.-^B^B^ . . .D^S B^B^ B1— B^^Ui pour o^i^t—i.

(ii) pour tout faisceau cohérent ^ sur X on a

/ /^(^•n^y, ^) ==o pour o^r^dih(^) — q (i ̂ i^t, o^j ^t),

et

HÏ ( Ui H £/, ^) -> Hi ( ̂  n ̂ /-i, ^) est injectifpour r = dih ( ^ ) —q-^-i.

( n ) Pour la définition de famille paracompactifiante on peut se référer au livre de
GODEMENT [10], p. i5o. Il suffit de retenir pour la suite que telle est la famille de tous
les fermés d'un espace paracompact.
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La démonstration se fait avec le même raisonnement qu'au lemme du n° 17
en utilisant les théorèmes 7 et 8 au lieu du théorème 5. Lîne remarque ana-
logue à celle faite à la fin du lemme cité s'applique aussi dans ce cas.

PROPOSITION 23. — Pour tout c ;> o // existe un £o>o? avec c—£o>o
tel que pour tout faisceau cohérent ^ sur X et o < s << £o, /'application

ffï(£c-^ ^)->ffïi(B„ ^)

soit un isomorphisme pour o^r^dih(^) —ç, <Ï> étant la famille des
fermés de ^T contenus respectivement dans Bc—s. et Bc.

Preuve. — Soit A == Bc, B==B1, F== Ar\U^ On peut écrire .4 =B\J V
et B r\ V == B r\ [fi. Il suffit de démontrer que l'application

77$ (B, ^)->ff^(Â, ^)

est un isomorphisme pour /-^dih(^) — q En effet, par itération du pro-
cédé, on démontrera que H^{Bt, ^ ) - ^ H r { B c , ^) est un isomorphisme et,
en vertu de la remarque à la fin du lemme précédent, on aura le résultat
cherché.

Or de la suite exacte établie en a on déduit une suite exacte

...-.fli {Br\V^)->H^(B^}@HÏ(V^)->Hï{A^)

->H^\Br\V, ^ ) — . . . .

Des hypothèses, on déduit que

H^(Br\ V, ^)=://ï(^n 7, ^ )=o pour r^dih(^) — q,

Hï{V^) =:^(F,^) =0 pour r^dih(^) —q

et que

H^(Br\ F, ̂ -^^(F, 50 est injectif si r = dih (^) — q.

De là résulte bien que l'homomorphisme

H^{B, ^)->ff^(A, ^ )

est un isomorphisme pour r^dih(^) — q.

De la même façon on démontre la

PROPOSITION 24. — Pour tout c^> o il existe un £i> o, tel que pour tout
faisceau cohérent ^ sur X et o < £ << Si l'application

Hï(Bc,S:)-.H^(Bc^ ^ )

soit un isomorphisme pour o^r^âih(S:)—y, <Ï> étant la famille des
fermés de X contenus respectivement dans Bc et Bc+s.-
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c. Soit ^Q(c) l81 borne supérieure des So de la proposition 23 et soit ci(c)
la borne supérieure des £1 de la proposition 2^. Posons

e(c)=ïnf{^(c), z,(c) j.

Des propositions précédentes il résulte que s(c) est une fonction de c semi-
continue inférieurement. On peut. donc trouver une suite

^O^ Ci > ("2>. . . , Cy—^0, Cv>0,

telle que l'application

H'^(B^ ^)-^H^_,(B,^ ^ )

soit un isomorphisme pour r^àih(^) — q, pour v = = 1 , 2 , . . . . <î\ étant la
famille des fermés de X contenus dans B^. On aura

n £.=0.
v

PROPOSITION 2o. — Soit X un espace complexe satisfaisant aux hypo-
thèses énoncées en b^ soit ^ un faisceau cohérent sur X. Pour tout c > o,
on a

H'(p (£cj ^) == o pour r^dih(^)—q,

0 étant la famille des fermés de À contenus dans Bc-

Preuve. — Dans la suite précédente f Cy { on peut supposer c = CQ. Soit

o—^-^e0-^^1—^2-^...

une résolution flasque de ^.

Soh^çZ^(£^ ^)=Ker(T^(B^ e^-^^B^ C^)).
Soit /y rhomomorphisme de restriction

Z^(£^ ^)->Z^_,{B^ ^).

On peut trouver ̂ ç:Z^^(£^ ^ ) tel que

î i (Ei)=Ço4-ôyo, avec ^çT^(£^ e7-1).

De même, on peut trouver ^€ Z^^(Bc^ ^r) tel que

Ï2 ( £2 ) == Ej 4- ÔYi, avec yi ç 1̂  ( ̂ , C^-1 ) .

Ainsi de suite, on aura

Ço==Ei— ÔYo==E2— ^YO— ^YI==. . .==Ev— ô(yo+. . •+Tv),



254 A. ANDREOTTI ET H. GRAUERT.

avec
SuppÇy c Bc,, Suppy^ c Bc^

La série ^Vy est localement finie, car Ç\ B^=0. Donc elle représente
0 V

un élément yer^^, <3r-l). Le support de Ç o — ^ Y est nul, car contenu

dans f \ Bc^ Donc £o== ^y. Ceci démontre que H'^ {Bc^ ^ ) == o pour r^i.
v

Pour r== o, la proposition est évidente.

THÉORÈME 15. — Soit X un espace complexe sur lequel il existe une
fonction cp > o, fortement q-pseudoconvexe telle que les ensembles

Â^c= \XÇ.X S< îp(^) < C\

soient relativement compacts pour z^> o et c ^> o. Soit

Bc'-=^\xç.X \ î p ( ^ )<c } pour c<o.

Soit ^ un faisceau cohérent sur X\ l homomorphisme

ffi^X, ^)-^ H^X — Bc, ^)

est bijectif si r << dih(^) — q,

injectif si r == dih ( ̂ ) — q,

Preuve. — On a la suite exacte de cohomologie relative au sous-espace Bc .

...->H^ {Bc, 3:)-^Hr{X, ̂ ')->W\X —B^ ^ )

-^H^ (Bc, ^)-^

où e> désigne la famille des fermés dans X contenus dans jBc*

Le théorème est alors conséquence immédiate de la proposition 25. En
particulier, les hypothèses précédentes sont vérifiées si X est un espace
ç-complet.

Remarque. — Le procédé de démonstration suivi est inspiré d'une idée
due à EHRENPREIS [8].

6. Applications.

22. Filtration de la cohomologie sur un fibre.

a. Soient X un espace complexe et E-^ JTun fibre vectoriel holomorphe
sur X de fibre G'\ Soit •U == { Ui {;ç/ un recouvrement de X par des ouverts
d'holomorphie de sorte que sur chaque Ui le fibre E soit trivial. Si
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0; : UiXQ^—^E sont les cartes ainsi obtenues, nous désignerons par
gij '• Uif—^ GL{r^ C) le cocycle défini par les relations

<D710K^^)==(^^0^)

Ç; désignant les coordonnées en fibre au-dessus de Ui.

Envisageons E comme espace complexe et sur E le recouvrement

Zl^JTT-1^)}^.

Les ouverts de "U sont des ouverts d'holomorphie.

Soit U un ouvert de X contenu dans Ui. Toute fonction holomorphe/sur
Tr"1 ( U) peut être développée en série de puissances en les coordonnées en
fibre \i :

/=2<...v^)^..^
les c\ v , ( ^ ) étant des fonctions holomorphes sur U. Il résulte que l'anneau
A^^rçn--1^),^) est filtré par les puissances de l'idéal A(U) (E,i, ...,E^).
Autrement dit, /sera de degré filtrant ^A- si elle s'annule à l'ordre ^Â- sur
la section nulle du fibre E\jj.

Si Uc Uir\ U^ on peut aussi développer/par rapport aux coordonnées en
fibre Çy sur U/

f___V .„/ ( »\ ^1 '^r
J—^c^...^r\z) ̂ /i • • - ^ j r '

Comme ^==:^y(^)Çy on voit d'abord qae la filtration choisie sur A(U) ne
dépend pas du choix des coordonnées en fibre, ce qui était aussi évident
a priori d'après la signification géométrique.

Désignons par X1} le vecteur de composantes ̂ . . .£//,-, Vi+. . .+ ^r= k.
Si Pk(g) désigne la puissance tensorielle symétrique Â-'^ de l'endomorhisme
^•çGL(r,C) des relations précédentes on tire que X^= Pk{gij) X^.
Désignons par C\ ( z ) le vecteur de composantes <^^.^ ( z ) , y.i 4- . . . +Vr== k.
De ce qui précède, il résulte que C\ ( z ) =-= P/c (^y1 ) C{ ( z ) , c'est-à-dire C^z)
représente sur U\ine section du fibre E^ puissance tensorielle symétrique À-161"®
du fibre E* dual de E. De plus, notons A / ^ ( U ) l'ensemble des éléments de
A ( U ) de degré filtrante k ; alors Ak(U) est somme directe de A/,+i(U) et
de l'espace des sections de E*^ sur U.

b. Envisageons le groupe ^(41, o) des î-cochaînes de 'U à valeurs
dans 0. D'après ce qu'on vient de dire, ce groupe est filtré, et la filtration
est compatible avec l'opération ô de cobord. Ceci nous donne une filtration

sur la cohomologie /^(iL, ô\ Soit Gf-PÇu, o) le groupe gradué associé à
cette filtration. De la remarque faite tout à l'heure, nous déduisons la propo-
sition suivante :
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PROPOSITION 26. — Soit E—> X un fibre vectoriel holomorphe sur X.
Il existe une filtration naturelle sur les groupes de cohomologie H^E, 0).
Le gradué associé est isomorphe à la somme directe des groupes de coho-
mologie en dimension i de X à valeurs dans les puissances tensorielles
symétriques du fibre E* dual de E

GH1 (E, 0) ̂  ® H1 {X, EW ).
k

23. Théorèmes d'annulation de la cohomologie.

a. Supposons que le fibre dual jE7*, en tant qu'espace complexe, soit (a)
fortement ^-convexe, (b) fortement ^-concave. Alors on sait que

(a) dimc^(^*, 0) ^oo si i^y dans le cas convexe ;

(b) dimcff1^, 0) <oo si /< dih {X) -4- r — q

dans le cas concave.

Appliquons la proposition précédente au fibre E* et remarquons que

dimc GH1 {E\ ô) ̂  dimc^ (E\ 0).

Nous en déduisons la

PROPOSITION 27. — Si le fibre E* est (a) fortement q-convexe^ (b) forte-
ment q-concave^ alors il existe un entier ko tel que pour tout A'^Â'o on ait

(a) H^X^ E^) == o pour i^q dans le cas q-convexe;

{b) H^X, E^):=o pour i< dih(^) 4- r — q

dans le cas q-concave^

E^ désignant la puissance tensorielle symétrique k1^^ du fibre E.

b. Nous voulons terminer en donnant un critère pratique de calcul de la
convexité d'un fibre E dans le cas où X est une variété complexe compacte
de dimension n.

Pour cela, introduisons sur E une métrique hermitienne sur les fibres.
Au-dessus de chaque ouvert ^•€'U, elle sera donnée par âne forme hermi-

tienne positive non dégénérée ^ih^ la matrice ht dépendant différentiable-
ment du point z e Ui. Pour zç UiC\ U/ on aura h/== ̂ ijhfgij.

Sur l'espace E envisageons la fonction 9 == ̂ ih^. Comme X est compacte
les ouverts £c= { XÇ.E \ 9 {x) < c \ pour c > o sont relativement compacts.

Pour le calcul de la signature de la forme de Lévi de cp, nous faisons les
remarques suivantes. La métrique donnée définit une ^-connection dans E
donnée par les ( i , o)-formes hj^àhi. L'obstruction à ce que cette connection
soit holomorphe est donnée par l'annulation de la forme de courbure
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0i=à(k'j['1 àhi). Par un calcul direct (18), on trouve qu'en un point (z^ 'QÇ.E

la forme de Lévi L (<p) de cp a autant de valeurs propres << o que la forme

^A0^et r valeurs propres >> o de plus que ladite forme.

Nous observons encore que ^^hy1 75; est une métrique hermitienne sur le

fibre dual E*. Pour cette métrique la forme de courbure est ©^ == à (</?; à '-h^ ).

En posant YÎ;== V -̂!:; on a une application de E dans E* et il résulte

^/r-'^^—^IO^.

Cela dit, envisageons pour chaque (z^ £;•) ç.E la forme hermitienne en dz^

dz^ donnée localement par

(i) Ç(l,dz^dz)=^h^.

Pour calculer la y-convexité de E utilisons la fonction cp ==. ̂ iht et pour cal-

culer la ^-concavité, la fonction e-^ avec c >> o assez grand. De ce qu'on

vient de dire il résulte le lemme suivant :

LEMME. — Supposons que pour chaque ^ 7^ o la forme Q ait n — a -h i

valeurs propres > o et n — p -+-1 valeurs propres < o. Alors le fibre E

est fortement q-convexe (par rapport à la fonction cp) et fortement

(p 4- r—i)-concave (par rapport à la fonction e-^). Par correspon-

dance^ le fibre dual E* sera fortement p-convexe (par rapport à la fonc-

tion ^=irjlh'~~lr]) et fortement (q -h r—i)-concave (par rapport à la
fonction e"^).

On en conclut le résultat suivant.

PROPOSITION 28. — Soit E un fibre vectoriel holomorphe sur une variété

complexe compacte X de dimension n. On munit E d'une forme hermi-

tienne h positive non dégénérée^ dont la forme de courbure soit 0, et F on

définit sur E une forme différentielle Q de type (i, i) en les différentielles

de la base ^T, dont F'expression locale est donnée par la formule (i). Sup-

posons que Q ait ti valeurs propres > o et n — t^ valeurs propres << o

pour tout point de E. Il existe alors un entier A-o tel que

lï^X, E^)=o si ^{^i+i , . . ., / a } et Â^Â-o.

En particulier, si la forme Ç est non dégénérée t^== ti== t et l'on a

Bi(^,E^)=o si i^t et Â-^Â-o.

On rapprochera ce résultat d'un théorème bien connu de BOTT concernant

les espaces homogènes complexes de groupes de Lie [^].

( 1 8) On se sert du fait qu'en un point z,^ç.X, par choix convenable des coordonnées
dans les fibres au voisinage de z^ on aura Çàh)zy= o.
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