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THEOREMES LIMITES POUR
LES PRODUITS DE MATRICES ALEATCIRES

Emile LE PAGE

§1- Introduction

Soit (gn)n>1 une suite de matrices aléatoires indépendantes de méme loi p
4 valeurs dans le groupe G = SL(d,R) des matrices dxd de déterminant un. D&signant
par | 1 une norme euclidienne sur B® nous nous intéressons pour x e R3-{0} au
comportement asymptotique de la suite de variables aléatoires (LOg“gngn»i"‘g1x")n>1

Divers auteurs ont &tudié ce probléme sous 1'hypothése ol p est étalée et
ont &tabli des théorémes, de la limite centrale [ 17} , [ 18] , [19] , locaux [20] et

des théorémes de grands écarts [21] .

Le but de cet article est de retrouver des résultats analogues en se passant
de cette hypothése d'étalement. De plus nous démontrons un théoréme de la limite

centrale fonctionnel, et une loi du logarithme itéré.

§2~ Hypoth&ses sur la probabilité o et résultats préliminaires

2.1 Nous notons Tp(resp Gp) le semi-groupe (resp le groupe) fermé engendré
par le support de p et nous supposons que la probabilité p satisfait au groupe

d'hypothéses (P) suivant [ 10]

(P.) p est 4 support compact S

1 b
(P2) I1 n'existe pas de sous—groupe d'indice fini de Gp et de puissance
extérieure kfﬁd (0<k<d) dans laguelle ce sous-groupe estréductible.

(P3) T et T | sont contractants au sens suivant : il existe une suite

(tn)eTp (resp(t'n)€5T_1) telle que les suites d'applications projectives assocides &

(tn) (resp &'n)) dans les espaces projectifs P (kiﬂd) 1<i<d convergent vers un point.



Les conditions (Pg) et (P3) sont vérifides par exemple si Tp = SL(d, R) ou

si, plus généralement, Tp contient un réseau de SL(d, R) [ 10]

2.2 Sur l'espace projectif P(]Rd) on considére la distance d, définie par
alx,y) = lxad x,y€ P( ]Rd) ol x,y sont deux vecteurs de norme 1 dans ]Rd d'image
X et ; dans P( IRd) et ou | I  est la norme associde & la structure euclidienne

de % ]Rd induite par la structure euclidienne de IRd.

On a alors le

théordme 1 Si Ra probabilité p satisfalt aux hypothises (P) AL existe un
réel O<x <1 el que
(o]
_ — 3 )/n
. (gngn;1..g1x, gngn;1..g1y) ° _
lrllm sup 4 E — =p
X,y € P( R ) d(x,}’)
x#y

avec O<p<1

Avant de prouver le théoréme 1, précisons quelques notations et donnons
quelques résultats préliminaires.
Considérons le G-espace (P( ]Rd) x P IRd) - D) od D =4(x,x) x € P( ]Rd)k . Ce G-espace

peut &tre compactifié en lui adjoignant 1'espace B des drapeaux de dimension 2 de

1,2

JRd, c'est 3 dire 1'espace des couples (V,I ,V2) de sous-espaces vectoriels de IRd tels
que V., C V., avecdim V. =1 1 = 1,2, et en munissant M, .= P(IRd) XP(]Rd) - DUR
1 2 i 1,2 12
de la topologie suivante : (P(]Rd) ><P(]Rd) - D) est un ouvert de M, , et une
. - - d d s
e -
suite (xn,yn)nl1 P(R") x P(R") - D converge vers (V1,V2) € B1’2

si lln:.lm d(;(‘n’;n) =0 et si lri1m (Vsn) S Vén))= (V1',V\2) ot Vgn)

(n)
2

est le sous-espace

d . . Zoso s - . . P
de R de dimension 1 défini par X et V. 'le sous-espace de ]Rd de dimension 2 défini

par x ety {61 .

L'application définie par :

() o, (&, (%) = dlex,gy) _ lgx A gyl

- = [ [
a(%.7) gxl gyl Tx f\yl

d

d + s s P
de G x(P@®R") xP(R') -~ D dans R est un M-cocycle c'est 3 dire vérifie pour g,h € G



J——, d)

(x,7) € (@Y xp@®?) - D)

a,(en,(x,)) = o (g.8(x,y)) o, (n,(x,¥)

) . e . v
Ce M cocycle se prolonge par continuité en un M-cocycle g, sur G xM1 et pour
b

1
E (;- V ‘} € B on a
g ( 1’ ) .‘,2

2
2
G (g, (V. V) = ——7“gv2"
01 g, 13 2 = ngv1“

ol v, est un vecteur quelconque de norme 1 définissant V1 et v, est un bivecteur

quelconque de norme 1 définissant V2.

Nous pouvons alors énoncer la

proposition 1 Si La probabilité p satisfait aux hypothéses (P)

a) {2 exdiste sun M, et son suppont

est dans B1

une unique probabilit® invariante v,

2 »2

2

Log 31(g,x)p(dg)v1 (ax) <0

b) [foM1,2LOg 01(g,X)p(dg)V1,2(dX) = IIGXB1 2

2

Démonstration de la proposition 1

a) Llexistence d'une probabilité p invariante sur M, résulte de la compacité

2
de M1’2.
Soit m, , une probabilité p invariante sur M,., ; notons de plus 13 1<i<2
bl b
les applications continues de M1 5 dans PGRd) définies par
?
- . - - d d
X, 31m=(xl,x2)€P(]R)XP(]R)-D
p;(m) = _ _ 4
x sim= (V1,V2) € B, , et ol x est 1'image dans P(R )
k]

d'un vecteur définissant V1.

Si ¢ et ¥ désignent deux fonctions positives, continues 3 support compact sur

PGBd), dont les supports sont disjoints on a pour tout n>1

(2) g8y -8y Ty p(90¥) < [gigye g Ry (my (N (g g p(r, (1] R

b y



Or d'aprds [ 9 ] on peut affirmer que sous les hypothéses (P) PGRd) porte une unique

) et que

probabilité p invariante &gale a p (7 ,.) et p,(™
11,2 2 1,2

p.s. lﬁm g1g2...gnpi(ﬂ1,2) = 6Z pour 1 = 1,2

I1 en résulte que le second membre de (2) converge presque surement vers z8ro et

danc que

p.-s. lim g.g,...8 n1§2( o ®Y) =0

n
Comme pour tout n>! on a

1,2l 0@V = Elggy.g T, (6 0Y))

n
on en déduit que

T (@) =0

Ceci &tablit que le support de 7 est dans B,

1,2 20

Or d'aprés [ 10 1 on sait que sous les hypothéses (P), B, , porte une
3

unique probabilité p-invariante, le a) est ainsi démontré.

b) Ce résultat est une conséquence du a) et de la p-négativité du

[ 10].

1

L")
cocycle O sur GeB
1,2

Nous utiliserons également la

proposition 2 Soit M un G espace compact pontant une unique probabilit?
dnvariante m et o un  M-cocycle de G xM  dans R, alonrs

a) La suite de f4onetions fn(x) = % E log g(gngn;1.
converge uniformément sur M vers [fG < Log ole,x) dp(g) dn(x)

'g1,X)

b) &4 de plus ffG <y 1og olg,x) dp(g) an(x) < ©

L2 existe un nBel  O<ho< tel que

Ao 1
(8,81 -8;s%)} h_ 0<1

i o]
l%m { sup E -

XEM

Démonstration de la proposition 2

a) On considére la chaine de Markov (Mn) a valeurs dans le compact

w0
pr M définie par M_ = (g1,x), M = (gn+1,gn...g1x)

n w1’

A"}
Elle a pour probabilité de transition Q({(g,x), A xB) = p(4) Q(x,B)
g€ ép, x €M ol Q(x,B) = f1B(gx) p(dg), et admet une unique probabilité |

invariante p @ m . Pour toute suite (Xn) € M la suite de probabilités

n>1



n*-1
A"}
Vn = ﬁ z Qk((e,xn),.) converge vaguement vers p® m ; en effet de la relation
k=0
v 1 ~n(n+1) 1
Vo = ovpto Q ((e,xn),.) -7 &((e,xn),.> n> 1
i1 résulte que toute valeur d'adhérence de la suite (Vn)n>1 pour la topologie

vague est une probabilité ¥ invariante et donc égale 4 p® 1 , ce qui justifie

l'assertion précédente car 1'ensemble des probabilités sur S,x M est compact pour
la topologie vague. Or si on pose

f{g,x) = log o(g,x) g €Sp, x €M

on a pour tout n>1

1 _ 1 vk _
= E log o(gngn_1...g1,xn) = Z Q f(e,xn) =v ().

. 1 =
lﬁm - E log o(gngn_1...g1,xn) = IISD><M log o(g,x) p{dg) m(dax)

ce qui établit la premiére partie de la proposition 2.

b) D'aprés 1le a) il existe un entier N, tel que

B = sup E log of

..g1,x) < 0
x€EM

e Brg-1

Posons f_ (x,A) = E Gk(g g ...€.,X) A >0, Xx€M et &tudions la dérivation
No NoBNo-1" " &1 4

partielle de cette fonction par rapport & A au point A = O.

D'aprés le théordme des accroissements finis pour A >0 et x€M on a

foo(x, A -1 )
N ? AC
—_— - -
X E log c(gNogNo_1...g1,x) < C(e 1)

oll C = sup |log o(g,x) |
(g,x) € SO xM

I1 en résulte que pour X > 0

AC
sup £, (x,A) < 1+ A8 + AC(e" " -1)

x€EM No



et donc puisqué B <0 1l existe un réel Ag ©<Ay <1 tel que

(3) sup £ (x,A)<1
<EM Ng "7 0

Ao(g g csX) >l

Considérons la suite f (A,) =sup (Eo n8n-1" 2

o
xEM
Du fait que O est un M-cocycle cette suite est sous multiplicative et par conséquent

. 74 e 2 s 173 W
la suite (fn(ko)) n> 1 a une limite &gale a ;Sf [fn(xo) 1 < [fNO(Ao)] o

ce qui en tenant compte de 1'inégalité (3) 8tablit la deuxiéme partie de la propo-

sition 2.

Démonstration du théoréme 1 Le théoréme 1 est une conséquence immédiate de (1) et

des propositions 1 et 2.

§3- Etude d'une famille d'opérateurs

3.1 Commengons par préciser quelques notations

. . . d .
Soit 6 (P(Rd)) 1l'espace des fonctions continues sur P(R ) muni de la norme de la
convergence uniforme :

|f] = sup | £(x)] re b (@)

x€ PRY)

D'autre part pour O <A< 1 et pour toute fonction £ €G(p@®?)) on aéfinit

mA(f) = sup £G) - £G7)]
xrer@®) & &Y
X#Y
et j:)" =ret (p@y)) / el = [ £ + m (£) <+w}

'ia est une algébre de Banach unitaire munie de la norme ! i

De plus appelons o le M-cocycle de Gx P ORd) dans R* défini par

alg,x) lgxl ol g€G et x est un vecteur deiRd, de norme 1, d'image x

dans PGRd). Dans ce paragraphe, nous nous proposons de mettre en &vidence quelques



propriétés de la famille d'opérateurs P()A) définie par
—_— }\ - —_
P(A)f(x) = IG a"(g,x) f(gx) plag)
7 er@®Y re @) AET

et plus particuliérement celles de sa restriction a ( H ”)\ ou )\ est le réel

intervenant dans 1'énoncé du théoréme 1.

3.2 Nous avons tout d'abord la

Proposition 3 Powr Zfout X\ € T, P(}A) est un opérateur continu dei dami)\
et £'application A+P(1) de T daw.s 2'espace de Banach € ( %‘ % duoappLéca,tgam

Lingairnes continues de i dans ‘% est analytique. 0
O

Avant de démontrer cette proposition énoncons un lemme

LEMME 1
a) Pour tout X € T et k>1 L existe une condtante C1(k,}\) < + tellfe que

1 g x)-aMe ] _ RS

sup a
(x ,Y)GPSR JxP(R™)-D dk (%.7)

&8s,

b} 14 existe une constante 02<+-» Zelle que

_sup 5 @gaig,- )-Loga(g,¥)| _
(x,y)€P@®%)xp®?)-D o 2

€5 (x,¥)

P

Démonstration du lemme 1 : le lemme 1 est une conséquence immédiate du fait

. . - - . oor . d
que l'application (g,x) + Loga(g,X) est continument différentiable sur GxP(R ).

Démonstration de la proposition 3 :

Pour tout n>0, considérons 1'opérateur P, défini par
P £(%) = [[Log a(g,%)] " £(gX) plag)
ter@’) re %

Soit £ € % on a

(%) jp_fl < (c) [fl ol C, = sup [Loga(g,x)|< +=
n 3 3 (2,x) prPGRd)

De plus pour X,y € P(]Rd) x#y on a



P £(X)-P_£(¥)] x)-f (g
n 3 n = ' Logﬁ(g;}z))n ﬁ-gﬁ)_-ﬁ-gﬁ P(dg)
a °(%.7) 1769
-\ 0 =)\
Jﬂgi) {Loga(gx)) ~(Lose(g, 7)) " p(qq)|
o ——
d (xsy)

d'oll il résulte en tenant compte du lemme 1 que

n-1

(5) m, (P f)<m 3

, (£) cg c, + Ifl cone

0 0
A
0, - -
avec Ch = sup d_é\_g_:g,_gy_) pldg) < +=
~er®h) / a OGLF)
XA

D'aprés (3) et (5) on a

-1
(6) HPanlAO < {e#1) g+ nc, c3 IlfHXO

n
P . P x

On en dé&duit que pour tout A € T la série z T Pn converge normalement
n>0

dans\e ({)\ ,i)‘ ) de plus cette série a pour somme P(X) ce qui établit la proposition 3.
0 0

3.3 Désormais, nous notons v l'unique probabilité p invariante portée
: rd » . —— — d
par P(]Rd) [9) et nous appelons e la fonction définie par e(x) = 1, x € PR ).

Nous pouvons alors énoncer la

Proposition 4 Poun foute fonction fezjzx et poun tout n>1 on a
0

PP(0)f = v(f)e + Q°f
o Q est un opérateur Au&‘%x de nayon specthal r(Q) strnictement inférieur a 1.
et tel que Qe=0. 0

Enongons et prouvons deux lemmes utiles d la démonstration de la propo-

sition L.

LEMME 2
12 existe un entier n. >1 et une constante r_ <1 tels que
ng (O 0
veel P00 gl <r el + [l
0] 0 0



Preuve du lemme 2

POurfEi on a
Ao

n
(1) [P (o] < £l . N

et de plus pour (%,5)€ P®") x P(R7)-D

1P (0)e(x) - PR)e()] - l/flgii - (gy) Dag)| <

A _——

a °x9) Ja %Gy
<m, (f) sup éL__ﬁL;Ell P (dg)

°  x.7er@®Yy d °x.3
x#y
Ao~ _
a'od (8) m, (P"(0)£) < sup d_i.g.&_EL) pP(dy) x m, (f)
0 ey’ 4 0y 0
Xty

Les inégalités (7) et (8) et le théordme 1 permettent alors de conclure.

LEMME 3

a) ¥f Ei)‘ llm sup an(O) £(x) - v(f)]
0 XEPR )

b) 1 est £'unique valeur propre de module 1 de P(0) et Lo souy espace

propre correspondant est gormé des multiples de e.

Preuve du lemme 3
On a ¥n, €N et feé

A rA

+m n - 0 ‘d O( - oo
sup PP (0) £ (x)-P7(0) £ (%) < m, (f) sup d “(x,¥) sup [T&:ﬁﬂ
- = o md — —dy) 0~ —
xer ) 0 xyee®d) <ver@Y a 03 7)

x#y

A 1'aide du théoréme 1, on en déduit que pour toute fonction f e i’\

la suite (P7(0 )f) converge uniformément sur P(]R ) et sa limite est u(f) ©
1 n-1 .

car la suite (= } P (0)f) 1»q converge uniformément vers v(f) puisque v est

" k=0 nz
1l'unique probabilité p invariante portée par PGR ).
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Démonstration de la proposition U

Si L est une partie bornée de (ZX ,” Il)\O)’ P(0) L est une partie bornée
et équicontinue<k§G(PGRd)) et donc d'aprés le théoréme d'Ascoli une partie compacte
de 2@y, ). |

En tenant du fait que P(0) est une contraction de (t(p(md),l [), du
lemme 2, et de la remarque précédente on en conclut & 1'aide du théoréme de

Ionescu~-Tulcea et Marinescu[16] que 1'on peut écrire

¥n>0 PP0) = [ WU, + Q"
HES
ol S est 1l'ensemble fini des valeurs propres de module 1 de P(0) et oi Uu L ES
et Q sont des opérateurs bornés sur (i% ,’] lko) tels que Uﬁ = Uu UuUu' =0
o _ - B T M <
si u#u UuQ = QUu 0 Puik Du oll Du {re A /P(O)f=uf} et ol Q est de

. . . 0
norme spectrale strictement inférieure & 1.

La proposition 4 se déduit alors immédiatement du lemme L.

Donnons un corollaire de la proposition L.

Corocllaire 1

Pour toute € ‘G(PCle)) on a

lim sup o |PP(0)E(R)-v(£)| = 0
n X€P®R )
Démonstration du corollaire 1 : La propriété précédente est vraie si f‘Eigx ;

elle s'obtient aussi pour toute fonction deYZ(PGRd)) car P(0) est une contrgction
de € (PGRd)) et car %ﬁ est dense dansﬁf(PGRd)) muni de la norme| | .

A

0

3.4 Les résultats qui précédent permettent alors d'cbtenir la

Proposition 5 : I£ exdiste un #8ef a > 0 tel que pour A €T |A| < a on ait

a) ¥re i)‘ et n > 1
0
M= k() B N (A + Q") £
2+r{Q)

ol k(1) est £'unique valeur propre de plus grand module de P(1) et |kx(n)| > ="

N%(A) est La projection sun Le sous espace propre E de dimension 1, correspondant

a x(A).
Q(X) et un oplrateur de %x de nrayon spectral
o

1+2r(Q)

r@) < 15

et tel que Q1) E, =0

b) Les applications A » k(i) , A =~ N (1), et r ",Q()‘) sont analytiques

1

o) (9) w21 [lQ700ell, <o 1] o
0

5 1

oll 05 est une canstante et o<o]<1
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Démonstration de la proposition 5

a) les deux premidres affirmations résultent des propositions 3 et L et de la théorie

générale des perturbations analytiques d'opérateurs([i] ,[13]

Resumons simplement ici la fagon de construire P (A) et Q()\). Nous notons

HTlh la norme de tout operateur T de i dans‘{ et nous designons par

N1 1'opérateur N1(f) = v(fle f Eéf . %o
Pour !z| > r(Q) et z # 1 la résolvante de P(O) est
R(z) = —— N, + ; 2(0)-n11)™""
z=-1 1 : n+1
n=0 z

si||p(x) - p(O)]}, < ] la série
A R(z) A

(10) T R(z) {((P(x) - P(0) R(2)}®
k=0
converge et détermine la résolvante R{A,z) de P(A).

Considérons alors les cercles I, et I2 de centres 1 et O respectivement et de

1- .
rayon p1 = __£§Ql et p2 = 1122%91 ; de plus soit &>0 tel que 6<p1 et r(Q)+5<p2
et Mg = sup |E(z)|k
%5{z/|Z|>r (Q)+8,]2-1]<8} 0
Si [|[P(x) = P( O)H <'ﬁl les cercles I et 12 appartiennent & 1'ensemble résolvant

de P(X). Considérons aiors les prOJectlons

N, (1) 21" &1 R(z,\) dz

— . R(z,A) dz

21w -Ié

Pourf|N1(A) - NIIAO <1 l'image E

N2(A)

A de N1(A) est de dimension 1 et on a

=X%k(A) e

P(A) N1(>\) ey = N1(A) P(A) e A

by
ol e, € i engendre E)\

En outre ¥n>1 on a
= PROO ML)+ BRO) w00 = [T N, () + Q700

n
( 1
" (2) = ﬁ }'Ia z"Rz,))dz

P

b) Pour |A] <a , on a R(A,z) = R(z) + XR1(Z,A) (ef(10)) et donc d'aprés (11)

n 1 n n
A = — —_
Q(X) e oim I, Z R(z)e dz +A 21ﬂ T, z RT(Z’A)e dz

c'est-a-dire
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aron [[a"ell, < s RYNYS

]
ol C_ = —— sup ”31(Z’A)”A < A
> erm 2] =0, 0

3] <a

ce qui établit 1'affirmation c)

3.5 Dans les sections précédentes nous avons mis en évidence des pro-
priétés des opérateurs P(1) A€ sur un voisinage de A=0. Complétons cette &tude

par la

Proposition 6 : I£ existe un nZel O<b<a tel que pour Zout X € R, ]x1[ <b,

» A, €R L' operateun P(A1+iA2) a un ensemble find G(A1+ix2) de valeurs
propres de module |k(x,)|. De plus pour chaque 1E€G(X *+i),) Le sous espace propre
connes pondant vu( A +id,)est de dimension finie ex, 4L existe des opérateurns Linaires

: . . , o
UU(A1+1>\2) p € G(A1+1x ) Q(A1+1>\2) Auﬂ{o tels que L'on alt :

2

w21 PR(A+iag) = T wh U (A +id,) + QT(A +iRy)

ueG(A1+iA2) 2

2

. . . 2 .
- s L =] o + = +3
U (A1+1A2) U ,(X1+1A2) =0 siu #uy G(A1+1AE) y (X1 1%2) Uu(k1 irg)

UU(A1+1>\2) Q()\1+1>\2) = Q()\1+1)\2) UU(X]+1)\2)

Uu<x1+ix2)i;o = v, (i
En outre, £'opérateun Q(X1+i>\2) est de nonme spectrafe r(Q()\1+i>\

strictement inferieure 2 |k(r,)].

5)

5))

Démonstration de la proposition 6

Elle est analogue & celle de la proposition 4 et refose sur deux lemmes

Notant pour tout opérateur U de‘@x dans?gk lmk = sup lUg
0 o "o &b ‘
0

on a tout d'abord le

a) LEMME
Poun ) €R ]x1| <a A €ER

< 4®

n .
lp (X1+lkg)lkn
l n

sup
n>0 [k(k1)
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Démonstration du lemme 4

Z

Soient £ € )b,XTEIRtelque |>\1|<a et AZE]R;ona

n > PP, + da)f| < P

1 . A e < el PR

3 Jel

1

Or d'aprés la proposition 5 on a

"NQn()w)ﬂ)\
- Q0
B

d'ol le lemme L.

b) LEMME S

12 existe un n€ef O0<b<a , un néel O<t <1 etun entien n >

tels que 44 A, € R |>\]| <b A, €ER on alt pour toute f e‘ixo

1 2

o
IP ~(A_+1 i
(Oprid, et N PR TCRRWROIE

ol R(n1,x

Démonstration du lemme 5

Pour (x,y) € P(]Rd) X P(]Rd) -D, f E%Ao , n>1 , on a
n ) - n . = A
P03 )20 - PO )] ﬁgﬁ U o) - £leg)| S ag)
k)™ @Gy k(i )|™ a"°(x.7)
_ A FiA _ A
. |1 gl - leyl | 2 (ag)

k0P J 0 d o)
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d'ol 1'on déduit que

A
Dn . 1 1 o
h2) B (i £) < ol (5.7 €p@Y) = %ZLE_X_LSX) p"(dg)
’ k(X)) e(x,)[? 247 4" (x,y)

N £ c1(n, X1+1A2)

n
|k(>\1)|

D'aprds le théoréme 1, il existe un réel 0<t <1 et un entier nj tels que

Ao, — —
sup d_(ex.gy) pPo(gg) < <1
X,y EP(]Rd) d)\o(; }—,) p(de) o
x#y

Par continuité, on en d8duit qu'il existe un réel O<b<a tel que pour A € R ll1!<b

on ait également

(13) 1 sp o [t %exey)  p"Olag) <t <
k()[R0 XY SPED) a°(%,7)
X#y

Le lemme 5 est alors une conséquence immédiate de (12) et (13).

Si L est une partie bornde de (i Ay 1 ")\o) Pno(k1+i>\2)(L) est une

. 2 P . . d -~ -~ -~ .
partie bornée et &quicontinue de 6 (P(R®)) et donc d'aprés le théordme d'Ascoli
- d Pl Pl
une partie compacte de € (P(R")). Les lemmes 4 et 5 et la remarque précédente
permettent alors d'obtenir immédiatement la proposition 5 grice au théordme de

Ionescu-Tulcea et Marinescu [16] .
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§ 4- Théorémes de la limite centrale

L. Ftablissons tout d'abord le

Théoréme 2 : SL £es hupothéses (P) sont venifiies et si de plus {L existe deux entierns

ny 2 1 et ky > 1 tels que Les supports de p0 et p %0 4o nencontrent

1) ¥ x € B%-{0} La suite

1
= — i e-.xh
yn(x) - E log €, 851X

converge vers La constante Y = ”GXP(]Rd) Log a(g,x) p(dg) v(dx)

et La convergence est uniforme sur S, . = {x/Mxl= 1}
2) v x€R-~ {0} La suite

2 1 ‘ 2

o, (x) = 5 E(log"gngﬁ;1‘g1x ! - ny)

2

converge verns une comstante o > 0 JAndépendante de x et La convergence est
undiforme sun S a-1
3 ¥x € R%-{0} fa suite de variables aliatoires

1
Zn(x) = —— (Loglkngn_
ovn

convernge en Lol verns une Lod noamale N(0,1).

egpxl = )

4) 1L existe une constante C>0 g2
(1) wte€R sup |P(Z (x)<t) - th e_2— du[ ic_
x| am T /o
Démonstration du théoréme 2
a) I1 est immédiat que 1l'on peut supposer[lﬂ|=1, ce que nous ferons par la suite
b) Le 1) est un corollaire de la proposition 2.
c) ¥x€S,_, on a pour A ER [A] < a

ikLodIgngn_1...g1xH

(15) E(e )= P7(in) e(x) = [x(10))7 N (in)e(x) + (a(in)%e(x)
De plus comme k(.), N1(.), Q(.) sont analytiques on a pour |[A| < a

2 3
(16) k(1) = 1+idk’ (0) 3 k"(0)-i%= k3 0y e, (1)

ol lim e_(A) = 0
A0
et
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. 2

(17) N1(i>\) = v+ i NS” -% n'2) Ry ( 3

ol N$1),N$ 53)(1k Ei SA ’ix et ol iigl HN (iA)HAO =9 .

,» En tenant compte de (12),(13),(14) et (B) on voit que pour Al <p

- r- Log]b . .8.X P
l%m E(e B nn-1" ! ) )= et k' (0)

Or on sait [6]que p.s. llm - Lodlg g

2801 ..g1x” = y par conséquent (18)

On a alors le

LEMME 6
1L existe un r8el v>0 tel que pour |A| < b on ait

A2 2....3 .3
iA(T_.og”gngn_1...gTXH—HY) o[- 5(h" (0)-y")+iA"A+A e, ()]
= e

E(e
(1)~ 2° (2) = .2 (3),. - -iiny n -
x (1+i)\N1 e(x) - = e(x) - A N1 (ix) e(X)) + e [Q(ia)l ™ e(x)
ol AER, lim EQ(A) 0 et lim N$3)(ik) =0
A0 A0
Démonstration du lemme 6 : le lemme 6 est une conséquence immédiate de (15), (16)

- (17) et (18) et du calcul des développements limités.

LA
5 17_(L0d!8n5n_1---81XH‘HY)
d) Calculons é——-E(e n ) /.
8)‘2 A=0
Remarquons tout d4'abord que pour IAI < a !z[ = p2 nous pouvons déveloovper
R(iXx,z) sous la forme
2
R(ix,z) = R(z) + iAR(1)@)— AE R(2)(z) + Ae R(3)(z,ik)
RPN LU RIS AT G A
0 0
On en déduit que
(19) Q") e(®@) = 21? II 2" R(ﬁ,z) e(x) dz = 5:;—5 j’I 22 g1 %) dz
/n 2 /n /no 2
2 .
AT 1 ng(2) Ao 1 nn(3) s
> 21"‘&2 z R z)e(x)dz - 5 i, z R'/(z,1 ) e(x) dz

Du lemme 3 et de (19) il résulte que
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A
2 /o
p__ E(e bes

G

(Loé|gngn_ ...g1x]Fny)

1
)<=O =-& E(Log”gngn_1...g.lX”—nY)2 =

fI 2" R(2)(z) e(x) dz

= ~(k"(0)-y?) —%st) e(%) -
2

21imn

Cette expression montre puisque p.<1 qu'il existe une constante C6 < += telle que

2

c
(20) ||iT|£1 li E(Logllgngn_1---s1><ll-n¥)2 - (k" (0)=y2) | i;;6‘

) ) . 2
Ceci montre la convergence uniforme sur S de la suite (on(x)) , vers

d-1 n>1

% = k"(0) - Y2

e) Il reste 3 prouver que 02 > 0. Cette démonstration se fera par l'absurde en
plusieurs &tapes ; commengons par préciser quelques notations : pour tout k>1
on définit la probabilité de transition ka sur Gp X PGRd) par

Q  f(g.X) = [£(g',e%) p'(dg')

p

Qp est la probabilité de transition de la chaine de Markov (M'n)n>O & valeurs

dans Gp X PGRd) définie par

1 - by [l = —-—
Moo= (g,x) M= (g, g .4 -+ 88%) n>1

De plus, notons

p(g,x) = Log a(g,x) gE€ Gp,'i e p@rY)
et soit
- k -
n(g,x) = } Qp(p-Y)(g,x)

k>0

. , . d P
La convergence uniforme de cette série sur Gp x P(R") rdsulte de

1'égalité

-] - -

Koy (g,%) = @~ o (gx)

k>1
2 Qp

od p(x) = fp(g,;) pldg)

et du fait que Q est de norme spectrale strictement inférieure & ! dans7fk
0
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On a alors le

LEMME T

a) 02 = IIGPXP(]Rd){h2(g’;) - (Qph)2(83;)}p(dg)v(d;)

b) si o2 = 0, pour tout g du support de p et tout x du support de v on a

h(g,x) = fn(g',X) p(dg)

Démonstration du lemmeT:

La chaine de Markov (M'n)l1>O admet p & v pour unique probabilité inva-

riante et on a

02 = lim 1 E
n * P

((p=y)(M' ) + (p-y)(M'

2 1 St lo-y) (M1 )2

2
Comme p - y= (I-Qp)h on obtient facilement que

Y4+ (p~y) (MY ))2

E ((D‘Y)(M'1)+(D”Y)(M'2 o

PRV

= n pav(h%) + n p@v((QPh>2) - 20 pav(n Q h)

n
+ 20 pv((n-q_h)(QR)} ~ 2 pBu(n-q n)( | Qg h)
k=1

et l'assertion a) du lemme en découle immédiatement.

2 .
o peut encore s'écrire sous la forme

— 2 —_ —
o® = fprxPGRd) {Qphz(g,x) - (@ h)"(g,x)} pldg) v(ax)

si 02 = 0 ilen résulte que pour pRv presque tout (g,x) € Gp X PGRd) on a

Qp(gs;) {(g',;) / h(g',§) = Qph(gs;(-)} = 1
c'est~d-dire que
p (Y€ / nly,e:%) = [n(g'.ex) pldg')} = 1
On en déduit que pour v-presque tout y € PGRd) on a
piy € Gp / h(y,¥) = [n(g'>y) pldg')} = 1

et ceci en tenant compte du fait que h est continue &tablit le b) du lemme.

L'assertion b) du lemme précédent peut &tre précisée en le



19

k -
LEMME 8. S{ 0° = 0 on a pourn fout k>1, tout g du suppont de p et tout x du

support de v

n(g,%) = [h(eg',%) p (dg')

Démonstration du lemme 8.

Pour tout k>1 et tout x € P(RY)

2 _ 5 1 -y _ 2
n
1 n-1 - ) 2
= im — . . - 48 g s e -k
Lin i E{jZo (083 Biprimt® - *Eipgar 5 -8y %)~ k1)

En raisonnant comme dans la démonstration du lemme 7,il en résulte que

2 k

¢ = i IIG xP(R4) hi(g,}) - (Q k hk (g,x))° p (dg) v(dx)
p P

ol h (g,x) = ) ij(o-kY)(g,E)
j>0 p

” . k _—
et également si 02 = 0 que pour tout g du support de p et x du support de v on a
- = _k
(21) n(g,x) = [n (g',x) p (dg')
Exprimons hk d 1'aide de h ; pour cela remarquons tout d'abord que
puisque p est un cocycle additif sur G x PGRd) on a

1 (Qp)i p(g,x) = g€ Gp % € P@Y)

it o~

Qg p(g,x) =
P i

De plus pour toute fonction F telle que F(g,X) = f(g.x) on a

ka Flg,x) = (Qp)k F(g,x)

Par conséquent pour tout j>1 on a
J = Kj-k, . & i -
Uy plex) = (7)1 ] (@) ()(esx)
: P
D i=1
I1 en résulte que

. k .
n (8% = o(gx) - ky+ [ @)L T (@)1 (-v)(ex)
21 =

ce qui prouve que

h (g:x) = h(g,x) - (k-1)y g €G X € P(R
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De 1'égalité (21) on déduit alors que pour tout g du support de pk et

tout X du support de v on a

k

h(g,x) = [n(g',x) p (dg')

A l'aide du lemme 8 onpeut alors &tablir la
PROPRIETE 1. S{ 020 4l existe une constante c'>0 telle que pour tout k>1

on alt pour tout g dans Le support de pk et tout x dans Le suppont de v

lo(g,X) - ky| < ¢

P

Démonstration de la propriété 1

On peut écrire h sous la forme
n(g,x) = p(g,x) + f(gx) od f est continue sur PGRd).
T1 résulte alors du lemme 8 quepour tout g dans le support de pk k>1
et tout X dans le support de v on a

- -y _k
(22) |o(g,%) - [o(g',%) P (dg")] < 2|f]
De plus on a pour n>1

— 1 _
%fo(g',X) p (dg') = = E Logle g _;---&8.xll = 37 Ele Yo =

pour x € S4-1

On en déduit qu'il existe une constante K' telle que pour tout k>1

on ait

(23) |fo(g',x) pk(dg') - ky| < X'

La propriété 1 est alors une conséquence de (22) et (23).

A’ P4 ”~ . - 2
Cette propriété permet d'établir facilement que ¢ > 0. En effet supposons
n,tk
que 02 = 0 et soit alors g un &lément commun au support de p et au support
n

de p O. Pour tout k>1 et tout X du support de v on a alors
[p(gk x) - k(n +k )y| < ¢!
2 O O ~—
et Io(gk,;) -k n, Yl <c!
d'oll il résulte que pour tout k>1

|k kg vl x 2c

. . . . P 2
ce qul est impossible puisque vy # O et par conséquent ¢~ >0.
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£f)  Du lemme 6 et de (8) on ddduit immédiatement que pour |A| < b
A "
i o (1ogllg g _,...g.xlFny) -=5=(x"(0)-v
. - - 2
lim E (e /n n-nl ! )= e =e

ce qui prouve 1l'affirmation 3).

g Pour prouver le 4) précisons la convergence obtenue dans D

LEMME 9
12 existe un néel c>0 Zel que pouwr [A] <c/n x € S3-1
et n>1  on ait
22 ‘_Aé 3
5 (P20 _ T e <4%UM—+C7'£%-)+°551U7; K
s~ vn 1
Démonstration du lemme 9
D'aprés le lemme 6 on a pour Al < ob
Ay 2
(2k) e g (k(g7;)) N1(7;7H) e(x)-e 2= An(x) + Bn(x)
ol
A2
S22 a3 A3 A
2 13— A+ e ( )
An()‘)_ e [e oA 3/ 2'c /n -1
2 A3 A3 A
A i— A+ e, ( )
-5 3 3 2 Y . -
et B (A) =e 2 e O /n o~vn orn C—A—) (i Ng )e(x)
n avn
A 2 - A 1 -
- v Ns ) e(x) - 35 75 N$3)(E&%—) e(x))
I1 existe un réel cT O tel que ¢ < ob, 2 A30 < % et tel que pour|A| <c /n on ait
o
.13 3 2
i) A A }%_L 2|a[r < 1 2
A+ = & A
| 3 /A 3 e2(0'/5) = n o3 L nzi
et aussi
1) =y A n2) o= A (30, _dA :
sup [i N 'e(x) o N, e(x) - AN (0]/ ) e(x)] < c < +»
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z| —
On en déduit en utilisant 1'inégalité [ez-1| < fel e! que pour [A| < ¢ Vo~ n 21

on a
2 )‘2
2 W o2]al )
A ‘ 2 . 3 Al 2jap2 TW
-2 Al 2lala a Al 2]l
(25) lAn(x)[ < e 2 —17% -—L;—g——— e o s ” 3 e
. .
e aussl )\2 Az _}\_f
N AL
(26) (0] < ey e 2 e ¥ o e e

Le lemme 9 se déduit immédiatement de (24), (25), (26) et de (9)

Grdce & 1'inégalité de Esseen [5] o©on a

¥ T>0 Vo>t
2
u? iz (x) -
1Pz (%) <t) == [P &2 au] <« S+ T T e "0 e By
e n'* = /Zn e © =T m STy
teR
L
oﬁ K=___2__.
L7
En posant T = ¢ vi et en tenant compte du lemme 9 il vient
2 2
u c /O 2
1 t - = K 1 - A
sup P(z (x) <t) - [Z e 2 du| < +— f e
s 1R, w7 . w2
d-1
t€R
c c 2
P c
(282° + L) ax +/—% 2 f g
¢ 9 -c /i

ce qui compte tenu du fait que Py < 1 et de la convergence de 1l'intégrale
+o N c

f e T (24 >\2 + OL-) d)x &tablit l'assertion 4)

-0

4.2  Précisons les résultats précédents en &tablissant un théordme de la limite

centrale fonctionnel.

Soit & [0,1] 1'espace des fonctions continues sur [0,1] muni de la topo-

logie de la convergence uniforme sur [0,1] . Pour xESd_1 posons

X 1
= = f -
s, = (log €81 g1xﬂ ny) n>1

et considérons la fonction aldatoire Xi; €6 [0,1] n > 1 dé&finie par

Ern & nt] -1 81 %1
i
g[nt] 8 4] _1....-.g1x"

1 x . nt ;‘r[?ntl

X t) = = S[nt] logllg[nt]+1
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Xes > nz1 ] t€ [031]

d=-1

Notant W la mesure de Wiener sur'g [0,1]1 [1] on a 1le

théorsdme 3

Sous Les hypothdses du théoenme 2 , poun tout x€S,_ 2a suite de fonctions

1

aliatoires (Xxn) 0> 1 converge en Lol verns W

Démonstration du théoréme 3

Commengons par énoncer et prouver des lemmes utiles 3 cette démonstration.

a) LEMME 10
Pour tout x ESd_
convergent verns celles de W.

;. Les distrnibutions de dimension fénie de (X)) n > 1

Démonstration du lemmelO

Considérons tout d'abord le cas d'un seul instant s. On a

8[1ns]8[ng —1"'g1)d
Hg[ns]g[ns]-T"'gTXH

1 X <
(27) ¥n > 1 ,Xz(s) -7 s[ns] l__?: lOg'lg[ns]+1

Lorsque n tend vers l'infini le second membre de cette inégalité converge presque
x N
)

sirement vers O, de plus d'aprés le théor@me 2 la suite (7% [ns]’n> 1

converge en

. . . x .
loi vers B_, par conséquent la suite (Xn(s))rl . ; converge en loi vers W

Considérons maintenant deux instants s et t avec s <t. Nous allons prouver

que

(X(s), x¥¥(t))
n n

converge en loi vers (Ws, W)

n2>1 t

Pour cela, il suffit[1 ] de montrer que

(Xi(s), Xi(t) - Xi(s)) converge en lol vers (Ws, W, - Ws)‘ ou encore en

n >1 t

tenant compte de (27) appliquée aux instants t et s que
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(28) (71-1' s}[(ns] s 71n= (Sx[nt] - sx[ns]))n > 1 converge en loi vers (ws, wt—ws)

Notons4 la tpribu engendrée par les variables aléatoires (g.) .
n 1’ Ikign
Soient &, BER , ona ¥x € Sd-1’ n>1
X X X x X
S S - S S S
[ns] . _[nt] [ns] - [nt]- [ns . 4
P L e PP WU & I
Comme
&g [ [ns]— [nt] (dg)
E( t ns _<_ Bl‘% - ) = g Xl
n [ns] 8rng & ng -1°

{—7= l°g"g " <1 ([ntf'[nsl ) Y =< B}
[ns]' - &y
il résulte du théoréme 2 L) que ¥ n>1 , ¥x €8, ,
x x vn 2
|E (S[nt]—i[ns] < lé‘/ B y[nt] -[ ns e 1’-2— du[ < c
Y n [ns] /217 . v[nt] -[ns

Par conséquent on a ¥n>1 ¥x€ S3-1

v l
e 2 du

x X _ X X Vo
1P ( AS ns <o ° S|nt|/_i|ns| <8 )QP(S ns] < 71_1,—/[nt] - ns] 2
n n = 2T

d'ol l'on déduit facilement que

X x X

S[ns < S nt] S ns < 1 1 4 )
: 7_]. <. _L_l.7__L._]_ s = - 33 . DtE=s
rlllma° P( = a -~ g ) Tons € du =rry | © du

ce qui &tablit (28).
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Le cas de plus de deux instants se traite de maniére analogue,d'ol le

lemme

b) LEMME 11

L existe un ngel d,>0 fefque ¥n>1 ¥e>0¥%x€5, . onail

&

P( sup |SF| >e) <bpP (|SF] >e-avn)
, il =& = n = 1
1<1<n

Démonstration du lemme 11

¥ = sup Is%|
1<j<n

Notons (S

La démonstration du lemme '1 sera obtenue 3 1'aide des deux lemmes suivants

a) LEMME 12
Vy,2a>0,Yx€ s, _, etYmwmi1 ona
X \
ST1>» ¥)
P((si)* sy +a) < P ([°n] -
’ Inf  P(ls | <a)
z€ S k
a-1
1<k <n-1

Démonstration du lemme 12

Notons
A (x) = {le| >y + a}l
A(x) = {|s¥|>y+a; |s¥] <y+a pour 1<1<k-1}
k k' — 1 -
pour k > 2 “
n g: &: ,---8,X
BE(X) ={|‘15 ) (1ogl €; “J BRE 1 "‘Y) < al
J=k+1 gj_1gj_2...g1x
pour 0 < k < n-1
X
= >
Cn(x) {lSnl >y}
On a
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et par conséquent ¥n > 1

-(k)y|<a}

2" (ag)

n
n
(29) P(Cn(x)) > k£1 P(A (x) N Bk(x))
Or on a ¥n>} 1<k<n
n _ n
(30) P(B (x) NA (x)) = f1Aﬁx)P(Bk(x)/ﬁi)dP
et
(1) pes. 2™ 04 = |1
K k &/ o] 8.8 - --&xl
85 lodlel ¢ — e ¥l
> Zeénf P{éﬂLoglkn_k...g1zH—(n—k)Y|<a}
d-1
1<k<n-1
soit
(32) p.s. P(Bén)(x)fﬁi) > Inf P(IS;]<a)
z€S
d-1
1<k<n-1

et par conséquent

n
(33) P(c_(x)) 20 § P(A(x))] Inf P(|Si|<a)

= €
1 z Sd-1

1<k<n-1
c'est-a-dire

(34) Plc_(x)) > PUSE)™> yro) Inr P(|s;|<a)

d'old le lemme 12 .

8) LEMME 13 1Z existe une constante d, > 0 telle que

¥n > 1
Inf  P([S]|<d, /n) >

ziESd_1

1<k<n-1

=
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Démonstration du lemme 13

Y78 ,Vd1 >0, ¥n > 0 et 1<k<n-1 on a d'aprés le théoréme 2 k)

d-1
A yA 2
s’ Ing |s. | a -u©/2
! 1
(35) P(|8;|<d1 /i) = p(—% <d1\/%) > P(-—E—<d1) > f_; — e qu - £
Vi Ve 1 V2m vk
. . ., 2¢ 1 . .
Soit g un entier tel que pour kzpo on ait 7: < } s om choisit alors d1
de sorte que k
d1 ] —u2/2
f-d — e du > >
1 Yor

Dans ces conditions d'aprés (35) on a

>n. .+ <k<n-
vZesd_1 Vn_po 1 et no_k_n 1

2 1

(36) P(]sk|<d1 /r_x)_>_h

on peut de plus choisir d1 suffisamment grand pour que pour tout 1§k§po on ait

(37)  Inf  P(|s%|<d.) >

p k' 1T =L
2=58-1

d'ol le lemme 12.

Le lemme 11 est une conséquence immédiate des lemmes 12 et 13, ol 1l'on a
posé y = ¢ - d1 i et a = d1 Vn

d) LEMME 1% Pour tout X€S,_, fa suite des distributions des fonctions alatoires
X
)

(Xn n>1

est Equitendue

Démonstration du lemmme 1k

Pour &tablir ce lemme il suffit d'aprds [1] de montrer que

¥e >0 il existe un réel A>1 et un entier n, tel que pour n>n_ on ait

0 0
(38) P( sup [s*. . - sX| > a/n) <=
1<i<n k+1 k A2
pour tout k.
Pour » > 0 on a d'aprés le lemme 11
X X X x
(39) P( sup [S,; - 8.1 23m) <up(|s,, ~sf| >k -a /o)

1<i<n

d'od puisque d'aprés le théordme 2 LY
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2
&
P(!S§+n-8§|ik/5—d/-<7-—;n{ e Zau+E
{u] |u]> A-a.}

il résulte que

2
C T
(30)P ( sup |S¥.. - 85| > AVE) < L e 2 au+ 2
reien | ki Tk = - N2r Vn
sis Bl lul 22 -
Par conséquent si A > 2 d, ona Vx€8, , , ¥l Vk
2
- u
(k1) P ( sup |S*. -85 > /@) < b(—m e 2 qu+2)
. k+1 k' - = "o Vn
1<1i<n 1
- {ul Iulz_—z- A}
De (k1) et de 1'inégalité
_u 4o 8 .
1 2 8 1 3 2 7
70 J e A du < — ( oo !ul e du = —
21 {u| |u|> E} A3 o 2m 7\3
on ddduit que € > 0 &tant donné on obtient (38) en choisissant par exemple
2¢ b2
- T o B e
A = sup ( . . hd1, 2) et n [ o ]+ 1

Le lemme 14 est ainsi prouvé.

e) le thBor&me 3 est une conséquence immédiate{ 1] du lemme 10 et du lemme 1),

4.3 Désignons parcﬂf la loi normale centrée réduite sur R , on peut alors &noncer le

théoréme L
Sous Les hypothZses du théondme 2, pour tout x € ri- {0} Les varniables aliatoire
z (x) , et gn....g1§ n>1 d valeurs respectivement dans R et p@Y) sont

asymptotiquement Lindépendantes et La suite de variables aliatoinres ( z (x),g ...8 x)

17 'n >1
convenge en Lod vens La Lod produit K ey sur R x p(RY)
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Démonstration du théoréme U

~

v xESd_1, VAER, |A| <a et Vv € i)\ on a facilement d 1l'aide
o

de (13), (14) et du lemme 6

2 3 3
A 1A7A A € A
. _ . _ - — + + (
E(el)\Zn(x) £ 18n=1" g1x)) = (d%%) £f(x) = e 2 o /n  o/n 2 07?)
i )= 22 ) NE)
x [ v(f) + = N f(x) - N, fx)- el (i) f(x)]
20 n o' n avn
-irv/ny _
on déduit immédiatement e e ° Qn(i) (x)
en u i ent qu )\2 o/
lim E ( ei Zn(X)f(gngn_1...g1}_c)) = e 2y (f)

n

ce qui suffit & établir le théordme ..
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§5 - Une loi du logarithme itéré

THEOREME 5

Sous Les hypoth2ses du thiondme 2, poun tout x € s, . £'ensemble des points

, Lodlg & _,
d'accumulation de La suite (

o v2n Log Log n
aléatoine et égal au segment E1,1]

...gxlFay

Jn>1 est presque siement non

Démonstration du thécréme 5

Elle .se fait en deux étapes

a) LEME 15 ¥x €8, . ,¥% >0 ona

1 3

P(lim{|8§[3(1+s) ven Log Log n}) =0
n

Démonstration du lemme 15

Soit 4 > 1, posons = [dzk

ny ] k>1

on a

P(1§5{|Sili(1+e)f2n Log Log n})

| A

P(lim{(8§k)* > (1+s)/2nk_1 Log Log pk_1)

Montrons que pour un choix convenable de 4

(43) z p((s* )¥ > (1+g) v/2n Log Log n, ) < +=
- k-1 k-1
k=1 k
D'aprés le lemme 11 on a <
ls” | ;
(L) B((E5)% > (1+e) En  Tog T AP SR AR
n ' = VITE) YNy SO 08 My 40 2 — = F n_ 08 OB,
k nk k
d'od 1'on déduit en utilisant le théordme 2 L) ‘ -d1)
it
(45) P((s* )* > (1+¢)/2n,___ Log Log ) < u(e [*7 ——e Zayu
n' - k-1 P71/ = ¢/nk_1 ! /2T
(1+¢ ) ¥o—=—Toglogn -4
n, k-1 1
£ 22
/nk

Pour tout t > 0 on a [11]

u = —) 0<8<1
t t

2
f+me—u /2 da
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Pour k assez grand on a donc

2
2 f+°° e du o+ === =
/o = - o e
» =1, -
(1+€)/%—%-'Log Log n ., -4, k (1+e) Ny °¢ Log n_, d1)
k
n
/. k=1 8
exp-%[(1+€) 2-;;— Log Log n, _, - d1]2 x {1 - //nk 1 -
- 2
(1+€)72 n Log Log n, . - a,)
o n
21 ¢ / k-1 1 /k“ 2
1+e)/o— L - 2——— Log Log n -
+ = ((1+e) n og Log n,__, d1) expy (1+e)( n_ g “og n, _, d1) }

k

I1 en résulte que lorsque k tend vers +<

2
L -u /2 ¢ 1 a 1
e du S0 exp;
y2m )/nk_1 /n_; Vor (1+€)¥2 Log k
(1+e)¥2~— Log Log n -d
. k-1 1 )
. — 5
[(1+g)/2—~—— Log Log n, -4 ]
n -1
k
(46)
Posons &, = (1+€)/2h—}r-l Log Log n ; on a
nk k-1
24
n -
1 /k—1 2 1.2 ar )2 2L Log L (1—1)
- [ (1+e) V2 L - = — {e) og Log n, _
exp— [( ) n_ og Log n_, d1] exp— (:11 exp~ o, k-1 2,
2
n_, 2 1 (1+3)
Comme pour k assez grand on a (1 1) 7= 5
" 8 ac  (1+e)
on en déduit que pour k assez grand
2 Log Log g

n

7)exp-'% [(1+€)/2 k

2 1 .2 1 €
al” < exp—7 d1.exp—'d—2' (1‘*’2’)

=1
Log Log nk__1 - 4,

(4

Lorsque k tend vers +« _ (1+€/2)2 (1_,,5/2)2
- d
k

(ha)exPJ_? (1%)2 Log Log n,_; ™ (2 Log d)
d
(45}, <h6),(h7),(u8).

.. € .
En cholsissant 1<d<1+§ , on obtient (43) & 1'aide de
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Le lemme de Borel Cantellil15] et (42) permettent alors d'obtenir le lemme 15.

b) LEMME 16 ¥x €8, _, > tout néel o € [-1,1] est presque surement point
d'accumulation de La suite
Loé|gngn_1 ..g1x||- ny
n>1

g v2 n Log Log n

Démonstration du lemme 16

Soient ¢« € [~-1,1], € > 0 , & > 1. Posons n, = [dzk] et considérons les
ensembles X
Snk
A (x) = {I/ - af <€} k> 1
2nk Log Log n
k
et
X X
S -8
n ny_
A}'{(x)={l/ £ k=1 g <§} k> 1
2nk Log Log n
k
Commengons par prouver que P(lﬁm Ai(x)) = 1 pour un choix convenable de

d ; pour cela il suffit d'aprés le lemme de Borel Cantelli [19 de montrer que la
o k-1

série ] P(A'(x) / N ¢ Aj (x)) est divergente
k=1 j=1

et IS -n
Pp.s. P(Al'((x)/jf-\' ) > Inf p(——= Kol <
P-1 z€3 v’2nk Log Log n,

En tenant compte du théoréme 2 L4) on en deduit alors que

»/Qn Log Log n
(|a|+—

! ki . 1 R -u2/2 2¢ _
(L9) P(Ak(x)lf\ C Al(x)) > — e dy - ————— = fk(a,s)
j=1 - J /_ fn Log Log nk Yn. -n
(Jal+5

-1
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si |al 5_% on d8duit de (49) que
HB p(ar (x)/ B a2 L
k j= 2
o ' k-1 '
et donc k£1 P(Ak(x)/ j21 c Aj(x)) = 4o

. 3 . . . ]
S1 lal > > on voit en raisonnant comme dans la démonstration du lemme !5 que lorsque

k tend vers += on a

(Ial-%)2 EnkLog Log n,

1 1

exp—= —

k /21 (la ~5)/(1-1—>(2L0g x) 2 M 7 Py
£

Le second membre de cette équivalence est le terme général d'une série
(a-e/2)?
1

3

divergente dés que < 1 ; donc en choisissant d assez grand pour que cette

condition soit réazlisée, ce qui est possible car O<!a|-§<1 on a également
® k-1
P(A' N Al = +
Z (Ak(x)/._ C J(X)) w
k=1 J=t :

Par conséquent pour tout a € [-1,1], pour tout e>0 il existe un do > 1

tel que pour 4 > dO on ait

(50)  P(lim A'(x)) =1

Considérons maintenant les ensembles
|sx |

k-1 €
2}

E (x) = { <

/énk Log Log n,

. « de o .
D'aprés le lemme 15 il est clair que dés que ) > 1 ¢'est-d-dire 4 > %

on a

P(EEE CEk(x)) = 0 soit encore (51) P(E%g Ek(X)) = 1

supposant 4 assez grand pour que (50) et (51) soient vérifi€es on en dé&duit que
1 M N =

(52) P(1im (a;(x) N E, (x))) =1
d'ol puisque pour tout k>1

' N -

Ak(x) Ek(x) A, (x)

I1 résulte que
(53) P(l&m A (x)) =1

k
ce qui établit le lemme 16.

rd -~ -
Le théoréme 5 est une conséquence immédiate des deux lemmes précédents.
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§6 ~ Un théoréme limite local

Dans ce paragraphe nous nous proposons d'établir un théoréme limite local

associé au théoréme de la limite centrale prouvé au paragraphe L.

Pour établir ce théoréme il nous faudra outre les hypothdses (P) que la
condition (C) suivante soit réslisde

(C) Pour tout A ER A # 0 l'opérateur P(i)) aelﬁu dans:gx est de norme
0

. . . < 0
spectrale strictement inférieure 3 1.

6-1 Nous envisagerons deux groupes d'hypothéses (P%) et (Pé) sur le support
de p qui assurent la validité de (C)
Avant de donner ces hypothéses précisons guelques notations. Nous noterons
S Kk le support de la probabilité pk k>1 . De plus nous dirons qu'une matrice
w’€ SL(4,R) est "réalisable”[13]s'il existe un entier n>1 tel que T € (Sp)n et si
de plus m a une valeur propre simple q{(w) > 0 qui en module excéde strictement toutes

les autres valeurs.propres de .

Nous considérons alors les hypothéses suivantes

Hypothéses (P;)

1) p satisfait aux hypothéses (P)
2) 1l existe deux entiers n>1 et k>1 tels que

s n+k ns n oo

p p
3) 1le groupe engendré par A = {Log q(m)/m "réalisable”} est dense dans R .

Hypothéses (Pé)

1) p est & support compact

2) 1l existe deux entiers n>1 et k>1 tels S ik 1S 4 £ ¢

3) Tp contient un réseau de SL(4,R)

Nous pouvons alors énoncer la

Proposition 7 : Sous £'une ou £'autne des hypothéses (P!

1) ou (Pé) La condition (C)

est vénigdee.

Démonstration de la proposition T :

Pour &tablir la proposition 7, il suffit d'aprés la proposition 6, puisque

(P) est réalisée sous chacune des hypothdses (P;) ou (Pé), de montrer que P(iA)

A#0 A €R n'admet pas de valeur propre de module &gal & 1.
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Raisonnons par 1l'absurde : supposons qQue pour un réel X # 0 P(i})) posséde
une valeur propre u de module 1 ; Soit f#0 f“5§ une fonction propre assocife ;
on a alors : ¥n>1 Vx € p(R") °

(54)  PP(ir) £(X) = [oM(g,F) £(e%) p™(dg) = v £(F)

Notant S le support de v on en déduit alors le

LEMME 17
Pour tout X € s on a l£(x)| = _sup , [£(3)]
YEP(R ™)
Démonstration du lemme 17
- 4 -
Soit X, € P(R ) tel que |f(§b)| = Supd |f(y)|
FEPR )

de (54) i1 résulte que

X)

vn>1 | £(x)] < PPo) |f| ( 0

0

d'oll puisque d'aprds le corollaire 1 1lim P'(0) [£] (xo) = v|f|

On a

Sup I£(3)] = £(x.) < v|f]
sen ) 0

De cette inégalité et de la continuité de f on déduit alors immédiatement
puisque v est une probabilité que

¥x € [£(X)|= sup

v |£(3)]
eP(R

d)

Le lemme et (54) permettent d'affirmer que

¥n>1 ¥g € S , ¥x€S8
et n v
1Y
(55) o (g,3) £(gx) =|lexlf* £e%) = WP E(E)

et f(X) # 0.

I1 résulte alors du 2) de (Pi) i=1,2 et de (55) que uk = 1 c'est-a-dire

que sous l'une ou l'autre des hypothéses (P%) ou (Pé) la suite (un)n>1 est finie.

Nous allons montrer gue ceci est contradictoire avec le 3) de (Pi) i=1,2.

a) Envisageons tout d'abord le cas ol les hypothéses (P;) sont satisfaites.

Soit ™ une matrice "réalisable” de SL(d,R) et soit v#0 un vecteur propre
LN s, . . d .
associé 3 q(m). Comme v ne charge aucune sous variété projective de P@R") [9 ] il

existe un élément ;1 de S tel que

. n— -
lim m x1 = v
n->-+«
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ce qui, puisque Sv 2 Tp ;1 établit que v appartient & SV

Supposant que T appartienne & S_n. , on obtient alors en appliquant (55) pour

- po
g=mTetx=vw
i %o
(k(n )" £(3) =u 7 £(¥)
et

f(¥v) # 0
Soit eiALogk(n) - uno

Ceci &tablit que ¥g € A elkg e {y* n>1} et donc aussi puisque le

groupe engendré par A est dense dans R que
i\
wER e 've (u nt}
ce qui est impossible puisque (" n>1} est fini.
La démonstration de la proposition 7 sous 1l'hypothése (P;) est ainsi

achevée.

2) sont satisfaites. Sous ces hypothéses

b) Supposons désormais que les hypothéses (P
pour tout x € PGRd) on al8].

T X = P(]Rd)
P

D'autre part[8] il existe un vecteur W GIR -{0} tel que T W soit dense dans R -{01}.

D'aprés la remarque precedents W appartient 3 S et il resulte de (55) que

(s6)  dlenlt ey g s b= G me)
p

Comme pr est dense dansZBd—{O} on a aussi 1l'inclusion.

A ix
(s7) 1] W| —}%—_—)l g€ ¥, spn} D (') >0}

Comme la suite {u" n>1} est finie (56) et (57) sont contradictoires et la proposition 7

est ainsi &établie sous 1'hypothése (Pé).
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6-2

-u2/2

Notons p(u) = e u €R

1
Yor
On a alors le
THEOREME 6

. - ’ . » »
SL Les hypothzses (P;) ou (PZ) sont satisfaites pour toute fonction f
continue a support compact dans R x PGRd) on a

lim sup | /a GE[f(u+L0dlgngn_1...g1x[I—ny,g g

g X)) -
me (u,x)8RxS,_, n"n-1

- p(—)f £(t,7) dt v(dF)| = 0 (58)
avn ]RxPGRd)

on en déduit le

Corollaire 2 : Soud Les hypothlses du thondme 6 pourn toute fonction f continue
a support compact dans R X pRY) et pour tout compact C deR on a

lim sup |V2m o H f(u+lod|le. g ....g.x|| - ny.2. & _....g.%X)] -
n-n-1 1 nn-1 1
e (u,x)GCde_1

Démonstration du théoréme 6

Elle se fait en plusieurs &tapes

a) Soit“¥ 1'espace vectoriel des fonctions boréliennes de R dans R telles que

4o -
* 1 -iuxH 5 - N
f_wlh(x)ldx < 4o et telles que h(x) = EﬁjLne (Wdu ol h est continu & suppert

compact.
On commence par établir que (58) est vérifie pour les fonctions f de la
forme £ = h 2 ¢ ne % bed .
0
On a
2wn o E h(U+LOé‘gngn_1---S1X” - ny) ¢(g g _4-- -8, x)
+0 ., -~ .
- AG7Z -
=vn o .meU‘u n(x) E(e*? n(x) f(gngn_1...g1x))dk
et
. -1iA n,. - -iiny
E(elhﬁﬁzn<X) ¢<gngn—1'--g1X)) = e Y PN(in) ¢(x) = e

[ N () (R + I o 8 (%)
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2
ixu A
or {Th(t) at p(—=) = h(0) fe ok 2 4
gvn

D'autre part, on a

Supposons que le support de h soit inclus dans [-a,a]. Soit e>0 ; il

existe un réel d(e) > O tel que d(e) < a Qigl < a d(e) < a et tel que pour

[x] < a(e) o /o , on ait

Avny A
s i \\n T
(59) e (k(==))"] <
o/r
et
(60) |l (2) - I, <«¢
! ovn VIAO ‘
Or
%U&GOEMMﬁ@wﬁmr”%mmﬂ¢@ﬁmr” ]-p f h(t) dt v(9)
N . -i-*? 22
=[/no [ 2 L) eI (2] Bu(e) ar - B(0) [ a2 dAv ()]
{|x]<a(e)} {|Al<d )¥no'}

+

Voo f 2iu g(k
(e)

e—iAnY[k(iA)]n [N1(ix)¢(x)-V(¢)l dx
{I)‘{<d \

)
}

+ /o S () eI Qi) 6(3) a
{|x]<d(e)}
+ /o f Eiku g(x) e—lAnY Pn 5(¥) d
{d(e)<|r]<al
- e A
- n(o) f e EZ; e ? a v(e)
{|x]>a(e)vno}
=1 P + 2 ¢ 1 w0 ¢ 1 e - %) ()
Par changement de variable dans la premiére intégrale de Ti1)(u) on obtient
-i—%& R _11/- _Ei
Til)(u) = '37-) g kn(—££9 - h(0) e 2 ldt x v(4)

{|t,<o/—d o/n
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~

Compte tenu de (59) on en dé&duit & 1l'aide du théoréme de Lebesgue que

(62) 1lim sup |T(1)(u)l =0
n ER ©

De méme par changement de variable on a

(2) -zt R
2 ovn St o n, it it
T (u,x) = e h(=—7) e (=N (=72) ¢(x) - v(g)]dt
n {|t]<ov/nd(e)} v o/ Tle/n
Compte tenu de (59) et (60) il en résulte que

| A 2

(63) Tim 72,00 | <esup [n(e)] loll, [0 e Zau
t€R 0

= /21 ¢ sup l%(t)[ ||¢|h
t€R 0
De (9), on d&duit que

sup 'T(3)(u,x)l < g d(e) p? /n o!l¢||x supl ﬁ(t)l
(u,xE]Rde_1 n o t€R

d'ou

(6L) 1lim sup u,x)| =0

!T(3)(
n (u,x)ERde_ n

1
Pour d(e)<|A[<a on a ¥n>1 I[Pn(ik)nx i_CaBn avec 0<B<1 et Cg une cons-

tante, du fait de la condition (C), et de la conginuité de X > P(1iX).

Par conséquent :

sup ‘Tih)(u,x)l < /n o sup I;(t)l Cq 8" [l \
(u,x)aRde_1 th 0
et donc (65) 1lim sup ]T(h)(u,x)l =0
1 (u,x)ERxS _, n
On a A2
(5) . T2
sup|T 7 (u)| < [n(0)] [v(¢)]| x [ e a A
wr {|1]>d€)/no}

et par conséquent

(66) 1im sup|?{® ()] = 0
n ©R °

De (61),(62),(63),(6L4),(65),(66) il résulte que
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Lin sup  2n|v/n o E(n(u+lodlg g ...z x|Fny) (g g . ...g.x)
n (u,x)@Rde_1 n~n-1 1 I n®n-1"""84

- (=) [Thit)at x v(e)] < /37 & supln(t)] |[o]]
avn £ AO

ce qui suffit 4 &tablir, ¢ étant quelconque, que (58) est vérifide pour £f = h & ¢

n €%, sed

0

b) Montrons que (58) est également vérifiée pour f = g 8 ¢, ol g est une fonction

de R dans R continue 3 support compact et ¢ € y - Il suffit d'ailleurs de consi-

dérer le cas ol ¢ > 0. Soit € > 0 ; par un résulfat d'approximation connu il

. . - +
existe des fonctions g, et 8. de% telles que

T o< < +
ge _8_€€
et ’
4+ + =
f_m 5€(t) = Se(t) dt < ¢

De plus, on a

lovn E [g(u+Loélgn...g1x|kny) ¢(gn...g1§)] - p(;ﬁg) [22 &) at v(s)]

<o/n E [g:(u+Log“gn...g]x”—ny) ¢(gn...g1§)] - o/n E(g(u+Log”gn...g1xH—ny)¢(gn...g1;))

- - By e
+|ovn E[g:(u+Lod]gn...g1x”—ny) ¢(gn...g1x)] - p(c n) f_mge(t) dt v(¢)|

+|p(—) ft:(g(t)-g:(t)) at v(¢)]
agyn

Comme
ovn {E,[gZ(u+Loélgngn_1...g1H—ny) ¢(gn8n_1...g1x)] - E[g(u+Logﬂg1...g1xH-ny)

¢(gn. . .51;)] }

.gjz)] - K g—(u+Log|[gn. . .g1x||-ny)

- + (g g 4t
oralR lac (o toal gy oyl O NERET I

I A

"o - . + -
1 f;w[g:(t)_se(t)]dt \)(¢) + 6n(g€,¢QUQX) + Gn(geacb,ugx)

< —

/2n
ol 1'on note

g,%) - p(—) [Te(t) at v(s).

5_(6,0,u:%) =|a/n E(e(u+Lodlgn...g1X|FnY) ACH-SREEE -
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et comme
lp(—2) [T (g(t)-g (t))at v(s)| < == ¢ v(s)
ov/n - € /2n
on en déduit que
lim sup Ic/ﬁ E g(u+Lodlgn...g1x|Fny) ¢(gn...g1§) - p(—) fj: g(t) dt v(o)]
n (u,x)e.leSd_1 o/n
< 2 e v()
Yam

ce qui, puisque & est quelconque, &tablit le résultat cherché.

c) (58) est également vérifiée pour toute fonction f de la forme £ =8 & ¥
ol g est continue & support compact sur R, et ¢ €1g(PGRd)).

Ceci est une conséquence immédiate de b) ; du fait que ?gx est dense

dans (Bp@®Y)),! 1) et de 1'inégalité 0
— u o0
sup lovn Elg(utloglle & ,.-.g.x|l-ny) ¢(g ...g.x) - p(—)f _glt)dt v(¢)|
n-n-1 1 n 1 -
(u,x)":]Rde_1 av/n
< le] cle)
~ 1 +o -
ot Clg) =——=/[__la(t)| at + sup ovn EI|g|(u+LogHgn...g1x”-ny)] < 4w
von (u,x)ES
d-1
n>1
d'aprés b)
d) Soit E l'espace vectoriel engendré par les fonctions considérées au c)

Pour toute fonction continue & support compact, et tout € > 0 il existe
. + -
des fonctions f€ et fE de E telles que
- +
f <f< ¢
g — " — "¢
et

[rperdy [EL(0:0) = £2(w)t)) au v(at) < e

Les résultats de c¢) et un raisonnement analogue & celui utilisé en b)

8tablissent alors le théoréme 6.

Démonstration du corollaire 6 : Ce corollaire résulte immédiatement du théordme 6.
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§7 - Théorémes des grands_écarts

7-1 Dans 1'énoncé de la proposition 5, on peut supposer O<a assez petit pour gque
d8s que A€ER , |A[<a on ait k(A)>0. Considérons alors la fonction
P(x) = Log k(1) - yr |Ar]<a.
Cette fonction est analytique d'aprés la proposition 5 et on a
_ k"(0) x(0) - k'(0) 2

2
-y =0 et v"(0) =0 >0
k(o) Y K2 (0)

v1(0) = L0

I]1 existe alors un intervalle [-A,A] A>0 sur lequel ¥ soit strictement
convexe. Nous supposerons de plus A assez petit pour que si |X|§A, AR et si
exeik ek# 0 est une fonction gropre vérifiant P(}) ey = k() ey alors ey
est strictement positive sur PR ).

Dans ce paragraphe nous nous proposons d'établir les deux théorémes

suivants
TEEOREME 7 :
Sous Les hypothises du thioneme Z, pour tout e tel que O<e<wf\A)
Lodle g _,---&xl -
lim{ sup P( nnn ! LR Y>€)}1/n =e c(e)
n xESd_1

od O<c(e) = sup [te-w(t)] = Ale) v'{A(e)) - p(A(e))
0<t<A

Ae) désignant L'unique solution de L'Equation y(A) = ¢

THEOREME 8 :
Sous L'une ou £'autre des hypothises (P3) ou (Pé) pour tout e tel que
O<e<w1§A) » et x € 8y, Lonsque e
Logle g _,..-&.xl -nc(e) _
P( a nn1 L ye) v -8 -N1(A(e)) e(x)

2mn ale)

ol O<c(e) = sup [te=v(t)] = A(e) v'(A(e)) -~ w(r(e))
O<t<A

Ne) désignant L'unique solution de £'dguation (1) = ¢
et a(e) = ale) Yo" (A(e))
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-2 Avant de démontrer ces théorémes précisons quelques notations et énongons
plusieurs lemmes.

d
On appelle Q le noyau de transition défini sur R x P(R ) par

- - - — d
Qf(u,x) = [f(u+loga(g,X),gx) pldg) u€ER , X € PR)
Pour }Ale soit hx(u,f) = e)‘u eA(E) u€ER , X E PGRd)
On a
th = k(1) hy
Ce qui permet de dé&finir le noyau markovien relativisé AQ sur R x P(R') par
M) = Q(h, )
h, k(A)
A .
A, A . . d .,
On note ("¢ ,"X ) la chaine de Markov 3 valeurs dans R x P(R ) assoclge

n n'n>0
A Z
au noyau Q.

On a alors le

LEMME 18 :

Pour tous X €R,|A| <A, x €S ,e>0 ona

a-1
Lodle g _,---8xll

) e-n[ke-w(l)]

(67) P( " - y>e) = hA(O,x
A
=M "8 -n(y+e)]
E = (5 1, )
(0,%) e, (kxn) {"s_-ny>ne}
Démonstration du lemme 18
On a
Loélgngn—1"’g1x” n,1 &1 d -
P( ” - v>e) = Q ( {u/wn(y+e) P@R™)) (0,%x)
=1, (0,%) [k(1® )" Mujwnlyre) TRE) (0,%)
A
nl $(1)+yA] sy, -
= 0, (0,%) e RS (s >n(y+e)} ) (0,%)
ex( Xn)

L'égalité (67) s'en déduit immédiatement.

Soit o<e<m£él ; notons A(e) 1'unique valeur de A pour laquelle 0<i(e)<A

et € AMe) - w(r(e)) = sup (te-p(t))
O<t<A



Ly

Remarquons que (68) ¥'(A(e)) = i;i(s T Y =€

Les lemmes qui suivent sont consacrés a 1'étude des propriétés asymptotiques

. A
de la chaine de Markov (A(E)S , (E)X )
n n'n>0

Pour * € R IXI <a il est clair que l'opérateur NT(A) apparaissant dans

la proposition 5 peut s'&crire sous la forme

fe:g
AO

- £
N1(A) f = VA[e ]ek

A

ol v, est une probabilité sur PGRd).

On a alors le

LEMME 19 :
Sous £es hypotheses du théordme 2, poun tout ) €R [A] <a , <€ existe un rZel r>0
tel que pour o € R |a|<r,f‘e€>\ ,TCEP(JRd) n>1 on ait

0
) P(x+ia) (e, £) (%) ,
E(O o) [o® Sn f(kxn)] - A _ - {1+iak (\)
, L™ e, () k(M)
2y 2 . _ NS”(A)[ re,] (%)
———é' k(>\> + E(a)} {\)A(f) + a ek(i)
2N Ml () 2 M G re]
2 T ® : N
Q" (Owia)le, 1l (%)
+ —
K20 eA(x)

a>0

od 1ime(a =0 , U0 L w0, w0 3 (f‘*o’:c;o)

Démonstration du lemme 19

Ce lemme est une conséquence immédiate de 1g proposition 5.

On en déduit le
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LEMME 20 :
Sous Les hypothises du théordme 2, pourn toul nZel o , Toute fei)‘ et tout
x€p@®Y) ona }‘(e)sn 0
ic — .
1) 1im E(o’;()(e n) = e1<Y+€) a
g A(e)
Sn_(Y+€) 1 2
) ia o a(e) ‘E‘H'()\(ﬁ))a
2) l;m EO;E)(e £( Xn)) = e Vi )(f)

Démonstration du lemme 20 :

Ce lemme est une conséquence facile du lemme 19, de la proposition S

et de 1'égalité (68).

On peut préciser les résultats du 2) du lemme précédent en établissant
un théoréme limite local dans le cas ol l'une ou l'autre des hypothéses (P;) ou

(Pé) est satisfaite. Pour cela, nous avons tout d'abord besoin du

LEMME 21 :
Sous £'une ou £'autre des hypothZses (P;) ou (Py) pour tout IER [Al<a
et a#0 oFSR L'opérateun défini par

P(A+ia)(fe)‘) fei

k(1) e, KO

£ >

est de nonme spectrale strictement ingérieure & 1.

Démonstration du lemme 21

Elle se fait de fagon analogue & celle de la proposition T.

Tout d'abord si £ € T#0 et u € [ sont tels que

lup = 1 |
et

P(A+ia)(fe

Yo

X) = uk(A) exf

On en déduit que

n -
v prY) wpy AMIleG), pp
kE(2) e (x)
PP () (rlex) (x) -
x)

d’ol puisque 1lim vxlfl

n o (k(A))" e
on a

vier@®Y) vl 2 (2] (x)
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(69)  llexIf™ £(gx) e, (gx) = k(W) W £(x) e, (X

Remarquons que Sv est stable par Tp et done aussi qu'en raison

de 1'irréductibilité de l'aétion de G sur PGR) n'est portée par

A
aucune sous variété projective de D(]R) . Ceci permet de conclure par des
considérations analogues & celles faites dans la démonstration de la

proposition 7 que (69) est impossible sous l'une ou l'autre des hypothéses

(P%) ou (Pé), ce qui &tablit le lemme 21,

En utilisant le lemme 20, et le lemme 271 et en raisonnant comme

dans le paragraphe 6.2 nous pouvons conclure que

LEMME 22 :
Sous Les hjpothééeb (P } ou (Py) nour toute fonction  continue
& suppont compact dans RxP (R® ) pou/L towt O<€<¢(A)

1im sup o |v2m Y4 (A (e)) E.3) f(uﬁ(s) S —n(Y+e)>‘(€)X )
m+e (u,%)eRxP(R") X n

- p(—2——)[Tr(¢,%) at vy ()fa®)] =0
/m/y" (A (e)) ¢

Démonstration du théoréme 7 :

a) Du lemme '8 on d&duit que pour O<s<¢iA) et n>1 on a
Lodlg & _....g,x]] 1/n /2 Sl .
(T0) [sup Pl Y BRI SN R I———-ik( cterelvire)]
a-1 e)
et par conséquent on a :
(te-y(t))
_ Loglle & _,...&,x]| P
(7T1)  1im [ sup P( nn-) LI yﬁs)]1/n <e O<t<A
n xESd_1 n
b) Pour x € P(]Rd) et n>1 on a
-i(¢e) t)‘(e)sn—n(w-s)l 1/n
(0,5 € ") )
ox &) My {"'*s_-n(y+e)>0}
n
3
() M2 (yae))
E (£ 1 )
(0,x) [ex(e)(l(e)xn)]1/n {A(E)S -n(y+e)}
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Melg
D'aprés le lemme 20 la suite —% - (y+e) n>1 converge vers zéro en

probabilité P(O ;) . Le théordme de Lebesgue et 1'inégalité précédente permettent

bl
de conclure que

A
(&) Mg _n(yre))
(72) lim E0.5) (£ o) T (e) )1/n > 1
n X e ( X)) { S -n(y+e)>0}
A(e) n n

ce qui d'aprss le lemme 18 établit que

. Loglk g e ﬂl
c . n-n-1 1
(73) ¥ Sd_1 ;ﬁg P( n

-n(er(e)-¢(A(e)),

- y>e) > e

(71)et (73) prouvent le théoréme 7.

7-4 Démonstration du théoréme 8

Ale)x

La fonction x + e 110«4 (x) est directement Riemann intégrable

sur R. Du lemme 22 on déduit alors facilement que

le) Mg ca(yse)
lim [ V2mvy" (A (c)) E( — (5 1 )
0,X) (A(E) ) Ale) _ }
n ) (e) X { Sn ny>ne
ke a(e)x Vx(e) ()
= L) e dx x IPGRd) Sx(e) )

;N (e)) e(x)

A(e) )\ (¢) (%)

Le théordme 8 résulte alors de 1'application du lemme 18 pour A = A(g).
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