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THEOREMES LIMITES POUR 

LES PRODUITS DE MATRICES ALEATOIRES 

Emile LE PAGE 

§ 1 - Introduction 

Soit ( ê n ) n > 1

 u n e suite de matrices aléatoires indépendantes de même loi p 

à valeurs dans le groupe G = SL(dJR) des matrices dxd de déterminant un. Désignant 

par II 1 une norme euclidienne sur IR̂  nous nous intéressons pour x G IR^-lo) au 

comportement asymptotique de la suite de variables aléatoires (Logll g n g n ^ . . .ĝ xll ). n > ̂  

Divers auteurs ont étudié ce problème sous l'hypothèse où p est étalée et 

ont établi des théorèmes, de la limite centrale [ 1 7 ] , M 8 ] , [ 19] , locaux [20 ] et 

des théorèmes de grands écarts [ 2 1 ] . 

Le but de cet article est de retrouver des résultats analogues en se passant 

de cette hypothèse d'étalement. De plus nous démontrons un théorème de la limite 

centrale fonctionnel, et une loi du logarithme itéré. 

§ 2 - Hypothèses sur la probabilité p et résultats préliminaires 

2 . 1 Nous notons T (resp G ) le semi-groupe (resp le groupe) fermé engendré 
P P 

par le support de p et nous supposons que la probabilité p satisfait au groupe 

d'hypothèses (P) suivant [ 1 0 ] : 

(P^) p est à support compact 

(P ) Il n'existe pas de sous-groupe d'indice fini de G et de puissance 
k d P 

extérieure f\JR (0<k<d) dans laquelle ce sous-groupe est réductible. 

(P.) T et T 1 sont contractants au sens suivant : il existe une suite 
3 P - 1 P 

(O^Tp (resp(t ' n) €Tp ) telle que les suites d'applications projectives associées à 

(t^) (resp(t' )) dans les espaces projectifs P (A convergent vers un point. 
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Les conditions (P^) et (P^) sont vérifiées par exemple si = SL(d, B ) ou 

si, plus généralement, contient un réseau de SL(d, B ) [ 10] . 

2 . 2 Sur l'espace projectif P ( B D ) on considère la distance d, définie par 

d(x,y) = H xA yH x,y€ P( B D ) où x,y sont deux vecteurs de norme 1 dans B D d'image 

x et y dans P( B D ) et où II II est la norme associée à la structure euclidienne 
$ d d 

de A B induite par la structure euclidienne de B . 

On a alors le 

théorème 1 S<1 la pKobabUJJ& p 6a£a>6cuX aux hypothè.6Z6 (P) II zxi&tz un 

KZZl CKX < 1 tzl QIXZ 

- x V / n 

.. f „ ^ V n - r - g i * ' W r - g i y ) 1 ° 
lim SUJD E ZTZ ' > = P 

n | x,y e P( ]R ) L d ( X j y ) i 

x * y J 
avec 0<p<i 

Avant de prouver le théorème 1 , précisons quelques notations et donnons 

quelques résultats préliminaires. 

Considérons le G-espace (P( B D ) *P( B D ) - D) où D = j\x,x) x G P( B D ) ] . Ce G-espace 

peut être compactifié en lui adjoignant l'espace B 0 des drapeaux de dimension 2 de 
d d 

B , c'est à dire l'espace des couples (V ,V ) de sous-espaces vectoriels de B tels 
d d 

que V1 C V 2 avec dim V i = i i = 1 , 2 , et en munissant M 1 2 = P(B ) xP(]R ) - D U 'S 

de la topologie suivante : ( P ( B D ) x P ( B D ) - D) est un ouvert de M 0 et une 

A A ' 1 <— 

suite ( x n , y n ) n > 1 ^ P(B ) x p(]R ) - D converge vers (V r,V 2) G B 1 2 

si lim ^(x n,y n) = 0 et si lim (vîj1^ , V^) = (V^V^) où est le sous-espace 
^ ( n ) d 

de B de dimension 1 défini par x n et V 2 le sous-espace de B de dimension 2 défini 
par x n et y n [ 6] . 

L'application définie par : 

(D a. (g,(x,y)) = = „ ) f", 

d d 

de G X(PQR ) xp(p ) - D dans B est un M-cocycle c'est à dire vérifie pour g,h G G 
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(x,y) 6 (PORd) x P ( ] R d ) - D ) 

a^ghjxjy)) = a (g,h(x,y)) a (h,(x,y)) 

Ce M. cocycle se prolonge par continuité en un M-cocycle sur G xM^ et pour 

g e G ( V l f V 2 ) € B 2 on a 

Il gV II 

où v^ est un vecteur quelconque de norme 1 définissant V et est un "bivecteur 

quelconque de norme 1 définissant V^. 

Nous pouvons alors énoncer la 

proposition 1 S<L la pnobabÂJCLto. p àcutU^cuX aux hypothz&2A (P) 

a) II zxÂAtz Au/i M unz unique. pKobabÂJUXt InvaAyiayvtz v zZ Aon Auppotà 

FC) // GXM Log a1(g,x)p(dg)vlj2(dx) = // Q x B Log ̂ (g,x)p(dg)v 1 2(dx) < 0 
1 »2 1 ,2 

Démonstration de la proposition 1 

a) L'existence d'une probabilité p invariante sur ^ résulte de la compacité 

d e M 1 > 2 . 

Soit 7T 0 une probabilité p invariante sur M ; notons de plus p. 1_<i_<2 
' d ^ 

les applications continues de M dans P(E ) définies par 

f ^ si m = (x l 5x 2) € P(E
d) x P(3Rd) - D 

P i U ) = I - - d 
^ x si m = (V^V^) € B 1 2 et où x est l'image dans PQR ) 

d'un vecteur définissant V^. 

Si $ et 4> désignent deux fonctions positives, continues à support compact sur 

P(]Rd), dont les supports sont disjoints on a pour tout n>J 

(2) & ^ 2 - - - & Q

 ïï

1)2

(*® * ) - [ g 1 g 2 " - g n P 1 U 1 , 2 ) ( * ) ] V 2 t ê T - - g n P 2 ( i r i , 2 ) ( 4 ' ) ] ^ 
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Or d'après [ 9 1 on peut affirmer que sous les hypothèses (P) PÛR^) porte une unique 

probabilité p invariante égale à p ( T ) et p ( TT ) et que 

p.s. lim g 1g 2-. •gnPi( ̂  2 ) . =
 ô

z Pour i = 1 , 2 

Il en résulte que le second membre de (2) converge presque sûrement vers zéro et 

donc que 

p.s. lim g ^ ' - S n U 1 2^ * * * ^ = 0 

Comme pour tout nj>1 on a 
i r V ) 2 ( • • * ) » E ( g l g 2 . . .gn irl ̂ ( <> e> ̂  ) ) 

on en déduit que 

ir ( * ® i|0 = o 

Ceci établit que le support de TT est dans B 
'>2 1 %2 

Or d'après [ 10 ] on sait que sous les hypothèses (P), 2 porte une 

unique probabilité p-invariante, le a) est ainsi démontré. 

b) Ce résultat est une conséquence du a) et de la y-négativité du 

cocycle sur G ô B ] 2 [ 1 0 ] . 

Nous utiliserons également la 

proposition 2 SoiX M an G espace compact pondant une unique pnobablltiâ 

inva/Uante v et a un M-cocycle de G xM dan* E + aJLonA 

a) la Acuité de fonction* ?n(x) = - E log a(g g ^ . ̂  ,x) 

converge unl^onmojnent ALLA M veu / / G x M log a(g»x) dp(g) dir(x) 

fa) 6l déplue J 7 G X M L 0 G A ^ G ' X ^ D P ^ ) M x ) < 0 

existe un n.eel 0 < X o < i tel que 

lim { sup E a^o ( ...g ) } & = p < l 

xG M 

Démonstration de la proposition 2 

a) On considère la chaine de Markov (M ) ^ à valeurs dans le compact 
n n>0 

S pxM définie par M q = (g^x), M n = ( g n + 1 ,gn-. . g^) ̂  . 

Elle a pour probabilité de transition Q((g,x), A X B ) = p(A) Q ( X , B ) 

g G S , x 6 M où Q(x,B) = fl_(gx) p(dg), et admet une unique probabilité .' 
P D 

invariante p G) TT . Pour toute suite (x ) , ç M la suite de probabilités ^ n n_>1 
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1 p ^ k 
v

n

 =

 ~ 1 Q ( (e,x ),. ) converge vaguement vers p # TT ; en effet de la relation 
n k=0 n 

il résulte que toute valeur d'adhérence de la suite (vn) ^ pour la topologie 

vague est une probabilité ^ invariante et donc égale à p 0 TT , ce qui justifie 

l'assertion précédente car l'ensemble des probabilités sur SpX M est compact pour 

la topologie vague. Or si on pose 

f(g,x) = log a(g,x) g € S p , X G M 

on a pour tout n>J 

1 Elog a(g r ig n_ 1...g l,x n) P 1 Y Okf(e,xn) = v ^ f ) . 

On peut en conclure que pour toute suite ( x

n) n >-|
 e M 

lim £ Elog a ( g n g n _ r ' *
ê r X n ) = ^Sp x M l 0 g a ( g , x ) p ( d g ) ïï(dx) 

ce qui établit la première partie de la proposition 2 . 

b) D'après le a) il existe un entier N Q tel que 

8 = sup E log a(gN g N ^...g^x) < 0 
x € M o o 

Posons F . _ (x,A) = E <^(gw r - g ^ x ) X > 0 , x^M et étudions la dérivation 

partielle de cette fonction par rapport à X au point X = 0. 

D'après le théorème des accroissements finis pour X > 0 et x^M on a 

fN ( x> X ) ~ 1 XC 
E loga(g N og N o. 1...g l ix) < C(e - 1) 

où C = sup |log a(g,x) | 

(g,x) S s j ° *M 

Il en résulte que pour \ > 0 

sup f (x,X) < 1 + XB + XC(eXC-i) 
x€M Wo 
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et donc puisque B <0 il existe un réel \ Q o < ̂ Q <1 tel que 

(3) sup f (x,À ) < 1 
x € M

 Wo ° 

Considérons la suite f (A.) = sup (E a*°(g g ....,x) n>1 
n u

 <~ W n n-1 ~ 
x € M 

Du fait que est un M-cocycle cette suite est sous multiplicative et par conséquent 

la suite U Q ) ) ^ * a une limite égale à inf [ ̂ nUQ) 1 1 [ ? N U Q ) 1 
n n— n>1 0 0 

ce qui en tenant compte de l'inégalité (3) établit la deuxième partie de la propo­

sition 2 . 

Démonstration du théorème 1 Le théorème 1 est une conséquence immédiate de ( 1 ) et 

des propositions 1 et 2 . 

§ 3 - Etude d'une famille d'opérateurs 

3 - 1 Commençons par préciser quelques notations : 

d d 
Soit ^ (P(E )) l'espace des fonctions continues sur P(]R ) muni de la norme de la 

convergence uniforme : 

|f| = sup . |f(x)| f e g (P(]Rd)) 
x€PÛET) 

D'autre part pour 0 < X <_ 1 et pour toute fonction f €(o(P(]Rd)) on définit 

m A(f) = sup \ f ™ - * & \ 

i,Î€P(Bd) d

A (x,y) 
XT*V 

et = {f et (P(Ed)) / Il fil x = |f| + m (f) <+«} 

^ est une algèbre de Banach unitaire munie de la norme II " X ' 

De plus appelons a le M-cocycle de G* P (3Rd) dans ]R+ défini par 

a(g,x) = llgxll où g€G et x est un vecteur de ]Rd, de norme 1 , d'image x 

dans P(]Rd). Dans ce paragraphe, nous nous proposons de mettre en évidence quelques 
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propriétés de la famille d'opérateurs P(X) définie par 

PU)f(x) = / G ct
X(g,x) f(gx)'p(dg) 

x € pQRd) f € €(P0R d)) X€(E 

et plus particulièrement celles de sa restriction à ,[( ||_ ) 0ù X est le réel 

0 0 
intervenant dans l'énoncé du théorème 1 . 

3 .2 Nous avons tout d'abord la 

Proposition 3 VOUA, tout \ E P(X) Ut un opzAatzuA continu dz^^ danA^^ 

zt Vapplication A+p(x) dz 3C dan* Veôpace dz B a n a c k ^ ) dzA°apptlccuélon& 

ZlnzcuAZà continue* dz ^ dam ^ ZMt anatytlquz. 0 0 

Avant de démontrer cette proposition énonçons un lemme 

LEMME 1 

a) VOUA tout \ e (E zt k>! il zxÂAtz unz conàtantz C (k,A) < +°° tzllz quz 

_sup , , l«X(ffix)-aA(fft7)l . } 

(x,y)€POR<1)xPaRd)-D d X (- - }

 1 

fa) Il txÂAtz une. con&tcuvte. C2<+» <tet£e que. 

_ _ s u p lLop;a(S,x)-LoSa(g,7)| = c 

(x,y)€p(Ed)xPORd)-D , X 0 ^ - , 2 

Démonstration du lemme 1 : le lemme 1 est une conséquence immédiate du fait 

que l'application (g,x) •*• Logo (.g,x) est continûment dif férentiable sur GXPOR ) . 

Démonstration de la proposition 3 : 

Pour tout n>0, considérons l'opérateur P n défini par 

PQf(x) = /[Log a(g,x)]
 n f(gx) p(dg) 

X 6 P(]Rd) f € ^ 

Soit f S ̂  on a 
0 

(h) \P f| < (C )n|f| où C- - sup [Loga(g,y)[< +• 
5 6 (g,x) S xP0R d) 

De plus pour x,y 6 PUR*1) x/y on a 
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d °(x,y) J d °(x,y) 

+ Lg-} (Lofia(y))
n-(Lofia(ff?y))

n

 p ( d g ) ( 

J d °(x,7) 

d'où il résulte en tenant compte du lemme 1 que 

(5) m x (Pnf) < m (f) C° Ck + |f| C 2 n C*~
1 

avec = *up | d ( g ^ t S y ) p ( d g ) < + „ 

x,y€P0Rd) J d °(x,y) 
x^y 

D'après (3) et (5) on a 

(6) ||Pnf||x 1 {(C U +1) n C 2 C»"
1} ||f||x 

° ° x n 

On en déduit que pour tout X € (n la série T — p converge normalement 
n>0 

dans"C ) de plus cette série a pour somme P(X) ce qui établit la propositions. 

0 0 

3 .3 Désormais, nous notons v l'unique probabilité p invariante portée 

par PQR^) [9] et nous appelons e la fonction définie par e(x) = 1 , x £ PQR^). 

Nous pouvons alors énoncer la 

Proposition h Pou/i touXz ioncXlon f e% zt pouA tout n>_l on a 

P n(0)f = v(f)e + Q nf 

où Q z&t un opzKatzu/i 6U/L% dz layon Apzcà/ial r(Q) btnJLoXzmznt In^znlzu/i à 1 . 
o 

Zt tzl quz Qe=0. 

Enonçons et" prouvons deux lemmes utiles à la démonstration de la propo­

sition k. 

LEMME 2 

Il zxibtz un zntiz/i n^l zt unz conbtantz rQ<i tztb quz 

Vf ||pn°(o) f|L < r ||f|L + |f| 
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Preuve du lemme 2 

Pour f e o n a 

(7) |Pn(0)f| < |f| 

et de plus pour (x,y) 6 PQR d) x P(Ed)-D 

|pD(0)f(x) - P n (0)f(y) l - ||"f(gx̂  - f(ftf) p n ( d g ) | < 

d °(x,y) ; d °(x.y) 

< m x (f) sup L-i&Ligà p n( dg) 

0 x \ y S p ( W d °(x,7) 
x 4 y 

d'où (8) m A (Pn(0)f) 1 sup /k_iâ^d p n ( d y ) x m^ ( f ) _ 

0 ï.?*CF dr d °(x,y) 0 

x # y 

Les inégalités (7) et (8) et le théorème 1 permettent alors de conclure 

LEMME 3 

a) Vf G ^ lim sup |P n(0) f(x) - v(f)| = 0 
A 0 n xGP(]Ra) 

b) 1 e*<t Vunique. valzuA pKopfiz de modula 1 de P(o) et £e ^ 0 ( U Upa(l(L 

pKopKz donAupondayvt QAt ^onmt de* multiplzA de e, 

Preuve du lemme 3 

On a Vn, mQJ et fG<> 
A 0 

x r X Q 

sup |P n + m(0)f(x)-P n(0)f(x)| < m, (f) sup d °(x,y) sup f V ^ ^ ^ N 

xÉP&T) 0 x,y€P0Rd) x,y€P(]R
d)id 0 ^ 

x^y 

A l'aide du théorème 1 , on en déduit que pour toute fonction f e ^ 

la suite (P n ( 0)f) n > 1 converge uniformément sur PQRd) et sa limite est v(f) 0 

car la suite (— J P (0)f) converge uniformément vers v(f) puisque v est 
k=0 n -

l'unique probabilité p invariante portée par POR ). 
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Démonstration de la proposition h 

Si L est une partie bornée de , || | | X Q ) , P n (0) L est une partie bornée 

et équicontinue de€(PQR d)) et donc d'après°le théorème d'Ascoli une partie compacte 

de (tf(P0Rd)),| | ) . 

En tenant du fait que P(0) est une contraction de (£(PQRd),| | ), du 

lemme 2 , et de la remarque précédente on en conclut à l'aide du théorème de 

Ionescu-Tulcea et Marinescu [16] que l'on peut écrire 

Vn>0 P n (0) = l u n U + Q n 

y£S y 

où S est l'ensemble fini des valeurs propres de module 1 de P(0) et où y € S 

et Q sont des opérateurs bornés sur , Il IL ) tels que = U U U , = 0 
0 ^ s P y y P' 

si P̂ y* U Q = QU = 0 P i = D, où D, = {f£3 /P(0)f=yf} et où Q est de 
p u o o 

norme spectrale strictement inférieure à 1 . 

La proposition h se déduit alors immédiatement du lemme U. 

Donnons un corollaire de la proposition h. 

Corollaire 1 

Pour toute f€*ê(PÛR )) on a 

lim sup | Pn(0)f(x)-v(f)| = 0 
n x€PQR ) 

Démonstration du corollaire 1 : La propriété précédente est vraie si f € ^ ; 

elle s'obtient aussi pour toute fonction de^(PUR )) car P(0) est une contraction 

de ̂  (P(Ed)) et car ̂  est dense dans^ (P(lRd) ) muni de la norme] | . 
xo 

3.*+ Les résultats qui précèdent permettent alors d'obtenir la 

Proposition 5 : II ZXÀ6tz un Kzzl a > 0 tzl quz pouA X 6Œ |x| < a on ait 

a) Vf € £ zt n >_ 1 
A 0 

Pn(X)f = k(X) n N^X)f + Qn(X) f 

où k(X) QMt VunJLquz valzuA pAopAz dz plu* Quand modulz dz P(X) zt |k(x)| > 2 * * ^ 

N,(X) QMt la pnjojzoZion *UA Iz 4ouô espace pAopAz E. dz danzn*lon 1, zonAzbpondant 

à k(x). 

Q(x) zàt un opznxitzuA dz%, dz Aayon ApzctAat 

r(Q(x)) < 1 ^ r ( Q ) zt tzl quz Q(x) E^ = 0 

fa)- LQA application* X + k(x) , X + N (x), zt X •> Q(X) Aont anaZijtiquz* 

C) (9) ¥n>1 ||Qn(X)e|L 1 C. |x| p* 
A 0 5 

où zàt unz conàtantz et 0<Q^<é\ . 
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Démonstration de la proposition 5 

a) les deux premières affirmations résultent des propositions 3 et h et de la théorie 

générale des perturbations analytiques d' opérateurs [k] ,[131 

Résumons simplement ici la façon de construire P (A) et Q(A). Nous notons 

||t|| la norme de tout opérateur T de dans et nous désignons par 

N l'opérateur N(f) = v(f)e f . 

0 

Pour |z| > r(Q) et z ̂  1 la résolvante de P(0) est 

n=0 z 

Si ||P(X) - P(0)|| < la série 

° xo 
oo 

(10) l R(z) {(P(A) - P(0) R(z)}k 

k=0 
converge et détermine la résolvante R(A,z) de P(A). 

Considérons alors les cercles I et I de centres 1 et 0 respectivement et de 

rayon p 1 =
 1~ r(Q) et = 1 + 2 rVQ) . ̂ e plus soit 6>0 tel que 6<p1 et r(Q)+ô<p2 

et M = sup |JR(z) IL 
z€{z/|z|>r(Q)+<5,|z-l|<6}

 A0 

Si ||P(A) - P(0)|L < ~ les cercles L et L appartiennent à l'ensemble résolvant 
. / o MÔ 1 2 

de P(A). Considérons alors les projections 

N 1 U ) = 2 l 7~ 4 R ( z > A ) d z 

N 2 ( X ) = 2 Î 7 -fT R ( Z > X ) d z 

Pour Un. (A) - N|| . < 1 l'image E, de N„(A) est de dimension 1 et on a 1 A Q * x , 

P(A) N^A) e x = N^A) P(A) e x = k(A) e x 

où e^ e engendre E^. 

ên outre ¥n>J on a 

Pn(A) = Pn(A) N^A) + P

n(X) N2(A) = [k(A)]
n N^A) + Qn(A) 

où (11) Q n( A ) . ^ J z^z.AÎdz 
2 

b) Pour |A| < a , on a R(A,z) = R(z) + AR (z,A) (cf(lO)) et donc d'après (11) 

Q n (M e = ̂  znR(z)e dz +A ^ Z

n R^z.Aje dz 

c'est-à-dire 

Q l l ( A ) e = 2 Ï ^ h ^ V Z ' X ) e dz 
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d'où ||Qn(X)e||Xo 1 C 5 \\\ pn

2 

où C = i- sup 1|R-(Z»X) IL < +-

| x|<a 

ce qui établit l'affirmation c) 

3.5 Dans les sections précédentes nous avons mis en évidence des pro­

priétés des opérateurs P(X) X € (D sur un voisinage de A=0. Complétons cette étude 

par la 

Proposition 6 : T>£ ZXÂAtz un AZZl 0<b<a tzl que pouA tout X ^ JR, |xj < b , 

, x 2 e B V opzAatzuA P(x 1+iX 2) a un znàzmblz &ini G ^ + i X ^ dz valzuAA 

piopAz* dz modulz |k(X )|. Vz plu* pouA ckaquz \&G(\^+i\2) lz àouà espace pKopnz 

conAQA pondant v (A +ix )z&t dz dimzvibion iiniz zt, il zxÂàtz dzA opznatzuAb linzaixzA 

U (X +iXo) n € G(X +iX_) Q(X +iX ) t>uA\ tzlà quz Von ait : 
U I 2 ' • c. I d 

Vn>1 P n(X+iXj l u11 U (X +iX ) + Qn(X +iX ) 
1 2 uéG(X 1 +iX 2)

 V 1 2 1 2 

U u(X 1+iX 2) ^.(X^+iXg) - 0 .si m # y' « G(X1+iX2) y U^X^iX^) = ^(X^iXg) 

U p ( X 1 + i X 2 ^ 0

 =

 W i X 2 } 

En outAz, VopziatzuA Q ^ + i x ^ ) z*t dz nonmz ApzctAalz rCQU^iX )) 

AtrUctzmznt iv^tnlzuAz à |k(X ) | . 

Démonstration de la proposition 6 : 

Elle est analogue à celle de la proposition U et repose sur deux lemmes : 

Notant pour tout opérateur U de*£, dans ̂ , I il = sup ^p~f on a tout d'abord le 

X0 

a) LEMME h 

POUA X1 6 E |x | < a X 2 6 ]R 

S U P L P N ( A 1 + i X 2 ) l X o < + û Q 

n>0 | l c ( X 1 ) | n 
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Démonstration du lemme h 

Soient f 6 ^ , X 1 € ]R tel que | X <| | < a et ^ 6 ]R ; on a 

n>1 l p n ( ^ + ^ 2 )
f l 1 p n ( V M < M | Pn(X 1 )e| 

Or d'après la proposition 5 on a 

l ^ V * ' < iNfXjel + sup ! | ^ i > ' x n < + ~ 
sup — ' 1 1 ' * 

niO |k(X>)|n |k(A1 ) |
n 

d'où le lemme U. 

b) LEMME 5 

II zxÂAtz un Kzzl 0 < b < a , un Kzzl 0 < t < 1 zt un zntiz/i n > 1 

tzlà quz *>i x 1 e • B | X11 < b x 2 e IR on cuX poun. toutz f e % X Q 

' ! V V f \ < t o lflx . R t n ^ X ^ X J l f l 

où Rd^ ,X1 ,X2) < + oo 

Démonstration du lemme 5 

Pour (x,y) € P(]Rd) x pQR d) - D , f e *^A 0 » n l 1 » o n a 

I ^ U ^ f û ) - P ^ + i X ^ y ) ^ 1 f | ^ | X î |f(.x) - f( gy)| p n ( d g ) 

|k(A 1)|
n dX°(x,7) |k(X 1)|

n J dXo(x,y) P 

r _ X +iX _ X +iX 
+ kL_ ]"gx» 2-| l g y,l

 2| n 

I M X ^ I » J ' dX°(x,y) 
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d'où l'on déduit que 

( X1 

P (X,+iXj m, {f) sup , Ngjfl ,Xo, - - N n, V 
( 1 2 ) \ Q ( L _ ^ f ) £ _ J ° L _ ( ^ y ) e p ( ] R

d ) V f 2 ^ P 

k ( ^ ) 1*̂)1* J d A (x,y) 

+ 1̂1 C/n, X 1 +iX 2) 

D'après le théorème 1 , il existe un réel 0<tQ<1 et un entier n Q tels que 

_ _ J ^ (x,y) 
x#y 

Par continuité, on en déduit qu'il existe un réel 0 < b < a tel que pour S ] R [ X̂  | <"b 

on ait également 

(13) 1 sup. »gx»Xl dX°(gx,gy) pn°(dg)<t <l 
| k ( X i),no x , y € P 0 R ) J 

x#y 

Le lemme 5 est alors une conséquence immédiate de (12) et ( 1 3 ) . 

Si L est une partie bornée de (^AQ> " ^ \ Q) Pn°( A ̂ iX^ ) ( L) est une 

partie bornée et équicontinue de (PQRd)) et donc d'après le théorème d'Ascoli 

une partie compacte de *~ê (P(]Rd)). Les lemmes k et 5 et la remarque précédente 

permettent alors d'obtenir immédiatement la proposition 5 grâce au théorème de 

Ionescu-Tulcea et Marinescu [ 16] . 
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§ U- Théorèmes de la limite centrale 

U .1 Etablissons tout d'abord le 

Théorème 2 : Si le* htjpothz*Z6 (P) àont vigile* zt *i dz plu* il zxÀAtz dzux zntieA* 

n Q >. 1 k Q > 1 tzl* quz le* *uppoit* dz p n° zt p

n 0 + k 0 6 Z xzncontAznt 

1) V x € * d-{o} la *uÀXz 

Y n(x) - 1 e log «gng-fxll 

zonvzAQZ vzn* la con*tantz Y = J/^p^dj Log a(g,x) p(dg) v(dx) 

zt la convzigzncz z*t uniionmz *UA S = {x/»xll = 1} 

2) \f x^]Rd- {o} la *uitz 

o2

n (x) - ̂  Edogllg^^.g^ Il - nY ) 2 

2 

convzigz vzn* unz con*tantz a > o indzpzndantz dz x zt la convzigzncz z*t 

uni^onmz *UA 

3) ¥x -{o} £a 4uxte de vanlakloA aZîato-Oizi 

Z n ( x ) = _ J (Log||gngn_1...g1x|| - Q Y ) 
a/n 

converge en loi veA* unz loi nonmaJLz N ( 0 , 1 ) . 

4) Il zxÂAtz unz conàtantz C>0 2 
_ u 

(1U) Vt^R sup | P ( Z (x)<t) - — / t e 2 dut < — 

Démonstration du théorème 2 

a) Il est immédiat que l'on peut supposer 11 xj|=1, ce que nous ferons par la suite 

b) Le 1) est un corollaire de la proposition 2 . 

c) VxSS on a pour X € ]R |x| < a 

iXLogj|g g ...g x|| _ _ _ 

(15) E(e n n" 1 1 )= pn(iX) e(x) = [k(iX)]n N ^ i X M x ) + (Q(iX)n

e(x) 
De plus comme k(. ), N (.), Q(.) sont analytiques on a pour |x| < a 

2 3 
(16) k(iX) = 1 + i X k ' ( 0 ) - | - k M ( 0)-i^ k ( 3 ) (0)+X 3e^(X) 
où lim e ( X ) = 0 

X-M3 

et 
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(17) N/iX) = v + iX NJ
1 ) -^ NS 2 ) " * N ! 3 ) ( i X ) 

où N; i ),NÏ 2 ),N; 3 )(iX)<4 (|. ,i ) etoùlimllN^dX)!! = 0 . 
1 1 1 o o x+o 1 Ao 

x En tenant compte de ( 1 2 ) , ( 1 3 ) , ( 1 M et (8) on voit que pour |x|<-b 

n 

Or on sait [6] que p. s. lim - Log|| g ^ ^ . . .g x|| = y par conséquent (18) 

k ' (0) = y n 

On a alors le 

LEMME 6 

11 dxÂAtz un nlcl b>0 toi que pouA |x| < b on oUX 
2 

iX(Log||g g ^..gxH-nY) n[-^(h"(0)-Y2)+iX3A+X3e_(X)] 
E(e n n -1 1 a e * 2 

X (l+iANJl)e(x~) - ^ N J 2 ) e ( x ) - A 2 NJ 3 )(iA) e(x)) + e" i X n y[ Q( iA )] n e(x) 

(?) 

Où lim e (A) = 0 Zt lim Nlj ( iA ) = 0 

Démonstration du lemme 6 : le lemme 6 est une conséquence immédiate de (15) , (16) 

(17) et (18) et du calcul des développements limites. 

2

 i 7 ^ ( L o 6 H g n S n - 1 - # - S^lh^Y) 
d) Calculons E(e n ) /, n 

3A2 A = 0 

Remarquons tout d'abord que pour |a| < a |z| = nous pouvons développer 

R(iA,z) sous la forme 

R(iA,z) = R(z) + iAR(l)fc)- ^ R ( 2 )(z) + A 2 R ( 3 )(z,iX) 

oùR ( l )(z) ,R< 2 )(z) , R ( 3 )(z,iX)Et(^ ,4 .) 

0 0 

On en déduit que 

(19) Q n(—) e('x) = 7j4- / z n R(—,z) e(x) dz = ̂  — / T z n R ( 1 }(z) e(7) d z 

& 2 l l T X 2 & 2 l T ^ T 2 

- é i ï ? 4 2

 z V 2 ) ( z ) e ( 7 ) d z - ^ i k / i 2

 ] e ( 7 ) d z 

Du lemme 3 et de (19) il résulte que 
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2 i ~ (Lodlengn_.,---g^ll-nY) 

^ E ( e * ) ) ( = 0=-lE(Lo g|fe n g n. 1...g 1x||-n Y)
2 = 

= -(k"(0)-Y2) - 1 nJ 2 ) e(x) - L z n R ( 2 )(z) e(x) dz 
n 1 2 I T Tn J 

- ̂ TYij z R ( Z ) e(^) àz 

Cette expression montre puisque P 2

< 1 qu'il existe une constante Cg < -H» telle que 

(20) sup^ £ E(Log|lgngn_1...g1x||-nY)
2 - (k " ( 0 ) - Y

2 ) | < ^ 

2 
Ceci montre la convergence uniforme sur S, . de la suite (a (x)) , vers 

o o a-j n n> i 
a = k"(0) - y . 

2 

e) Il reste à prouver que a > 0. Cette démonstration se fera par l'absurde en 

plusieurs étapes ; commençons par préciser quelques notations : pour tout k>1 

on définit la probabilité de transition Q k sur G x P(]Rd) par 
P P 

Q kf(g,x) = /f(g',g£) P
k(dg') 

P 
est la probabilité de transition de la chaine de Markov ( M f

n ) n > 0 * valeurs 

dans G x P(Bd) définie par 
P 

M - 0 = (g,x) M' n = (gn , g n_ d ... g lgî) n>1 

De plus, notons 

p(g,x) = Log a(g,x) g e G "x € P(]Rd) 

et soit 

h(g,x) = l Qk(p-y)(g,x) 
k> 0 p 

La convergence uniforme de cette série sur G^ x P(]Rd) résulte de 

l'égalité 

* > 1 Qp(p-ï)(g,x) = Q k - 1 p(gx) 

où p(x) = /p(g,x) p(dg) 

et du fait que Q est de norme spectrale strictement inférieure à 1 dans^, 
0 
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On a alors le 

LEMME 7 

a ) ° 2 = ^ G x P Û R à ) ^ 2 ^ ^ ' (Q_h)2(g,x")}p(dg)v(dl) 
P P 

2 — 
b) si a = 0 , pouA tout g du bupponA. dz p zt tout x du AuppoAt dz v on a 

h(g,x) = /h(g',x) p(dg) 

Démonstration du lemme7: 

La chaine de Markov (M1 )_ _ admet p & v pour unique probabilité inva-
n n ^ 0 

riante et on a 

a 2 = lim-7 E ((p-y)(M' ) + (p-y) (M1 .) + . . .+(p-y) (M1 ) ) 2 

n n paflv 1 d n 

Comme p - y = (I-Q^)h on obtient facilement que 

Epâv((p-y)(M
ï

1)+(p-y)(M'2)+...+(p-y)(M'n))
2 

2 2 
= n p£v(h ) + n pâv((Q h) ) - 2n p&v(h Q h) 

P P 
n 

+ 2n p&v{(h-Q h)(Q h)} - 2 p8v(h-Q h)( Y Q h) 
P P P k-1 p 

et l'assertion a) du lemme en découle immédiatement. 

2 
a peut encore s 1 écrire sous la forme 

° 2 = xP(]Rd) ^ p

h 2 ( g ^ " (Qp

h)2(g,x)} p(dg) v(to) 
P 

2 ^ 
si a = 0 ilen résulte que pour p&v presque tout (g,x) ̂  x P(l ) on a 

Qp(g,x) {(g',y) / h(g',y) = Qph(g,x)} = 1 

c'est-à-dire que 

p {y^G / h(y,g.x) = /h(g',gx) p(dgf)} = 1 
P 

On en déduit que pour v-presque tout y e P(Bd) on a 

p{y € G p / h(Y,y) = /h(g',y) p(dg»)} = 1 

et ceci en tenant compte du fait que h est continue établit le b) du lemme. 

L'assertion b) du lemme précédent peut être précisée en le 
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2 k — 
LEMME 8. Si a = 0 on a. pou/i tout k>_l, tout g du Auppont de p et tout x du 

Auppont de v 

h(g,x) = /h(g',x) pk(dg') 

Démonstration du lemme 8. 

Pour tout k?1 et tout x € p(]Rd) 

n 

= ^ m d : E { j 0

 ( p ( g j k + k
 gjk +k-r--

gjk +i'Sjk---
gi *> ~ k y ) } 2 

En raisonnant comme dans la démonstration du lemme 7,il en résulte que 

° 2 • ï // G xPORd)
 hk(S'-) " ̂  k \ (g,x))2 Pk(dg) v(<£) 

P P 

où h k(g , I ) = l QJ

k(p-ky)(g,x) 
JiO p 

2 k — 
et également si a = 0 que pour tout g du support de p et x du support de v on a 

(21 ) hk(g,x) = J\(g',x) pk(dg') 

Exprimons à l?aide de h ; pour cela remarquons tout d'abord que 

puisque p est un cocycle additif sur G x P(]Rd) on a 

k 

Q k P ( g , x ) = l (Q)1 p(g,x) ' g S G x € P(B
d) 

p i=1 p p 

De plus pour toute fonction F telle que F(g,x) = f(g.x) on a 

Q k F(g,x) = (Q ) k F(g,x) 
P P 

Par conséquent pour tout j>J o n a 

k 
Q J

k P(g,x) = (Q* J~ k) [ l (Q) 1] (P)(g,x) 
P p i=l p 

Il en résulte que 

hk(g,x) = p(g,x) - ky + l (Q^" K) [ I (Q )X] (p-Y)(g,x) 
î>1 P i=1 P 

ce qui prouve que 

h, (g,x) = h(g,x) - (k-Dv g e G_ x € P(pd) 
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De 1Tégalité ( ̂  «) on déduit alors que pour tout g du support de p et 

tout x du support de v on a 

Mg,x) = /h(g',x) pk(dg') 

A lfaide du lemme 8,onpeut alors établir la 

2 

PROPRIETE 1. Si a =o II zxti>tz une. constante, cf>0 tzttz que. pouA tout k_>i 

on eut pouA tout g dam Iz tuppofct dz p eX tout x dam Iz tuppoit dz v 

|p(g,x) - ky| < cf 

Démonstration de la propriété 1 

On peut écrire h sous la forme 

/ dN 

h(g,x) = p(g,x) + f(gx) où f est continue sur P(]R ). 

Il résulte alors du lemme 8 que pour tout g dans le support de p k>1 

et tout x dans le support de v on a 

(22) |p(g,x) - Jp(g\x) p k(dg')| < 2|f| 

De plus on a pour n̂ J 

l/p(g',x) p n(d 6.) = 1 E Lo g|k n g n. r.. g lx|| = £ E ( e ^ L O g l f e n S n - 1 " , ê l X , , y x = 0 = 

= k'(0)+l N (

1

l ) ( 0)eû)+^-L z n R(l)(z)è(x) dz 

pour x G S^_^ 

On en déduit qu'il existe une constante K' telle que pour tout k>1 

on ait 

(23) |/p(gT,x) pk(dg') - ky| < K' 

La propriété 1 est alors une conséquence de (22) et (23). 

2 
Cette propriété permet d'établir facilement que a > 0. En effet supposons 

2 . , V k 0 
que a » 0 et soit alors g un élément commun au support de p et au support 

no -
de p . Pour tout k>1 et tout x du support de v on a alors 

|p(gk,x) - k(n0+k0)Y| 1 c' 

et |p(gk,x) - k n y| < c f 

d'où il résulte que pour tout k>1 

|k k Q Y| < 2c' 

p 
ce qui est impossible puisque y £ 0 et par conséquent a >0. 
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f) Du lemme 6 et de (8) on déduit immédiatement que pour |\| < b 

2 2 2 

lim E (e ' / n n n _ 1 1 )- e 2 = e 2 

n 

ce qui prouve l'affirmation 3). 

g) Pour prouver le h) précisons la convergence obtenue dans 

LEMME 9 

II zxÂAtz un kzzI c>o tzl quz poux |x| <c/n x e s d - 1 

zt n>1 on ait 

a /n 1 

Démonstration du lemme 9 

D'après le lemme 6 on a pour |x| < ab 

(2k) e _ i ( k ( ^ ) ) n V ^ . ) e(x)- e" ̂  = A ^ x ) + B ^ x ) 

où 

— A3 3 

xf. A + _ A L e ( x } 

et B (X) = e " 2 e ^ a 3/n 2 ^ ( i i j ^ d ) 

Il existe un réel c > 0 tel que c < ob, ̂ AJ^- < £ et tel que pour|x| < c /n" on ait 
a 

I 1 x 3

 A + X 3 , X . , ]xi 2[A|X2 < 1 X2 

a 3 a 3 v4T ' 1 ^ ' ^ 3 " ï 11 - 1 

et aussi 

sup |i ̂ ( x ) - kS2)e(x) - ^ N ^ ( ^ ) e û ) | < c?< +~ 
x 6 p(]Ra) 
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On en déduit en utilisant l'inégalité |eZ-l| i f*L «' <lue P o u r N i c / n n i 1 

on a 

2 Ixl 2JA|X2

 ( o _X 2 

(25) |An(X)| < e 2 -J^i- e ' ° < ^ e 

et aussi 

. i l i? _ A2. 
( 2 6 ) l Bn U )l S 2 e k < c7 ^ e 

Le lemme 9 se déduit immédiatement de (2k) 9 ( 2 5 ) , (26) et de (9) 

Grâce à l'inégalité de Esseen [5] o n a 

V T > 0 V n _> 1 

supj P(Zn(x) i t ) - ^ ^ e - ^ d u | < f + - | e - e | d X 

où K = - ^ -

En posant T = c /rT et en tenant compte du lemme 9 il vient 

sup | P(Z(x) < t) - --L- J e " 2 du| <_ -7= + / e ~ 
x£ S, n ^ 0 0 ^ * - c/n 

d-1 

( 2 A X 2 + ! l ) d x + ^ ^ _ ; c d x 

CT a - c yfi 

ce qui compte tenu du fait que p < 1 et de la convergence de l'intégrale 

+°° _ X 2 c 
/ e ~ (2 A a + -^-) dX établit l'assertion U) 

1*.2 Précisons les résultats précédents en établissant un théorème de la limite 

centrale fonctionnel. 

Soit [ 0 , 1 ] l'espace des fonctions continues sur [ 0 ,1 ] muni de la topo-

logie de la convergence uniforme sur [ 0 ,1 ] . Pour x € S ^ 1 posons 

S* » ± (loglg ng n_ 1...g 1xl - ny) n > 1 

et considérons la fonction aléatoire [ 0 ,1 ] n > 1 définie par 

Y * m - -L q x i nt -[nt] , g[ntl S[nt] -T ' - g 1 xll 
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x € S d - 1 , nj>1 , t€ [ 0 , 1 ] 

Notant W la mesure de Wiener sur*£ [ 0 , 1 ] [ 1 ] on a le 

théorème 3 

Son* lzs> kypothzAZA du thzozàmz 2 , p0uA tout x ^ s l a 4 a ^ e d e éonctloru 

aJLzatovizà (x*) . , convzigz zn loi VZIA w . n n ̂  1 

Démonstration du théorème 3 

Commençons par énoncer et prouver des lemmes utiles à cette démonstration. 

a) LEMME 10 

VOUA tout x € S d - 1 dtbt/UbutLovu> dz cLùnznAion ilrUz dz ( x x ) n >_ 1 

convzAgznt vzu czllz* dz W. 

Démonstration du lemme10 

Considérons tout d'abord le cas d'un seul instant s. On a 

( P 7 \ « > 1 I \ 1 c x \< 1 n II g[ns]g[nsj - 1 ' ' 
^ i ) V n > 1 A (s) - -7=- S r i < 7=- log « gr , » L — ^ 

* T (nsl B [ n s ] + 1 »g [ n s ]g [ n s ]. r..g 1xll 

Lorsque n tend vers l'infini le second membre de cette inégalité converge presque 

sûrement vers 0, de plus d'après le théorème 2 la suite ( 7 = sf , ) A converge en 
/ n l nsj n >_ 1 

loi vers B s, par conséquent la suite (X
X(s)) n > -j converge en loi vers W g. 

Considérons maintenant deux instants s et t avec s <t. Nous allons prouver 

que 

(X^s), XX(t)) converge en loi vers (W , W. ). 
n n n ̂  1 s t 

Pour cela, il suffit [ 1 ] de montrer que 

(XX(s), XX(t) - XX(s)) converge en loi vers (W , W - W ) ou encore en 
n n n n _ i s o s 

tenant compte de (27) appliquée aux instants t et s que 
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< 2 8 ) (7ÏÏ S[nsl ' 7 n ( S1nt] " ̂ [ns^n > 1 C O n V e r g e e n l o i V e r S ( Ws ' W 

Notons^ la tribu engendrée par les variables aléatoires (gj u ^ < n 

Soient a, 6 € ]R , on a y x € s , n_>1 

Comme 

* t n S l ^ ^ g ^ , . -([ntj-[ns] ) Y < B) 
[ ns] 1 

il résulte du théorème 2 U) que V n>_1 , V X G S ^ 

X X 2 
, E (

S f n t 1 - S fnsl L \ 4 ) _ 1 f6 *nt]-[ns] - ̂  , < . ^ c 

l E ( /"n" 6 1 [nsr /2ir 1 4nt] -[ns] 

Par conséquent on a ¥ n _> 1 V x € S^_1 

. -OO 

£ c 

4 ntj -l nsj 

d'où l'on déduit facilement que 

H » P < % - . - . S s » ) - ^ L " * au • ^ f ^ > a u 

ce qui établit (28). 
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Le cas de plus de deux instants se traite de manière analogue^d'où le 

lemme 

b) LEMME 11 

II zxÀMtz un tâzl d > 0 tzl quz v n > 1 v e > 0 v x € s j i on oJUt 
i — a - 1 

P ( sup |S X| > e) < h P (|SX| > e - d,/n) 
1 <_i<_n 

Démonstration du lemme 1 1 

Notons (S*)* = sup |s*| 

La démonstration du lemme 11 sera obtenue à l'aide des deux lemmes suivants : 

a) LEMME 1 2 

V ' y , a > o , V x € s QAV&j on a 

P ( ( S V > y . . x " i f r * v [ 

Inf P( |s' | <a) 

1_<k<n-1 

Démonstration du lemme 1 2 

Notons 

A/x) = {|s*| 1 y + a} 

Ak(x) = {\s*\ > y + a ; |s* | < y + a pour 1_<lj<k-1 } 

pour k _̂  2 

B"(x)={|-^ I (logl g. J J 2 — - Y)|< a) 

pour 0 < k £ n -1 

Cn(x) = {|s*| 1 y} 

On a 

C (x) 3 U [ A, (x) n B°(x)] n k = 1 k k 
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et par conséquent Vn ̂_ 1 

(29) P(C (x)) > l P(A. (x) n B°(x)) 
n k=1 k k 

Or on a ¥n>_1 1<k<n 

(30) P(B£(x) n A k ( x ) ) = /l A^ x )P(B^(x)/^)dP 

et 

(31) p . . . P ( B i » W k î - [ l g k g k . r . . g l x | l
 P n _ k ( d g ) 

{ g / â | L o d l g k k g k . r . . g l x | | -fr*M<»> 

> Inf P^lLoglk ...g z||-(n-k)Y|<a} 

a- i 
i<k<n-i 

soit 

(32) p.s. P(B[ n )(x)/^) > Inf P(|s*|<a) 

a-1 
1<k<n-1 

et par conséquent 

n 

(33) P(C(x))>[ l P(A,(x))] Inf P(|sf|<a) 
d-1 

1<k<n-1 

c1 est-à-dire 

(3U) P(C (x)) > P((S*)*> y+a) Inf P(|sf|<a) 
n - k' 

a-1 
l£k£n 

d'où le lemme 12 . 

6) LEMME 13 U zxUtz une conàtantz d > o £e££e que 

¥n > 1 

Inf P U s ^ d , > £ 

^ S d - 1 
1<k<n-1 
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Démonstration du lemme 13 

Vz^S^ ,Vd, > 0 , Vn > 0 et 1<k<n-1 on a d'après le théorème 2 U) 
d-1 1 — 

|sf | r | s ? | a, , -u2/2 . 
,3,, P<|s*|<a, - p,-*- <a l V A, > P t - j t , . , , > ^ . au - | 

. 2c 1 
Soit n Q un entier tel que pour k̂ _nQ on ait — <_ ̂  ; on choisit alors d 

k̂̂  
de sorte que 

Dans ces conditions d'après (35) on a 

VzeS, , ¥n>nn+1 et n <k<n-1 
d -1 — 0 0 

(36) P(|sJ|<d1 vG) > £ 

on peut de plus choisir d 1 suffisamment grand pour que pour tout l£k£n^ on ait 

(37) Inf P d s j l ^ ) > ± 

^ Sd-1 

d'où le lemme 1 2 . 

Le lemme 11 est une conséquence immédiate des lemmes 12 et 1 3 , où l'on a 

posé y = e - d̂  i/n et a = d̂  /a 

d) LEMME 1U PouA tout x^S ^a ĉtcte dzA ctutAlbutlon^ dzà fonction* altcutoiAd* 

(Xx) A QJ*t zouJjtQyidud 
n n>1 n 

Démonstration du lemmme 1U 

Pour établir ce lemme il suffit d'après [1] de montrer que 

¥e>0 il existe un réel X>1 et un entier n Q tel que pour n>n on ait : 

(38) P( sup (s*+. - S*| > X/n) < -| 
1<_i<_n X 

pour tout k. 

Pour X > 0 on a d'après le lemme 1 1 

(39) P( sup | s * - S*| > X/H) < UP(|s* - S*| > X ^ - d1 •S) 
1<i<n K 

d'où puisque d'après le théorème 2 M 
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ù2. 

P U S ^ - S ^ I > X / Î T - d An) < ^ f e 2 du + ^ 
iu| |u|_> X-d > 

il résulte que 
2 

u 

(hO) P ( sup |s£+. - S j i ^ ) < U ( 7 I 7 f e 2 du + f£ ) 
fc| |u| > X - d l } 

Par conséquent si X > 2 d 1 on a V x € , V n>_1 V k>_1 

2 

u 

P ( sup |S* +. - S*| >_ A /ïï) <_ f e 2 du + 7§« ) 

{u| |u|>_ ~ X} 

De (1+1) et de l'inégalité 

2 2 

) u /•+00 u__ 

2 ^ . 8 ' 1 I | 3 ~ 2 , °7 
r i f i X d u ^ . 7 5 ? , U | 6 03 
iu| I u| > ~} ' oo X 

on déduit que e > 0 étant donné on obtient (38) en choisissant par exemple 
2c

 h
 k 2 

X = sup (—L , l*dlf 2) et n = [ ~ 7 T ~ ] + 1 
e e 1 o e2 

Le lemme 1^ est ainsi prouvé. 

e) le théorème 3 est une conséquence immédiate [ 1] du lemmeio et du lemme 

h.3 Désignons par jf la loi normale centrée réduite sur ]R , on peut alors énoncer le 

théorème h 

Sou* Iz* kypotkz*zà du tkzoïzmz 2 , pouA tout x £ ]R D- {o} le* vaAiable* alzcutoiAz 

Zn(x) , zt g n g x n>j à vaZzux* Ke*pzo£i\)zmzn£ dan* E zt P(]Rd) 6ont 

a*ymptotiquejnznt indépendante* zt la *uitz dz vaAiable* aleaZoiAz* (z (x),g ...g x) > 

convzAgz zn loi vzn* la loi produit oY & v *UA IR x P( 1R ) 
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Démonstration du théorème h 

V x € S d - , V à €]R, |x| < a et V f e ^ x on a facilement à l'aide 

de ( 1 3 ) , (1U) et du lemme 6 ° 

- + i x 3 A + A 3 e , X x 
iXZ (x) w -xx _ , 5.X N w - x ~ 2 a /n a/n 2la/n 

E(e n f(gngnI1---81x)) - P (^) f(x) = e 

2 2 
x t v< f> + NÎ l )f(x) - - 4 — NS 2 ) )f(x)- V r T ! 3 ) ( i — ) fû)] a/n i ~ 2 i ^ i /— 2a n a n a/n 

-iXi/ny 

^ •+ • + + e G Q n ( — ) f(x) 
on en déduit immédiatement que Q /-

lim E ( e 1 Zn ( x )f(g ng n - l...g 1ï)) = e 2 v (f) 
n 

ce qui suffit à établi1* le théorème h. 
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§5 - Une loi du logarithme itéré 

THEOREME 5 

Sou* Iz* hypothl*zj> du thzoKzmz 2, poux tout x € s Vzn*z)nblz dzM point* 

L o g " S n S n - r , # g 1 X " " n Y 

d1 accumulation de la *uLtz ( )n>i z*t ptizAquz AuAzmznt non 

a /2n Log Log n 

alzatoi/tz zt zgal au Azgmznt H,1 ] 

Démonstration du théorème 5 

Elle.se fait en deux étapes 

a) LEMME 15 Vx € , , ¥e > 0 on a 
a-1 

P(ÏIm{|SX|>(l+e) /2n Log Log n}) = 0 
n 

n 

Démonstration du lemme 15 
2Y 

Soit d > 1 , posons n k

 = 1 k>_1 

on a 
P(îîm{|sX|>_(l+£)/2n Log Log n}) < P(lim{(SX )* > 0+e)/2n, _ Log Log n ) 

n n ^ n^ K i . K— i 

Montrons que pour un choix convenable de d 

(U3) l P((SX )* > (1+e) /2n, Log Log n ) < '+» 
k«1 nk 1 1 - 1 K _ 1 

D'après le lemme 11 on a 
|S X | , . 
n / n 

(UU) P((SX ) > (1+e) /2n k_ 1 Log Log n ^ ) < U P( ^ > ( 1+e)/ 2-|p- Log Logn^ 
k k 

d'où l'on déduit en utilisant le théorème 2 h) d1 ̂  

(U5) P((SX )* > (l+e)/2nk_1 Log Log n ^ ) < k(2 /+°° , - ~ e 2 du 
k (l+e),4-k^1LogLogn. -d 

nk k _ 1 1 

/ n k 

Pour tout t > 0 on a [11] 

/ + V u 2 / 2 d u = f e " t 2 / 2 (l-§-) 0<e<1 
t x

 t 
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Pour k assez grand on a donc 

2 
i .+<*> c 1 L___ 

— / e du + — = — Jh 

nk l c~ 1 1 

, ' 2 ?_ 
exp-^[d+e) / 2 ~ ^ ~ L°S Log - d^ x { 1 - —yij. 

k

 (î+z)/2-^1 Log Log n k - i - d )
2 

le 

+ -22L£ ( ( l + e ) / 2 - J z l L o g L o g ^ _ ̂ } e x p l ( 1 + ç ) ( / 2 - ~ Log Log n k - 1 - d 1 )
2} 

Il en résulte que lorsque k tend vers +00 

- L - r e " ^ 2 du + ^ . - J f exp-l 

yÇï /ïï—7 — /n~ ^ 7 (l+e)/2 Log k 
(l+e)/2-jj— Log Log n k - 1 - d * 

/ V l ~~ 2 

[ ( 1 + e ) / 2 - ^ — Log Log n ^ - d ^ 
k 

{ k 6 ) 

Posons = ( 1+e)/2 ^~ Log Log n^_^ ; on a 

yn ' ' p n k 1 2 d 1 
exp-^ [ (1+e) Log Log n ^ - d^ 2 = e x p - l d

2 exjrfHe) Log Log ^ ( 1 ^ ) 
k 

V l 2 d 1 1 ( * 2 
Comme pour k assez grand on a (1 ) > — * 5" 

\ *k " d 2 0+e) 
on en déduit que pour k assez grand 

; U 7)ex P-^ [(l+e)/P^-Log Log n ^ - d^ 2 < exp-| d 2 e x p - ^
 L ° g L ° S V l 

k d 

Lorsque k tend vers +• h e / 2 2 / ± t i Z i } 2 

i e p ~ d ' - d 
;U8)exp—^ (1+g) Log Log n k - 1 * (2 Log d) * 

d 

En choisissant 1<d<1+ | , on obtient (1*3) à l'aide de (U5h (^6) , (^7) , ( W . 
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Le lemme de Borel Cantelli[15] et (k2) permettent alors d'obtenir le lemme 1 5 . 

b) LEMME 16 Vx € s , tout tâzl a e [ - 1 ,1] e6£ pKZAquz 6uAzmznt point 

d'accumuZation de ta Auitz 

L ° d l g n s n. 1-'-
gi x l l " n y 

tLJLJ ! n > 1 

a J2 n Log Log n 

Démonstration du lemme 16 

Soient a € [ - l , l ] , e > 0 , d > 1 . Posons n^ = [ d 2 k] et considérons les 

ensembles 
Sn 

A. (x) = {[ n k - al < e} k>1 
/ 2 n ^ Log Log n^ 

et 

' A'(x) = {| ^ ' ^ - 1 - a | <£} k>, 
/ 2 n ^ Log Log n^ 

Commençons par prouver que P(ljLm A^(x)) = 1 pour un choix convenable de 

d ; pour cela il suffit d'après-le lemme de Borel Cantelli [13 de montrer que la 
k-1 

série \ P(A'(x) / n c A', (x)) est divergente 
k=1 k j = 1 J 

On a pour k>1 

k-1 | P ( A ' ( X ) / ^ ) 

P(A'(x) / n C Aj(x)> = — S=i i k - 1 dP 
J _ 1 J P( n CA'.(X)) n c A'.(x) 

et |S Z _ - a | 

Pp.s. P(A k(x)/Ç" ) > Inf P ( - ~ = = = < f ) 
k -1 z^S^_1 /Sn^ Log Log 

En tenant compte du théorème 2 U) on en déduit alors que 

/ 2 n k Log Log ^ 

f a ^ 2 V

 n - n 
, k -1 Te k -1 2 

(1*9) P(A k(x)|H CA'.(x)) > — e ~ u / 2 d u 25 - f (a,e) 
J ^ / 2 n k Log Log n k " W l 

J ( l a , + ^ ) / V V , 
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Si lal £ 2 o n ê̂̂ -uit d e (̂ 9) que 

. . k -1 
^ P(A£(x)/ n c Aj(x)) > \ 

J — 1 

k-1 
et donc £ P(A/(x)/ n c A'.(x)) = +°° 

k=1 K j=1 J 

Si |a| > ~ on voit en raisonnant comme dans la démonstration du lemme 1 ? que lorsque 

k tend vers +°° on a 
£ 2 
) 2nkLog Log n k 

f. ( a, e ) ̂  —y 1 exp— • 
k ^ (|a|-f)/(l-I

ïï)(2Log k)
 2 \ " V l 

d 

Le second membre de cette équivalence est le terme général d'une série 
(a-e/2)2 

divergente dès que - < 1 ; donc en choisissant d assez grand pour que cette 
1~d 

condition soit réalisée, ce qui est possible car 0<|a|-~<1 on a également 
k-1 

l p ( A ; ( X ) / n c A : ( X ) ) = +<*> 

k=i * j=i J 

Par conséquent pour tout a £ [ - 1 , 1 ] , pour tout e>0 il existe un d^ > 1 

tel que pour d > d Q on ait 

(50) P(ïïm~ A'(x)) = 1 
k k 

Considérons maintenant les ensembles 

|S X | 

E k U ) = { /

I l k " 1 < f> k l 1 

/2n^ Log Log n^ 

D'après le lemme 15 il est clair que dès que ̂  > 1 c'est-à-dire d > j 

on a 

P(TIm" CE (x)) = 0 soit encore (51 ) P ( ^ Efc(x)) = 1 
k 

supposant d assez grand pour que (50) et ( 5 1) soient vérifiées on en déduit que 

(52) P(ÏJLm~ (A£(x) ̂  Efc(x))) = 1 . 

d'où puisque pour tout k>1 

A£(x) H E (x) C A k(x) 

Il résulte que 

(53) P ( ï | m " A k(x)) = 1 

ce qui établit le lemme 1 6 . 

Le théorème 5 est une conséquence immédiate des deux lemmes précédents. 



34 

§6 - Un théorème limite local 

Dans ce paragraphe nous nous proposons d'établir un théorème limite local 

associé au théorème de la limite centrale prouvé au paragraphe U. 

Pour établir ce théorème il nous faudra outre les hypothèses (P) que la 

condition (C) suivante soit réalisée 

(C) Pour tout X 6 ]R A i 0 l'opérateur P(iX) de*L dans-£ est de norme 
0 0 

spectrale strictement inférieure à 1. 

6-1 Nous envisagerons deux groupes d'hypothèses (P*) et (P^) sur le support 

de p qui assurent la validité de (C) 

Avant de donner ces hypothèses précisons .quelques notations. Nous noterons 
k 

S k le support de la probabilité p k>_1 . De plus nous dirons qu'une matrice 

T T P E SL(d,IR) est "réalisable" [13] s'il existe un entier n > J tel que TT S (S^) n et si 

de plus TT a une valeur propre simple q(ir) > 0 qui en module excède strictement toutes 

les autres valeurs.propres de ÏÏ. 
Nous considérons alors les hypothèses suivantes : 

Hypothèses (P^) 

1) p satisfait aux hypothèses (P) 

2) il existe deux entiers n>_1 et k>1 tels que 

n+k n r 

P P 

3) le groupe engendré par A = {Log q(Tr)/ïï "réalisable"} est dense dans ]R . 

Hypothèses (P£) 

1) p est à support compact 

2) il existe deux entiers n>1 et k>1 tels S . n S ^ <j> ' — — n+k n r 

P P 

3) contient un réseau de SL(dJR) 

Nous pouvons alors énoncer la 

Proposition 7 : Sou6 Vum ou Vau&iz du kypothèAOA (P') ou (P£) la condition (C) 

QMt vë.ii6<i£z. 

Démonstration de la proposition 7 ' 

Pour établir la proposition 7 , il suffit d'après la proposition 6 , puisque 

(P) est réalisée sous chacune des hypothèses (P^) ou (P^), de montrer que P(iX) 

X̂ O À^IR n'admet pas de valeur propre de module égal à 1 . 
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Raisonnons par l'absurde : supposons que pour un réel X ̂  0 P(iX) possède 

une valeur propre p de module 1 ; Soit f#0 ^ u n e fonction propre associée ; 

on a alors : Vn>J Vx e P(]Rd) 0 

(5k) Pn(iX) t(x) * /aiA(g,x) f(gx) pn(dg) = y n f(x) 

Notant le support de v on en déduit alors le 

LEMME 17 

PouA tout x € s on a |f(x)| = Sup |f(y)| 
v y€P(]Rd) 

Démonstration du leimne 17 

Soit x n € Pdf) tel que |f(x.)| = Sup, |f(y)| 
° 0 y€P(]Rd) 

de (5*0 il résulte que 

¥n>1 |f(x0)| < P
n(0) |f| (xQ) 

d'où puisque d'après le corollaire 1 lim Pn(0) [f| (XQ) = v|f| 

On a 

Sup |f(y)| = f(x ) < v|f| 
ySPÛRd) 0 

De cette inégalité et de la continuité de f on déduit alors immédiatement 

puisque v est une probabilité que 

Vx S S |f(x)|= Sup |f(y)| 
ySPCEd) 

Le lemme et (5M permettent d'affirmer que 

¥n> 1 Vg € s , ¥x e S 
— G n v 

P 

(55) aiX(g,X) f(gx) =||gx||iX f(gx) = yn'f(x) 

et f(x) # 0. 

k 

Il résulte alors du 2) de (Pp i=1,2 et de (55) que u = 1 c'est-à-dire 

que sous l'une ou l'autre des hypothèses (P!j) ou (P^) la suite (y ) n > ^
 e s t finie. 

Nous allons montrer que ceci est contradictoire avec le 3) de (P^) i=1,2. 

a) Envisageons tout d'abord le cas où les hypothèses (P*) sont satisfaites. 

Soit TT une matrice "réalisable" de SL(dJR) et soit v^O un vecteur propre 

associé à q(îr). Comme v ne charge aucune sous variété projective de P(B ) [9 ] il 

existe un élément x, de S tel que 1 v ^ 
n - -

lim TT x = v 
n -H-°° 
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ce qui, puisque S^ 3 x^ établit que v appartient à S^ . 

Supposant que TT appartienne à S n Q , on obtient alors en appliquant (55) pour 

g = ÏÏ et x = v 

(k(îr)) i X f(v) = y1"0 f(v) 

et 

f(v) * 0 

e iÀLogkU) n 0 
Soit e & = y 

Ceci établit que ¥Ç € A e l X^ € {p n n>_1} et donc aussi puisque le 

groupe engendré par A est dense dans "P. que 

Vt €]R e

i A t € { u

n n>1 } 

ce qui est impossible puisque {p n n>_1} est fini. 

La démonstration de la proposition 7 sous l'hypothèse (P̂ j ) est ainsi 

achevée. 

b) Supposons désormais que les hypothèses (P') sont satisfaites. Sous ces hypothèses 

pour tout x € PQR ) on a [8] . 

n = ? Q R D ) 

p 
d d 

D'autre part [8] il existe un vecteur W € ]R - {0} tel que T^W soit dense dans E - { 0 } . 

D'après la remarque précédents W appartient à S^ et il résulte de (55) que 

(56) { M P ^ g l g e n u i s n } = {p
n n>l} 

~ p 

Comme T W est dense dans ]R d - { 0 ) on a aussi l'inclusion. 
P 

(57) {||gW||iX ̂ f f | S n } ^{t i X/t> 0 } 
~ P 

Comme la suite {y11 n>_1} est finie (56) et (57) sont contradictoires et la proposition 7 

est ainsi établie sous l'hypothèse ( P ^ ) . 
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6 " 2 - 2 

Notons p(u) = — — e

 U ^ 2 u ̂  ]R 
/2ÎT" 

On a alors le 

THEOREME 6 

S,c £e* hypotkUoA (Pj) ou (P^J 4on£ AatiàiaUeA pouA toute fonction f 

continue 5 Auppont compact dan* ]R x pQRd) on a 
lim sup |v£ aE[f(u+Loë||g g .g x|| -ny,g g ....g-x)] -
n-+~ (u,x)«taS

 n n' 1 1 n n~ 1 1 

- P ( — ) / d f(tfy) dt v(dy)| = 0 (58) 
ovÇ ]RxP(3R ) 

on en déduit le 

Corollaire 2 : Sotti le& hypothè&eA du theoAème 6 pouA toute fonction f contenue 

à Auppont compact dan* K x PÛRd) et pouA tout compact C de IR on a 

lim sup |I/2TO a E[ f(u+Log||g g .. .g x|| - ny ,g g -...g-x)] -
n - N " (u.xjecxS^ 1 n n -1 1 n n -1 1 

- W t E d ) f ( t J ) d t v ( d f ) | = 0 • 

Démonstration du théorème 6 

Elle se fait en plusieurs étapes 

a) Soit^ l'espace vectoriel des fonctions boréliennes de ]R dans E telles que 

f^\h(x)\ dx < +« et telles que h(x) = /00ê
1UXff(u)du où h est continu à support 

compact. 

On commence par établir que (58). est vérifié pour les fonctions f de la 

forme f = h fi <fr h e $ ê » * G ^X " 
0 

On a 

2V5" a E h(u+Log||gngn_1...g1x|| - ny) +(«n«n-r--«i
 x ) 

r- /• -îXu , / . n iXaZn(x; — x% 
= ^ a / œe h(X) E(e n f(g n

gn-r " S 1 X ^ 

et 

E ( e ^ ^ Z n ( x ) + ( g n V i . . . g i X ) ) . e-i^Y p n ( i A ) , ( 7 ) . e^ny 

[k(iX)]n N/iX) (fr(T) + e" i X n Y[Q(iX)] n * Û ) 



38 

2 
D'autre part, on a Au A 

2ÏÏ /+°°h(t) dt p(-S-) = h(0) /e* 1^ 7" e " ~ dX 
a/n 

Supposons que le support de h soit inclus dans [-a,a]. Soit e>0 ; il 

existe un réel d(e) > 0 tel que d(e) < a < a d(e) < a et tel que pour 

|A| < d(e) a /a , on ait 

(59) le"" 0 (k(^-)) n| < ê k 

et 

(60) ||N (-*-) -v|| 
1 a/n 0 

Or 

( 6 1 ) 2 ^ ^ 0 Eth(u+Log||g g . . . g X | | - I Ï Y ) • ( g Q g n _ 1 . . . g 1 5c ) ] - p(—) /*~h(t) dt v(*) 

_• * u _2iî 

= a / i i A u h(X) e"inXY[k(iX)]nv(<0) dX - h(0) / T*7* e ' 2 dAv(4»)] 
{|x|<d(e)} {|x |<d(e)^o} 

+ /n" a / e i X u h(X) e~ i A n Y[k(iX)] n (N1(iX)^(x)-v(*)] dX 
{|x|<d(e)} • 1 

+ & a j ê i A u h(X) e " i A n Y On(iX) •(!) dX 
{|x|<d(e)> 

+ ^ a / ê i A u h(x) e " i X n Y Pn(iX) 4.(30 dX 
{d(e)<|x|<a} 

- h(0) / e ̂  e 2 dX v(*) 
{|x|>d(e)/na} 

= T 0 ) ( u ) + T ( 2 )(u,x) + T ( 3 )(u,x) + T ( U )(u,x) + T ( 5 )(u) 
n n n n n 

Par changement de variable dans la première intégrale de T^^(u) on obtient 
2 n 

. .t/ny _t 
T ( 1 ) ( U ) = / [h(-U e" 1 0 k n ( - ^ - h(0) e 2 ] dt x v(*) 

{|t|<av/ïïd(e)} 0 / 1 1 av£ 
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Compte tenu de (59) on en déduit à l'aide du théorème de Lebesgue que 

(62) lim sup | T ^ 1 ) ( U ) | = 0 

n i£R n 

De même par changement de variable on a 

. ut .tî ny 

T n 2 ) ( u ' x ) = ' m , ^ n ^ ° k n ( ^ ) [ N i ( ^ * ( x ) - v ( * ) l d t 

{|t|<a/nd(e)} 

Compte tenu de (59) et (60) il en résulte que 
2 

_u 
(63) îîm |T2(u,x)| < esup |h(t)| ||*||. f e 2 du 

n (u,x)QRxSJ ,
 n t̂ R A 0 

a -
 i 

= e sup | h ( t ) | || <f>|L 

De (9 ) , on déduit que 

sup |T ( 3 )(u,x)| < c d(e) a ||« || sup I h(t)| 
(u,xfe]RxŜ  1

 n p o t̂ R 
a- i 

d'où 
.(6U) lim sup |T^(u,x)| = 0 

n (u,x)3RxS_ 1

 n 

d-l 

Pour d(e)<|x|<a on a ¥n>l |[pn(iX)|(x £ Cg8
n avec 0<6<1 et Cg une cons­

tante, du fait de la condition ( C), et de la continuité de X -* P(iX). 

Par conséquent : 

sup | T ^ U ) ( U , X ) | < i £ a sup |h(t)| C A 6 n ||<f>|| , 

et donc (65) lim sup |T^(u,x)| = 0 
n (u,x)qRxSd^1

 n 

On a .2 

à 

sup|T ( 5 )(u)| < |h(0)j |vC+)| x / e 2 d X 
u<3R n {|x|>d(e)v̂ a} 

et par conséquent 

(66) lim sup|T ( 5 )(u)| = 0 
n u9R n 

De ( 6 1 ) , ( 6 2 ) , ( 6 3 ) , ( 6 U ) , ( 6 5 ) , ( 6 6 ) il résulte q u e 
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lim sup 2 T | ^ o E(h(u+LoÉj|g g ...b x | | - n Y ) *(g g ...g x ) 
n (u , x ) ^ R x S , , n n i i n n - l 1 

- /^h(t)dt x v($)| <_ JÏH e sup|h(t)| ||<j>|| 
t A Q 

ce qui suffit à établir, e étant quelconque, que (58) est vérifiée pour f = h M 

b) Montrons que (58) est également vérifiée pour f = g & <f>, où g est une fonction 

de JR dans E continue à support compact et <j> € ̂  . Il suffit d'ailleurs de consi­

dérer le cas où <f> •> 0. Soit e > 0 ; par un résulÇat d'approximation connu il 

existe des fonctions g et g + dentelles que 

et 

/!! S*e(t) - g*(t) dt < e 

De plus, o n a 
[g(u+Log||g ...g x | | - n Y ) 4>(g---sJÏÏ - p ( ~ ^ ) !'Z « l t ) d t v ( * > l 

n i n i a / n 

< a / n " E [g*(u+Log!jgn...g1x||-nY) •(g Q. • -g,*)] - <r̂ n E(g(u+Log!|gn. . . g ^ l f - n y ) ^ . . .g, x)) 

+ | 0 / n E[g*(u+Log||g . . . g l x | | - n Y ) <f»(gn• •-g^)) - p f — ) / ! I g * ( t ) d t v ( * } | 

t n i n i 0 / n 

+ |p(-7:) D « W - 6 > ) ) « v ( * ) | 

a / n 

Comme 

{E.^(u +Log)|g n g r i g ||-nY) * t ^ . , • • ^ " E[g(u+Loa||g1. . . g lx||-n Y)_ 
n n 1 *(g n---g 1x)]} 

< a / n { E [ g ; ( u + L o d | ? n g n _ l . . . g 1 x | h n Y ) •(g n« n-1 " " ^ ' ^ l ^ ^ l * 
£ n n 1 1 ^(gn...g,x)] } 

/::[g;(t)-g-(t)]dt v ( * > + « n < g * ' *
, u , x ) + ô n( g;,*,u ,x) 

où l'on note 

V e , . , u , x ) . | . ^ K ( e ( u . i ^ | « B . . . « I * l h » r > * < ^ - . - « i S - » < ^ > P ( t ) d t ^ 
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et comme 

I P ( — ) («(t)"«e ( t ) ) d t v ( * } l i — e v(*) 

on en déduit que 

îlîn sup \oi/n E g(u+Log|| . .g^lf-ny) *(gn-..g x) - pf-^-) ^(t) dt v ( <f> ) | 
n (u,x)^RxS. , ai/n 

a -
 i 

< — e v(<(.) 

ce qui, puisque e est quelconque, établit le résultat cherché. 

c) (58) est également vérifiée pour toute fonction f de la forme f - g & * 

où g est continue à support compact surlR, et i|/ €^(P(]Rd)). 

Ceci est une conséquence immédiate de b) ; du fait que est dense 

dans (€(P(]Rd) ) ,l I ) et de l'inégalité 0 

sup \a/n E[g(u+Log||g g ...g x||-ny) <fr(gvi...g1x) - p f - ^ / ^ g f t ) d t (̂<f>)| 
(u,x)€lRxS, , n n-1 1 n 1 a / n 

< kl c(g) 

où C(g) = — : / _ | g ( t ) | dt + sup a/n E[ |g| (u+Log||g .. .g.x||-nY)] < +» 
fa (u,x)6S. , n 1 

n>1 d" 1 

d'après b) 

d) Soit E l'espace vectoriel engendré par les fonctions considérées au c) 

Pour toute fonction continue à support compact, et tout e > 0 il existe 

des fonctions f + et f de E telles que 
e e 

f ~ < f < f + 

e — — e 
et 

W l R d )
 [fI(u'b) * fê(u)t)1 du V(dt) < £ 

Les résultats de c) et un raisonnement analogue à celui utilisé en b) 

établissent alors le théorème 6. 

Démonstration du corollaire 6 : Ce corollaire résulte immédiatement du théorème 6. 
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§7 - Théorèmes des grands écarts 

7 - 1 Dans l'énoncé de la proposition 5 , on peut supposer 0<a assez petit pour que 

dès que X € ]R , |X|<a on ait k(X)>0. Considérons alors la fonction 

•(X) = Log k(X) - yX |x|<a. 

Cette fonction est analytique d'après la proposition 5 et on a 

, .( 0) . { } M - Y . 0 et »"((,) - * W ( 0 ) ~ k , ( Q ) 2 = a 2>0 
k ( 0 ) (0) 

Il existe alors un intervalle [-A,A] A>0 sur lequel \\j soit strictement 

convexe. Nous supposerons de plus A assez petit pour que si |x|<A, XâR et si 

e ^ 6 ^ 0 est une fonction propre vérifiant P(X) e^ = k(X) alors e^ 

est strictement positive sur PUR ). 

Dans ce paragraphe nous nous proposons d'établir les deux théorèmes 

suivants : 

THEOREME 7 : 

Souà Izà kypotkz&z* du tkîoAzmz 1, poun tout e tôt quz 0<e<^~^-
L^|g ng n. 1---g 1x|| l / n _ c ( e ) 

lim{ sup P( •• Y>e)} = e 

où 0<c(e) = sup [te-*(t)] = X(e) i|/'(X(e)) - *(X(e)) 
0<t<A 

X(e) désignant Vuviiquz solution dz l'zqucutcon i\>(\) = e 

THEOREME 8 : 

Sou* Vunz ou VautAz dz* WypothUz* (Pj) ou [?') p0uA tout z tzt quz 

° < e <^A^" ' ̂  X € S d - 1 ^ 0 / L 6 3 u e n "* + c o 

Log||g g . .-g x|| -nc(e) 
P ( *-JLJ 1 — . Y > e ) %

^ N (X(e) ) e(x) 

Où 0<c(e) = sup [te-*(t)J = X(e) *'(X(e)) - *(X(e)) 
0<t<A 

X(e) daignant Vuwiquz solution dz Vzquatlon i//(X) = e 

*Jt a(e) = X(e) /i|/'(X(e)) 
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7 -2 Avant de démontrer ces théorèmes précisons quelques notations et énonçons 

plusieurs lemmes. 

On appelle Q le noyau de transition défini sur H x PUR ) par 

Qf(u,x) = /f(u+Loga(g,x),gx) p(dg) u e ]R , 1 6 P(B d) 

Pour |x|<A soit h. (u,x") = e X u e, {1) u e ]R , x e P(]Rd) 

On a 

Qh x = k(X) h x 

Ce qui permet de définir le noyau markovien relativisé X^ sur B x PQR ) par 

1 Q(h,f) 

A 

On note (*S , XX ) „ la chaine de Markov à valeurs dans B x P(3Rd) associée 
^ n n n>_0 

au noyau Q. 

On a alors le 

LEMME 18 : 

PouA tOUA X€]R,|X| < A , x e S d_ 1 , e > 0 OYl d 

Log||g g .. .g-xll -^rxr-^xn 
( 6 7 , P ( S^Z3 ] — - Y > e ) s h (0,x) e

 n C X £ * U J J 

n A 

-X[XSn-n(Y-He)] 

(0,x) ( X X } { Xs- n Y>n e} 
X n n 

Démonstration du lemme 18 : 

On a 

P ( L ° d l S ^ - - - ^ X | 1 - Y>e) = Q V { u / u > n ( Y + £ )
 3 1 ^ ) ) (0.x) 

•-hx(0,x) [k(X)]
n ( XQ) n 1{u/u>n(Y+e)

 8 1PÛR d)) (0,x) 

= hA(o,x) *<o.x)<4^ Vs n>n(.*.>} 5 ( ° ' X ) 

V V 

L'égalité (67) s'en déduit immédiatement. 

S o i t 0<z<^L ; notons X(e) l'unique valeur de X pour laquelle 0<X(e)<A 

et e X(e) - *(X(c)) = sup (te-*(t)) 
0<t<A 
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Remarquons que (68) *'(X(e)) = ̂ (x(e) j ̂' ~ Y = £ 

Les lemmes qui suivent sont consacrés à l'étude des propriétés asymptotiques 

de la chaine de Markov (^G^S ,^ e^X ) n . 

n n n̂ _u 

Pour A € ]R |A| < a il est clair que l'opérateur N (X) apparaissant dans 

la proposition 5 peut s'écrire sous la forme 
n J x ) f = v.[-^ ]e. tei 

1 X e x X X Q 

où est une probabilité sur PÙR^). 

On a alors le 

LEMME 1Q : 

Soui leà hypothèse* du théoKh>\z î, poun. tout X 6 1 \\\ <a , Il zxlbte un tlet r>0 

tel que. pouK a € ]R |ot| < r , f € \f , x S P(]Rd) n>i on cuX. 
0 

iccXS X P(X+ia)(e f) (x) , 
E. -, [e 1" Sn f ( X

X )] * = {1+iafTTT1 

( 0 ' x ) n [k(X)] n ex(x) .
 k ( X ) 

a 2 k"(X) 2 , u n , fr
. • N S l ) ( X ^ f e X ] <»> 

~ 2 T ( I T + a e ( a ) } { v x ( f ) + a 

a2 N^
2)(X)[ fex] (x) 2 nJ

3 ) (A+io)[ fexl (x) 

Qn(X+ia)[e.f] (x) 
+ _i 

kn(X) ex(x) 

où lim e( a) = 0 , N ( l )(X) ,N ( 2 )(X) , N ^ U + i a ) t ( £ , £ ) 

Démonstration du lemme 19 : 

Ce lemme est une conséquence immédiate de la proposition 5. 

On en déduit le 
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LEMME 20 : 

SOUA IQM htjpotkè.&zi, du iktoKlmn Z,pouA tout Ktzt a , toutz f e^ x zt tout 

x € pQRd) on a A ( e ) S 0 

n 
? l ^ E ( 0 5 x )

( e ] = e 

A(e)g _ ( Y + e ) 

2 ^ l i m E 0 , x ) ( e f ( X ( e , X n » - e 2 v x ( e ) ( f ) ' 
n 

Démonstration du lemme 20 : 

Ce lemme est une conséquence facile du lemme 19 * de la proposition 5 

et de l'égalité (68). 

On peut préciser les résultats du 2) du lemme précédent en établissant 

un théorème limite local dans le cas où l'une ou l'autre des hypothèses (P̂ j) ou 

(P^) est satisfaite. Pour cela, nous avons tout d'abord besoin du 

LEMME 21 : 

SOUA Vunz ou l'autnz du hypothz&eA (Pj) ou (P^) pouA tout XQR |x|<a 

zt aT*o aQR V opznxxtzux dz^ini pan. 

P(X+ia)(fe. ) 0 

k(X) e x X Q 

zt>£ dz nonmz ApzctnaZz At/Uctzmznt inféiizuAz à 7. 

Démonstration du lemme 21 : 

Elle se fait de façon analogue à celle de la proposition 7. 

Tout d'abord si f € ̂  f#0 et y € (E sont tels que 

luf = 1 0 

et 

P(X+ia)(fex) = yk(X) e xf 

On en déduit que 

Vjpfe*) V n i 1 P^^dfle^û) [ f | ( - } 

kn(X) ex(x) 

d'où puisque l i a ^ U ) ( Jf | e> Kx) s v | f| 
n (k(X)) ne x(x) 

on a 

Vx€p(]Rd) vjf| > |f|(x) 
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(69) ||gx|f+iX f(gx) ex(gx) = k(X) p
n f(x) ex(x) 

Remarquons que est stable par et donc aussi qu'en raison 

de l'irréductibilité de l'action de G sur PÛR) d * v n'est portée par 
P d . 

aucune sous variété projective de PUR) • Ceci permet de conclure par des 

considérations analogues à celles faites dans la démonstration de la 

proposition 7 que (69) est impossible sous l'une ou l'autre des hypothèses 

(P') ou (Pg), ce qui établit le lemme 2 1 . 

En utilisant le lemme 20, et le lemme 21 et en raisonnant comme 

dans le paragraphe 6 .2 nous pouvons conclure que 

LEMME 22 : 

Sooô lu hypothè^u (P!) ou (Pi) pouA toutz fonction continue 
d Ù ( A ) 

à àuppolt compact dam> KxPÛR ), pouA. tout 0<e< | 

lim sup , •f(X(e)) E,_ -, f(u+ ( e ) S -n( Y+e)
X ( e )X ) 

ir*+- (u,x ) 6 B x P a R d ) ( 0 ' x ) n n 

_ p(
 u -)f+y(tj) dt v , Jdx)| = 0 
/n7f'(X(e)) A U ; 

Démonstration du théorème 7 : 

a) Du lemme 1 8 o n déduit que pour 0<e<^j |^ et n>1 on a 

( 7 0 ) ( s u p , ( * V r ^ n > e l | ' " . , , , / . , _ L H " - , - t . « . , - . < * < . > : , 

*SS. . n M e ; eX(e) 
a- i 

et par conséquent on a : 

T II || SUp (t£-*(t)) 
(T^ T="r w

L ° g | ^ n g n - r - - g 1 X " 0<t<A 
(71) lim [ s u p P( y*€)] £ e — 

b) Pour x S pQR d) et n>_1 on a 

-X(e) r X ( e )s n-n( Y+e)] 1/n 

n 

-X(e)( X ( e )^-( Y + e)) 

^ E ( 0 , x ) X(e) x i/n 1

{X(e) s > 
A i e ; n n 
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D'après le lemme 20 la suite — - (y+e) n>_1 converge vers zéro en 

probabilité P/ —) . Le théorème de Lebesgue et l'inégalité précédente permettent 

de conclure que 

-X( £)(
X ( e )S n-n( Y + e)) / n 

(72) lim E,. -x (~ ûT\ 1 W « 0 ' > 1 

— (0,x) ( M e ) x } {X(e) s _ n ( Y + £ ) > 0 } 

À {e J n n 

ce qui d'après le lemme 18 établit que 

( T 3 ) ^ • ^ P , i f î!!u E j ^ i . - » < « « • > - . ( » < • > > . 
d-1 n — 

n 
(71)et (73) prouvent le théorème 7 . 

7-U Démonstration du théorème 8 

La fonction x e ̂ E ^ X 1 •] Q-Ĥ C 6 S* t ^ i r e c " t e m e r r t Riemann intégrable 

sur E. Du lemme 22 on déduit alors facilement que 

é -X(e) X U )S n-n(y+e) 
lim [*£^/*"(X(e)) E, _ 1 ( } )] 

(0,x) (X(e) } { X U ) S £ } 

X(e) n n 

= J0 e dx x / p ( ] R d ) e ^ ( £ ) ( x ) 

1 N 1(X( £)) e(x) 

= I T 7 T eX(e) ( î ) 

Le théorème 8 résulte alors de l'application du lemme 18 pour X = X(e). 
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