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❆❜str❛❝t

❖♣t✐❝❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♠❡❞✐❛✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤✲

❛♥✐s♠ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐s ❛ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts

✭✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳

■♥ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐❛ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❛r✐s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡

✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ❤❡❛ts t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❝❛✉s❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ❍❡❛t ✢✉① ✈✐❛ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞✲

❛r✐❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❤❡❛t t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❝❤❛♥❣✐♥❣

t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ♠❛②

❛❧❧ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❖♥❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛r❡ st❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤♦✐❝❡s✳ ❆s t❤❡ ♠❡❞✐✉♠

✐s ♥♦♥❧♦❝❛❧ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡①t❡♥❞s ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✇❛✐st

♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ st❛❜✐❧✐s❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❢♦r s♦♠❡

♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤♦✐❝❡s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♦♣t✐❝❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥

♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐❛ t❤❛t

s✉♣♣♦rt s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✳ ❲❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧

❜❡❛♠ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦

✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✇❡ ♦✉t❧✐♥❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ st❡❛❞② st❛t❡

s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♠❛❣✐♥❛r② t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

❛♥❞ ◆❡✇t♦♥✲❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✇❡ ✐♥✈❡st✲

✐❣❛t❡ ✈❛r✐♦✉s ♦♣t✐♦♥s ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡r

s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s✱ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ st♦♣♣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ✜♥❞

t❤❛t t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ q✉✐❝❦❡st ❛♥❞ ♠♦st st❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞

❢♦r t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✹



■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✐♥ ❛ ♥♦♥✲

❧✐♥❡❛r t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠✱ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ♦❢

t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r s♦❧✐t✲

❛r② ✇❛✈❡ t②♣❡s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞✳

❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ❛♣♣❧②✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝❛✉s❡s t❤❡ st❡❛❞②

st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ t♦ ♠✐❣r❛t❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✇❛r♠❡r ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r②✭s✮✳ ❆❞❥✉st✐♥❣ t❤❡

❤❡❛t ❧♦ss ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛❧s♦ ❛✛❡❝ts t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✱ ✇✐t❤

t❤❡ ❜❡❛♠ ♠✐❣r❛t✐♥❣ t♦✇❛r❞s ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❤❡❛t ❧♦ss✳ ❋♦r t❤❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡

✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ♦❢ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ❇✐♦t✲♥✉♠❜❡rs✳ ❋♦r t❤❡

t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❞✐❛❣r❛♠s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛t ❛❞❥❛❝❡♥t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉✲

t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❲❡ t❡st ❢♦r st❛❜✐❧✐t② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱❛❦❤✐t♦✈✲❑♦❧♦❦♦❧♦✈

❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s♣❡❝tr❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

st❡❛❞② s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ♣❡rt✉r❜❡❞ ❜② ♥♦✐s❡✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ st❡❛❞② st❛t❡

s♦❧✉t✐♦♥ ✐s st❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤♦✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ t✇♦

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❝❛♥ ❜❡ st❛❜❧❡ ♦r ✉♥st❛❜❧❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❙♠❛❧❧❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛✈❡s t❡♥❞

t♦ ❜❡ st❛❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ❧❛r❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛✈❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉♥st❛❜❧❡✳

❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♠❛② ❤❛✈❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ♦♣t✐❝❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❛s t❤❡

❛❜✐❧✐t② t♦ ❡①❡r❝✐s❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r ❛ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✬s ♣♦s✐t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

❛❧❧♦✇s ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ s②st❡♠s✳

✺



❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦rs✱ ❚✐♠ ▼❛r❝❤❛♥t

❛♥❞ ◆♦❡❧ ❙♠②t❤✳ ❯♥❞❡rt❛❦✐♥❣ ❛ t❤❡s✐s ♣❛rt t✐♠❡ ✇❤✐❧❡ ❥✉❣❣❧✐♥❣ ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ ✇♦r❦

❝♦♠♠✐t♠❡♥ts ❤❛s ♠❡❛♥t t❤❛t ♣r♦❣r❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ s❧♦✇ ❛t t✐♠❡s✱ ❜✉t ❚✐♠ ❛♥❞ ◆♦❡❧

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥❡❞ s✉♣♣♦rt✐✈❡ ❛♥❞ ♣❛t✐❡♥t t❤r♦✉❣❤♦✉t✳ ■ ✇♦✉❧❞

❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❚✐♠ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❛tt❡♥❞ ❛ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

✇❛✈❡s ✐♥ ▼❛rr❛❦❡❝❤✱ ❛♥❞ t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♠② ✜rst ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♣❛♣❡r ❛t ❛

❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❇❡✐❥✐♥❣✳ ◆♦❡❧ ❙♠②t❤✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❊❞✐♥❜✉r❣❤✱ ❤❛s ♣r♦✈✐❞❡❞

✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♠❛♥② ❝♦♠♠❡♥ts ♦♥ ❞r❛❢ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❛♣❡rs ❛♥❞ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ♠② ❢❛♠✐❧②✱

❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠② ✇✐❢❡✱ ❉❛♥✐❡❧❧❡ ▲♦✉✐s✱ ✇❤♦ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡ t❤❡

t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ t♦ ✇♦r❦ ♦♥ ✐t✳ ❲♦r❦✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❢✉❧❧✲t✐♠❡ ❥♦❜ ❛s ✇❡❧❧ ❛s st❛rt✐♥❣ ❛

❢❛♠✐❧②✱ ❤❛s ♠❡❛♥t ❣✐✈✐♥❣ ✉♣ ♥✐❣❤ts ❛♥❞ ✇❡❡❦❡♥❞s ❛t t✐♠❡s ❛♥❞ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ s♣❡♥❞

❛s ♠✉❝❤ t✐♠❡ ✇✐t❤ ♠② ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛s ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡✳ ❚❤❡✐r ♣❛t✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣

♠❡❛♥s t❤❡ ✇♦r❧❞ t♦ ♠❡ ❛♥❞ ■ ❛♠ ❡①tr❡♠❡❧② ❣r❛t❡❢✉❧ ❛♥❞ t❤❛♥❦❢✉❧ ❢♦r ✐t✳
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P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s

❙✳❆✳ ▲♦✉✐s✱ ❚✳❘✳ ▼❛r❝❤❛♥t ❛♥❞ ◆✳❋✳ ❙♠②t❤✳ ✧✷✲❉ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✐♥ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐❛

✇✐t❤ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✧✳ ■♥✿ ❙t✉❞✳ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳ ✭✷✵✶✽✮✳

❙✳❆✳ ▲♦✉✐s✱ ❚✳❘✳ ▼❛r❝❤❛♥t ❛♥❞ ◆✳❋✳ ❙♠②t❤✳ ✧❖♣t✐❝❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✐♥ t❤❡r♠❛❧

♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✧✳ ■♥✿ ❏✳ P❤②s✳ ❆✳✿▼❛t❤✳ ❚❤❡♦r✳

✹✻✳✵✺✺✷✵✶ ✭✷✵✶✸✮✳

❯♥r❡❧❛t❡❞ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❙✳❆✳ ▲♦✉✐s✳ ✧●r✐❞❞❡❞ r❡t✉r♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ▼❝❆rt❤✉r ❋♦r❡st ❋✐r❡ ❉❛♥❣❡r ■♥❞❡① ✈❛❧✉❡s

❛❝r♦ss ◆❡✇ ❙♦✉t❤ ❲❛❧❡s✧✳ ■♥✿ ❆✉st✳ ▼❡t❡♦r♦❧✳ ❖❝❡❛♥✳ ✻✹✭✹✮✱ ✷✹✸✲✷✻✵ ✭✷✵✶✹✮✳

❙✳❆✳ ▲♦✉✐s✳ ✧❆ ✇❛r♠✲❢r♦♥t tr✐❣❣❡r❡❞ ♥♦❝t✉r♥❛❧ t♦r♥❛❞♦ ♦✉t❜r❡❛❦ ♥❡❛r ❑✐❛♠❛✱ ◆❙❲✱

❆✉str❛❧✐❛✧✳ ■♥✿ ❏✳ ❙♦✳ ❍❡♠✐s♣❤✳ ❊❛rt❤ ✭❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣✮ ✭✷✵✶✽✮
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❈♦♥t❡♥ts

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✵

✶✳✶ ◆▲❙ ❊q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❖♣t✐❝❛❧ ❙♦❧✐t❛r② ❲❛✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✶✳✶ ❖t❤❡r ❙♦❧✐t❛r② ❲❛✈❡ ❚②♣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✷ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❖♣t✐❝❛❧ ▼❛t❡r✐❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✷✳✶ ❖♣t✐❝❛❧ ❋✐❜r❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❑❡rr ▼❡❞✐❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✷✳✷ P❤♦t♦r❡❢r❛❝t✐✈❡ ▼❡❞✐❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✷✳✸ ◆❡♠❛t✐❝ ▲✐q✉✐❞ ❈r②st❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✷✳✹ ❈♦❧❧♦✐❞❛❧ ▼❡❞✐❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✶✳✸ ❚❤❡r♠❛❧ ▼❡❞✐❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✶✳✹ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✳✺ ❙t❛❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✶✳✻ ❚❤❡r♠❛❧ ▼❡❞✐❛ ●♦✈❡r♥✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❈❡❧❧ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✳ ✸✷

✶✳✼ ❚❤❡s✐s P❧❛♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✸✼
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❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛r❡ ❛ t②♣❡ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ✇❛✈❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉♥❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐♥

❢♦r♠ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❡❛r❧✐❡st ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡

♥✐♥❡t❡❡♥t❤ ❝❡♥t✉r② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✢✉✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❜② ❏♦❤♥ ❙❝♦tt ❘✉ss❡❧❧✱ ✇❤♦

✜rst ♦❜s❡r✈❡❞ ❛ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ❙❝♦tt✐s❤ ❝❛♥❛❧ ❬✾✾❪✳ ❆t

❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ●❡♦r❣❡ ❙t♦❦❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ t❤❡♦r② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❡r✐♦❞✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✇❛t❡r ✇❛✈❡s✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✢❛t

♥♦♥✲♣❡rt✉r❜❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❬✶✵✹❪✳ ❚❤❡ ❙t♦❦❡s ✇❡❛❦❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡

❢♦r s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛✈❡s✱ ❛♥❞ t❤✐s t❤❡♦r② ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s

♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❘✉ss❡❧❧✳ ❚❤❡s❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✉♥t✐❧ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t✉r②✱ ✇❤❡♥

♥♦♥❧✐♥❡❛r ❇♦✉ss✐♥❡sq✲t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❛t ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

♦❢ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❧♦♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ❬✷✹❪✳ ❚❤✐s

✇❛s ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✽✾✵s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❑♦rt❡✇❡❣✲❞❡ ❱r✐❡s

✭❑❞❱✮ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❡①❛❝t s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡

♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❑❞❱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s

ut + 6uux + uxxx = 0, ✭✶✳✶✮

✇❤❡r❡ u r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ✇❛✈❡ ❛s ✐t ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧

❞✐♠❡♥s✐♦♥ x✳ ❚❤❡ ❑❞❱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ✇❛✈❡

❡q✉❛t✐♦♥ ❬✶✶✶❪✱ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡✐♥❣

u(x, t) = A sech2

√
A

2
(x− 2At) . ✭✶✳✷✮

✶✵



▼❛♥② ♦t❤❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡r❡ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❞❡✲

r✐✈❡❞✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❦❡② ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ s♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡s ✐s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ✭◆▲❙✮ ❡q✉❛t✐♦♥

ıut +
1

2
uxx ± |u|2u = 0, ✭✶✳✸✮

✇❤✐❝❤ ✇❛s ✜rst ✇r✐tt❡♥ ❞♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② s✐①t✐❡s ❛s ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ▼❛①✲

✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❬✸✷❪✳ ❚❤❡ ◆▲❙ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡❞

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✇❡❛❦❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ♠❡✲

❞✐✉♠ ✇✐t❤ ❛ ❑❡rr r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡ ◆▲❙ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s t✇♦ ❢♦r♠s✱ t❤❡ ◆▲❙✰ ❡q✉❛t✐♦♥

✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❑❡rr r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②

✐s ❢♦❝✉ss✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ◆▲❙✲ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❞❡❢♦❝✉ss✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢

t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ◆▲❙ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❛❧s♦ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢

t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

♦❢ ✇❛✈❡s ♥❡❛r ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ❡q✉❛t✐♦♥ ✜rst ❛r♦s❡

❢r♦♠ ❡❛r❧✐❡r ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ✜❢t✐❡s ✐♥t♦ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ❬✹✻✱ ✹✼❪✳ ❖♥❡

♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ◆▲❙ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐s✲

s✐♦♥ ♦❢ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s t❤r♦✉❣❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜r❡s✱ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛✐r ♦❢

s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡rs ❜② ❍❛s❡❣❛✇❛ ❛♥❞ ❚❛♣♣❡rt ❬✺✵✱ ✺✶❪ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② s❡✈❡♥t✐❡s✳

❚❤❡ ◆▲❙ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s ❢♦✉♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♠❛♥② ♦t❤❡r ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①ts✱ ✐♥✲

❝❧✉❞✐♥❣ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡ s✐①t✐❡s ♦♥ s✉r❢❛❝❡ ✇❛t❡r ✇❛✈❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛t❡r ❞❡♣t❤ ✐s

❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❬✶✶✼❪✱ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡s ✐♥ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ❆♥

✐♠♣♦rt❛♥t ✜♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡ s✐①t✐❡s ✇❛s t❤❛t ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇❛t❡r ✇❛✈❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❞❡✲

s❝r✐❜❡❞ ❜② ❙t♦❦❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ t②♣❡ ♦❢ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❇❡♥❥❛♠✐♥✲❋❡✐r ✐♥st❛❜✐❧✐t②

♦r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✭▼■✮✱ ✇❤❡r❡ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♥❡❛r t❤❡

❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❣r♦✇ ✈✐❛ ❛ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛✐♥

❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝② t♦ t❤❡ s✐❞❡ ❜❛♥❞s ❬✶✾✱ ✷✵❪✳

❚❤❡ ◆▲❙ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❡①❛❝t❧② ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ✈✐❛ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✶✽❪✱

s♦ t❤❛t s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛r❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✱ ❛♣❛rt

❢r♦♠ ❛ s❤✐❢t ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❤❛s❡✳ ❙♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❡❧❛st✐❝

❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛r❡ t❡r♠❡❞ s♦❧✐t♦♥s✳

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ♦♥ t❤❡ ◆▲❙ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✈✐❡✇ t❤❡

❡❛r❧② ✇♦r❦ ✐♥t♦ ♦♣t✐❝❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✱ t❤❡♥ ❜r✐❡✢② ♦✉t❧✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ s♦❧✐t❛r②

✶✶



✇❛✈❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t

♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✶✳✸ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ✇♦r❦ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡r♠❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥s ✶✳✹ ❛♥❞ ✶✳✺ ✇❡ ❣✐✈❡

❛ ❜r✐❡❢ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ◆▲❙✲t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t

s✉♣♣♦rt s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡✐r st❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✻ ✇❡

♣r♦✈✐❞❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠s✱ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣

✐♥ ❛ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠✱ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✳

✶✳✶ ◆▲❙ ❊q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❖♣t✐❝❛❧ ❙♦❧✐t❛r② ❲❛✈❡s

❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r s❡❧❢✲❢♦❝✉ss✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✇❛s ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧②

s✐①t✐❡s✳ ❆s❦❛r✬②❛♥ ❬✶✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t ❛ ❜❡❛♠ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ♠❡❞✐✉♠

✇✐t❤ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ ✇♦✉❧❞ ❛✛❡❝t t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞

✐♥ t✉r♥ ✇♦✉❧❞ ❛✛❡❝t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❈❤✐❛♦ ❡t ❛❧✳ ❬✸✷❪ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✈❛r✐♦✉s

♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ s❡❧❢✲tr❛♣♣✐♥❣✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝②

❑❡rr ❡✛❡❝ts✱ ❡❧❡❝tr♦str✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✱ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ◆▲❙ ❡q✉❛t✐♦♥✳

■♥ ❑❡rr ♠❡❞✐❛ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢

t❤❡ ✇❛✈❡✱ ✐✳❡✳ n = n0 + n2|E|2✱ ✇❤❡r❡ n0 ✐s t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥

❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ n2 ✐s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ E ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ♦❢

t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠✳ ■♥ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠❡❞✐✉♠ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ❧♦❝❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t

t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞♦❡s ♥♦t ❡①t❡♥❞ ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ✐s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣✳

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡s

t❤r♦✉❣❤ ❛♥② ♠❡❞✐✉♠✱ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥ ❝❡rt❛✐♥ ❛s✲

s✉♠♣t✐♦♥s✳ ■♥ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ♠❡❞✐❛✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ✉♥✐❢♦r♠✱ t❤✐s

✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♥♦t s✉♣♣♦rt s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥❛t✉r❡

♦❢ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s r❡q✉✐r❡s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇❛✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❛♥❞ ❞✐s✲

♣❡rs✐♦♥ ♦r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇❛✈❡s tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t

✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ■♥ ❑❡rr ♠❡❞✐❛ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧

✶✷



❜❡❛♠ ✐♥t❡♥s✐t② r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✺✾❪

∇2−→E − ǫ0
c2

∂2−→E
∂t2

− ǫ2
c2

∂2|E|2−→E
∂t2

= 0, ✭✶✳✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✈❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
−→
E = 1

2
(E

′

(x, y, z)eı(kz−ωt) + c.c.)✱

E
′

✐s t❤❡ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ eı(kz−ωt) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

❝❛rr✐❡r ✇❛✈❡✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ✭✶✳✹✮✱ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s✱ ❛ss✉♠✐♥❣

t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ z ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✭t❤❡ ♣❛r❛①✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✶✶✶❪✮✱

❛♥❞ ♣✉tt✐♥❣ ✐♥ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ◆▲❙ ❡q✉❛t✐♦♥

ı
∂E

∂z
+

1

2
∇2E ± |E|2E = 0, ✭✶✳✺✮

✇❤❡r❡ E ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥

✐♥ t❤❡ ◆▲❙ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉❜✐❝ t❡r♠

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❑❡rr ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✱ ✇❤❡r❡ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦❝✉ss✐♥❣ ♦r ♥♦♥❢♦❝✉ss✐♥❣✳ ❋♦r

❑❡rr ♠❡❞✐❛ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ st❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✭✷✰✶✮✲❉ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❜✉t

st❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st ✐♥ t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ ❣❡♦♠❡tr②✳

❚❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ◆▲❙✰ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡

s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✶✽❪✱ ✇✐t❤ ❢♦✉r ❢r❡❡ ❝♦♥st❛♥ts ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✈❡❧♦❝✐t②✱

❝❡♥t❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ❛♥❞ ♣❤❛s❡✳ ❩❛❦❤❛r♦✈ ❛♥❞ ❙❤❛❜❛t ❬✶✶✽❪ ❢♦✉♥❞ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠

♦❢ t❤✐s ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❬✺✵❪

E(x, t) = η sech (η(x− x0 + 2ξz)) e−ı(ξx+(ξ2−η2)z+φ, ✭✶✳✻✮

✇❤❡r❡ η ✐s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ξ ❣✐✈❡s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ x0 ✐s t❤❡ ❝❡♥tr❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♥❞ φ ✐s

t❤❡ ♣❤❛s❡✳ ■♥ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣❛♣❡r ❩❛❦❤❛r♦✈ ❛♥❞ ❙❤❛❜❛t ❬✶✶✾❪ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝

s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ◆▲❙✲ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❛ ❞❡❢♦❝✉ss✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠✮✱

E(x, t) = η tanh (ηx) e2ıη
2z, ✭✶✳✼✮

❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡❞ s♦❧✐t♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡✱ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ✐♥ t❤✐s

❝❛s❡ s♦❧✐t♦♥s ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ r❡♣❡❧❧✐♥❣ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ✐♥♣✉t ❜❡❛♠

t♦ ❜❡ ♦✈❡r ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞✱ ♦r ❡❧s❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢♦❝✉ss✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ ✇✐❧❧

✶✸



❜❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❬✹❪✳ ❋♦r t❤❡ ◆▲❙

❡q✉❛t✐♦♥ t❤✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝

s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥ ❡①✐sts ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❡❛♠ ♣♦✇❡r ✐s ♦✈❡r

❛ ❝r✐t✐❝❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❈❤✐❛♦ ❡t ❛❧✳ ❬✸✷❪ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ t❛❜❧❡ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢

r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ♣♦✇❡rs ❢♦r s❡❧❢✲tr❛♣♣✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐❝❛❧

♠❛t❡r✐❛❧s✳

▲❛❧❧❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❇❧♦❡♠❜❡r❣❡♥ ❬✻✽❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡❛r❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ s❡❧❢✲❢♦❝✉ss✐♥❣

❧❛s❡r ❜❡❛♠s ✐♥ ❧✐q✉✐❞s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛❣❛✐♥st ♣r❡❞✐❝t❡❞ r❡s✲

✉❧ts✳ ❑❡❧❧❡② ❬✺✾❪ ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❧❢✲❢♦❝✉ss✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ♥♦t ♦✛s❡t

❜② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✭✷✰✶✮✲❉ r❛❞✐❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐♥ ❛ ❑❡rr ♠❡❞✐❛

✐s ✉♥st❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❛t s❡❧❢✲❢♦❝✉ss✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❜❡❛♠

✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ✜❧❛♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② s❛t✉r❛t❡s✳

❆♥ ❡❛r❧② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤✐s ✜❧❛♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❇❡s♣❛❧♦✈ ❛♥❞ ❚❛❧❛♥♦✈

❬✷✶❪ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✜❧❛♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡✈❡❧♦♣ ❢r♦♠ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✇✐t❤

✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❜❡❧♦✇ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡s❡ ✜❧❛♠❡♥t❛t✐♦♥s

❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❜❡❛♠ ♣♦✇❡r✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t ❜❡❛♠ ♣♦✇❡r

✐♥❝r❡❛s❡s ✐t ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❧❛♠❡♥t❛t✐♦♥s r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✜❧❛✲

♠❡♥t ❜❡❛♠s t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆❦♠❛♥♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✹❪ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ❡❛r❧② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡

s❡❧❢✲❢♦❝✉ss✐♥❣ ❛♥❞ s❡❧❢✲tr❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✉s✐♥❣ ❛ st❛✲

t✐♦♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ❢♦❝✉ss❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦✇✲✐♥❡rt✐❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❑❡rr ❡✛❡❝t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡❞

❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ s❡❧❢✲❢♦❝✉ss✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ♦❝❝✉r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳

❑❤♦❦❤❧♦✈ ❬✻✵❪ ❣❛✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡

❡q✉❛t✐♦♥s ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ♦r ❢♦✲

❝✉ss✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳ ❆❢t❡r t❤✐s ❡❛r❧② ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ s✐①t✐❡s ❛♥❞ s❡✈❡♥t✐❡s t❤✐s s❡❧❢✲

❢♦❝✉ss✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❛s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①ts✱

s✉❝❤ ❛s ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ✭s❡❡ ❬✶✵✺❪ ❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❜r✐❣❤t s♦❧✐t♦♥s ✐♥ ❇❊❈s✮

❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ❬✷✸❪✱ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✉s✉❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s

❢♦❝✉ss✐♥❣ ♦❢ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡s ❬✽✻❪✳ ❖♥❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❝❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞

◆▲❙✲P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✱ ✇❤❡r❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t

s♦❧✐t♦♥s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❢♦r♠ ❬✹✽❪✳ ■♥ t❤✐s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡

✶✹



P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ◆▲❙ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛

❇❊❈ ♦❢ ❛①✐♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ P❛r❡❞❡s ❛♥❞ ▼✐❝❤✐♥❡❧ ❬✽✼❪ ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✲

✐❝s ♦❢ t❤❡s❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s♦❧✐t♦♥✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡s❡ ❧❡❞ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞

♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②

♦❢ ❧❛❜♦r❛t♦r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s♦❧✐t♦♥s ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

■♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣✐❡❝❡ ♦❢ ✇♦r❦ ❙✉t❡r ❛♥❞ ❇❧❛s❜❡r❣ ❬✶✵✻❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♠❡❞✐❛ ✇❤❡r❡

t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✱ t❡r♠❡❞ ❛ ♥♦♥❧♦❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡✱ ❝♦✉❧❞ ❛❝t t♦ st❛❜✐❧✐s❡ ✭✷✰✶✮✲❉ s♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❜r❡❛❦ ✉♣ ✐♥t♦ ✜❧❛♠❡♥ts✳ ❚❤❡② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤✐s ❜♦t❤ ♥✉✲

♠❡r✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ ❛t♦♠✐❝ s♦❞✐✉♠

✈❛♣♦✉r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❞✐✉♠ ❛t♦♠s✳

❘❡s❡❛r❝❤ ✐♥t♦ ✈❛r✐♦✉s ♦t❤❡r ♦♣t✐❝❛❧ ♠❡❞✐❛ s✉♣♣♦rt✐♥❣ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇✐❧❧

❜❡ ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s✳

✶✳✶✳✶ ❖t❤❡r ❙♦❧✐t❛r② ❲❛✈❡ ❚②♣❡s

▼♦st ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇♦r❦ ✐♥t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❢♦❝✉ss❡❞ ♦♥ s♦✲❝❛❧❧❡❞

❜r✐❣❤t s♦❧✐t♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❑❡rr ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐s s❡❧❢✲❢♦❝✉ss✐♥❣ ❛♥❞ ❛❝ts ❛❣❛✐♥st t❤❡

❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ t♦ s✉♣♣♦rt ❛ ♣✉❧s❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ t❤❡ s❡✈❡♥t✐❡s ♦♥✇❛r❞s ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♦t❤❡r ♦♣t✐❝❛❧ s♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡ ❢♦r♠s ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳

❆♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ t❤❛t ❛r✐s❡s ❛s ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲❙

❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❣r❡② ♦r ❞❛r❦ s♦❧✐t♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥t❡♥s✐t②

❛❣❛✐♥st ❛ ❜r✐❣❤t ✉♥✐❢♦r♠ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❍❛s❡❣❛✇❛ ❛♥❞ ❚❛♣♣❡rt ❬✺✶❪ ♣r♦✈✐❞❡❞

❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✭✶✰✶✮✲❉ ❞❛r❦ s♦❧✐t♦♥s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜r❡

✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✇❛s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞r♦♣s t♦ ③❡r♦ ✭❛ ❜❧❛❝❦ s♦❧✐t♦♥✮✱ ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❣r❡② s♦❧✐t♦♥s

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♥♦♥✲③❡r♦✳

❚♦♠❧✐♥s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✽❪ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ s♦❧✐t♦♥s ♦❢

❡✈❡♥ ❛♥❞ ♦❞❞ t②♣❡ ♦♥ ❛ ❜r♦❛❞❡r✱ ❜✉t ✜♥✐t❡ ✇✐❞t❤ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣✉❧s❡✱ ❢♦r ❛ ✭✶✰✶✮✲

❉ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜r❡ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❆s t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✇❛s ❞❡❢♦❝✉ss✐♥❣✱ t❤❡ ❜r✐❣❤t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

♣✉❧s❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ r❛♣✐❞ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❞❛r❦ s♦❧✐t♦♥s r❡t❛✐♥❡❞

✶✺



❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❋✐❣✉r❡ ✶ ❢r♦♠ ❚♦♠❧✐♥s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✽❪ ✲ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s
♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t✐♠❡ ❢♦r ❜r✐❣❤t ❛♥❞ ❞❛r❦ s♦❧✐t♦♥s✳

❡♥♦✉❣❤ ♦❢ t❤❡✐r ❡♥❡r❣② t❤r♦✉❣❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛s ❛

s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ❞❛r❦ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ♦❢ ❡✈❡♥ ♣❤❛s❡ ❜r♦❛❞❡♥❡❞ ❜✉t r❡♠❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡

s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣✉❧s❡✳ ❚❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ♦❞❞

♣❤❛s❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ❣r❡② s♦❧✐t♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠✐❣r❛t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣✉❧s❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✭t❤❡✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✮ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♣r♦✜❧❡s

❢♦r ❜r✐❣❤t✱ ❞❛r❦ ❛♥❞ ❣r❡② s♦❧✐t♦♥s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜r❡✱ ✇❤❡r❡ A0 r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ♣r♦✜❧❡✱ B ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②

♠✐♥✐♠✉♠ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ A0 ❛♥❞ t❤❡ ①✲❛①✐s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ t✐♠❡✳

❖♥❡ ❦❡② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜r✐❣❤t ❛♥❞ ❞❛r❦ s♦❧✐t♦♥s ✐s t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ♣❤❛s❡✱ ✇✐t❤

❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ s✐❣♥ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥t❡♥s✐t② ❢♦r ❞❛r❦ ❛♥❞ ❣r❡② s♦❧✐t♦♥s✳

❙✇❛rt③❧❛♥❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✼❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❡

st❛❜❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ s♣❛t✐❛❧ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ s❡❧❢✲❞❡❢♦❝✉ss✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠✱ ✉s✲

✐♥❣ ❛ ♠❡s❤ ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥♣✉t ❜❡❛♠ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ♠✐♥✐♠❛ ✇✐t❤✐♥ ❛♥

❜r♦❛❞ ❤✐❣❤✲✐♥t❡♥s✐t② ✐♥♣✉t ❜❡❛♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ✇✐❞t❤s ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ♣❛tt❡r♥s

❞❡❝r❡❛s❡❞ ❡✈❡♥ ❛s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t② ♦✉t♣✉t ❜❡❛♠ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞✉❡ t♦

t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢♦❝✉ss✐♥❣ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❑✐✈s❤❛r

❛♥❞ ▲✉t❤❡r✲❉❛✈✐❡s ❬✻✸❪ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s ❡❛r❧② ✇♦r❦ ♦♥ ❞❛r❦ s♦❧✐t♦♥s✳

✶✻



❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ s♦❧✐t♦♥s ❛❧s♦ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❢♦❝✉ss❡❞ ♦♥ s♣❛t✐❛❧❧② ❝♦❤❡r❡♥t

♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ♣❤❛s❡ t❤❛t ✈❛r✐❡s r❛♥✲

❞♦♠❧② ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ✬s♣❡❝❦❧❡❞✬ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳

▼✐t❝❤❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ❬✽✸❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② s♣❛t✐❛❧❧② ✐♥❝♦❤❡r✲

❡♥t ✐♥♣✉t ❜❡❛♠ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ s❡❧❢✲tr❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✇✐t❤✐♥

❛ str♦♥❣❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤♦t♦r❡❢r❛❝t✐✈❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ❦❡② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s t❤❛t t❤❡ ♠❡✲

❞✐✉♠ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ s❧♦✇ ♥♦♥❧♦❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢

t❤❡ ❜❡❛♠ s♣❡❝❦❧❡ ♣❛tt❡r♥✱ s♦ t❤❛t s♠❛❧❧ s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❞♦ ♥♦t ❞❡✈❡❧♦♣✳

❙✉❜s❡q✉❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ✜rst ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♣♣❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②

✐♥❝♦❤❡r❡♥t ✬✇❤✐t❡✲❧✐❣❤t✬ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❬✽✹❪✱ ❛♥❞ ❛ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ❞❛r❦

s♦❧✐t♦♥ ❬✸✶❪✳

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✐t♦♥ ♠♦❞❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ✇❛✈❡ str✉❝t✉r❡✳ ❍✐❣❤❡r

♦r❞❡r s♦❧✐t♦♥ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ t❛❦❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s✱

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✈♦rt❡① s♦❧✐t♦♥s✱ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ❛♥❞ ♥❡❝❦❧❛❝❡ s♦❧✐t♦♥s✳ ❑r✉❣❧♦✈ ❬✻✻❪ ♦✉t❧✐♥❡❞

t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r st❛❜❧❡ ❜❡❛♠s ✇✐t❤ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢

t❤❡ ❜❡❛♠ ♣♦ss❡ss❡❞ ❛ r♦t❛t✐♥❣ ✈♦rt❡① str✉❝t✉r❡✳ ◗✉✐r♦❣❛✲❚❡✐①❡✐r♦ ❛♥❞ ▼✐❝❤✐♥❡❧ ❬✾✹❪

✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❞❛r❦ ✈♦rt❡① s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✐♥ ❛ t②♣❡ ♦❢

♠❡❞✐✉♠ t❤❛t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❡①❤✐❜✐ts ❜♦t❤ ❢♦❝✉ss✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❢♦❝✉ss✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡s t♦

t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ❚❤❡② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✱

❜♦t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈♦rt❡① s♦❧✐t♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ st❛❜❧❡

❛♥❞ ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❡❛♠ ✇♦✉❧❞ s♣❧✐t ✐♥t♦ ✜❧❛♠❡♥ts✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s✐♠✲

✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞❛r❦ ✈♦rt❡①

s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ♦❢ t❤✐s t②♣❡✳

❉❡s②❛t♥✐❦♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✸✽❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ s♦❧✐t♦♥s ❝❛❧❧❡❞ ❛③✐♠✉t❤♦♥s ✇✐t❤ ❛

r✐♥❣ s❤❛♣❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♣❡❛❦s ❛♥❞ ♣♦ss❡ss✐♥❣ ❛♥✲

❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣❡❛❦s ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❡♥❡r❣② ✢♦✇ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ st❛t✐♦♥❛r② ♠✉❧t✐✲

♣♦❧❡ t②♣❡ s♦❧✐t♦♥s✳ ■③❞❡❜s❦❛②❛ ❡t ❛❧✳ ❬✺✺❪ r❡♣♦rt❡❞ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛

st❛❜❧② ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t✇♦✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈❡❝t♦r s♦❧✐t♦♥✱ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤

❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✐t♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛ ✈♦rt❡① ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱

✐♥ ❛ ♥❡♠❛t✐❝ ❧✐q✉✐❞ ❝r②st❛❧ ♠❡❞✐✉♠✳ ■♥ ✐s♦❧❛t✐♦♥ t❤❡ ✈♦rt❡① s♦❧✐t♦♥ ❜r♦❦❡ ✉♣ ✐♥t♦

✶✼



t✇♦ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ♠♦❞❡ ✷ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❇② ♣r♦♣❛❣❛t✲

✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✐t♦♥ ❛t ❤✐❣❤❡r ♣♦✇❡rs ✇❛s

❛❜❧❡ ✐♥❞✉❝❡ ❛ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝ ♠❡❞✐✉♠ t❤❛t st❛❜✐❧✐s❡❞ t❤❡ ✈♦rt❡①✳

❇✉❝❝♦❧✐❡r♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✾❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞

❑❡rr✲t②♣❡ ♠❡❞✐✉♠ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦♥❧♦❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡✱ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♥♦♥❧♦❝❛❧✐t②

✇♦✉❧❞ st♦♣ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t t❡♥❞ t♦ ❜r❡❛❦ ✉♣ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r s♦❧✐t♦♥s

s✉❝❤ ❛s ✈♦rt❡① ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ s♦❧✐t♦♥s ✐♥ ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳

✶✳✷ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❖♣t✐❝❛❧ ▼❛t❡r✐❛❧s

✶✳✷✳✶ ❖♣t✐❝❛❧ ❋✐❜r❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❑❡rr ▼❡❞✐❛

❙♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❛ s❡❧❢✲❢♦❝✉ss✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❝❛♥ ❜❡ t❡♠♣♦r❛❧✱ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② ❞✐s✲

♣❡rs✐♦♥✱ ♦r s♣❛t✐❛❧✱ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳ ❖♣t✐❝❛❧ ✜❜r❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛ s♣❛❝❡ ❝♦♥✲

str❛✐♥❡❞ ✭✶✰✶✮✲❉ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲❙ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❑❡rr t②♣❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✱ ❢♦r

✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐s ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ t②♣❡✳ ❖♣t✐❝❛❧ ✜❜r❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♥♦r✲

♠❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❣✐♠❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❞❡❢♦❝✉ss✐♥❣✱ ❛♥❞

❜r✐❣❤t s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛r❡ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜r❡s ✐♥ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉s

❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❣✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❡❢♦❝✉ss✐♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐s

❣r♦✉♣✲✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣✉❧s❡✱ ✇✐t❤ ❢♦❝✉ss✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ❧♦❝❛❧

r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝❤❛♥❣❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t②✳

■♥ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♣❛♣❡rs ❍❛s❡❣❛✇❛ ❛♥❞ ❚❛♣♣❡rt ❬✺✵✱ ✺✶❪ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉✲

♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦✉t❧✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r s❡❧❢✲❢♦❝✉ss✐♥❣ t♦ ♦✛s❡t ❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣r❡❛❞✲

✐♥❣ ♦❢ ❛ ♦♣t✐❝❛❧ ♣✉❧s❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✜❜r❡✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣✉❧s❡s

❞✐s♣❡rs❡ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❊①❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♦❢ ❜♦t❤

❜r✐❣❤t s♦❧✐t♦♥s ✐♥ ❛ ♠❡❞✐✉♠ ✇✐t❤ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ✭s❡❧❢ ❢♦❝✉ss✐♥❣✮ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❬✺✵❪ ❛♥❞ ❞❛r❦

s♦❧✐t♦♥s ✐♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✭❞❡❢♦❝✉ss✐♥❣✮ ✜❜r❡ ❬✺✶❪✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ ♥♦✐s❡ ♦r ❛❜s♦r♣t✐♦♥

✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ s♦❧✐t♦♥ st❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❧❡

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✇❡r ✇❡❧❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

❧❡❛❞s t♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡✱ ❛♥❞ ❛ ❜r❡❛❦ ✉♣ ✐♥t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ s♦❧✐t♦♥s✳ ▼♦❧❧❡♥❛✉❡r

❡t ❛❧✳ ❬✽✺❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥ ❡❛r❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ s♦❧✐t♦♥s ✭♦❢ ❜♦t❤

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡rs✮ ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐❧✐❝❛✲❣❧❛ss ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜r❡✱ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ ❣♦♦❞

❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ◆▲❙ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✶✵✵❪✳ ❆s t❤❡ ❧❛s❡r ♣♦✇❡r

✶✽



✇❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣r♦✜❧❡ ♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❜r♦❛❞ ❜❡❛♠ ✇✐❞t❤ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐s✲

♣❡rs✐♦♥ ❛❧♦♥❡✱ t♦ ❛ s❡❧❢✲❢♦❝✉ss❡❞ ♥❛rr♦✇ ❜❡❛♠✱ t♦ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥t♦ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r s♦❧✐t♦♥

♠♦❞❡s✳

▼❛♥❡✉❢ ❡t ❛❧✳ ❬✼✹❪ s❤♦✇❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❛t s♣❛t✐❛❧ ✭✶✰✶✮✲❉ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❝❛♥

♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❛r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐t❤ ❛ ❧✐q✉✐❞ ✭CS2✮ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠✱ ✜♥❞✐♥❣

st❛❜❧❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✐t♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r s♦❧✐t♦♥s ✉♣ t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ♦r❞❡r✳

❚❤❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r s♦❧✐t♦♥s ❤❛❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱

✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆✐t❝❤✐s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ s✐♠✐❧❛r

❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ❛ ❣❧❛ss ❑❡rr✲t②♣❡ ♠❡❞✐✉♠ ❢♦r s♣❛t✐❛❧ s♦❧✐t♦♥s✱ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ st❛❜❧❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✐♥ ❛ s♦❧✐❞✲st❛t❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡②

✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r s❡❧❢✲❢♦❝✉ss✐♥❣✱ ✜♥❞✐♥❣ q✉✐t❡ ❤✐❣❤ ♣♦✇❡rs

✭✶✵✵❦❲✲✶▼❲✮ ✇❡r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✱ ✜♥❞✐♥❣

t❤❛t t❤✐s ✇❛s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♣✐❝♦s❡❝♦♥❞s✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❝❤❛♥✐s♠

✇❛s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❛ t❤❡r♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡✳

❱❛♥✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✵❪ ❛♥❛❧②s❡❞ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✲❇❧♦❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❡♠♣♦r❛❧

t②♣❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❡①✐st ❢♦r ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❛

❑❡rr ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳ ❚❤❡s❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ s❡❧❢✲❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣✱

✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❤✐❢t t♦✇❛r❞s ❣r❡❛t❡r ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❡①✐st❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❆❦❤♠❡❞✐❡✈ ❡t ❛❧✳ ❬✸❪ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥

❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r t❡♠♣♦r❛❧ t②♣❡ ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ s♦❧✐t♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②

✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss ✇✐t❤✐♥ ❛ ❧❛s❡r ❝❛✈✐t② ♠❡❞✐✉♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ s♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡ ✇❛s ❝♦✲❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝✉r✈❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡

♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧♦ss

♦r ❣❛✐♥ ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝✉r✈❡✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ❣❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱

s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ♦♥❧② ❡①✐st ✇❤❡♥ ♠❡❞✐✉♠ ❡①❤✐❜✐ts ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥

t❤❡ ❣❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❡①✐st ❢♦r ❡✐t❤❡r ♥♦r♠❛❧ ♦r ❛♥♦♠❛❧♦✉s

❞✐s♣❡rs✐♦♥✳

✶✳✷✳✷ P❤♦t♦r❡❢r❛❝t✐✈❡ ▼❡❞✐❛

■♥ ♣❤♦t♦r❡❢r❛❝t✐✈❡ ♠❡❞✐❛ t❤❡ ❢♦❝✉ss✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞❝ ✜❡❧❞✱

✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ■♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss

❢♦r♠ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠ ❬✻✺❪✳

✶✾



❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❋✐❣✉r❡ ✹ ❢r♦♠ ❑r♦❧✐❦♦✇s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✻✺❪ ✲ t❤r❡❡ s♦❧✐t♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡♠♦♥✲
str❛t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡✳ PA = PB = 0.4µW,PC = 1.7µW ❀ ❛✮ r❡❧❛t✐✈❡
♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ C ≈ π/2❀ ❜✮ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ C ≈ −π/2✳

ı
∂E

∂z
+

1

2
∇2E +

∂φ

∂x
E = 0, ∇2φ+ ln(1 + |E|2).∇(φ) =

∂

∂x
ln(1 + |E|2), ✭✶✳✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x ❛①✐s✱ E ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡❞

❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ φ ✐s t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳

❙❡❣❡✈ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✶❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❛t✐❛❧ s♦❧✐t♦♥s ✐♥ ❛ ♣❤♦t♦r❡❢r❛❝t✐✈❡ ♠❡✲

❞✐✉♠ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❛♥❣❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s❤❛♣❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣

s♦❧✐t♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉✉r❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✹✶❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❧❢✲tr❛♣♣✐♥❣

♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ✐♥ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠❡❞✐✉♠✱ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡

r❡s♣♦♥s❡ ♠❡❛♥t t❤❛t s♦❧✐t♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ❜❡❛♠ ♣♦✇❡rs t❤❛♥

✐♥ ❑❡rr ♠❡❞✐❛✳ ❚❤❡② ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡s t❤❡ s♦❧✐t♦♥ s❤❛♣❡ ✇❛s

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✇❡r✱ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ t❤✉s ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡✐r ♣r♦✜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡

✇❛s ❧♦ss ♦r ❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐❛✳

❑r♦❧✐❦♦✇s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✻✺❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛✐♠❡❞ ❛t ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲

t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥t ❛♥❞ ♥♦♥❝♦❤❡r❡♥t ♣❤♦t♦r❡❢r❛❝t✐✈❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✳ ❚❤❡② ❞❡♠♦♥✲

str❛t❡❞ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥t s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✱ t❤❡

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❛s ✐♥❡❧❛st✐❝✱ ✇✐t❤ ✐♥ ♣❤❛s❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♥❣ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡

s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❛♥❞ ♦✉t ♦❢ ♣❤❛s❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s r❡♣❡❧❧✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥✲

str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞

❡✐t❤❡r ❝r❡❛t❡ ♦r ❞❡str♦② ❛ t❤✐r❞ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✱ t❤❡② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t r❡♣✉❧s✐✈❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐♥✲

✷✵



t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♠♦st ✐s♦tr♦♣✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐❛ ✇❤❡r❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t

s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛❧✇❛②s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✭❋✐❣✉r❡ ✹ ❢r♦♠ ❬✻✺❪✮ s❤♦✇s

❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤r❡❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣❤♦t♦r❡✲

❢r❛❝t✐✈❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷❛ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✐❞❡ s♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② π/2 ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞

t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷❜ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ✐s π/2 ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✐s

tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ t♦ t❤❡ s✐❞❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡

❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✳

✶✳✷✳✸ ◆❡♠❛t✐❝ ▲✐q✉✐❞ ❈r②st❛❧s

❆ ♥❡♠❛t✐❝ ❧✐q✉✐❞ ❝r②st❛❧ ✐s ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ r♦❞ s❤❛♣❡❞ ♦r❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧✱ ❜✉t ♥♦t ♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ r♦t❛t❡ ✉♥❞❡r

t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ❞✐♣♦❧❡ ✐♥ t❤❡

♠♦❧❡❝✉❧❡s ❬✻✶❪✳ ❚❤✐s r♦t❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ s♦ t❤❛t s❡❧❢✲❢♦❝✉s✐♥❣

r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❛ ❜✉❧❦ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✱ t❡r♠❡❞ ❛ ♥❡♠❛t✐❝♦♥✱ ❝❛♥ t❤❡♥ ❢♦r♠ ❬✶✹❪✳ ❚②♣✐❝❛❧

♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ♥❡♠❛t✐❝♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠ ❬✻❪

ı
∂E

∂z
+

1

2
∇2E + 2Eθ = 0, ν∇2θ − 2qθ + 2|E|2 = 0, ✭✶✳✾✮

✇❤❡r❡ E ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ θ ✐s t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝

t✐❧t ❛♥❣❧❡ ✭r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ♣r❡✲t✐❧t ❛♥❣❧❡ θ̂✮✱ ν ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠

❡❧❛st✐❝✐t②✱ ❛♥❞ q ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ st❛t✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ t❤❛t ♣r❡✲t✐❧ts t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝ ❞✐♣♦❧❡s✳

❚❤✐s ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐❧t ❛♥❣❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦

t❤❡ ♣r❡✲t✐❧t ❛♥❣❧❡ ✐s s♠❛❧❧✱ ✐✳❡✳ |θ| ≪ 1✳ ❚❤❡ ♣r❡✲t✐❧t ❛♥❣❧❡✱ θ̂✱ ✐s t❤❡ t✐❧t ❛♥❣❧❡ ✐♥

t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠✳ ❚❤✐s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛t✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ♦r ❜② r✉❜❜✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱ ✐♥

✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ q = 0✳

❇r❛✉♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✻❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞② ♦♥ t❤❡ s❡❧❢✲❢♦❝✉ss✐♥❣ ♦❢ ❛ ❧❛s❡r

❜❡❛♠ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♥❡♠❛t✐❝ ❧✐q✉✐❞ ❝r②st❛❧✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❛♥❞ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❡❧❧ ❣❡♦♠❡t✲

r✐❡s✳ ❚❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛t ❧❛r❣❡ ❜❡❛♠ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠

❛♥❞ ✜❧❛♠❡♥t str✉❝t✉r❡s ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❑❡rr ❡✛❡❝t

❛❧♦♥❡✳ ▼❝▲❛✉❣❤❧✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✼✾❪ ✉s❡❞ ❛ ♣❛r❛①✐❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ ❝❡rt❛✐♥ ♦❜s❡r✈❡❞
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❜❡❤❛✈✐♦✉rs ♦❢ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✐♥ ♥❡♠❛t✐❝ ❧✐q✉✐❞ ❝r②st❛❧s ✐♥ t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ ❝❛s❡✱ ❛♥❞

✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ s❡❧❢✲❢♦❝✉ss✐♥❣✱ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❧❛♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞✲

❡❧s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥❡♠❛t✐❝♦♥s ❬✸✺✱ ✸✻❪ ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❬✻✶✱ ✻✷❪✳

P❡❝❝✐❛♥t✐ ❡t ❛❧✳ ❬✽✾❪ ♠❛❞❡ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ▼■ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇❛✈❡ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤✐♥

❛ ❧✐q✉✐❞ ❝r②st❛❧ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥❧♦❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ✜t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞

♠❛①✐♠❛❧❧② ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❞ t❤❛t ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡♦r②✳ ❖♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♠✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ♥❡♠❛t✐❝♦♥s ✐s t❤❛t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ r♦t❛t❡ t❤❡

♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭t❤❡ ❋r❡❡❞❡r✐❝❦s③ tr❛♥s✐t✐♦♥✮✳ P❡❝❝✐❛♥t✐ ❡t ❛❧✳ ❬✾✷❪ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ tr❛♥s✲

✈❡rs❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤✐s ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ✜❡❧❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱

✜♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡②

❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ❜❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t♦r② ♣❤❛s❡

t✐❧t t❤❛t ✇✐❧❧ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❜❡❛♠ ♠♦t✐♦♥✳ P❡❝❝✐❛♥t✐ ❡t ❛❧✳ ❬✾✵❪ s❤♦✇❡❞ ❡①✲

♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❛t ♥❡♠❛t✐❝♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧

❛①✐s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❜✐❛s ❛❝r♦ss t❤❡ ❝❡❧❧✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥✲

str❛t❡❞ t❤❛t ✜❧❛♠❡♥ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼■ ✉♥❞❡r ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ❜✐❛s r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ✜❧❛♠❡♥ts

♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛t ❛♥ ❛♥❣❧❡✳ ■♥ ❛ ❧❛t❡r ♣❛♣❡r P❡❝❝✐❛♥t✐ ❡t ❛❧✳ ❬✾✶❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t s♦❧✐t♦♥s

❧❛✉♥❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❜❡❛♠ ♣♦✇❡r ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦

❡s❝❛♣❡ ❢r♦♠ ❛ tr❛♣♣✐♥❣ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡✳ ❍✉ts❡❜❛✉t ❡t ❛❧✳ ❬✺✸❪ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞

t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r s♦❧✐t♦♥ ♠♦❞❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ ♥❡♠❛t✐❝

♣❧❛♥❛r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐♥ ❛ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❛❧s♦ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡

❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛♠ t♦ ❝❡❧❧ ✇✐❞t❤ r❛t✐♦ ❛ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡r ❬✺✱ ✽❪✳

❋♦r ❛ ❜✐❛s❡❞ ♥❡♠❛t✐❝ ❧✐q✉✐❞ ❝r②st❛❧ ❝❡❧❧✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ♣r❡✲t✐❧t❡❞ ❜②

❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❞❡❝❛②s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❛✇❛②

❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❛♠✱ s♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞ ✐♥ ❛ ❝❡❧❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇✐❞❡

❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛♠ ✇✐❞t❤ ❬✸✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❝❡❧❧ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡

❞❡❝❛②s ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥ (1 + 1)✲❉ ❛♥❞ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧② ✐♥ (2 + 1)✲❉✱ s♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡

❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❬✺✱ ✽✵❪✳
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✶✳✷✳✹ ❈♦❧❧♦✐❞❛❧ ▼❡❞✐❛

■♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♠❡❞✐❛✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

✐♥ t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✮ ♦❢ ♥❛♥♦♠❡tr❡ s✐③❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ s✉s✲

♣❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ ❡❧❡❝tr♦str✐❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s t❤❡

♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ❜❡ ❛ttr❛❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐♥t❡♥s✐t② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠✳ ❚②♣✲

✐❝❛❧ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✐♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♠❡❞✐❛ ❛r❡

❬✼✽❪

ı
∂E

∂z
+

1

2
∇2E ± (η − η0)E = 0, |E|2 ± (g(η)− g(η0)) = 0,

g(η) =
3− η

1− η

3

+ ln(η)
✭✶✳✶✵✮

✇❤❡r❡ E ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ η ✐s ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥

♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ η0 ✐s t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ g(η) ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧

❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ g ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠♦❞❡❧

❢♦r ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈❛r♥❛❤❛♥✲❙t❛r❧✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✹✾❪✳

❆s❤❦✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪ ❝r❡❛t❡❞ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❑❡rr ♠❡❞✐❛ ❢r♦♠ ❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♥❛♥✲

♦♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❛ t❡st ❜❡❞ ❢♦r ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ s❡❧❢✲❢♦❝✉ss✐♥❣ ❛♥❞ s❡❧❢✲tr❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❧❛s❡r

❜❡❛♠s✱ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ ❜❡❛♠ ❞✐❛♠❡t❡r

❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✳ ❨❛s❤✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✻❪ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❜❡❛♠

✇✐❞t❤ ♦❢ ❛ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣♦❧②st②r❡♥❡ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s✱

✜♥❞✐♥❣ ❛ ❜❡❛♠ ✇✐❞t❤ ♥♦t ♠✉❝❤ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡♦r②✳ ❋♦r ❛

❣✐✈❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❛❜♦✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✇❡r

t❤r❡s❤♦❧❞ ❧❡❞ t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❜❡❛♠ ❞✐❛♠❡t❡r✳

▼❛t✉s③❡✇s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✼✽❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✭✈✐❛ ❛ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❡❧✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② r❡s♦❧✈❡ t❤❡

♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ st❛❜❧❡ s♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡s✳ ❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ ♠♦❞❡❧✱

s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t st❛❜❧❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛ r❡❣✐♦♥

♦❢ ❜✐st❛❜✐❧✐t②✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡r❡ t✇♦ st❛❜❧❡ s♦❧✐t♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✇❡r ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ ❛

s✉❜s❡q✉❡♥t ♣❛♣❡r ❬✼✼❪✱ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t♦♥s

♦♥ ❡❛❝❤ st❛❜❧❡ ❜r❛♥❝❤✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✇❡r t❤❡ s♦❧✐t♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r st❛❜❧❡

❜r❛♥❝❤ ♠✉❝❤ ♥❛rr♦✇❡r ✐♥ ✇✐❞t❤✱ ❛♥❞ t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st ✐♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤
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♦t❤❡r s♦❧✐t♦♥s✳ ❱❛r✐♦✉s ♠♦❞❡s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s♦❧✐t♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱

❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜r❛♥❝❤❡s ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳

▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✻✾❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤✐❝❤ ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♠♦❞❡❧s s❤♦✇❡❞ ❜❡st ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢

♥♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ✈✐❛ t❤❡ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ❣❛s ♠♦❞❡❧ ❣❛✈❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧

♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♦r ❑❡rr ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳ ▼❛r❝❤❛♥t ❛♥❞ ❙♠②t❤ ❬✼✻❪ ✉s❡❞ ❛ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧

❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✜♥❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡

st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ ❛♥❞ ✭✷✰✶✮✲❉ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉

❝❛s❡ t❤❡r❡ ✇❛s ❛ ❜✐st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ❢♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ✐♥

❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡❛r❧✐❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✇♦r❦✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✭✷✰✶✮✲❉ ❝❛s❡ t❤❡r❡

✇❛s ♦♥❡ st❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥❧② ❛❜♦✈❡ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ❧♦✇ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞

t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥✳

✶✳✸ ❚❤❡r♠❛❧ ▼❡❞✐❛

■♥ ❛ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝❤❛♥❣❡s ❞✉❡ t♦ ✐t ❛❜s♦r❜✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣②

❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ♦r t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤✐s s②st❡♠

❛r❡ ❛♥ ◆▲❙✲t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡✱ ❛♥❞ ❛

st❡❛❞② st❛t❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭P♦✐ss♦♥✮ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬✾✼❪

2ık
∂E

∂z
+∇2E + 2k2β∆T

n0

E = 0, ν∇2T + |E|2 = 0, ✭✶✳✶✶✮

✇❤❡r❡ E ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ T ✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢

t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠✱ n0 ✐s t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡

♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠✱ k ✐s t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠✱ β ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢

t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ν ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛

❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ r❡❢r❛❝t✐✈❡

✐♥❞❡①✱ ∆n = β∆T ✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠ s②st❡♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡

♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✳

■♥ t❤❡r♠❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

r❡s♣♦♥s❡ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s❡❧❢✲❢♦❝✉s✐♥❣ ✭♦r ❞❡❢♦❝✉s✐♥❣✮ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ❜❡❛♠✱ ❝♦✉♥t❡r✲

❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ✐ts ♥❛t✉r❛❧ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭❞✐s♣❡rs✐♦♥✮✳ ❋♦r t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐❛✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢

✷✹



t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t♦ t❤❡ ❧✐❣❤t ❜❡❛♠ ❡①t❡♥❞s ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❜❡❛♠✱ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ✐ts

✇✐❞t❤✱ t❡r♠❡❞ ✇❛✐st ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✸✻❪✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t❤❡♥ ❜❡✐♥❣ t❡r♠❡❞

♥♦♥❧♦❝❛❧✳ ❚❤✐s ♥♦♥❧♦❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡✲

❞✐✉♠ ❜❡✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ ❤❡❛t✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡❧❧✐♣t✐❝ ❬✶❪✳ ❚❤✐s ❡❧❧✐♣t✐❝

♠❡❞✐✉♠ r❡s♣♦♥s❡ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ r❡s♣♦♥❞s ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ♥♦t ❥✉st

✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛rr❡st t❤❡ ✉s✉❛❧

❝❛t❛str♦♣❤✐❝ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦❢ (2 + 1)✲❉ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ◆▲❙✲t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

❬✻✷❪✱ ✇❤❡r❡ s❡❧❢✲❢♦❝✉ss✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡

✇❛✈❡ ♦✈❡r ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭♦r t✐♠❡✮✳ ❇❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻❪ ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧

♥♦♥❧♦❝❛❧ ◆▲❙ t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧

r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦❧❧❛♣s❡ ✇❛s ♣r❡✈❡♥t❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

▲✐t✈❛❦ ❬✼✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜② ✇❤✐❝❤ s❡❧❢✲❢♦❝✉ss✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧

❜❛s❡❞ ♦♥ ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❋♦r ❜r✐❣❤t s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛✲

t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠ t❤❡ ❦❡② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥

✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❍❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ q✉❛s✐❧♦❝❛❧

❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡ ✐s ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤

❤❡❛t ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ r❡❛❝❤❡s ❛ q✉❛s✐✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡✳ ❉❛❜❜② ❛♥❞

❲❤✐♥♥❡r② ❬✸✼❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥ ❡❛r❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞

s❡❧❢✲❢♦❝✉ss✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❛r❣♦♥ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧❡❛❞ ❣❧❛ss t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣

♣❤♦t♦❣r❛♣❤s ♦❢ t❤❡ tr❛♣♣❡❞ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✳

❈❛r♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✸✵❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ❛ ◆❡♦❞②♠✐✉♠ ❞♦♣❡❞ t❤❡r♠❛❧ ❣❧❛ss

♠❡❞✐✉♠✱ ❢♦❝✉ss✐♥❣ ♦♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠

❞✐❛♠❡t❡r ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❧✐♥❡❛r❧② ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❛r♦✉♥❞

65ms✳ ❚❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇❡❞ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❡❛❞② st❛t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡

t♦ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♦♥❡ s❡❝♦♥❞ ♦r ❧❡ss✳ ▲✐t✈❛❦ ❡t ❛❧✳ ❬✼✶❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ ✇❛✈❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✇❡❛❦❧② ✐♦♥✐s❡❞

♣❧❛s♠❛ ✇✐t❤ t❤❡r♠❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✲

✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❝❛s❡✳ ❉r❡✐s❝❤✉❤ ❡t ❛❧✳

❬✹✵❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ✭❞❛r❦✮ ♦♣t✐❝❛❧ ✈♦rt❡① s♦❧✐t♦♥s ✇✐t❤✐♥

❛ s❡❧❢ ❞❡❢♦❝✉ss✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✇❛s

❛❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡✱ ❜✉t ♥♦t ❡❧✐♠✐♥❛t❡✱ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳

❘♦ts❝❤✐❧❞ ❡t ❛❧✳ ❬✾✼❪ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ st❛❜❧❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❋✐❣✉r❡ ✹ ❢r♦♠ ❘♦ts❝❤✐❧❞ ❡t ❛❧✳ ❬✾✼❪ ✲ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇✐♥❣ ❛✮ ✐♥♣✉t
✈♦rt❡① ❜❡❛♠✱ ❜✮ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ♦✉t♣✉t ❜❡❛♠ ❛t ❧♦✇ ♣♦✇❡r ❛❢t❡r ✷✽ ♠♠ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❝✮
♦✉t♣✉t s♦❧✐t♦♥ ❜❡❛♠ ❛t ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r✱ ❛♥❞ ❞✮ t❤❡ ✈♦rt❡① ♣❤❛s❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t
s♦❧✐t♦♥✳

✈♦rt❡① s♦❧✐t♦♥s ✐♥ ❛ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝❡❧❧ ❣❡♦♠❡t✲

r✐❡s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❡❧❧✐♣t✐❝ s♦❧✐t♦♥s ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛♥ ✐♥♣✉t ❝✐r❝✉❧❛r ❜❡❛♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸

✭t❤❡✐r ❋✐❣✉r❡ ✹✮ s❤♦✇s ♦❜s❡r✈❡❞ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ✹✽✽♥♠ ❧❛s❡r ❜❡❛♠

♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧❡❛❞ ❣❧❛ss t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣❧❛t❡ s❤♦✇s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢

t❤❡ ✐♥♣✉t ❧❛s❡r ❜❡❛♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ t✇♦ ♣❧❛t❡s s❤♦✇ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛❢t❡r

♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✷✽ ♠♠ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧❡❛❞ ❣❧❛ss✳ ❋♦r ❛ ❧♦✇ ♣♦✇❡r ✭✶✵ ♠❲✮ ✐♥♣✉t ✭❜✮ t❤❡

♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ ✐s ✐♥s✉✣❝❡♥t t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❛♠ ❣r♦✇s ✐♥

s✐③❡ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❞✐✛✉s❡✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❛ ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ✭✶ ❲✮ ✐♥♣✉t ✭❝✮ s❡❧❢✲tr❛♣♣✐♥❣

♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♠❛✐♥t❛✐♥s ✐ts s✐③❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡✳

❇❛rs✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✼❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❛ ❧✐q✉✐❞ ❡t❤❛♥♦❧ ❝❡❧❧ ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤

✐♦❞✐♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞❡❢♦❝✉ss✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t

✐♥✐t✐❛❧ s❤❛r♣ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r❡ s♠♦♦t❤❡❞ ❜② ❛ ❞✐s♣❡rs✐✈❡

s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✇❤♦s❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞❛r❦ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

✐♥ ❛ ❞❡❢♦❝✉s✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ r❤♦❞❛♠✐♥❡✲❇ ✐♥ ♠❡t❤❛♥♦❧✱

✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❈♦♥t✐ ❡t ❛❧✳ ❬✸✹❪ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦ ♦♥ ❜♦t❤ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❛♥❞

❞❡❢♦❝✉s✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐❛ ❬✹✺❪✳ ■t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❛t✱ ❢♦r

❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❛♥❞ t♦r♦✐❞❛❧ ❧✐❣❤t ❜❡❛♠s ✐♥ ❛ ❢♦❝✉s✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠✱ ♥♦♥❧♦❝❛❧✐t② r❡s✉❧ts

✐♥ t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧

♦r t♦r♦✐❞❛❧ ✐♥♣✉t ❜❡❛♠ ❬✾✼❪✳ ❚❤✐s ♥♦♥❧♦❝❛❧ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❛ t♦r♦✐❞❛❧

❜❡❛♠ ❛❧s♦ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ ♥❡♠❛t✐❝ ❧✐q✉✐❞ ❝r②st❛❧ ❬✽✷✱ ✶✶✷❪✳

❘♦ts❝❤✐❧❞ ❡t ❛❧✳ ❬✾✻❪ ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s♦❧✐t♦♥s ✐♥ ❛ ♥♦♥❧♦❝❛❧
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t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐❛ ❛t ❧♦♥❣ r❛♥❣❡✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ♣❡r♠✐tt❡❞

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛t ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r r❛♥❣❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❛♥ ✐♥✈❡rs❡ sq✉❛r❡ ❧❛✇ ❛♥❛❧❛❣♦✉s t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s♣✐r❛❧❧✐♥❣

s♦❧✐t♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇✐t❤ t✇♦ ✐♥♣✉t s♦❧✐t♦♥s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ✜✈❡ t✐♠❡s t❤❡✐r

❜❡❛♠ ✇✐❞t❤ ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ t❤❛t s♦❧✐t♦♥ ✐♥t❡r❛❝✲

t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ❛t ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r ❞✐st❛♥❝❡s✱ ✉♣ t♦ ✺✵ t✐♠❡s t❤❡✐r ✇✐❞t❤s✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛

♥♦♥✲♦♣t✐❝❛❧ ♠❡❞✐❛t♦r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ♠❡t❛❧ ✇✐r❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ s❛♠♣❧❡s tr❛♥s✲

♠✐tt❡❞ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢

❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹❛ ✭❋✐❣✉r❡ ✹ ❢r♦♠

❬✾✻❪✮ s❤♦✇s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱ ✇✐t❤ ❛ str✐♣ ♦❢ ♠❡t❛❧ ❢♦✐❧ ❝♦♥✲

♥❡❝t✐♥❣ t✇♦ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ sq✉❛r❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡s ✶✳✹❜

❛♥❞ ✶✳✹❝ s❤♦✇ t❤❡ ✐♥♣✉t ❜❡❛♠s ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡s ✶✳✹❞ ❛♥❞ ✶✳✹❡ s❤♦✇ t❤❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ♣♦s✐✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❜❡❛♠s ✇❤❡♥ ❧❛✉♥❝❤❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❋✐❣✉r❡s ✶✳✹❢ ❛♥❞ ✶✳✹❣ s❤♦✇ t❤❡

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦✉t♣✉t ❜❡❛♠s ✇❤❡♥ ❤❡❛t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡❛♠s ❛❝❝r✉❡s

♦♥ t❤❡ ❢♦✐❧ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❤✐❣❤❡r ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦♥ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

◆❡♠❛t✐❝ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❛❝t ❛t ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❞✉❡ t♦ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❡✛❡❝ts✳

■♥ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣❛♣❡r ❘♦ts❝❤✐❧❞ ❡t ❛❧✳ ❬✾✽❪ ❛❧s♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ✐♥✲

❝♦❤❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧ s♦❧✐t♦♥ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ t❤❡r♠❛❧ ❧❡❛❞ ❣❧❛ss ♠❡❞✐✉♠✱

✇✐t❤ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♥♦♥❧♦❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡✳

❆❧❢❛ss✐ ❡t ❛❧✳ ❬✾❪ ❡①❛♠✐♥❡❞ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ ❛ ❧❡❛❞ ❣❧❛ss t❤❡r♠❛❧

♠❡❞✐✉♠ ❢♦r ♦✛✲❝❡♥tr❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱

✜♥❞✐♥❣ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❜❡❛♠ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛s

t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇❛s ✈❛r✐❡❞✳ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✇♦r❦

❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❜♦t❤ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❧✐q✉✐❞ ❝r②st❛❧ ❝❡❧❧s ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐❛ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡

❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ r❡♣✉❧s✐✈❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❜❡❢♦r❡

❛♥② st❡❛❞② st❛t❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❬✻❪✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ❬✺✱ ✽❪✳

❇✉❝❝♦❧✐❡r♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✽❪ ♠♦❞❡❧❧❡❞ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡s ✭❜♦t❤ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ r✐♥❣ ✈♦rt❡①✮✱ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t ❝❡❧❧ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✭❝✐r❝✉❧❛r ♦r sq✉❛r❡✮ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❛✉♥❝❤✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✜♥❞✐♥❣

t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✐t♦♥ ♠♦❞❡s✳

❖t❤❡r ✜♥❞✐♥❣s ✇❡r❡ t❤❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❣❡♦♠❡tr② ❛❧s♦ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ s♦❧✐t♦♥

♠♦❞❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✐t♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦r ❛t
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❋✐❣✉r❡ ✹ ❢r♦♠ ❘♦ts❝❤✐❧❞ ❡t ❛❧✳ ❬✾✻❪ ✲ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s♦❧✐t♦♥s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ s❡♣❛r❛t❡ s❛♠♣❧❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜② ✇✐r✐♥❣✳ ❛✱ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❝❤❡♠❡✳ ❜✱❝✱ ■♥♣✉t ❜❡❛♠s✳ ❞✱❡✱ ■♥✐✈✐❞✉❛❧❧②
❧❛✉♥❝❤❡❞ ♦✉t♣✉t s♦❧✐t♦♥s✳ ❢✱❣✱ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❧❛✉♥❝❤❡❞ ♦✉t♣✉t s♦❧✐t♦♥s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣
str♦♥❣ ❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ❤✱✐✱ ❆t ❧♦✇ ♣♦✇❡r✱ t❤❡ ❜❡❛♠s ❞✐✛r❛❝t ❛♥❞ ❜r♦❛❞❡♥✳

t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❍✉❛♥❣ ❬✺✷❪ ❛❧s♦ ♥✉✲

♠❡r✐❝❛❧❧② ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦❞❡ s♦❧✐t♦♥s ✐♥ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐❛✱ ✜♥❞✐♥❣

t❤❛t ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠s ❧❡❞ t♦ ❛ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ♦✈❡r❛❧❧ str✉❝t✉r❡✳ ❇❡❦✲

❡♥st❡✐♥ ❛♥❞ ❙❡❣❡✈ ❬✶✽❪ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ s❡❧❢✲❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣

❆✐r②✲t②♣❡ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❛ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐❛ ✐♥ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t

❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ✜♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ str♦♥❣❧②

s❡❧❢✲❢♦❝✉ss✐♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t②✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝

❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t♦ t✇♦ ❜❡❛♠s✳ ❆❧❜❡r✉❝❝✐ ❡t

❛❧✳ ❬✼❪ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛❜s♦r♣t✐♦♥

❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♥♦♥❧♦❝❛❧✐t② t❡r♠s✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♥♦♥❧♦❝✲

❛❧✐t② ✇❛s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✇❛s ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛t ❡✐t❤❡r

❡♥❞ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛s ❤✐❣❤❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧❡❞ t♦ str♦♥❣❡r s❡❧❢✲

❢♦❝✉ss✐♥❣✱ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♣♣✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ t❤❡

❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦✇❡r ❧♦ss ❢r♦♠ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✇❛s r❡q✉✐r❡❞✳
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✶✳✹ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s

❋♦r ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠ ♦❢ ❛♥

◆▲❙✲t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ r❡s♣♦♥s❡ ✭✶✳✶✶✮✳ ❆ss✉♠✲

✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐s ❧❛r❣❡✱ ❈♦♥t✐ ❡t ❛❧✳ ❬✸✻❪ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡

❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ♥❡♠❛t✐❝ ❧✐q✉✐❞ ❝r②st❛❧s✱ ✐♥✲

❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❧②

♥♦♥❧♦❝❛❧ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❣✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❡①✐st ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡✱ ❜✉t ✜♥✐t❡✱ ν✳

❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ s♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ◆▲❙ s♦❧✐t♦♥s✱ ❑❛t❤

❛♥❞ ❙♠②t❤ ❬✺✽❪ ✉s❡❞ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲❙ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ✈❛r✐✲

❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ❛♥

✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❛ st❡❛❞② s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ tr✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐s

u = q sech
x

w
eıθ + ıgeıθ, ✭✶✳✶✷✮

✇❤❡r❡ q ✐s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ w ✐s t❤❡ ✇✐❞t❤✱ θ ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ g ✐s r❛❞✐❛t✐♦♥ ❧♦ss✳

✭✶✳✶✷✮ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ◆▲❙ s♦❧✐t♦♥ ❜✉t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✇✐❞t❤ t♦ ✈❛r②✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤

❤❛s t❤❡ ❜❡♥❡✜t t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ♥♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱

s✉❝❤ ❛s ❝♦✉♣❧❡❞ ◆▲❙✲t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❬✶✵✸❪✳ ▼✉❝❤ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❬✻✱ ✼✻❪ ❤❛s ✉s❡❞

♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❬✶✶✶❪ ❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✶✵❪✱ ✜♥❞✐♥❣ ❣♦♦❞

❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❢✉❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❬✻✱ ✼✻❪✳ ▼✐♥③♦♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✽✶❪ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤✐s

♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ str♦♥❣❧② ♥♦♥✲

❧♦❝❛❧ ❧✐q✉✐❞ ❝r②st❛❧ ♠❡❞✐✉♠✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❡r♠s t❤❛t ♠♦❞❡❧❧❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❛❞✐❛t✐✈❡

❧♦ss✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t str♦♥❣ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐t② ❞❡❝r❡❛s❡❞ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❧♦ss ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝♦♥

❛s ✐t ❡✈♦❧✈❡❞✳ ❖❢ r❡❧❡✈❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ❆❧❜❡r✉❝❝✐ ❡t ❛❧✳ ❬✻❪ ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡

❜♦✉♥❞❛r② ✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞

✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❱❛r✐♦✉s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ◆▲❙ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞

◆▲❙✲t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❙t❛t✐♦♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡

❞❡r✐✈❡❞ ✈✐❛ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t s♣❧✐ts t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❛♥❞

❞♦✇♥ ❝❡❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s u(x, y, z) = u(x, y)eıµz✳

✷✾



❘❛s♠✉ss❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✾✺❪ ✉s❡❞ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧✲

t✐♣❧❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✳ P❡❧✐♥♦✈s❦②

❛♥❞ ❙t❡♣❛♥②❛♥ts ❬✾✸❪ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ P❡t✈✐❛s❤✈✐❧✐✬s ✐t❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✜♥❞✐♥❣ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡

✐♠♣♦rt❛♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ t❤❛t s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ③❡r♦ ❝r♦ss✐♥❣s ✭❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r s♦❧✐t♦♥s✮

❧❡❛❞ t♦ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❙❦✉♣✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✷❪ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t♦♥

st❛❜✐❧✐t② ♦♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t

t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❧✐♠✐t✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✇❛s ❛

s②♠♠❡tr✐❝ ❜❛♥❞ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♣❡r♠✐t ❢❛st ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✲

✈❡❝t♦rs t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❆♥ ✐♠❛❣✐♥❛r② t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭■❚❊▼✮ ❛tt❡♠♣ts t♦ ✜♥❞ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r②

s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ıt ❜❡❢♦r❡

✐♥t❡❣r❛t✐♥❣✱ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t♦ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✇❡r ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❈❤✐♦❢❛❧♦ ❡t ❛❧✳

❬✸✸❪ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛ ◆▲❙✲t②♣❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

s②st❡♠✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❆ s❡r✐❡s ♦❢ ♣❛♣❡rs ❜② ❨❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✸✱ ✶✶✹✱ ✶✶✺❪ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ◆▲❙✲t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❨❛♥❣ ❛♥❞ ▲❛❦♦❜❛

❬✶✶✺❪ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤r❡❡ ❢♦r♠s ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ sq✉❛r✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞

s②st❡♠ ♦♣❡r❛t♦r t♦ ❡♥s✉r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ t②♣❡s ♦❢ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✳ ❨❛♥❣ ❛♥❞

▲❛❦♦❜❛ ❬✶✶✹❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❆■❚❊✮ ♠❡t❤♦❞

❢♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ■❚❊▼ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r✳

❨❛♥❣ ❛♥❞ ▲❛❦♦❜❛ ❬✶✶✹❪ ❢♦✉♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t

t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇♦✉❧❞ ❞✐✈❡r❣❡ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r s♦❧✐t♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ❣r♦✉♥❞

st❛t❡s ♦❝❝✉rr❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✇❛s ❧✐♥❡❛r❧② st❛❜❧❡✳

❨❛♥❣ ❬✶✶✸❪ ❛❧s♦ ❛❞❛♣t❡❞ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s

♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ✉s❡ ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ◆▲❙ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛♥ ♦✉t❡r ❧♦♦♣ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r✐③✐♥❣

t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥♥❡r ❧♦♦♣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t

♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❍❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲

❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✭◆❡✇t♦♥✲❈●✮ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t②♣✐❝❛❧❧②

❝♦♥✈❡r❣❡❞ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ ♦t❤❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s✱ s✉❝❤ ❛s sq✉❛r❡❞

✸✵



♦♣❡r❛t♦r ♠❡t❤♦❞s ♦r t❤❡ P❡t✈✐❛s❤✈✐❧✐ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t♦ ✉s✐♥❣

◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s t♦ ✜♥❞ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❬✷✺❪✱ ❤♦✇❡✈❡r ▲♦✉✐s ❡t ❛❧✳ ❬✼✸❪ ❢♦✉♥❞

t❤❛t ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ✭✶✰✶✮✲❉ st❡❛❞② st❛t❡

s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ◆▲❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

✐♥ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐❛✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ■❚❊▼✱ ❆■❚❊ ❛♥❞ ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞s

❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳

✶✳✺ ❙t❛❜✐❧✐t②

❑✉③♥❡ts♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✻✼❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❛♥❛❧②s✐♥❣ s♦❧✐t♦♥ st❛❜✐❧✐t②

❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ◆▲❙ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡✈✐❡✇ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ♦✈❡r✲

✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s❡s✳ ❑r♦❧✐❦♦✇s❦✐ ❡t ❛❧✳

❬✻✹❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ▼■ ✐♥ t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ ❝❛s❡ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧

♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♥♦t❡s t❤❛t ❢♦r ❧♦❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❡

♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥❛❧ st❛❜✐❧✐t② ✭▼❙✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②

✐s ❢♦❝✉ss✐♥❣ ✭▼■ ❡①✐sts✮ ♦r ❞❡❢♦❝✉ss✐♥❣ ✭♥♦ ▼■ ❡①✐sts✮✳ ■♥ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❝❛s❡

t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❧✐♥❡❛r✱ s♦ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ▼■✳ ●❛✐♥ ♣r♦✜❧❡s ✇❡r❡

❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ♣r♦✜❧❡s✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❣r❡❡

♦❢ ♥♦♥❧♦❝❛❧✐t② t❡♥❞❡❞ t♦ s✉♣♣r❡ss t❤❡ ▼■ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s

t❤❛t ❤❛✈❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❨❛❦✐♠❡♥❦♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✷❪ ✉s❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ st❛✲

❜✐❧✐t② ♦❢ ✈♦rt❡① s♦❧✐t♦♥s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ♥♦♥❧♦❝❛❧ ◆▲❙✲t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t st❛❜❧❡

s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❛ str♦♥❣❧② ♥♦♥❧♦❝❛❧ ♠❡❞✐❛✳ ❇r✐❡❞✐s ❡t ❛❧✳ ❬✷✼❪ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈♦rt❡① s♦❧✐t♦♥s✱ ❛❧s♦ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t ❛ str♦♥❣❧②

♥♦♥❧♦❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❛❝ts t♦ st❛❜✐❧✐s❡ t❤❡s❡ s♦❧✐t♦♥ ♠♦❞❡s✳ ❙❦✉♣✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✷❪ ♥✉♠❡r✐❝✲

❛❧❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦♥❧♦❝❛❧✐t②

♠♦❞❡❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❛t ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠ ✐♥ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr✐❝

❣❡♦♠❡tr② ♦r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡♠❛❧ ♠❡❞✐❛ st❛❜❧❡ ❛③✐♠✉t❤♦♥

t②♣❡ s♦❧✐t♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t ♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦♥✲r♦t❛t✐♥❣

✈♦rt❡① s♦❧✐t♦♥ t②♣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥st❛❜❧❡✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t r♦t❛t✐♥❣ ✈♦rt❡① s♦❧✐t♦♥s ♠❛②

❜❡ ❡❛s✐❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳

■❧❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✺✹❪ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ❢♦r ◆▲❙ t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡

✸✶



s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ✉♥st❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r ❧✐♥❡❛r✐s❡❞

♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ✇✐t❤ s②♠♠❡tr✐❝ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs

✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ❞r✐❢t

✐♥st❛❜✐❧✐t②✳

❱❛❦❤✐t♦✈ ❛♥❞ ❑♦❧♦❦♦❧♦✈ ❬✶✵✾❪ ❞❡r✐✈❡❞ ❛ st❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭t❤❡ ❱✲❑ st❛❜✐❧✐t② ❝r✐✲

t❡r✐♦♥✮ ❢♦r t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ◆▲❙ ❡q✉❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣

s♣❡❝tr❛❧ ♦♣❡r❛t♦r t❤❡♦r②✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t ❛ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ♣♦✇❡r ✈❡rs✉s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥✲

st❛♥t ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ s❧♦♣❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r st❛❜✐❧✐t②✳ ❇❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪ ❡①❛♠✐♥❡❞

t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❱✲❑ st❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♥❞ ❝✉❜✐❝

♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❱✲❑ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❛s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞

◆▲❙ ❝❛s❡✱ ❜✉t ✇❛s ❛ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❜✉t ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧

q✉❛❞r❛t✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ ❱✲❑ ♣r❡❞✐❝t❡❞ st❛❜✐❧✐t②✱ ❜✉t ❛

♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ✇❛s ✉♥st❛❜❧❡✳ ▼❛t✉s③❡✇s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✼✽❪ ✉s❡❞

t❤❡ ❱✲❑ st❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❜✐st❛❜❧❡ s♦❧✐t♦♥ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉

❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♠❡❞✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❑❛rt❛s❤♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✺✼❪ ✉s❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ♣❡rt✉r❜✲

❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈♦rt❡① s♦❧✐t♦♥s ✐♥ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ ❛

❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t ✢❛tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✲

✜❧❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❧✐♠✐t t♦ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❣❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇❡❞ st❛❜❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❖♥❧②

✈♦rt❡① s♦❧✐t♦♥s ✇✐t❤ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❣❡ ♦❢m ≤ 2 ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ st❛❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤♦s❡

✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡ m ≥ 3 ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜r♦❦❡ ❞♦✇♥ ❛♥❞ r❡✈❡rt❡❞ t♦ ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✐t♦♥✳

✶✳✻ ❚❤❡r♠❛❧ ▼❡❞✐❛ ●♦✈❡r♥✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❈❡❧❧

❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t ●❛✉ss✐❛♥✱ ❝♦❤❡r❡♥t✱ ♣♦❧❛r✐s❡❞

❧✐❣❤t ❜❡❛♠ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ✱ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r k = 2π/λ✱ ♣♦✇❡r P0 ❛♥❞ ✇✐❞t❤WB t❤r♦✉❣❤

❛ (1+1)−D ♦r (2+1)−D ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♠❡❞✐✉♠ ✇❤♦s❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞❡♣❡♥❞s

❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡✱ s♦ t❤❛t ∆n = β∆T ✱ ✇❤❡r❡ ∆n ✐s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥

r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞✉❡ t♦ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡ ∆T ❬✾✼❪✳ ▲❡t ✉s t❛❦❡ Z t♦ ❜❡ t❤❡

❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❞ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ Z

❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞♦✇♥ t❤❡ ❝❡❧❧✱ ✇✐t❤ t❤❡ X ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
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♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ❜❡❛♠✱ ✇✐t❤ Y ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr✐❛❞✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝

✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② E✳ ■♥ t❤❡ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛①✐❛❧

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠

❛r❡ t❤❡♥ ❬✸✻✱ ✻✼✱ ✾✼❪

2ık
∂Ex

∂Z
+∇2Ex + 2k2∆n

n0

Ex = 0, κ∇2∆T = −α|Ex|2. ✭✶✳✶✸✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r κ ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ n0 ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡

✐♥❞❡① ❛♥❞ α ✐s t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛①✐❛❧ ❛♣♣r♦①✲

✐♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❛t t❤❡ Z t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ✸❉ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥s✱ ✭✐✳❡✳ ∇2 = ∂2

∂X2 +
∂2

∂Y 2 +
∂2

∂Z2 ✮

❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ X ❛♥❞ Y t❡r♠s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ∇2 ✐s ✐♥ t❤❡

tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❧❛♥❡ (X, Y ) t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥❧②✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s

❝❛♥ ❜❡ s❡t ✐♥ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ✈✐❛ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

X = Wx, Y = Wy, Z = Czz, Ex = CeE, ∆T = CT θ, ✭✶✳✶✹✮

where W2 =
2n0

βCTk2
, Cz =

2n0

βCTk
, C2

e =
2

πW2
B

P0

❛♥❞ CT ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s

❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠ ❛r❡ t❤❡♥

ı
∂E

∂z
+

1

2
∇2E + 2Eθ = 0, ν∇2θ + 2|E|2 = 0, ✭✶✳✶✺✮

✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②

ν =
πKCT

αP0

(

WB

W

)2

. ✭✶✳✶✻✮

❚②♣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ CT = 10K✱ n0 = 1.8✱ κ = 0.7W/(mK)✱ β = 14 ×
10−6K−1✱ α = 1m−1✱ P0 = 1W ✱ λ = 488nm ❛♥❞ WB = 50µm ❢♦r ❧❡❛❞ ❣❧❛ss

❬✾✼❪✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡ ❛ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ν = 354✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s t❤❡♥ ❧❛r❣❡✱ O(100)✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡

♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠ ✐s t❡r♠❡❞ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❬✸✻✱ ✽✽❪✳ ❚❤✐s ♥♦♥❧♦❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ✈✐t❛❧ ❛s

✐t ❝❛♥ st❛❜✐❧✐s❡ ✭✷✰✶✮✲❉ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠✱ ♥♦t✐♥❣

t❤❛t ✭✷✰✶✮✲❉ ✇❛✈❡s ❛r❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐♥ ❧♦❝❛❧ ♠❡❞✐❛ ❬✻✷❪✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✺✮ ❛❧s♦ ❣♦✈❡r♥s
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t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ✐♥ ❛ ♥❡♠❛t✐❝ ❧✐q✉✐❞ ❝r②st❛❧✱ ✇❤❡♥ t❤❡ st❛t✐❝

❜✐❛s✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ q = 0 ✐♥ ✭✶✳✾✮ ❬✸✻✱ ✽✽❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ θ ✐s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠✳

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠ t♦ ❜❡ ❛ sq✉❛r❡ ❝❡❧❧ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

L✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❤❡❛t✐♥❣ ❛t t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❋♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛

❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ♠✐①❡❞

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✲✜❡❧❞ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞✲

❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡

(E− E0)× n = 0, (D−D0).n = 0, ✭✶✳✶✼✮

✇❤❡r❡ E ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞D t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❛♥❞ E0 ❛♥❞D0

❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ ❢r❡❡ s♣❛❝❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ ❜❡❛♠ E = E1(x, y, z)i

✇❡ ❣❡t E1 = E01 ♦♥ y = ±1 ❛♥❞ E1 =
ǫ0
ǫ
E01 ♦♥ x = ±1✱ ❜② ✉s✐♥❣ D = ǫE✱ ✇❤❡r❡ ǫ

✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✳

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✐s ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ ❛♥❞ ✐s ❛ ❜✉❧❦

❜❡❛♠ s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✜❡❧❞ ♦✉ts✐❞❡ ✐t✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❣❡t✱

E1 = 0 on x = ±1, y = ±1. ✭✶✳✶✽✮

❲❤✐❧❡ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❜❡❛♠ ❧❡❛❦❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡❧❧✱ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s

❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ r❡q✉✐r✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥s✐✈❡

st✉❞②✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥

E1 = 0 at x = ±L

2
, y = ±L

2
, ✭✶✳✶✾✮

θ = 0 at x =
L

2
, y =

L

2
, ✭✶✳✷✵✮

θx − βx (θ − θB,x) = 0 at x = −L

2
, ✭✶✳✷✶✮

θy − βy (θ − θB,y) = 0 at y = −L

2
, ✭✶✳✷✷✮

✇❤❡r❡ βx ❛♥❞ βy ❛r❡ t❤❡ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ θB,x ❛♥❞ θB,y ❛r❡ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r✲

❛t✉r❡s ❛t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧ ❣❡♦♠❡tr② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✳

❚❤❡ ♠✐①❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts ◆❡✇t♦♥ ❝♦♦❧✐♥❣✱ ✇✐t❤ βx = βy = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦ ♣❡r❢❡❝t❧② ✐♥s✉❧❛t❡❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ βx, βy → ∞ t♦ ✜①❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜♦✉♥❞❛r②
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x

y

+
L

2

−
L

2

−
L

2

+
L

2

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✇❤❡r❡ ▲ ✐s t❤❡
♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧ ✇✐❞t❤✳

❝♦♥❞✐t✐♦♥s θ = θB,x ❛♥❞ θB,y✳

❚♦ ✜♥❞ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✺✮✕✭✶✳✷✷✮ ✇❡ s❡❡❦

❛ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E(x, y, z) = u(x, y)eiµz✱ ✇❤❡r❡ u ✐s r❡❛❧ ❛♥❞

µ ✐s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✳ ■♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s ❢♦r♠ r❡❞✉❝❡s t❤❡

◆▲❙ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r E ❛♥❞ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r θ ✐♥ ✭✶✳✶✺✮ t♦

1

2
∇2u+ 2uθ − µu = 0, ν∇2θ + 2u2 = 0, ✭✶✳✷✸✮

✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

u = 0 at x = ±L

2
, y = ±L

2
✭✶✳✷✹✮

❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r θ ❛r❡ ❛s ✐♥ ✭✶✳✷✵✮✕✭✶✳✷✷✮✳ ■♥ t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ ❝❛s❡ ✭✶✳✷✸✮

❛♥❞ ✭✶✳✷✹✮ r❡❞✉❝❡ t♦

1

2

∂2u

∂x2
+ 2uθ − µu = 0, ν

∂2θ

∂x2
+ 2u2 = 0, ✭✶✳✷✺✮

u = 0, θx − βx (θ − θB,x) = 0, at x = −L

2
, ✭✶✳✷✻✮

u = θ = 0, at x =
L

2
✭✶✳✷✼✮

✸✺



✶✳✼ ❚❤❡s✐s P❧❛♥

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛♥❞ t❤❡✐r st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧

t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❧✐♥❡ ❛♥❞ sq✉❛r❡ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧

❡①♣❧♦r❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

r❡s✉❧ts ❜② ❘♦ts❝❤✐❧❞ ❡t ❛❧✳ ❬✾✻❪ ❛♥❞ ❆❧❢❛ss✐ ❡t ❛❧✳ ❬✾❪ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦

❝♦♥tr♦❧ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❛♥❞ st❡❛❞② st❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ s❛♠♣❧❡

❜② ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲③❡r♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ✈❡r② r❡♠♦t❡

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✐t♦♥s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✇❡ ♦✉t❧✐♥❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ st❡❛❞② st❛t❡

s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♠❛❣✐♥❛r② t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

❛♥❞ ◆❡✇t♦♥ t②♣❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ ❝❛s❡ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✈❛r✐♦✉s ♦♣t✐♦♥s ❢♦r

✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡r s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s✱

♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ st♦♣♣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈●

♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ q✉✐❝❦❡st ❛♥❞ ♠♦st st❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤✐s ❢♦r

❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts ✐♥ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✐♥ ❛ ♥♦♥✲

❧✐♥❡❛r t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠✱ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ ❛♥❞ ✭✷✰✶✮✲❉ ❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣

❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❝❛♥

❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ t❡♠✲

♣❡r❛t✉r❡ ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝❛✉s❡s t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♠✐❣r❛t❡ t♦✇❛r❞s

t❤❡ ✇❛r♠❡r ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② ♦r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❋♦r t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ ❝❛s❡ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❛♠♣✲

❧✐t✉❞❡s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ♦❢

❞✐✛❡r❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ❤❡❛t ❧♦ss✳ ❋♦r t❤❡ ✭✷✰✶✮✲❉ ❝❛s❡ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❞✐❛✲

❣r❛♠s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t

❜♦✉♥❞❛r② t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛t ❛❞❥❛❝❡♥t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s

✉s✐♥❣ t❤❡ ❱❑ st❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛ s♣❡❝tr❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐s st❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ ❝❛s❡✱ ❜✉t t❤❛t s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛r❡ ♦♥❧② st❛❜❧❡

❢♦r s♦♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ✭✷✰✶✮✲❉ ❝❛s❡✳

✸✻



❈❤❛♣t❡r ✷

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s

❆ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ st❡❛❞② s♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❬✶✶✸❪✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡

(1 + 1)✲❉ ❝❛s❡ ❛♥❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❝♦♥s✐st❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞

❛♥❞ t♦ ❣❛✉❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠ ✭✶✳✷✸✮✳

❈♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡ t❤❡ ■❚❊▼ ❬✸✾✱ ✶✶✹❪✱ t❤❡ ❆■❚❊ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✶✹❪ ❛♥❞ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈●

♠❡t❤♦❞✱ ❡❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ❜② ❨❛♥❣ ❬✶✶✸❪✳ ❖♥❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ❤❡r❡ ❛♥❞ ✐♥ ❨❛♥❣ ✐s t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❛ ❞✐r❡❝t ❢♦✉rt❤✲

♦r❞❡r s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ❨❛♥❣ ✉s❡❞ ❛ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛

s♣❡❝tr❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❨❛♥❣ ❞✐❞ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡

❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠ ✭✶✳✷✸✮ ❛♥❞ ✭✶✳✷✹✮ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❤❡r❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r v(x) ✇❤❡r❡ v = u ❢♦r t❤❡ ■❚❊▼ ❛♥❞ ❆■❚❊ ♠❡t❤♦❞s✱

❛♥❞ v = (u, θ)T ❢♦r t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞✳ ❆❧❧ t❤❡ s♦❧✈❡rs ✇❡r❡ ✐t❡r❛t❡❞ ✉♥t✐❧

t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ǫ = ||vn − vn−1||2✱ r❡❛❝❤❡❞
t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ǫ ≤ 10−10✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❤♦✇ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✇❛s

❝❤♦s❡♥✳ ❆❧❧ q✉♦t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✺✲✷✺✵✵❑ ♣r♦❝❡ss♦r

r✉♥♥✐♥❣ ❛t ✸✳✸●❍③✳ Pr♦❣r❛♠s ✇❡r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ P②t❤♦♥ ✷✳✻ ❛♥❞ ◆✉♠P② ✶✳✻✳✶ ❢♦r t❤❡

✭✶✰✶✮✲❉ ❝❛s❡s ❛♥❞ ❏✉❧✐❛ ✵✳✻ ❢♦r t❤❡ ✭✷✰✶✮✲❉ ❝❛s❡s ❬✷✷❪✳ ❆ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡

✇r✐tt❡♥ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤✐s ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠

✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛s ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳
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✷✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s

❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ■❚❊▼ ❛♥❞ ❆■❚❊ ♠❡t❤♦❞s✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✺✮ ❢♦r ❛ st❡❛❞② s♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

L00v(x) = µv(x), ✇❤❡r❡ L00 ≡
1

2

∂2

∂x2
+ 2θ. ✭✷✳✶✮

■♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❜❡❧♦✇✱ L,L0, L00 ❛♥❞ M ❛r❡ ❛❧❧ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦

♠❛tr✐❝❡s ♦♥❝❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ∂2

∂x2 ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ■❚❊▼

♠❡t❤♦❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ vt = L00v ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ z ✇✐t❤ −it✳ ❚❤✐s

❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊✉❧❡r ♠❡t❤♦❞✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ vn t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✇❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞✐✈❡r❣✐♥❣

t♦ ✐♥✜♥✐t② ♦r ❞❡❝❛②✐♥❣ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ■❚❊▼ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

v∗n =
P

< vn, vn >
vn, vn = (1 + L00∆t)v∗n−1, < u, v >=

∫ L/2

L/2

uvdx, ✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡ P ✐s t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ∆t ✐s t❤❡

s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ st❡♣✳ ◆♦t❡ t❤❛t ∆t ✐s ♥♦t ❛ t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✭✷✳✷✮

✐s ✐t❡r❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s✳ ❚❤❡ ❆■❚❊ ♠❡t❤♦❞ ✐t❡r❛t❡s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

vt = M−1(L00v − µv)✱ ✇❤❡r❡ M ✐s ❛ ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❛tr✐① t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❛t❡

♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ✐ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ M =

c− ∂2/∂x2✱ ✇✐t❤ c = 1.5✱ ❛s t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❛tr✐①✳

❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝tr❡t✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ∆t ❛t ✇❤✐❝❤ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❜❡❣✐♥s t♦

♦❝❝✉r ❢♦r t❤❡ ❆■❚❊ ❛♥❞ ■❚❊▼ s❝❤❡♠❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r

LΨ = M−1

(

L1Ψ− 〈L1Ψ,M−1v〉
〈v,M−1v〉 v

)

, ✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ L1 ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ Lv ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ v✳ ❨❛♥❣ ❬✶✶✹❪ ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡

r❡❧❛t✐♦♥ ∆tmax = −2/Λmin✱ ✇❤❡r❡ Λmin ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r

L✱ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ∆t ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② t✐♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s✳

❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✭✷✳✶✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ L0v(x) = 0✱

✇❤❡r❡ L0 = L00 − µ✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ vn✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ v = vn + en✱

✇❤❡r❡ v ✐s t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ en ✐s t❤❡ ❡rr♦r✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ✭✷✳✶✮ ❛♥❞
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▼❡t❤♦❞ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ●r✐❞ P♦✐♥ts ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❚✐♠❡ ✭s❡❝s✮

❙❡❝♦♥❞ ❖r❞❡r ✶✵✻ ✸✶✳✸
❋♦✉rt❤ ❖r❞❡r ✸✻ ✷✳✾

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡
r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ st♦♣♣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ǫ ≤ 1× 10−10

▼❡t❤♦❞ ■t❡r❛t✐♦♥s ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❚✐♠❡ ✭♠✐♥s✮

■❚❊▼ ✶✸✺✸✶✻ ✸✳✽✾
❆■❚❊ ✷✷✷✻✹✸ ✾✳✶✺
◆❡✇t♦♥✲❈● ✻✺✵✹✾ ✵✳✵✾

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡❛❝❤ st♦♣♣✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ǫ ≤ 1× 10−10 ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s✳

♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r t❡r♠s ✐♥ e✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

L1n∆vn = −L0vn, ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♥❡①t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s vn+1 = vn+∆vn ❛♥❞ L1n ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐s❡❞ ♦♣❡r❛t♦r

❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ✐t❡r❛t❡ vn✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ❢♦r ∆vn ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡

❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞

r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① L1n ❜❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❤❡r❡✳ ❚♦ ❝✐r❝✉♠✲

✈❡♥t t❤✐s✱ ✇❡ ♣r❡✲♠✉❧t✐♣❧② ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ ✭✷✳✹✮ ❜② LT
1n ♣r✐♦r t♦ s♦❧✈✐♥❣✳ ❚❤✐s ❤❛s t❤❡

❡✛❡❝t ♦❢ ❣r❡❛t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✭LT
1nL1n✮ ❛♥❞ ❛❧s♦

✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡♥s✉r❡s t❤❛t

t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s✳

❖♥❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❆■❚❊ ❛♥❞ ■❚❊▼ ♠❡t❤♦❞s ✐s t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦

t❤❡ ❝♦rr❡❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❡❝t♦r

v = (u, θ)T ✳ ❚♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ✇❛s

t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ◆▲❙✲t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥❧② ✭✇❤❡r❡ v = u✮ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥

❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s♦❧✈❡

❢♦r θ✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✱ a✱ ✈❡rs✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts
N ✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✱ ❜❧✉❡✮✱ ❢♦✉rt❤✲
♦r❞❡r ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✱ ❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ✜❢t❤ ♦r❞❡r
❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✱ r❡❞✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
βx = 100✱ θB,x = 0.2✱ µ = 1✱ ν = 100✳

✷✳✷ ❖r❞❡r ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r s❝❤❡♠❡ ❛

♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ st❡♥❝✐❧ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦❢ ✭✶✳✷✺✮ ❛t t❤❡ ✜rst

✐♥t❡r✐♦r ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥

48θ1 − 3θ4 + 16θ3 − 36θ2 − 25θ0 − 12βx∆x(θ0 − θB,x) = 0, ✭✷✳✺✮

θ0 − 15θ1 − 4θ2 + 14θ3 − 6θ4 + θ5 + 24∆x2|u1|2 = 0.

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✱ a✱ ✈❡rs✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r✐❞

♣♦✐♥ts✱ N ✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ βx = 100✱ θB,x = 0.2✱ µ = 1 ❛♥❞ ν = 100✳ ❇♦t❤

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❡①❛❝t

s♦❧✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❆❧s♦ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ǫ = ||vn − vn−1||2✱ ✈❡rs✉s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ♥✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞ ✭s♦❧✐❞
❧✐♥❡✱ ❜❧✉❡✮✱ ❆■❚❊ ♠❡t❤♦❞ ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✱ ❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ■❚❊▼ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✱ r❡❞✮✳

✷✳✶ ✐s ❛ ✜❢t❤ ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣

❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥✱ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦

❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ✜①❡❞ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡ t❤♦s❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶

❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ a ✐s ❛♥ ❡rr♦r ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥

1× 10−4✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ❢❛r ❢❡✇❡r ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts

t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♠❡t❤♦❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥

❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲

♦r❞❡r ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✇❤✐❧❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ (1 + 1)✲❉ ❣❡♦♠❡tr②✱ ✐s

♦❢ ✈✐t❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ (2 + 1)✲❉✳

✹✶



▼❡t❤♦❞ ■t❡r❛t✐♦♥s ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❚✐♠❡ ✭s❡❝♦♥❞s✮

◆♦ Pr❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✻✽✹✾✵ ✶✸✳✺
❉✐❛❣♦♥❛❧ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ L1 ✹✹✻✼✷ ✶✸✳✵
❉✐❛❣♦♥❛❧ ❙❝❛❧❡ ▼❛tr✐① ✺✺✺✶✼ ✾✳✹
❉✐❛❣♦♥❛❧ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ L1 − θ ✹✺✻✼✹ ✶✷✳✹

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲
❈● ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ǫ ≤ 1× 10−10 ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s✳

✷✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s

❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ✐t ✐s ✜rst ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡

❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s ❛ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐s ❛ ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t µ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞s ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r②

t✐♠❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐s s❝❛❧❡❞ t♦ ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t

t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐✈❡r❣❡✱ s♦ t❤❛t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣r❡✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡

♦❢ µ ✐s ♥♦t ❢♦✉♥❞✱ ❜✉t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❤♦♦s❡s ✐ts ♦✇♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ µ✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢♦r t❤❡

◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✇❡r ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t µ✳

❚❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡

P =

∫ L/2

−L/2

|u|2 dx ✭✷✳✻✮

✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞ P = 3.246 ❢♦r µ = 1✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r

✐s ✉s❡❞ t♦ s❝❛❧❡ t❤❡ ❆■❚❊ ❛♥❞ ■❚❊▼ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ t❤r❡❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥✈❡r❣❡

t♦ t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ s❤♦✇s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

s❝❤❡♠❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ǫ = ||vn −
vn−1||2✱ ✈❡rs✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ♥✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲

❈● ♠❡t❤♦❞✱ ❆■❚❊ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ■❚❊▼✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ θB,x = 0.2✱ ν = 100✱

µ = 1✱ βx = 100✱ ∆x = 0.33 ❛♥❞ ∆z = 0.003✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r✲

❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❢♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇✐t❤ ǫ < 1× 10−10✱ ❢♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s

♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ ❢♦r t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞ s❤♦✇s ❜♦t❤ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❛♥❞

❈● ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ■❚❊▼ ❛♥❞ ❆■❚❊ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥✈❡r❣❡ s♠♦♦t❤❧② t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱

✇❤✐❧st t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❛♥❞ t❛❜❧❡ s❤♦✇ t❤❛t
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ◆❡✇t♦♥✲❈● s❝❤❡♠❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛s ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❡rs✉s log(λ)
❢♦r ♥♦ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✱ ❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❞✐✲
❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ L1 ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✱ ❣r❡❡♥✮✳

t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞ ✐s s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤✲

♦❞s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦t❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢

t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ❝♦♠♣r✐s❡❞ ♦❢ 294 ◆❡✇t♦♥ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛r♦✉♥❞ 221 ✐♥♥❡r

❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t st❡♣s✳ ❆❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❆■❚❊ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② s❧♦✇❡r t❤❛♥

t❤❡ ■❚❊▼✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥ ❞✉❡ t♦ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ♦✛s❡t t❤❡

❡①tr❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳

❲❡ t❤❡♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ♠♦st ♥❛t✉r❛❧ ❛♥❞

❡✣❝✐❡♥t ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ st❡❛❞② s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✳✷✺✮✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts

❛❜✐❧✐t② t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r u ❛♥❞ θ ✐♥ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ♠❛♥♥❡r✱ ❛♥❞ ✐ts ❢❛st❡r

✭❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ♦✈❡r ✶✵✵ t✐♠❡s✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡✳

✹✸



✷✳✹ Pr❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣

❚♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r✲

❡♥t ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s M−1 ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ✭✷✳✹✮ ✇❡r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸✳

❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ②✐❡❧❞❡❞ ♦♥❧② s❧✐❣❤t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ✐❢

❛♥②✳ ❚❤❡ ♠♦st ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ♦❢ t❤♦s❡ t❡st❡❞ ✇❛s t❤❡ ♠❛tr✐① ❢♦r ✇❤✐❝❤ M ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡

❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ L0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇❛s s❧✐❣❤t✳ ❲❤❡♥ t❤❡

♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ♣r❡✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ❛r❡ ❜♦t❤ ❛♣♣❧✐❡❞✱

t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ✭✷✳✹✮ ❜❡❝♦♠❡s

(M−1L1)
TM−1L1v1n = −(M−1L1)

TM−1vn. ✭✷✳✼✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● s❝❤❡♠❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛s ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❡rs✉s

log(λ) ❢♦r ♥♦ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡✲

♠❡♥ts ♦❢ L1✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❜✉t

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❛s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s

✐♥ L0 ❛♥❞ L1 ❜❡❝♦♠❡ s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐t❡r✲

❛t✐♦♥s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♣r✐♦r t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ♥♦ ♣r❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡r❡

❛r❡ t✇♦ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ✇✐t❤ ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ λ = 2 × 107

❛♥❞ 5.5 × 102✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r κ = 2.5 × 1010✳ ❋♦r t❤❡ ♣r❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞

❝❛s❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧✉st❡r ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ✇✐t❤ ❛ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞

λ = 4.5 ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r κ = 1.8 × 108✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡

❡q✉❛t✐♦♥s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲

✐♥❣ t♦ M = I✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐♠♦❞❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

♥✉♠❜❡r✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣r❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡ ❜✐♠♦❞❛❧ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡✳

✷✳✺ ❙t♦♣♣✐♥❣ ❈♦♥❞✐t✐♦♥

❙❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s r❡q✉✐r❡s s♦♠❡

❝❛r❡✱ ❛s t❤❡r❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜❡♥❡✜t ✐♥ s❡tt✐♥❣ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❝❤❡♠❡ ❛t

✹✹



❛ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ t❤❛♥ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡

s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡r✐❡s

a = a(∆x) + a1∆x4 +O(∆x6), ✭✷✳✽✮

❛s t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞✱ ✇❤❡r❡ a ✐s t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✱

a(∆x) ✐s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ a1 t❤❡ ❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r ❡rr♦r t❡r♠✳ ❚❛❦✐♥❣

∆x = 0.33 ❛♥❞ ∆x = 0.66 ✇✐t❤ ν = 100✱ µ = 1✱ βx = 100 ❛♥❞ θB,x = 0.2 ②✐❡❧❞s

t❤❡ ✈❛❧✉❡s a(0.33) = 0.8338 ❛♥❞ a(0.66) = 0.8337✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡

❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ a ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r ❡rr♦r a1 ♦♥ ✉s✐♥❣ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥

❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❛s

a =
22a(0.33)− a(0.66)

22 − 1
+O(∆x5),≈ 0.83387 ✭✷✳✾✮

a1 =
a(0.33)− a(0.66)

1− 0.66
22

+O(∆x5) ≈ 1.72× 10−4. ✭✷✳✶✵✮

❋r♦♠ t❤❡s❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✇❤❡♥ ∆x = 0.33 ✐s a −
a(0.33) ≈ 4.75 × 10−5✳ ❚❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ǫ s❤♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ ❖(10−5)

❛♥❞ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ r♦✉♥❞✲♦✛ ❡rr♦r✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ǫ = 10−10✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉✐t❛❜❧❡

❢♦r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ∆x = 0.33 ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ∆x✳

✷✳✻ ✭✷✰✶✮✲❉ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✷✸✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✷✹✮

✇❡ t❡st❡❞ t✇♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ s♣❡❡❞✱ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈●♠❡t❤♦❞

❛♥❞ t❤❡ ■❚❊▼✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r✱ ǫ✱ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥

✈❡rs✉s t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ n✳ ❇♦t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ st♦♣♣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ǫ = 10−10✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡❛❝❤

✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞ ✇❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢❛st❡r✱ s♦ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤✐s

♠❡t❤♦❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞

t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ θ = 0 ❛t ❛❧❧ ❢♦✉r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✺✸ ♠✐♥✉t❡s

✇✐t❤ t❤❡ ■❚❊▼ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞❡s❦t♦♣ P❈ ✇✐t❤ ❞✉❛❧ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✺✲✷✺✵✵❑ ♣r♦❝❡ss♦rs
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ǫ✱ ✈❡rs✉s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ n✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞ ✭s♦❧✐❞
❧✐♥❡✱ ❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ■❚❊▼ ♠❡t❤♦❞ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✱ ❣r❡❡♥✮✳

❛♥❞ ✽●❇ ♦❢ ❘❆▼✳ ❚❤✐s ✐s ❛❜♦✉t t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲

❈● ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ✷✵ s❡❝♦♥❞s✳
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❈❤❛♣t❡r ✸

❙t❡❛❞② ❙t❛t❡ ❚❤❡r♠❛❧ ❙♦❧✐t❛r② ❲❛✈❡s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t❤❡ ♠♦st

❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ✈❡rs❛t✐❧❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

❝♦✉♣❧❡❞ t❤❡r♠❛❧ s②st❡♠ ✭✶✳✷✸✮ ❛♥❞ ✭✶✳✷✹✮✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞

s❤❛❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❢♦r ♦✉r ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢

♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝❡❧❧ ♦♥ ❛ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✳ ❚❤❡

r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♥

▲♦✉✐s ❡t ❛❧✳ ❬✼✸❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✭✷✰✶✮✲❉ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♥ ▲♦✉✐s ❡t ❛❧✳ ❬✼✷❪✳

✸✳✶ ✭✶✰✶✮✲❉ ❙♦❧✐t❛r② ❲❛✈❡s

■♥ ❛❧❧ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ ❛ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L = 30

❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ ∆x = 0.33✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧❛r❣❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❧✐♠✐t✱ ✇✐t❤

ν = 100✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ s❤♦✇s t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✶✳✷✺✮ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r

βx✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ u✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ✱ ✈❡rs✉s x✳ ❚❤❡

t❤r❡❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛r❡ ❢♦r θB,x = 0✱ 0.2 ❛♥❞ 0.6✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ βx = 100

❛♥❞ µ = 1✳ ❲❤❡♥ θB,x = 0 ❜♦t❤ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞

t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✱ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

a = 0.96✱ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱ x = 0✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♥❡♠❛t✐❝ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❝❡❧❧ ✭♥❡♠❛t✐❝♦♥s✮✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ ❬✻❪✳ ❆s t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θB,x✱ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥❝r❡❛s❡s✱
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❚❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✱ ❧❛r❣❡ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r ❝❛s❡✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ u ✭s♦❧✐❞✮✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ ✭❞❛s❤❡❞✮✱ ✈❡rs✉s x✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ s♦❧✐t❛r②
✇❛✈❡s ❛r❡ θB,x = 0 ✭r❡❞✱ ❝❡♥t❡r✮✱ θB,x = 0.2 ✭❣r❡❡♥✱ s❧✐❣❤t❧② ♦✛s❡t✮ ❛♥❞ θB,x = 0.6
✭❜❧✉❡✱ ♥❡❛r ❜♦✉♥❞❛r②✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ βx = 100 ❛♥❞ µ = 1✳

t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♠♦✈❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ✇❛r♠❡r

❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✾❪✳ ❋♦r t❤❡ θB,x = 0.2 ❝❛s❡ t❤❡ ♣❡❛❦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❤❛s ❞❡❝r❡❛s❡❞

t♦ a = 0.83 ❛♥❞ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t x = −3.2✳ ❋♦r θB,x = 0.6 t❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t

x = −11.9✱ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♠✉❝❤ r❡❞✉❝❡❞✱ t♦

a = 0.215✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❛ ♥❡❛r ❧✐♥❡❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

t✇♦ ❛♠❜✐❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ = 0.6 ❛♥❞ 0✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θB,x t❤❡ ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ u

❛♥❞ θ ❛r❡ ❝♦✲❧♦❝❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s θB,x ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡ t❤✐s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r t❤❡ ❝❛s❡ ❛♥❞

t❤❡ ♣❡❛❦ θ ✈❛❧✉❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✳ ■t ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❢♦r

s♠❛❧❧ θB,x t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ♥❡❛r t❤❡ ❧❡❢t ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱

✇❤❡r❡❛s ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ θB,x ❝❛s❡ t❤✐s s❧♦♣❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❋♦r t❤❡ s♠❛❧❧ θB,x ❡①❛♠♣❧❡s

t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❧❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝❛✉s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥t❡r♥❛❧ ❤❡❛t✐♥❣

♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ❛t t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r②

✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❤❡❛t ✐s ❜❡✐♥❣ ❧♦st ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❋♦r

t❤❡ θB,x = 0.6 ❝❛s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❧✐tt❧❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❤❡❛t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❚❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✱ s♠❛❧❧ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r ❝❛s❡✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ u ✭s♦❧✐❞✮✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ ✭❞❛s❤❡❞✮✱ ✈❡rs✉s x✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ s♦❧✐t❛r②
✇❛✈❡s ❛r❡ θB,x = 0 ✭r❡❞✱ ♥❡❛r❡st t♦ ❝❡♥t❡r✮✱ θB,x = 0.2 ✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ θB,x = 0.6 ✭❜❧✉❡✱
♥❡❛r❡st t♦ ❜♦✉♥❞❛r②✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ βx = 0.1 ❛♥❞ µ = 1✳

✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s

t❤❡ ❝❡❧❧ ✐s ❜❡✐♥❣ ❤❡❛t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ✇❛r♠❡r ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r②✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ s❤♦✇s t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✶✳✷✺✮ ❢♦r s♠❛❧❧ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r

βx✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ u✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ✱ ✈❡rs✉s x✳ ❚❤❡

t❤r❡❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛r❡ ❢♦r θB,x = 0✱ 0.2 ❛♥❞ 0.6✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ βx = 0.1

❛♥❞ µ = 1✳ ❋♦r t❤✐s ✜❣✉r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱ ❡①❝❡♣t

❢♦r t❤❡ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♠❛❧❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ θB,x = 0 t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t❤❡ ❧❡❢t ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s θ(−15) = 0.29 ❛♥❞ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡✱ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ a = 0.77✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t x = −5.1✳ ❚❤✐s ✇❛✈❡ s❤♦✇s s♦♠❡

q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ θB,x = 0 ✇❛✈❡ ❢♦r t❤❡

❧❛r❣❡ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝✱ ❜❡✐♥❣ ❧♦❝❛t❡❞

❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛♥❞ ✐ts ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❧♦✇❡r✳ ❆s θB,x ✐♥❝r❡❛s❡s✱

t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t❤❡ ❧❡❢t ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

θB,x✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ✇❛✈❡s ♠✐❣r❛t❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ▲♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✱ ζ✱ ✈❡rs✉s t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θB,x✱ ❢♦r µ = 1✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ βx = 0.1 ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✱ ❞❛r❦
❜❧✉❡✮✱ βx = 0.2 ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✱ ❣r❡❡♥✮✱ βx = 0.6 ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✱ r❡❞✮ ❛♥❞ βx = 10 ✭❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡✱ ❧✐❣❤t ❜❧✉❡✮✳

❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❛s t❤✐s ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❤❡❛ts ✉♣✳ ❋♦r t❤❡ θB,x = 0.2 ❝❛s❡ t❤❡ ♣❡❛❦

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❤❛s ❞❡❝r❡❛s❡❞ t♦ a = 0.68 ❛♥❞ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t x = −8.75✳ ❋♦r θB,x = 0.6✱

t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐s ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡❞✱ t♦ a = 0.45 ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡ ♣❡❛❦ ✐s ♥♦✇ ❧♦❝❛t❡❞ ♠✉❝❤ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛t x = −11.5✳ ❚❤❡

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t❤❡ ❧❡❢t ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s θ(−15) = 0.56✱ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ✈❛❧✉❡

❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s ♥❡❛r ❧✐♥❡❛r✱ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❧♦♣❡✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥

❛s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❧❛r❣❡ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r ❝❛s❡✳ ❆❣❛✐♥✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r ❝❛s❡✱

t❤❡ u ❛♥❞ θ ♠❛①✐♠❛ ❛r❡ ❝♦✲❧♦❝❛t❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧ θB,x✱ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s

❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❢♦r ❧❛r❣❡ θB,x✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✱ ζ✱ ✈❡rs✉s

t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θB,x✱ ❢♦r µ = 1✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ βx = 0.1✱ 0.2✱

0.6 ❛♥❞ 10✳ ❚❤❡ βx = 10 ❝✉r✈❡ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡

❇✐♦t ♥✉♠❜❡r ❧✐♠✐t βx → ∞✳ ❆s t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ ❝❡❧❧

❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛t x = −15✱ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ♠✐❣r❛t❡s t♦✇❛r❞s t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✱ a✱ ✈❡rs✉s t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡✱ θB,x✱ ❢♦r µ = 1✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ βx = 0.1 ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✱ ❞❛r❦ ❜❧✉❡✮✱
βx = 0.2 ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✱ ❣r❡❡♥✮✱ βx = 0.6 ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✱ r❡❞✮ ❛♥❞ βx = 10 ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✱
❧✐❣❤t ❜❧✉❡✮✳

❧❡❢t ❤❛♥❞ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❖♥❝❡ θB,x ❡①❝❡❡❞s 0.6✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s

t♦ u = 0✳ ■t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t ♥♦ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❡①✐st ♦♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥

❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥

❧✐♠✐t✳ P❤②s✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ❜❡❣✐♥s

t♦ ❜❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❜♦✉♥❞❛r② ❞✐✛✉s✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t s✉♣♣♦rt

t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r✱ βx✱ ❛❧s♦ ❝❛✉s❡s t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ t♦

s❤✐❢t t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r②✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✱ a✱ ✈❡rs✉s t❤❡ ❛♠❜✐✲

❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θB,x✱ ❢♦r µ = 1✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ βx = 0.1✱ 1✱ 10 ❛♥❞ 100✳

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ βx✱ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s θB,x ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❚❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ a ≈ 0 ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θB,x✱ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤

t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❞♦ ♥♦t ❡①✐st✳ ❚❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θB,x ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s βx

✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ θB,x = 0.82 ❛t βx = 0.1✱ t♦ θB,x = 0.6 ❛t βx = 100✳

❋✐❣✉r❡s ✸✳✺✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ s❤♦✇ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ a ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥✱
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ζ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐♥ t❤❡ (θB,x, βx) ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❢♦r µ = 1✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ θB,x ❝❛✉s❡s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❝❛✉s✐♥❣

✐t t♦ ♠✐❣r❛t❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❋♦r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r

0 ≤ βx ≤ 1.2 s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♥♦♥✲③❡r♦ ❢♦r

0 ≤ θB,x ≤ 0.6✳ ❆s t❤❡ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛❧s♦

✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ θB,x✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♠✐❣r❛t❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❇✐♦t

♥✉♠❜❡r✳ P❤②s✐❝❛❧❧②✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❧♦✇❡r ❤❡❛t ❧♦ss ❛t t❤❡

❜♦✉♥❞❛r②✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② t♦ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts

✐♥ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣✉❧s❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❚❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❈✲● ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ t❤❡r♠❛❧

s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✳ ❚❤✐s ❛❜✐❧✐t② ✐s ❛♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞✱ ❛s t❤❡

✐♠❛❣✐♥❛r② t✐♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡s❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡

✸✳✻ s❤♦✇s ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✶✳✷✺✮✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡

❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ u✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ✱ ✈❡rs✉s x✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡

s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦r θB,x = 0✱ 0.1 ❛♥❞ 0.2✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ βx = 100 ❛♥❞

µ = 0.2✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ u✱ ❤❛s t❤r❡❡ ♣❡❛❦s✱ s♦

t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✜rst ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

r❡s♣♦♥s❡ θ ❤❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❡❛❦✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s♠♦♦t❤s ♦✉t t❤❡

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ν✳ ❋♦r θB,x = 0 t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ ✇✐t❤

❛ ♣❡❛❦ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ a = 0.36 ❧♦❝❛t❡❞ ❛t x = 0 ❛♥❞ ❛ ♣❡❛❦ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ a = 0.401

❧♦❝❛t❡❞ ❛t x = ±5.3✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✭s②♠♠❡tr✐❝✮ ✜rst ❡①❝✐t❡❞

st❛t❡ ♥❡♠❛t✐❝♦♥ ✐♥ ❛ ♥❡♠❛t✐❝ ❧✐q✉✐❞ ❝r②st❛❧ ❬✼✺❪✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ θB,x = 0.1 t❤❡ ♣❡❛❦s

❤❛✈❡ s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✇✐t❤

♣❡❛❦s ♦❢ a = 0.316 ❛t x = 4.1✱ a = 0.28 ❛t x = −3.4✱ ❛♥❞ a = 0.3 ❛t x = −10.9✳ ❋♦r

t❤❡ θB,x = 0.2 t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s ♥♦✇ ♥❡❛r❧② ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t❤❡ ♣❡❛❦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s

❛r❡ a = 0.18 ❛t x = 0.54✱ a = 0.15 ❛t x = −6.9✱ ❛♥❞ a = 0.135 ❛t x = −13.7✳

❇❡②♦♥❞ t❤✐s✱ ❢♦r θB,x > 0.24✱ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❞♦ ♥♦t ❡①✐st✳ ❊①❝✐t❡❞

st❛t❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❡①✐st ❢♦r ❛ s♠❛❧❧❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s θB,x

t❤❛♥ ❞♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✇❛✈❡s✱ ❛s t❤❡② ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥ ❢❛st❡r ❛s t❤❡ ❧❡❢t ♠♦st ♣❡❛❦

❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r②✳

✺✷
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❚❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✭❛✮ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ a ❛♥❞ ✭❜✮ ♣♦s✐t✐♦♥ ζ ✐♥ t❤❡ (θB,x, βx)
♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❢♦r µ = 1✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❊①❝✐t❡❞ st❛t❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣✲
❧✐t✉❞❡✱ u ✭❜❧✉❡✱ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ ✭❣r❡❡♥✱ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✮✱ ✈❡rs✉s x✳ ❚❤❡
t❤r❡❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛r❡ θB,x = 0 ✭t♦♣ ♣❛♥❡❧✮✱ θB,x = 0.1 ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ θB,x = 0.2
✭❜♦tt♦♠✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ βx = 100 ❛♥❞ µ = 0.2✳

✸✳✷ ✭✷✰✶✮✲❉ ❙♦❧✐t❛r② ❲❛✈❡s

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ st❡❛❞② s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✭✷✰✶✮✲❉ ❝❡❧❧ ❣❡♦♠❡tr②✳

■♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛ ❝❡❧❧ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L = 30 ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡

∆x = ∆y = 0.682✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❧✐♠✐t ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇✐t❤

ν = 100✳

✸✳✷✳✶ ❙✐♥❣❧❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✇✐t❤ ♥♦♥✲③❡r♦ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ t❡♠✲

♣❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ y = −L
2
❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ✜①❡❞ ❛t

t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉s❡❞ ❛r❡ ✭✶✳✷✹✮ ❢♦r u✱ ❜✉t ✇✐t❤

βx → ∞ ❛♥❞ θB,x = 0✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡

θ = 0 at x = ±L

2
, y =

L

2
; θy − βy (θ − θB,y) = 0, at y = −L

2
✭✸✳✶✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❚❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✱ ❧❛r❣❡ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r ❝❛s❡✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ u ✭❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ ✭r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✮✱ ✐♥ t❤❡ (x, y)
♣❧❛♥❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ θB,y = 0 ✭t♦♣ r♦✇✮✱ θB,y = 0.2 ✭♠✐❞❞❧❡ r♦✇✮ ❛♥❞ θB,y = 0.6
✭❜♦tt♦♠ r♦✇✮✳ ❈♦♥t♦✉rs ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❛t ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ✵✳✺ ❢♦r t❤❡ u ✜❣✉r❡s✱ ❛♥❞
✈❛❧✉❡s ❛t ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ✵✳✶ ❢♦r t❤❡ θ ✜❣✉r❡s✳ ❙♦❧✐❞ ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡
③❡r♦ ❝♦♥t♦✉r ✐s ❞♦tt❡❞✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ βy = 100 ❛♥❞ µ = 1✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ s❤♦✇s t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✶✳✷✸✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥s ✭✸✳✶✮ ❢♦r ♦♥❡ ❧❛r❣❡ ❤❡❛t ❧♦ss ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ t❤r❡❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛t ❛♠❜✐❡♥t

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ ❝♦♥t♦✉r ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ u✱ ❛♥❞ t❡♠✲

♣❡r❛t✉r❡ θ ✐♥ t❤❡ (x, y) ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛r❡ ❢♦r θB,y = 0✱ 0.2 ❛♥❞ 0.6✳

❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ βy = 100 ❛♥❞ µ = 1✳ ❲❤❡♥ θB,y = 0 ❛❧❧ ❢♦✉r ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧

❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ ✇✐t❤

t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✱ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ a = 2.86✱ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡

❝❡❧❧✱ (x, y) = (0, 0)✳ ❆s t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ θB,y ♦❢ t❤❡ ✇❛r♠ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r②

✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♠♦✈❡s t♦✇❛r❞s

t❤❡ ✇❛r♠❡r ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❋♦r t❤❡ θB,y = 0.2 ❝❛s❡ t❤❡ ♣❡❛❦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❤❛s ❞❡❝r❡❛s❡❞

t♦ a = 2.65 ❛♥❞ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t (x, y) = (0,−7.0)✳ ❋♦r θB,y = 0.6 t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❤❛s

❞❡❝r❡❛s❡❞ ❢✉rt❤❡r t♦ a = 1.35✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣❡❛❦ ❤❛s ♠✐❣r❛t❡❞ ❢✉rt❤❡r t♦✇❛r❞s

t❤❡ ✇❛r♠❡r ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t (x, y) = (0,−12.2)✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ s❤♦✇s ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✭✷✰✶✮✲❉ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✱ t❛❦❡♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x = 0 ❛①✐s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❚❤❡

✺✺



❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱ ❜✉t t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s ♥♦t ❧✐♥❡❛r

❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ✭✷✰✶✮✲❉ ❝❛s❡✱ ❞✉❡ t♦ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤❡❛t

❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ θB,y ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ s❛♠❡

♦✛s❡t ❢r♦♠ ❛ ❝❡♥tr❡❞ ✇❛✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❚♦ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ θ ♣r♦✜❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ ❛♥❞ ✭✷✰✶✮✲

❉ ❝❛s❡s ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t u ≈ 0 ❢♦r r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡

❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ♣❡❛❦✳ ■♥ t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ ❝❛s❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡q✉❛t✐♦♥

✐♥ ✭✶✳✷✸✮ r❡❞✉❝❡s t♦ θxx = 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❧✐♥❡❛r s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ θ = Ax+B

✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞ r❡❣✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✭✷✰✶✮✲❉ ❝❛s❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✳✷✸✮ r❡❞✉❝❡s

t♦ θxx + θyy = 0✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✭✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡ ❝❡❧❧ ❣❡♦♠❡tr②✮ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ t❤❡

❢♦r♠ θrr +
1
r
θr = 0 ✐♥ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❍❡♥❝❡ θ = A ln(r) + D✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛♥

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ u ✐s s♠❛❧❧✳

❚❤❡ ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ u ❛♥❞ θ ❛r❡ ❝♦✲❧♦❝❛t❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θB,y✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r

❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θB,y t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✳ ■t ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s

♦❢ θB,y t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ θ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t t❤❡ ✇❛r♠ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❤❡❛t ✢♦✇

❢r♦♠ t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❋♦r t❤❡ θB,y = 0.6 ❝❛s❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ♥❡❛r❧② ③❡r♦✳ ❋♦r t❤❡ s♠❛❧❧ θB,y

t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❧❛r❣❡✱ ❝❛✉s✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥t❡r♥❛❧ ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ ✇✐t❤

t❤❡ ❤❡❛t ❧♦st ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❋♦r t❤❡ θB,y = 0.6 ❝❛s❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡

✐♥t❡r♥❛❧ ❤❡❛t✐♥❣ ✐s s♠❛❧❧❡r✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♥❡❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡

✇❛r♠ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r②✳

❋✐❣✉r❡s ✸✳✾ ❛♥❞ ✸✳✶✵ s❤♦✇ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡ s♦❧✐t❛r② s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✭✶✳✷✸✮✱ ✇✐t❤ ❛

♠✐①❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❤❡❛t ❧♦ss ✭βy = 0.2✮✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ❝♦♥t♦✉r

♣❧♦ts ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ u ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ θ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ (x, y) ♣❧❛♥❡✳

❚❤❡ t❤r❡❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛r❡✱ ❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✱ ❢♦r θB,y = 0✱ 0.2 ❛♥❞ 0.6✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r ❛t t❤❡ ♠✐①❡❞

❜♦✉♥❞❛r②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♠❛❧❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❤❡♥ θB,y = 0 t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❛t t❤❡ ✇❛r♠ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s θ(−15) = 0.1✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✱

❛♠♣❧✐t✉❞❡ a = 2.77✱ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t (x, y) = (0,−2.83)✳ ❚❤✐s ✇❛✈❡ s❤♦✇s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ θB,y = 0 ❧❛r❣❡ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r ❝❛s❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳

❚❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝✱ ❜❡✐♥❣ ❧♦❝❛t❡❞ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ✇❛r♠ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛♥❞

t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r✳ ❆s θB,y ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t❤❡ ✇❛r♠ ❝❡❧❧
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❖♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✰✶✮✲❉ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✱ t❛❦❡♥
❛❧♦♥❣ x = 0✱ ❧❛r❣❡ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r ❝❛s❡✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ u ✭s♦❧✐❞✮✱
❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ ✭❞❛s❤❡❞✮✱ ✈❡rs✉s y✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛r❡ θB,y = 0 ✭r❡❞✱
❝❡♥tr❡✮✱ θB,y = 0.2 ✭❣r❡❡♥✱ s❧✐❣❤t❧② ♦✛s❡t✮ ❛♥❞ θB,y = 0.6 ✭❜❧✉❡✱ ♥❡❛r ❜♦✉♥❞❛r②✮✳ ❚❤❡
♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ βy = 100 ❛♥❞ µ = 1✳

❜♦✉♥❞❛r② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s θB,y✱ ❛♥❞✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r ❝❛s❡✱ t❤❡

s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♠✐❣r❛t❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ✇❛r♠ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r②✳

❋♦r t❤❡ θB,y = 0.2 ❝❛s❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s a = 2.58 ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t

(x, y) = (0,−11.0)✳ ❋♦r t❤❡ θB,y = 0.6 ❝❛s❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❤❛s ❞❡❝r❡❛s❡❞ t♦

a = 1.80 ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡❛❦ ❧♦❝❛t✐♦♥ (x, y) = (0,−12.3) ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r②✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ♣❡❛❦✱ ζy✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡

x = 0 ❝❡❧❧ ❛①✐s ✈❡rs✉s t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ θB,y ❛t t❤❡ ✇❛r♠❡r ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r②✱

y = −15✱ ✇✐t❤ µ = 1✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ βy = 0.2, 0.6 ❛♥❞ 100✱ ✇✐t❤

t❤❡ βy = 100 ❝❛s❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r βy → ∞✳

❆s t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡ ♠✐❣r❛t❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ✇❛r♠❡r ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ζy ≈ −12.7✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣

t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛✉s❡s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t♦

③❡r♦✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ♥♦ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐sts ♦♥❝❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t

❜❡t✇❡❡♥ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜❡❝♦♠❡s t♦♦ ❧❛r❣❡✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t❤❡

♠✐①❡❞ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r ❛❧s♦ ❝❛✉s❡s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡

t♦ s❤✐❢t t♦✇❛r❞s t❤❡ ✇❛r♠❡r ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r t♦
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❚❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✱ s♠❛❧❧ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r ❝❛s❡✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ u ✭❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ ✭r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✮✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s
✇❤❡r❡ θB,y = 0 ✭t♦♣ r♦✇✮✱ θB,y = 0.2 ✭♠✐❞❞❧❡ r♦✇✮ ❛♥❞ θB,y = 0.6 ✭❜♦tt♦♠ r♦✇✮✳
❈♦♥t♦✉rs ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❛t ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ✵✳✺ ❢♦r t❤❡ u ✜❣✉r❡s✱ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ❛t
✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ✵✳✶ ❢♦r t❤❡ θ ✜❣✉r❡s✳ ❙♦❧✐❞ ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ③❡r♦
❝♦♥t♦✉r ✐s ❞♦tt❡❞✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ βy = 0.2 ❛♥❞ µ = 1✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❖♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✰✶✮✲❉ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✱ t❛❦❡♥
❛❧♦♥❣ x = 0✱ s♠❛❧❧ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r ❝❛s❡✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ u
✭s♦❧✐❞✮✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ ✭❞❛s❤❡❞✮✱ ✈❡rs✉s ②✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛r❡ θB,y = 0
✭r❡❞✱ ❝❡♥tr❡✮✱ θB,y = 0.2 ✭❣r❡❡♥✱ s❧✐❣❤t❧② ♦✛s❡t✮ ❛♥❞ θB,y = 0.6 ✭❜❧✉❡✱ ♥❡❛r ❜♦✉♥❞❛r②✮✳
❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ βy = 0.2 ❛♥❞ µ = 1✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ✭❈♦❧♦✉r ♦♥❧✐♥❡✮ ▲♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✱ ζy✱ ✈❡rs✉s
t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θB,y✱ ❢♦r µ = 1✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ βy = 0.2 ✭s♦❧✐❞
❧✐♥❡✱ ❞❛r❦ ❜❧✉❡✮❀ βy = 0.6 ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✱ ❣r❡❡♥✮❀ βy = 100 ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✱ r❡❞✮✳

t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✱ ✇✐t❤ ❜♦t❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ 80% ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r②✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❢❛st❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ θB,y ✐♥ t❤❡ ✭✷✰✶✮✲❉ ❝❛s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✱ a✱ ✈❡rs✉s t❤❡

❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θB,y✱ ❢♦r µ = 1✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ βy = 0.2, 0.6 ❛♥❞

100✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s

θB,y ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ a ≈ 0 ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢

θB,y✱ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❞♦ ♥♦t ❡①✐st✳ ❚❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θB,y

❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ θB,y = 1.04

❢♦r βy = 0.2 t♦ θB,y = 0.71 ❢♦r βy = 10✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ ❤❡❛t ❧♦ss r❛t❡ ❛t t❤❡ ◆❡✇t♦♥

❝♦♦❧✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s t♦♦ ❣r❡❛t✱ t❤❡♥ ❛ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❝❛♥♥♦t ❡①✐st✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s

s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ ❝❛s❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ θB,y ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❡❛❝❤❡s ③❡r♦ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢

❇✐♦t ♥✉♠❜❡r ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ✭✷✰✶✮✲❉ ❝❛s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✶✳✷✸✮

❛♥❞ ✭✶✳✷✷✮✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ ❝♦♥t♦✉r ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ u ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ θ ✐♥
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✱ a✱ ✈❡rs✉s t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡✱ θB,y✱ ❢♦r µ = 1✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ βy = 0.2 ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✱ ❞❛r❦ ❜❧✉❡✮✱
βy = 0.6 ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✱ ❣r❡❡♥✮✱ ❛♥❞ βy = 100 ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✱ r❡❞✮✳

t❤❡ (x, y) ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛r❡ ❢♦r θB,y = 0, 0.1 ❛♥❞ 0.2✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ βy = 100 ❛♥❞ µ = 0.1✳ ❆s θB,y ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝

✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ u✱ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❋♦r θB,y = 0 t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡

♠❛①✐♠✉♠ a = 1.11 ❛t (x, y) = (0, 0)✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥♥✉❧❛r s❤❛♣❡❞ ♠✐♥✐♠❛ ❛t a = −0.50

❛t ❛ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ζr = 0.65 ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❋♦r θB,y = 0.1 t❤❡

s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ a = 0.94 ❛t (x, y) = (0,−5.17)✱ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❞✐s❝r❡t❡

♠✐♥✐♠❛✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ✐s ♦♥ t❤❡ x = 0 ❛①✐s✱ ✇✐t❤ a = −0.55 ❛t y = 2.17✱ ✇❤✐❧❡

t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ♠✐♥✐♠❛ ❜♦t❤ ❤❛✈❡ a = −0.62 ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥s (x, y) = (±6.17,−9.0)✳ ❋♦r

t❤❡ θB,y = 0.2 ❝❛s❡ t❤❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇✐t❤ a = 0.45 ✐s ♣✉s❤❡❞ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱

❛t (x, y) = (0,−6.5)✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦✇ t✇♦ ❞✐s❝r❡t❡ ♠✐♥✐♠❛✱ ❜♦t❤ ❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ x = 0

❛①✐s✱ ✇✐t❤ a = −0.68 ❛t (x, y) = (0, 0.83)✱ ❛♥❞ a = −0.60 ❛t (x, y) = (0,−12.17)✳ ■♥

❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡s♣♦♥s❡ θ ❤❛s

❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❚❤✐s ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s♠♦♦t❤❡s

♦✉t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ν✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ s❤♦✇s ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ x = 0 ♦❢ t❤❡ ✭✷✰✶✮✲❉

s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ θB,y = 0 ❛♥❞ θB,y = 0.2

t❤❡ s❧✐❝❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x = 0 ❛①✐s ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛ ✐♥
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❚❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✱ ✜rst ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱
u ✭❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ ✭r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✮✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ θB,y = 0
✭t♦♣ r♦✇✮✱ θB,y = 0.1 ✭♠✐❞❞❧❡ r♦✇✮ ❛♥❞ θB,y = 0.2 ✭❜♦tt♦♠ r♦✇✮✳ ❈♦♥t♦✉rs ❛r❡
✈❛❧✉❡s ❛t ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ✵✳✸ ❢♦r t❤❡ u ✜❣✉r❡s✱ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ❛t ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ✵✳✵✺ ❢♦r t❤❡ θ
✜❣✉r❡s✳ ❙♦❧✐❞ ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ③❡r♦ ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ❞♦tt❡❞ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡
❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ❞❛s❤❡❞✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ βy = 100 ❛♥❞ µ = 0.1✳

(x, y) s♣❛❝❡✱ s♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛ ❢♦r ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ ❛r❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✳

❋♦r t❤❡ θB,y = 0.1 ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t y = −5.17 ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t y = 2.17

❜♦t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧♦❝❛❧ ❡①tr❡♠❛ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ a = −0.215 ❛t

y = 11.83 ❞♦❡s ♥♦t✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✱ ❛♥❞ ✜rst t❤r❡❡ ❡①❝✐t❡❞ st❡❛❞②

st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❢♦r θB,x = θB,y = 0 ❛♥❞ βx = βy = 0✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡

s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t µ✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞

❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛❞❥✉st✐♥❣ ❜♦t❤ µ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r u ❛♥❞ θ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞ ✭❢r♦♠ ✶✽ t♦ ✸✽✵✮✳ ❚❤❡

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✭t♦♣ ❧❡❢t✮ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ µ = 0.5 ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r

t♦ t❤❡ µ = 1 ❝❛s❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✱ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

a = 1.67✱ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱ (x, y) = (0, 0)✳ ❚❤❡ ✜rst ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡

s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✭t♦♣ r✐❣❤t✮✱ ✇✐t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t µ = 0.1 ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✸✳✶✸✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✭❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✮✱ ✇✐t❤

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t µ = 0.04✱ ❤❛s ✜✈❡ ♠❛①✐♠❛ ❛♥❞ ❢♦✉r ♠✐♥✐♠❛✳ ❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❖♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✰✶✮✲❉ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✲
✐t❛r② ✇❛✈❡s✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ u ✭s♦❧✐❞✮✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ
✭❞❛s❤❡❞✮✱ ✈❡rs✉s y✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛r❡ θB,y = 0 ✭r❡❞✱ ❝❡♥tr❡✮✱ θB,y = 0.1
✭❣r❡❡♥✱ s❧✐❣❤t❧② ♦✛s❡t✮ ❛♥❞ θB,y = 0.2 ✭❜❧✉❡✱ ♥❡❛r ❜♦✉♥❞❛r②✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ βy = 100 ❛♥❞ µ = 0.1✳

♠❛①✐♠✉♠ ✐s a = 0.88 ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱ (x, y) = (0, 0)✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦✉r

❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ a = 0.651 ❧♦❝❛t❡❞ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❛t (x, y) = (±10.2, 0) ❛♥❞ (x, y) =

(0,±10.2)✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ♠✐♥✐♠❛ a = −0.592 ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t (x, y) = (±4.3,±4.3)✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✭❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✮✱ ✇✐t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t

µ = 0.0001✱ ❤❛s ✜✈❡ ♠❛①✐♠❛ ❛♥❞ ❡✐❣❤t ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳ ❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠❛①✐♠❛ ✐s

a = 0.97 ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱ (x, y) = (0, 0)✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦✉r ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛

a = 0.64 ❧♦❝❛t❡❞ ❛t (x, y) = (±5.8,±5.8)✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦✉r ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛

a = −0.67 ❧♦❝❛t❡❞ ❛t (x, y) = (±5.2, 0) ❛♥❞ (x, y) = (0,±5.2) ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r s❡t ♦❢

❢♦✉r ♠✐♥✐♠❛ a = −0.795 ❧♦❝❛t❡❞ ❛t (x, y) = (±10.2,±10.2)✳

✸✳✷✳✷ ❚✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲③❡r♦ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠✲

♣❡r❛t✉r❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t s✐❞❡s ✇✐t❤ ❛ ♠✐①❡❞ ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ x = y = −L
2
✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✳ ❙❤♦✇♥ ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ u✱ ✐♥ t❤❡ (x, y) ♣❧❛♥❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ µ = 0.5 ✭t♦♣ ❧❡❢t✮✱ µ = 0.1 ✭t♦♣
r✐❣❤t✮✱ µ = 0.04 ✭❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✮ ❛♥❞ µ = 0.0001 ✭❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✮✳ ❈♦♥t♦✉rs ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡
✈❛❧✉❡s ❛t ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ✵✳✸✱ ✇❤❡r❡ s♦❧✐❞ ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ③❡r♦ ❝♦♥t♦✉r
✐s ❞♦tt❡❞ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉rs ❛r ❞❛s❤❡❞✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ βx = βy = 100✳

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛s ✐♥ ✭✶✳✷✹✮ ❢♦r u✱ ❛♥❞ ❢♦r θ ❛r❡

θ = 0, at x =
L

2
, y =

L

2
,

θx − βx (θ − θB,x) = 0, at x = −L

2
,

θy − βy (θ − θB,y) = 0, at y = −L

2
.

✭✸✳✷✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻ s❤♦✇s t✇♦ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❝❛s❡s ✇✐t❤ ◆❡✇t♦♥ ❝♦♦❧✐♥❣ ♦♥ t✇♦

❛❞❥❛❝❡♥t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ u✱ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ ❢♦r ❛

❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✇✐t❤ θB,y = 0.5✱ θB,x = 0.3 ❛♥❞ µ = 1✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst

❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✇✐t❤ θB,y = 0.2✱ θB,x = 0.1 ❛♥❞ µ = 0.1✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ βy = βx = 100✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣✉s❤❡s t❤❡ ♣❡❛❦

♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❛t (x, y) = (−15,−15)✳

❚❤❡ ♣❡❛❦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s a = 1.45 ❛t (x, y) = (−4.17,−11.17)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧♠♦st✱ ❜✉t

♥♦t q✉✐t❡✱ ❝♦✲❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❡❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ θmax = 0.59✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst

❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ u✱ ✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ ✇✐t❤

t✇♦ ♠❛✐♥ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ❛♥❞ t✇♦ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ❚❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✱ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ◆❡✇t♦♥ ❝♦♦❧✐♥❣ ♦♥ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t
❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ u ✭❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ ✭r✐❣❤t
❝♦❧✉♠♥✮✳ ❚❤❡ t♦♣ r♦✇ s❤♦✇s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✐t♦♥ ✇✐t❤ θB,y = 0.5 ❛♥❞ θB,x = 0.3
❛♥❞ µ = 1✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r♦✇ s❤♦✇s t❤❡ ✜rst ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ s♦❧✐t♦♥ ✇✐t❤ θB,y = 0.2
❛♥❞ θB,x = 0.1 ✇✐t❤ µ = 0.1✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ βx = βy = 100 ✭♦♥ ❜♦t❤
❜♦✉♥❞❛r✐❡s✮✳ ❈♦♥t♦✉rs ❛r❡ ❛t ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ 0.5 ❢♦r t❤❡ t♦♣ ❧❡❢t ✜❣✉r❡✱ 0.1 ❢♦r t♦♣ r✐❣❤t✱
2×10−4 ❢♦r t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t ❛♥❞ 0.05 ❢♦r t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✳ ❙♦❧✐❞ ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡
✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ③❡r♦ ❝♦♥t♦✉r ✐s ❞♦tt❡❞ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ❞❛s❤❡❞✳

a = 4.61× 10−4 ✐s ❛t (x, y) = (−2.0,−7.5)✱ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ♠❛①✐♠✉♠ a = 2.2× 10−4

❛t (x, y) = (−10.3, 6.7)✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ❛r❡ a = −4.11 × 10−4 ❛t (x, y) = (0.17,−0.5)

❛♥❞ a = −5.36× 10−4 ❛t (x, y) = (−3.0,−12.67)✳ ❆s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ s♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡s♣♦♥s❡ θ ❤❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛s

❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ν✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼ s❤♦✇s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ a✱ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡

✐♥ ✭θB,x, θB,y✮ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞

st❛t❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ✐♥ ✭θB,x, θB,y✮ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✱ ✇✐t❤ ♦✛s❡t

❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✲❛①✐s ✭ζx✮ ❛♥❞ ♦✛s❡t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ②✲❛①✐s ✭ζy✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ βx =

βy = 100✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ θB,x ♦r θB,y ❝❛✉s❡s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝❛✉s✐♥❣ ✐ts ♣❡❛❦ t♦ ♠✐❣r❛t❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❡❧❧

❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❛❜♦✉t t❤❡ ❧✐♥❡ θB,x = θB,y✱

❜✉t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ r =
√

θ2B,x + θ2B,y ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ a r❡❛❝❤❡s

③❡r♦ ✐s ♥♦t ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r ❛t ✇❤✐❝❤ a = 0 r❛♥❣❡ ❢r♦♠ r = 0.71 ❛❧♦♥❣ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡✱ a✱ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ✐♥
✭θB,x, θB,y✮ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ βx = βy = 100✳

θB,x = 0 ❛♥❞ θB,y = 0 ❛①❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼ t♦ r = 0.83 ❢♦r θB,x = θB,y = 0.59✱ ✇✐t❤

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✈❛❧✉❡s ❧✐❦❡❧② ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ❝❡❧❧ ❣❡♦♠❡tr②✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ P♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ✐♥
✭θB,x, θB,y✮ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳ ❛✮ s❤♦✇s ♦✛s❡t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✲❛①✐s✱ ζx ❛♥❞ ❜✮ s❤♦✇s
♦✛s❡t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ②✲❛①✐s ζy✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ βx = βy = 100✳ ▲♦❝❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t
s❤♦✇♥ ✇❤❡r❡ a < 10−2✳

✻✻



❈❤❛♣t❡r ✹

❙t❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❚❤❡r♠❛❧ ❙♦❧✐t❛r② ❲❛✈❡s

❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✐s ♥♦✇ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ✭✶✰✶✮✲❉ ❛♥❞

✭✷✰✶✮✲❉✱ ❜♦t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ❆❧❧ t❤❡

r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✇✐t❤ ♥♦♥✲

③❡r♦ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❢♦r t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ ❝❛s❡✱ ❛♥❞ ❛t

t❤❡ st❛rt ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ❢♦r t❤❡ ✭✷✰✶✮✲❉ ❝❛s❡✳ ❆❧❧

❡①❛♠♣❧❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✉s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ν = 100✱ ✇✐t❤ βx = βy = 100✳

❙♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ θB,y ❛♥❞

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t µ ♦♥ st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ ❝❛s❡✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✹✳✷✱ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✼✸❪✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✭✷✰✶✮✲❉ ❝❛s❡✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ❛r❡

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✼✷❪✳

✹✳✶ ▼❡t❤♦❞s

✹✳✶✳✶ ❱❛❦❤✐t♦✈✲❑♦❧♦❦♦❧♦✈ ✭❱❑✮ ❙t❛❜✐❧✐t② ❈r✐t❡r✐♦♥

❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱❛❦❤✐t♦✈✲

❑♦❧♦❦♦❧♦✈ ✭❱❑✮ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ s❡❧❢✲❢♦❝✉ss✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r t❤❡s❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s

❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✇✐t❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✲

✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❤❡❛t✐♥❣✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧

❑❡rr ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ▼■ ♦❢ ❛ ♣❡rt✉r❜❡❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✳ ❚♦ ✐♥✈❡st✲

✐❣❛t❡ t❤✐s✱ ♣♦✇❡r ✈❡rs✉s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s
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♦❢ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✳✷✸✮✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ✭✷✰✶✮✲❉ ❝❛s❡✱

P =

∫ +L/2

−L/2

∫ L/2

−L/2

|E|2 dxdy, ✭✹✳✶✮

✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈●

♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❱❑ st❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❬✻✷❪ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❜✉t ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❢♦r ▼❙ ♦❢ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ◆▲❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥✳

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛❧❧s ✇✐t❤✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤

t❤❡ ♣♦✇❡r ✈❡rs✉s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❝✉r✈❡ ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ s❧♦♣❡ (dP
dµ

> 0)✱ s❡❡✱ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ❬✹✷✱ ✹✸✱ ✺✻❪✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣r♦✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣

❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✺✮✕✭✶✳✷✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ◆▲❙✲t②♣❡ s②st❡♠ ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❜✉t t❤❡

r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥ t❤❡♦r②✳ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢

t❤❡ ❱❑ st❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ ❝❛s❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡✱ ❜✉t ❢♦r t❤❡ ✶❉ ♦♣t✐❝❛❧

♣♦✇❡r ✭✷✳✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✷✺✮✳

✹✳✶✳✷ ❙♣❡❝tr❛❧ ❙t❛❜✐❧✐t② ❆♥❛❧②s✐s

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶ t❤❡ ❱❑ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ▼❙ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡s✱ ✇❛s ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦r ❞r✐❢t ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s

♠❛② ♦❝❝✉r✱ s❡❡ ❬✺✹❪✳ ❚♦ ❛ss❡ss t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ✉s❡ ❛ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ st❛❜✐❧✐t②

❛♥❛❧②s✐s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❬✶✶✷❪✳ ■♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❝❝✉r ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡

♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥

✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ❤❡♥❝❡ ❡①♣r❡ss u ❛♥❞ θ ❛s

u = us + ǫ((v − w)eıλz + (v∗ + w∗)e−ıλ∗z)eıµz, θ = θs + ǫΘ(eıλz + e−ıλ∗z), ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ us ❛♥❞ θs ❛r❡ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ǫ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣

t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✭✶✳✷✸✮✱ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ st❡❛❞② st❛t❡ t❡r♠s ❛t O(1) ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r
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t❡r♠s ✐♥ ǫ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

ıuz = −ǫ(µ+ λ)(v − w)eıλz + ǫ(−µ+ λ∗)(v∗ + w∗)e−ıλ∗z,

1

2
∇2u =

1

2
ǫ(∇2v −∇2w)eıλz +

1

2
ǫ(∇2v∗ +∇2w∗)e−ıλ∗z,

2θu = 2ǫθs((v − w)eıλz + (v∗ + w∗)e−ıλ∗z) + 2ǫusΘ(eıλz + e−ıλ∗z)

✭✹✳✸✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❣✐✈❡s

[(−µ− λ)(w − v) +
1

2
(∇2v −∇2w) + 2θs(v − w) + 2usΘ]eıλz

+[(−µ+ λ∗)(v∗ + w∗) +
1

2
(∇2v∗ +∇2w∗) + 2θs(v

∗ + w∗) + 2usΘ]e−ıλ∗z = 0
✭✹✳✹✮

❙♦✱

(−µ− λ)(w − v) +
1

2
(∇2v −∇2w) + 2θs(v − w) + 2usΘ = 0 ✭✹✳✺✮

❚♦ s❡t t❤✐s ✐♥t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r♠ ❢♦r ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡

t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ Θ✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❢♦r u ❛♥❞

θ ✐♥t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✳✷✸✮ ❣✐✈❡s✱

ν(∇2Θeıλz +∇2Θe−ıλ∗z) + 4us(ue
ıλz + u∗e−ıλ∗z) = 0 ✭✹✳✻✮

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ eıλz ❢r♦♠ ✭✹✳✻✮ ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r Θ ❣✐✈❡s

ν∇2Θ+ 4usu = 0, ✭✹✳✼✮

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s

Θ = [∇2]−14usu

ν
. ✭✹✳✽✮

❚❤❡♥ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭✹✳✽✮ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ ✭✹✳✺✮ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡

♣r♦❜❧❡♠s L0v = λw ❛♥❞ L1w = λv✱ ✇❡ ✜♥❞

L0 = (µ− 1

2
∇2 − 2θs −

8u2
s

ν
[∇2]−1), L1 = (µ− 1

2
∇2 − 2θs). ✭✹✳✾✮

◆♦✇ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ L1w = λv ✐♥t♦ L0v = λw ♣r♦❞✉❝❡s

L0L1w = λ2w. ✭✹✳✶✵✮
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❲❡ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ λ2 t♦ ❜❡ ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s

♦❢ L0L1 ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① L0L1

t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ O(1010)✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠

✐s ✈❡r② ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞✳ ❙t❛♥❞❛r❞ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ t②♣❡s ❝❛♥

♣r♦✈✐❞❡ ✼ ♦r ✶✻ ❞❡❝✐♠❛❧ ❞✐❣✐ts ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❘♦✉♥❞✐♥❣ ❡rr♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♠❡❛♥t t❤❛t t❤❡s❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ♥♦t t♦ ❜❡

s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛❧❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s t❤❡ ❡rr♦r

✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t❤❛t ✐ts s✐❣♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝♦rr❡❝t✱

❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥❝♦rr❡❝t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s②st❡♠✳

❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r❡❝✐s✐♦♥ t♦ ✉s❡ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛s❡s ✇❡r❡ t❡st❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇✐❣❋❧♦❛t t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ❏✉❧✐❛

❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ●◆❯ ▼❋P❘ ❧✐❜r❛r② ✭♠✉❧t✐♣❧❡✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ❜✐♥❛r②

✢♦❛t✐♥❣✲♣♦✐♥t ❧✐❜r❛r② ✇✐t❤ ❝♦rr❡❝t r♦✉♥❞✐♥❣✮ ❬✹✹❪✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✱ log(|λ2|)✱ ✈❡rs✉s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✢♦❛t✐♥❣

♣♦✐♥t ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r t✇♦ ✭✷✰✶✮✲❉ ❝❛s❡s✱ µ = 0.5 ❛♥❞ 1✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s

θB,y = 0✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✱ ✹✳✹✲✹✳✺ ❛♥❞ ✹✳✶✵✲✹✳✶✶✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇ ♠✐♥✐♠✉♠

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ♣❧♦ts ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s

♦♥ ❛ ❧♦❣ s❝❛❧❡ ❜② ✜rst t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛♥❡❧ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❧♦t

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ λ2 ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜♦tt♦♠

♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ λ2 ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦♥ t❤❡ y ❛①✐s✱

❣✐✈❡♥ ❜② ❛ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥❡❣❛t✐✈❡ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳

❚❤❡ ❝❛s❡ µ = 1 ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣r❡❝✐s✐♦♥s✱ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣

t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ2 = −4.9319×10−2✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t

r❡s✉❧t t♦ 5 s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐❣✐ts ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✻✹ ❜✐ts✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡

µ = 0.5 t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s✐♥❣❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✸✷ ❜✐ts r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝♦rr❡❝t s✐❣♥ ♦❢ t❤❡

❝♦♠♣✉t❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✱ ✇✐t❤ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ2 = 1.08975× 10−8

t♦ 5 s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐❣✐ts ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✻✹ ❜✐ts✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡

tr✐❛❧s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥

t♦ ✶✷✽ ❜✐ts✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t r♦✉♥❞✐♥❣ ❡rr♦rs ❞✐❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t✳ ❚❤❡

✉s❡ ♦❢ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛❞❞❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦sts ❢♦r t❤❡s❡

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛ ♦✈❡r❤❡❛❞s ✐♥❤❡r❡♥t ✐♥ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t②♣❡s ✐♥

♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳
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Floating Point Precision (bits)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ▼✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✱ ♣❧♦tt❡❞ ❛s log(|λ2|)✱ ✈❡rs✉s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t
♣r❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ θB,y = 0 ❛♥❞
µ = 1✿ r❡❞ ✭❞❛s❤❡❞✮ ❧✐♥❡❀ µ = 0.5 ❜❧✉❡ ✭s♦❧✐❞✮ ❧✐♥❡✳

✹✳✶✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✶✳✶ ❛♥❞ ✹✳✶✳✷ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ s②st❡♠ ✭✶✳✶✺✮✕

✭✶✳✷✷✮✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛❞❞❡❞✱

❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✭✷✰✶✮✲❉ ❝❛s❡ ✐s t❤❡♥

E(x, y, 0) = us(x, y) + ǫ0 × φ(x, y), θ(x, y, 0) = θs(x, y), ✭✹✳✶✶✮

✇❤❡r❡ us(x, y) ❛♥❞ θs(x, y) ❛r❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡

◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ φ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ r❛♥❞♦♠ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✈❛❧✉❡

❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1 ❢♦r ❛❧❧ x ❛♥❞ y✳ ❋♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ǫ0 ✐s t❛❦❡♥ ❛s

0.01✱ ♦r ❛❜♦✉t 0.3% ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ✭✷✰✶✮✲❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❛♥❞ ❛❜♦✉t 0.5% ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ ❝❛s❡✳ ❚❤❡

♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❤②❜r✐❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

♠❡t❤♦❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❝❡♥tr❛❧ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛❞✈❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲❧✐❦❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
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③✳ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t ❡❛❝❤ ③✲st❡♣ ❬✶✸❪✳ ❚❤❡

s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ❛r❡ ∆z = 0.03 ❛♥❞ ∆x = ∆y = 0.682 ❢♦r t❤❡ ✭✷✰✶✮✲❉

❝❛s❡ ❛♥❞ ∆x = 0.33 ❢♦r t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ ❝❛s❡✳

✹✳✷ ✭✶✰✶✮✲❉ ❙②st❡♠ ❙t❛❜✐❧✐t②

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦✇❡r P ✈❡rs✉s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t µ ❝✉r✈❡ ❢♦r ✭✶✰✶✮✲❉

❣r♦✉♥❞ st❛t❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ θB,x = 0✱ 0.2

❛♥❞ 0.4✳ ❋♦r ♥♦♥✲③❡r♦ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ θB,x t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜r❛♥❝❤

♦♥❧② ❡①✐sts ♦✈❡r ❛ ✜♥✐t❡ r❛♥❣❡ ♦❢ µ✳ ❆❧❧ t❤r❡❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡

s❧♦♣❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡

st❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜r❛♥❝❤✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦✇❡r P ✈❡rs✉s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t

µ ❢♦r ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✱ ✇✐t❤ θB,x = 0.2✳ ❚❤❡ t❤r❡❡

❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳ ■♥ ❛❧❧ t❤r❡❡

❝❛s❡s t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ s❧♦♣❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ▼❙ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡♥t✐r❡

r❛♥❣❡ ♦❢ µ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t

✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛r❡ st❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

✈❛❧✉❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✱ log(λ2)✱ ✈❡rs✉s ❜♦✉♥❞❛r② t❡♠♣❡r❛t✲

✉r❡ θB,x ❢♦r µ = 1.0, 0.7 ❛♥❞ 0.5 ❢♦r t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✳ ❆❧❧

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭✇❤❡r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐sts✮✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡

✐s st❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θB,x ✇❤❡r❡ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦♥✲③❡r♦✳ ■♥ ❡❛❝❤

❝❛s❡✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ θB,x t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✱

t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡s ③❡r♦✳ ❋♦r µ = 0.5

✇✐t❤ θB,x > 0.3 ❛♥❞ µ = 0.7 ✇✐t❤ θB,x > 0.42 t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ③❡r♦

❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❋♦r µ = 1.0 t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ r❡❛❝❤❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ 3.9 × 10−4

❛t θB,x = 0.52✱ ❢♦r µ = 0.7 t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s 2.2×10−4 ❛t θB,x = 0.38✱ ❛♥❞ ❢♦r µ = 0.5

t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s 1.3× 10−4 ❛t θB,x = 0.26✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✱ log(λ2)✱ ✈❡rs✉s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t

µ ❢♦r θB,x = 0, 0.1 ❛♥❞ 0.2 ❢♦r t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ s♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡ ✐s st❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θB,x ✇❤❡r❡ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦♥✲③❡r♦✳ ■♥

❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ µ t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✱

✼✷
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ P♦✇❡r✱ P ✱ ✈❡rs✉s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t µ✱ ❢♦r ✭✶✰✶✮✲❉ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡
t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ θB,x = 0✿ ❜❧✉❡ ✭s♦❧✐❞✮ ❧✐♥❡❀ θB,x = 0.2✿ ❣r❡❡♥
✭❞♦tt❡❞✮ ❧✐♥❡❀ θB,x = 0.4✿ r❡❞ ✭❞❛s❤❡❞✮ ❧✐♥❡✳

t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡s ③❡r♦ ❢♦r s♠❛❧❧ µ✳

❋♦r θB,x = 0.2 ✇✐t❤ µ < 0.3125 t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ③❡r♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❋♦r

θB,x = 0.1 t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ r❡❛❝❤❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ 2.9× 10−5 ❛t µ = 0.2✱ ❛♥❞

❢♦r θB,x = 0.2 t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s 8.5× 10−5 ❛t µ = 0.39✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ |E|✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ✱ ✐♥ t❤❡

(x, z) ♣❧❛♥❡✱ ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢✉❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s②st❡♠ ✭✶✳✷✺✮✳

❙❤♦✇♥ ✐s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❡rt✉r❜❡❞ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✱ ❢♦r z ✉♣ t♦ 10000✳ ❚❤❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ θB,x = 0.2 ❛♥❞ µ = 1✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ ❛ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐s

❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❜❡❛♠ ❝❡♥tr❡❞ ❛t x = −3.19 ✇✐t❤ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ a = 0.833✳ ❚❤❡

♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ |E| ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ θ ❜♦t❤

r❡♠❛✐♥ st❡❛❞② ♦✉t t♦ z = 10000✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥

|E| = 0.844 ❛♥❞ 0.828✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ 1% ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❡❛♥✳ ❚❤✐s

❡①❛♠♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤♦✐❝❡ ♠❛r❦❡❞ ❆ ♦♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✹ ❛♥❞ ✹✳✺✱ s♦
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ P♦✇❡r✱ P ✱ ✈❡rs✉s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✱ µ✱ ❢♦r ✭✶✰✶✮✲❉ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞
❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✱ ✇✐t❤ θB,x = 0.2✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✿
r❡❞ ✭❞❛s❤❡❞✮ ❧✐♥❡❀ ✜rst ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✿ ❣r❡❡♥ ✭❞♦tt❡❞✮ ❧✐♥❡❀ s❡❝♦♥❞ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✿ ❜❧✉❡
✭s♦❧✐❞✮ ❧✐♥❡✳

t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s st❛❜✐❧✐t②✳

❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ |E|✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ✱ ✐♥ t❤❡

(x, z) ♣❧❛♥❡✳ ❙❤♦✇♥ ✐s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❡rt✉r❜❡❞ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❢♦r

z ✉♣ t♦ 10000✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ θB,x = 0.6 ❛♥❞ µ = 1✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❤❡r♠❛❧

s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ■♥ t❤✐s

❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐s ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❜❡❛♠ ❝❡♥tr❡❞ ❛t x = −11.87✱

✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❛t x = −15✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞

♣❡❛❦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s a = 0.217✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ♣❡❛❦ ✐s ♥❡❛r t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❚❤✐s ✐s

❛ ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❛s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦✛s❡t ✐s ❧❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐s

q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t t♦ ♥❡❛r s②♠♠❡tr✐❝ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ♦r t❤♦s❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡

❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ |E| ♦❢ 2% ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❡❛♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢♦r

t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤♦✐❝❡ ♠❛r❦❡❞ ❇
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ▼✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✱ log(λ2)✱ ✈❡rs✉s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t µ ❢♦r t❤❡
✭✶✰✶✮✲❉ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ θB,x = 0✿ r❡❞ ✭s♦❧✐❞✮ ❧✐♥❡❀ θB,x = 0.1✿
❣r❡❡♥ ✭❞❛s❤❡❞✮ ❧✐♥❡❀ θB,x = 0.2✿ ❜❧✉❡ ✭❞♦tt❡❞✮ ❧✐♥❡✳

✼✺
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❊❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ |E|✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ✱ ✐♥ t❤❡ (x, z) ♣❧❛♥❡✱ ❛s
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢✉❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s②st❡♠ ✭✶✳✷✺✮✱ ✉♣ t♦ z = 10000✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ µ = 1.0 ❛♥❞ θB,x = 0.2✳ ❯♣♣❡r ♣❛♥❡❧✿ |E|❀ ▼✐❞❞❧❡ ♣❛♥❡❧✿ θ❀
▲♦✇❡r ♣❛♥❡❧✿ ▼❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ |E| ❜❧✉❡ ✭s♦❧✐❞✮ ❧✐♥❡ ❛♥❞ θ r❡❞ ✭❞❛s❤❡❞✮ ❧✐♥❡✳

♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✱ s♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤

✐♠♣❧✐❡s st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ✐s ❛❣❛✐♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡

♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ |E|✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ✱ ✐♥ t❤❡

(x, z) ♣❧❛♥❡✳ ❙❤♦✇♥ ✐s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❡rt✉r❜❡❞ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❢♦r z

✉♣ t♦ 10000✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ θB,x = 0.2 ❛♥❞ µ = 0.28✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❤❡r♠❛❧

s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳ ❋♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡

❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❤❛s t✇♦ ♣❡❛❦s✱ ♦♥❡ ♦❢ |E| = 0.222 ❛t x = −4.36 ❛♥❞ t❤❡

♦t❤❡r ♣❡❛❦ ♦❢ |E| = 0.187 ♥❡❛r❡r t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛t x = −11.76✳ ■t ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦

❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡✱ ❛s

❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s t❡♥❞ t♦ ❜❡ ✉♥st❛❜❧❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦r ❧♦❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❬✻✷❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❊❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ |E|✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ✱ ✐♥ t❤❡ (x, z) ♣❧❛♥❡✱ ❛s
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢✉❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s②st❡♠ ✭✶✳✷✺✮✱ ✉♣ t♦ z = 10000✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ θB,x = 0.6 ❛♥❞ µ = 1.0✳ ❯♣♣❡r ♣❛♥❡❧✿ |E|❀ ▼✐❞❞❧❡ ♣❛♥❡❧✿ θ❀
▲♦✇❡r ♣❛♥❡❧✿ ▼❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ |E| ❜❧✉❡ ✭s♦❧✐❞✮ ❧✐♥❡✮✳

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ♣❡❛❦ ✐s |E| = 0.224✱ ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢

❛r♦✉♥❞ 1%✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✐t ✐s st❛❜❧❡ t♦ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ✜❣✉r❡s ✉♣ t♦ z = 10000✱

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉s❡❞ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ st❛❜❧❡ ❢♦r ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r z✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡

♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ✭✶✰✶✮✲❉ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛r❡ ▼❙✱ ❡✈❡♥ ❢♦r

❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ✇❛✈❡s ❛♥❞ ❡①tr❡♠❡❧② ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ❝❧♦s❡

t♦ ♦♥❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❝❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

st❛❜✐❧✐t② ✇❛s ❛❧s♦ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ♣♦s✐t✐✈❡

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ✈❡rs✉s

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❝✉r✈❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❊❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ |E|✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ✱ ✐♥ t❤❡ (x, z) ♣❧❛♥❡✱ ❛s
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢✉❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s②st❡♠ ✭✶✳✷✺✮✱ ✉♣ t♦ z = 10000✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ θB,x = 0.2 ❛♥❞ µ = 0.28✳ ❯♣♣❡r ♣❛♥❡❧✿ |E|❀ ▼✐❞❞❧❡ ♣❛♥❡❧✿ θ❀
▲♦✇❡r ♣❛♥❡❧✿ ▼❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ |E| ❜❧✉❡ ✭s♦❧✐❞✮ ❧✐♥❡✳

✹✳✸ ✭✷✰✶✮✲❉ ❙②st❡♠ ❙t❛❜✐❧✐t②

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾❛ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦✇❡r P ✈❡rs✉s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t µ ❢♦r ❣r♦✉♥❞ st❛t❡

t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✐♥ ✭✷✰✶✮✲❉✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ θB,y = 0✱ 0.2 ❛♥❞

0.4✳ ❋♦r ♥♦♥✲③❡r♦ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ θB,y t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜r❛♥❝❤ ♦♥❧②

❡①✐sts ♦✈❡r ❛ ✜♥✐t❡ r❛♥❣❡ ♦❢ µ✳ ❆❧❧ t❤r❡❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ s❧♦♣❡

✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ st❛❜❧❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❜r❛♥❝❤✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾❜ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦✇❡r P ✈❡rs✉s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t µ ❢♦r

❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❢♦r θB,y = 0.2✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❝✉r✈❡s

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳ ■♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❝❛s❡s

t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ s❧♦♣❡✱ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r

▼❙ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ µ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ s♦❧✐t❛r②

✼✽
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❛✮ P♦✇❡r✱ P ✱ ✈❡rs✉s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t µ✱ ❢♦r ✭✷✰✶✮✲❉ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡
t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ θB,y = 0✿ ❜❧✉❡ ✭s♦❧✐❞✮ ❧✐♥❡❀ θB,y = 0.2✿ ❣r❡❡♥
✭❞❛s❤✲❞♦t✲❞♦t✮ ❧✐♥❡❀ θB,y = 0.4✿ r❡❞ ✭❞❛s❤✲❞♦t✮ ❧✐♥❡✳ ❜✮ P♦✇❡r✱ P ✱ ✈❡rs✉s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❝♦♥st❛♥t✱ µ✱ ❢♦r ✭✷✰✶✮✲❉ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✇✐t❤ θB,y =
0.2✳ ●r♦✉♥❞ st❛t❡ ✇❛✈❡✿ r❡❞ ✭❞❛s❤✲❞♦t✮ ❧✐♥❡❀ ✜rst ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✿ ❣r❡❡♥ ✭❞❛s❤✲❞♦t✲❞♦t✮
❧✐♥❡❀ s❡❝♦♥❞ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✿ ❜❧✉❡ ✭s♦❧✐❞✮ ❧✐♥❡✳

✼✾



✇❛✈❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✱ log(|λ2|)✱ ✈❡rs✉s θB,y ❢♦r ✭✹✳✶✵✮✳

❙❤♦✇♥ ❛r❡ µ = 0.5, 0.7 ❛♥❞ 1✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✭❜✮ s❤♦✇s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ a ✈❡rs✉s θB,y✱ ✇✐t❤

st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥ s❤♦✇♥ ❛s s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥ s❤♦✇♥ ❛s ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡

s②♠❜♦❧s ❆✱ ❇✱ ❈ ❛♥❞ ❉ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤♦✐❝❡s ✉s❡❞ ❢♦r ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✷✱ ✹✳✶✸✱

✹✳✶✹ ❛♥❞ ✹✳✶✺ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ µ = 1.0✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡

❢♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢ θB,y ✉♣ t♦ ✵✳✶✼✺✱ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❋♦r t❤❡

❝❛s❡ µ = 0.5 t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θB,y ✉♣ t♦ ✵✳✺✱ s✉❣❣❡st✐♥❣

st❛❜✐❧✐t② ❢♦r θB,y ✐♥ t❤✐s r❛♥❣❡✳ ❋♦r µ = 0.7 t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢

t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s θB,y = 0.075✱ ✇✐t❤ st❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θB,y✳ ❚❤❡

✜❣✉r❡s s❤♦✇ t❤❛t ❤✐❣❤❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉♥st❛❜❧❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦✇❡r

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛✈❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② st❛❜❧❡✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ θB,y st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✱

❛s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ ❧♦✇❡r ❢♦r ♦✛✲❝❡♥tr❡❞ ✇❛✈❡s✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ µ ❞❡st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡

✇❛✈❡s✱ ❛s t❤❡✐r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✱ log(|λ2|)✱ ✈❡rs✉s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥✲

st❛♥t µ ❢♦r ✭✹✳✶✵✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✈❡rs✉s µ ❢♦r ✭✹✳✶✵✮✳ ❙❤♦✇♥

❛r❡ θB,y = 0.0, 0.05 ❛♥❞ 0.1✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧s ❆✱ ❇✱ ❈ ❛♥❞ ❉ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

❝❤♦✐❝❡s ✉s❡❞ ❢♦r ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✷✱ ✹✳✶✸✱ ✹✳✶✹ ❛♥❞ ✹✳✶✺ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡

✐s ♥♦t st❛❜❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t r❡❣✐♦♥s

♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❧❛r❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛r❡ ✉♥st❛❜❧❡✱

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚♦ ❛ss❡ss ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡

✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ st❛❜✐❧✐t② ♦r ❛ ❞r✐❢t ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❤❡❝❦

✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ♦r ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❬✺✹❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡

♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♣♦ss❡ss ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ❢♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢

µ > 0.55 t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ♣♦ss❡ss❡s ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❋♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢ µ < 0.55

t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐s st❛❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ |E|✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ✱ ✐♥ t❤❡

(y, z) ♣❧❛♥❡✱ ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢✉❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✺✮

✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✶✾✮✕✭✶✳✷✷✮✱ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦✜❧❡ t❛❦❡♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x = 0 ❛①✐s✳

❙❤♦✇♥ ✐s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❡rt✉r❜❡❞ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✱ ❢♦r z ✉♣ t♦ 4000✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ θB,x = θB,y = 0.0 ❛♥❞ µ = 1✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐s

✽✵
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❛✮ ▼✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✱ ♣❧♦tt❡❞ ❛s log(|λ2|)✱ ✈❡rs✉s θB,y ❢♦r ❊q✉❛t✐♦♥
✹✳✶✵✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ µ = 1.0✿ r❡❞ ✭r✐❣❤t✮ ❧✐♥❡❀ µ = 0.7✿ ❣r❡❡♥ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❧✐♥❡❀ ❛♥❞ µ = 0.5✿
❜❧✉❡ ✭❧❡❢t✮ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ r❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❝❤❛♥❣❡s s✐❣♥✳ ❜✮ ❆♠♣❧✐t✉❞❡✱ a✱ ✈❡rs✉s θB,y✱ ✇✐t❤ st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥ s❤♦✇♥ ❛s
s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥ s❤♦✇♥ ❛s ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ µ = 1.0✿ r❡❞
✭t♦♣✮ ❧✐♥❡❀ µ = 0.7✿ ❣r❡❡♥ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❧✐♥❡❀ ❛♥❞ µ = 0.5✿ ❜❧✉❡ ✭❜♦tt♦♠✮ ❧✐♥❡

✽✶



−9

−8

−7

−6

−5

−4

−3

B

D

+ve (stable)

lo
g 

(m
in

 (
|λ

2 |)
)

−9

−8

−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

 0
 0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1

A

C

−ve (unstable)

 

µ

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1

B

D

A

C

a

µ

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❛✮ ▼✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✱ ♣❧♦tt❡❞ ❛s log(|λ2|)✱ ✈❡rs✉s µ ❢♦r ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✵✳
❙❤♦✇♥ ❛r❡ θB,y = 0.0✿ r❡❞ ✭❧❡❢t✮ ❧✐♥❡❀ θB,y = 0.05✿ ❜❧✉❡ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❧✐♥❡❀ θB,y = 0.1✿
❣r❡❡♥ ✭r✐❣❤t✮ ❧✐♥❡✳ ❜✮ ❆♠♣❧✐t✉❞❡✱ a✱ ✈❡rs✉s µ✱ ✇✐t❤ st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥ s❤♦✇♥ ❛s s♦❧✐❞ ❧✐♥❡
❛♥❞ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥ s❤♦✇♥ ❛s ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ θB,y = 0.0✿ r❡❞ ✭t♦♣✮ ❧✐♥❡❀
θB,y = 0.05✿ ❜❧✉❡ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❧✐♥❡❀ θB,y = 0.1✿ ❣r❡❡♥ ✭❜♦tt♦♠✮ ❧✐♥❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❡♥tr❡❞ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✱ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ ❛♠♣✲
❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ |E| ✭t♦♣✮✱ ❛♥❞ θ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❜♦t❤ t❛❦❡♥
❛❧♦♥❣ ② ❂ ✵✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ |E| ✭❜♦tt♦♠✮ ❢r♦♠ z = 0 t♦ z = 4000✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ θB,y = 0 ❛♥❞ µ = 1.0✳

✐♥✐t✐❛❧❧② ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❜❡❛♠ ❝❡♥tr❡❞ ♦♥ (x, y) = (0, 0) ✇✐t❤ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ a = 2.86✳

■♥st❛❜✐❧✐t② ❞❡✈❡❧♦♣s ❢r♦♠ ❛r♦✉♥❞ z = 2000✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❜r❡❛❦s

❞♦✇♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❢t❡r ❛r♦✉♥❞ z = 2500✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

❝❤♦✐❝❡s ♠❛r❦❡❞ ❆ ♦♥ ❋✐❣✉r❡s ✭✹✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✶✮✱ s♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s

✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❧♦✇ r❛t❡ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞r✐❢t ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

s♦❧✉t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ |E|✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ✱ ✐♥ t❤❡

(y, z) ♣❧❛♥❡✱ ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢✉❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✺✮

✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✶✾✮✕✭✶✳✷✷✮✱ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦✜❧❡ t❛❦❡♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x = 0 ❛①✐s✱

❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ µ = 0.5✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡

✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✱ ❢♦r µ = 0.5✮✳ ❙❤♦✇♥ ✐s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❡rt✉r❜❡❞

s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✱ ❢♦r z ✉♣ t♦ 6000✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ θB,x = θB,y = 0 ❛♥❞ µ = 1✳ ❚❤❡

✐♥✐t✐❛❧ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳ ■♥

t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐s ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❜❡❛♠ ❝❡♥tr❡❞ ♦♥ (x, y) = (0, 0)

✇✐t❤ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ a = 1.68✱ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❛❜❧❡ ✉♥t✐❧ ❛t ❧❡❛st
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❡♥tr❡❞ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✱ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ st❛✲
❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ |E| ✭t♦♣✮✱ ❛♥❞ θ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❜♦t❤ t❛❦❡♥ ❛❧♦♥❣ ② ❂
✵✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ |E| ✭❜♦tt♦♠✮ ❢r♦♠ z = 0 t♦ z = 6000✳ ❚❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ θB,y = 0 ❛♥❞ µ = 0.5✳

z = 6000✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤♦✐❝❡s ♠❛r❦❡❞ ❇ ♦♥ ❋✐❣✉r❡s

✹✳✶✵ ❛♥❞ ✹✳✶✶✱ s♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡

♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ |E|✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ✱ ✐♥ t❤❡

(y, z) ♣❧❛♥❡✱ ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢✉❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✺✮

✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✶✾✮✕✭✶✳✷✷✮✱ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦✜❧❡ t❛❦❡♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x = 0 ❛①✐s✳

❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ θB,y = 0.1 ❛♥❞ µ = 1✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥

✐s ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❜❡❛♠ ♦✛✲❝❡♥tr❡❞ ♦♥ (x, y) = (0,−3) ✇✐t❤ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ a = 2.7✳

■♥st❛❜✐❧✐t② ❞❡✈❡❧♦♣s ❢r♦♠ ❛r♦✉♥❞ z = 600✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❜r❡❛❦s

❞♦✇♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❢t❡r z = 800✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤♦✐❝❡s

♠❛r❦❡❞ ❈ ♦♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✵ ❛♥❞ ✹✳✶✶✱ s♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❤❛s ❛

♥❡❣❛t✐✈❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ✐♥st❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡

♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ |E|✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ✱ ✐♥ t❤❡

(y, z) ♣❧❛♥❡✱ ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢✉❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✺✮

✽✹
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✛✲❝❡♥tr❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✱ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ ✐♥✲
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ |E| ✭t♦♣✮✱ ❛♥❞ θ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❜♦t❤ t❛❦❡♥ ❛❧♦♥❣ ②
❂ ✵✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ |E| ✭❜♦tt♦♠✮ ❢r♦♠ z = 0 t♦ z = 1000✳ ❚❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ θB,y = 0.1 ❛♥❞ µ = 1.0✳

✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✶✾✮✕✭✶✳✷✷✮✱ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦✜❧❡ t❛❦❡♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x = 0 ❛①✐s✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ θB,y = 0.1 ❛♥❞ µ = 0.5✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛

❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❜❡❛♠ ♦✛✲❝❡♥tr❡❞ ♦♥ (x, y) = (0,−6.18) ✇✐t❤ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ a = 1.55✳

❍❡r❡ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ♠✉❝❤ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② t❤❛♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✳ ❋♦r t❤✐s ❝❛s❡✱ ♥♦ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❞❡✈❡❧♦♣s ❜② z = 2000✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t s❡❡♠s

❢r♦♠ t❤❡ ♣❧♦t ♦❢ max |E| t❤❛t ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐s ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❜② z = 2500 ❢♦r

t❤✐s ♦✛✲❝❡♥tr❡ ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤♦✐❝❡s ♠❛r❦❡❞

❉ ♦♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✵ ❛♥❞ ✹✳✶✶✱ s♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❤❛s ❛

♣♦s✐t✐✈❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ❝✉t✳

❲❤✐❧st t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❡①❤✐❜✐ts ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r z ≈ 3000 t❤❛♥

❞♦❡s ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ✭✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❛t z ≈ 700✮✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❞♦❡s

❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣✳ ❚❤✐s ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♠❛② ❜❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧✱ ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥

❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♦✛✲❝❡♥tr❡❞ ✇❛✈❡✱ ♦r ♣❡r❤❛♣s ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ♥♦t

❝❛♣t✉r❡❞ ✐♥ ♦✉r st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s✳

■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t st❛❜❧❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ✭✷✰✶✮✲❉ ❣❡♦✲
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✛✲❝❡♥tr❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✱ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ st❛✲
❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ |E| ✭t♦♣✮✱ ❛♥❞ θ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❜♦t❤ t❛❦❡♥ ❛❧♦♥❣ ② ❂
✵✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ |E| ✭❜♦tt♦♠✮ ❢r♦♠ z = 0 t♦ z = 3000✳ ❚❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ θB,y = 0.1 ❛♥❞ µ = 0.5✳

♠❡tr② ❢♦r ♠❛♥② ◆▲❙✲t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧✐t② ♣❡r♠✐ts ❛ ❜r♦❛❞ ❡♥♦✉❣❤

✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ s❤♦✇s ❛ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r st❡❛❞② s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤

❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ |E|✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ θ✱ ✐♥ t❤❡ (y, z) ♣❧❛♥❡✱ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡

❢✉❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✺✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✭✶✳✶✾✮✕✭✶✳✷✷✮✱ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦✜❧❡ t❛❦❡♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x = 0 ❛①✐s ✭✉♣♣❡r ♣❛♥❡❧s ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✸✳✶✸✮✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ θB,x = θB,y = 0 ❛♥❞ µ = 0.1✳ ❚❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐♥✐t✐❛❧❧②

❤❛s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥♥✉❧❛r ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❧❛t❡s

t♦ t❤r❡❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ |u| ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛t y = 0✳ ❆❢t❡r ❛r♦✉♥❞ z = 500

t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❞❡❝❛②s t♦ ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ❛♠♣✲

❧✐t✉❞❡ ♦❢ a = 1.41 ❛♥❞ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ 1.3%✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r

❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✇✐t❤ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❣❡ ≥ 3 ❬✺✼❪✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✇❛✈❡

♣r♦♣❛❣❛t❡s st❛❜❧② ✉♥t✐❧ ❛t ❧❡❛st z = 12000 ✭♥♦t s❤♦✇♥✮✳

✽✻



−15

−10

−5

 0

 5

 10

 15

 0  500  1000  1500  2000  2500  3000

x

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1.6

|E
|

−15

−10

−5

 0

 5

 10

 15

 0  500  1000  1500  2000  2500  3000

x

z

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0.35

 0.4

θ

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✱ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣
❞❡❝❛② ✐♥t♦ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t st❛❜✐❧✐t②✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ |E| ✭t♦♣✮✱
❛♥❞ θ ✭❜♦tt♦♠✮ ❜♦t❤ t❛❦❡♥ ❛❧♦♥❣ ② ❂ ✵ ❢r♦♠ z = 0 t♦ z = 3000✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ θB,y = 0 ❛♥❞ µ = 0.1✳
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❈❤❛♣t❡r ✺

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥♦♥✲

❧✐♥❡❛r t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❛ ❧✐♥❡ ✭✶✰✶✮✲❉ ❝❡❧❧ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❛ sq✉❛r❡ ✭✷✰✶✮✲❉

❝❡❧❧ ❣❡♦♠❡tr②✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s ❢♦r

✜♥❞✐♥❣ st❡❛❞②✲st❛t❡ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲

❈● ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✜♥❞ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ❦❡♣t ✇❛r♠❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ❡①♣❧♦r❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♦♥s ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈●

s❝❤❡♠❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r❡❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛ ❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✲

✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞ ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦

♣r♦❞✉❝❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✐♥ ❜♦t❤ ✭✶✰✶✮✲❉ ❛♥❞ ✭✷✰✶✮✲❉✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠

✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡❧❧ ♠✐❣r❛t❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ✇❛r♠❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❣✉✐❞❡❞ t♦✇❛r❞s

t❤❡ ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✇❤❡♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❦❡♣t ✇❛r♠✳ ❙♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② t❡♥❞ t♦ ❜❡ ❧♦✇❡r ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ✭✶✰✶✮✲

❉ ❛♥❞ ✭✷✰✶✮✲❉ ❝❛s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✇❛s ❛ ❧✐♠✐t t♦ ❤♦✇ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❛

s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞✳ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡

✇❛r♠ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t❤❡

❜♦✉♥❞❛r② ♦r ✈✐❛ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❇✐♦t ♥✉♠❜❡rs ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❛s ✐♥ t❤❡

st❡❛❞② st❛t❡ ❛ ❧♦✇❡r ❇✐♦t ♥✉♠❜❡r ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t❤❡ ❝❡❧❧

❜♦✉♥❞❛r②✳ ❊①❝✐t❡❞ st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛❧s♦ ♠✐❣r❛t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✇❛r♠❡r ❜♦✉♥❞❛r②
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♦r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❜✉t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝

✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✭✷✰✶✮✲❉ ❝❛s❡✳

■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❜♦t❤ ✭✶✰✶✮✲❉ ❛♥❞ ✭✷✰✶✮✲❉ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ♠❡t t❤❡ ❱❑ ❝r✐✲

t❡r✐♦♥ ❢♦r st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ t❤❛t ✇❡ ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❆s t❤❡ ❱❑ st❛❜✐❧✐t②

❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r st❛❜✐❧✐t② ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛ s♣❡❝tr❛❧

st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✭✶✰✶✮✲❉ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛r❡ st❛❜❧❡ ❢♦r

❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t ✭✷✰✶✮✲❉ ✇❛✈❡s ❛r❡ st❛❜❧❡ ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢

❜♦✉♥❞❛r② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❡s❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st❛✲

❜✐❧✐t② r❡s✉❧ts ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❡❞ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✱

✜♥❞✐♥❣ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥✲

✈❡st✐❣❛t❡ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r

• ❉❡❢♦❝✉ss✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐❛✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ st❛❜❧❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✐♥ ❞❡❢♦✲

❝✉ss✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ❡✳❣✳ ❬✺✶✱ ✶✵✼✱ ✶✵✽❪✳

❚❤✐s ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❞❛r❦ ❛♥❞ ❣r❡② t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥

❡①♣❧♦r❡ ❤♦✇ t❤❡s❡ r❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛♥❞

✇❤❡t❤❡r t❤❡s❡ ❢♦r♠s ♦❢ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❛r❡ st❛❜❧❡ ✐♥ ❜♦t❤ ✭✶✰✶✮✲❉ ❛♥❞ ✭✷✰✶✮✲❉

❣❡♦♠❡tr✐❡s✳

• ❈✐r❝✉❧❛r ❝❡❧❧ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✈♦rt❡① ♠♦❞❡s✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ✭✷✰✶✮✲

❉ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✇✐t❤ r❛❞✐❛❧ s②♠♠❡tr②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞

❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s (x, y, z) t♦ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t✇♦

✈❛r✐❛❜❧❡s (r, z) t❤♦✉❣❤ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡✳❣✳ ❬✺✾❪✳ ❲❤✐❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♣r❛❝t✐❝❛❧✱ ✇❡ ❝❛♥

✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♦♥

t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ✐♥ t❤✐s ❣❡♦♠❡tr②✳

• ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝❡❧❧ ❣❡♦♠❡tr② t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ s♦❧✉✲

t✐♦♥s✱ ❛s ❢♦✉♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❜② ❬✾✼❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✲

✉r❡ ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦♥ t❤❡s❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡s✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡

♦t❤❡r ✐rr❡❣✉❧❛r ❝❡❧❧ ❣❡♦♠❡tr✐❡s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡✳

• ❖t❤❡r ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ t②♣❡s✳ ❡✳❣✳ ❬✷✽❪ s❤♦✇❡❞

✽✾



t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦♥ ♥♦♥✲st❡❛❞② st❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♥❡❝❦❧❛❝❡

s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧♦r❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡

t❤❡r♠❛❧ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦rs

♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡s♦❧✈❡

❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛r✐s✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s❡s ✐♥ s♦♠❡

♦✛✲❝❡♥tr❡❞ ✭✷✰✶✮✲❉ ❝❛s❡s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✉♥❞❡rt❛❦❡

t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s✱ ❜✉t ✐t ♠❛② ❜❡ ✇♦rt❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ✇❛②s t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧②

✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡ t♦

❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❣❛✐♥ ❝✉r✈❡s ❢♦r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ♠♦❞❡

♦❢ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♦✛✲❝❡♥tr❡❞ ❝❛s❡✳

❆♥♦t❤❡r ❢✉t✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

r❡❣✐♠❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞❡t❛✐❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❞✐❛ ❛♥❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛t

t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✛❡❝ts ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s

❝♦✉❧❞ ❜❡ t❡st❡❞✳

❚❤✐s ✇♦r❦✱ ❛♥❞ s✉❣❣❡st❡❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱ ♠❛② ❤❛✈❡ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ st❡❡r✐♥❣ ♦❢ ❧✐❣❤t ❜❡❛♠s ✐♥ ♣❤♦t♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s✱

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s②st❡♠s✳

✾✵



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❆✳❇✳ ❆❝❡✈❡s✱ ❏✳❱✳ ▼♦❧♦♥❡② ❛♥❞ ❆✳❈✳ ◆❡✇❡❧❧✳ ✏❚❤❡♦r② ♦❢ ❧✐❣❤t✲❜❡❛♠ ♣r♦♣❛❣❛✲

t✐♦♥ ❛t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ■✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t✲♣❛rt✐❝❧❡ t❤❡♦r② ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r✲

❢❛❝❡✑✳ ■♥✿ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❆ ✸✾✳✹ ✭✶✾✽✾✮✱ ♣♣✳ ✶✽✵✾✕✶✽✷✼✳

❬✷❪ ❏✳❙✳ ❆✐t❝❤✐s♦♥✱ ❆✳▼✳ ❲❡✐♥❡r✱ ❨✳ ❙✐❧❜❡r❜❡r❣✱ ▼✳❑✳ ❖❧✐✈❡r✱ ❏✳▲✳ ❏❛❝❦❡❧✱ ❉✳❊✳

▲❡❛✐r❞✱ ❊✳▼✳ ❱♦❣❡❧ ❛♥❞ P✳❲✳❊✳ ❙♠✐t❤✳ ✏❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ♦♣t✐❝❛❧ s♦❧✐t♦♥s

✐♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❣❧❛ss ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✑✳ ■♥✿ ❖♣t✳ ▲❡tt✳ ✶✺✳✾ ✭✶✾✾✵✮✱ ♣♣✳ ✹✼✶✕✹✼✸✳

❬✸❪ ◆✳◆✳ ❆❦❤♠❡❞✐❡✈✱ ▼✳❏✳ ▲❡❞❡r❡r ❛♥❞ ❇✳ ▲✉t❤❡r✲❉❛✈✐❡s✳ ✏❊①❛❝t ❧♦❝❛❧✐③❡❞ s♦❧✉✲

t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞❡❧❛②❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡✑✳ ■♥✿ P❤②s✳
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❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳ ✶✶✽✳✷ ✭✷✵✵✼✮✱ ♣♣✳ ✶✺✸✕✶✾✼✳

❬✶✶✻❪ ❱✳❊✳ ❨❛s❤✐♥✱ ❙✳❆✳ ❈❤✐③❤♦✈✱ ❘✳▲✳ ❙❛❜✐r♦✈✱ ❚✳❱✳ ❙t❛r❝❤✐❦♦✈❛✱ ❱②s♦t✐♥❛ ◆✳❱✳✱

◆✳◆✳ ❘♦③❛♥♦✈✱ ❱✳❊✳ ❙❡♠❡♥♦✈✱ ❱✳❆✳ ❙♠✐r♥♦✈ ❛♥❞ ❙✳❱✳ ❋❡❞♦r♦✈✳ ✏❋♦r♠❛t✐♦♥

♦❢ s♦❧✐t♦♥✲❧✐❦❡ ❧✐❣❤t ❜❡❛♠s ✐♥ ❛♥ ❛q✉❡♦✉s s✉s♣❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②st②r❡♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✑✳

■♥✿ ❖♣t✳ ❙♣❡❝tr♦s❝✳ ✾✽✳✸ ✭✷✵✵✺✮✱ ♣♣✳ ✹✻✻✕✹✻✾✳

❬✶✶✼❪ ❱✳❊✳ ❩❛❦❤❛r♦✈✳ ✏❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇❛✈❡s ♦❢ ✜♥✐t❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦♥ ❛ s✉r❢❛❝❡

♦❢ ❞❡❡♣ ✢✉✐❞✑✳ ■♥✿ ❏✳ ❆♣♣❧✳ ▼❡❝❤✳ ❚❡❝❤✳ P❤②✳ ✾✳✷ ✭✶✾✻✽✮✱ ♣♣✳ ✶✾✵✕✶✾✹✳

❬✶✶✽❪ ❱✳❊✳ ❩❛❦❤❛r♦✈ ❛♥❞ ❆✳❇✳ ❙❤❛❜❛t✳ ✏❊①❛❝t t❤❡♦r② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡❧❢✲

❢♦❝✉s✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡❧❢✲♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡s ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐❛✑✳

■♥✿ ❙♦✈✳ P❤②s✳ ❏❊❚P ✸✹✳✶ ✭✶✾✼✷✮✱ ♣♣✳ ✻✷✕✻✾✳

❬✶✶✾❪ ❱✳❊✳ ❩❛❦❤❛r♦✈ ❛♥❞ ❆✳❇✳ ❙❤❛❜❛t✳ ✏■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s♦❧✐t♦♥s ✐♥ ❛ st❛❜❧❡

♠❡❞✐✉♠✑✳ ■♥✿ ❩❤✳ ❊❦s♣✳ ❚❡♦r✳ ❋✐③✳ ✻✹ ✭✶✾✼✸✮✱ ♣♣✳ ✶✻✷✼✕✶✻✸✾✳

✶✵✶



❆♣♣❡♥❞✐①

❆ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❈♦❞❡

P②t❤♦♥ ❝♦❞❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈● ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡

✭✶✰✶✮✲❉ ❝❛s❡ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡ ✜❧❡ ❢♦✉rt❤❖r❞❡r✳♣② ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦✲

❣r❛♠ ❧♦♦♣ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❈●

♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ✜❧❡ ❝♦♥❥●r❛❞❖♣❡r❛t♦rs✳♣② ❝♦♥t❛✐♥s ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✲

❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♦❧✈❡r✱ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ t♦ ✜♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

♦❢ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ ✜❧❡ ❢♦✉rt❤❖r❞❡r❖♣❡r❛t♦rs✳♣② ❝♦♥t❛✐♥s ❝♦♥str✉❝t♦rs

❢♦r t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r L0 ❛♥❞ L1 ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ✜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳♣② ❝♦♥t❛✐♥s ❦❡② ♣❛r❛✲

♠❡t❡rs ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳

★★

★★ ❋✐❧❡♥❛♠❡ ✿ ❢♦✉rt❤❖r❞❡r ✳ ♣②

★★

❢r♦♠ ♥✉♠♣② ✐♠♣♦rt ❡①♣ ✱ ❝♦♣② ✱ ③❡r♦s ✱ ❛r❛♥❣❡ ✱ ❞♦t

✐♠♣♦rt ♠❛t♣ ❧♦ t ❧ ✐ ❜

♠❛t♣ ❧♦ t ❧ ✐ ❜ ✳ ✉s❡ ✭ ✬ ❛❣❣ ✬ ✮

✐♠♣♦rt ♣②❧❛❜ ❛s ♣ ❧

❢r♦♠ t✐♠❡ ✐♠♣♦rt t✐♠❡

✐♠♣♦rt ❴❢♦✉rt❤❖r❞❡r❖♣❡r❛t♦rs

✐♠♣♦rt ❴❝♦♥❥●r❛❞❖♣❡r❛t♦rs

❢r♦♠ ❴♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♠♣♦rt ▲① ✱◆①✱ ❞① ✱ ♥♠❛① ✱ ❡rr♦r♠❛① ✱ ❜❡t❛ ✱ ❭

t❤❡t❛❇ ✱♠✉✱ ❢ ✐ ❧ ❡♥❛♠❡ ✱ ❡ r r ♦ r ❢ ✐ ❧ ❡ ♥ ❛♠❡

✶✵✷



★ ❋✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❝ ❛ ❧ ❧ ❢ ♦✉ r t ❤ ♦r❞❡r ❞ ✐ s ❝ r ❡ t ✐ ③ ❡ ❞ ◆❡✇t♦♥−❈● s♦ ❧ ✈ ❡ r

❞❡❢ s ✐♠✉ ❧❛ t ✐ ♦♥ ✭ ✮ ✿

s t ❂ t✐♠❡ ✭ ✮

①❂❛r❛♥❣❡✭−▲①✴✷✱−▲①✴✷✰◆①∗❞① ✱ ❞① ✮

★ ■ ♥ ✐ t ✐ ❛ ❧ ❣✉❡ss ❢ ♦ r s t ❡❛❞② s t ❛ t ❡ s ♦ ❧ ✉ t ✐ ♦ ♥

❊❂✷✳✵∗ ❡①♣✭−①∗∗✷✮
❚❤❡t❛❂✶✳✽∗ ❡①♣✭−①∗∗✷✮
❊ ✐♥ ✐ t❂❝♦♣② ✭❊✮

❚❤❡t❛ ✐♥ ✐ t❂❝♦♣② ✭❚❤❡t❛ ✮

❊❡rr♦r❂③❡ r♦ s ✭♥♠❛①✮

★ ❖✉ts✐❞❡ ✭◆❡✇t♦♥ ✮ ✐ t ❡ r ❛ t ✐ ♦ ♥ ❧♦♦♣

❢♦r ♥♥ ✐♥ ❛r❛♥❣❡ ✭✶ ✱♥♠❛① ✮ ✿

❊♦❧❞ ❂ ❝♦♣② ✭❊✮

❚❤❡t❛♦❧❞ ❂ ❝♦♣② ✭❚❤❡t❛ ✮

▲✶❂❴❢♦✉rt❤❖r❞❡r❖♣❡r❛t♦rs ✳ ▲✶✭ ❊♦❧❞ ✱ ❚❤❡t❛♦❧❞ ✱◆①✱ ❭

❞① ✱ ❜❡t❛ ✱ t❤❡t❛❇ ✱♠✉✮

▲✵❊❂❴❢♦✉rt❤❖r❞❡r❖♣❡r❛t♦rs ✳ ▲✵✭ ❊♦❧❞ ✱ ❚❤❡t❛♦❧❞ ✱◆①✱ ❭

❞① ✱ ❜❡t❛ ✱ t❤❡t❛❇ ✱♠✉✮

▲✵❊❂❞♦t ✭▲✶ ✳❚✱ ▲✵❊✮

▲✶❂❞♦t ✭▲✶ ✳❚✱ ▲✶✮

★ ■♥♥❡r ✭ ❝♦♥ ❥✉❣❛ t❡ ❣ r❛❞ ✐ ❡♥ t ✮ ✐ t ❡ r ❛ t ✐ ♦ ♥ ❧♦♦♣

❉❳❂❴❝♦♥❥●r❛❞❖♣❡r❛t♦rs ✳ s ♦ ❧ ✈ ❡ r ✭▲✵❊ ✱ ▲✶✮

❊❂❊♦❧❞✰❉❳❬ ✵ ✿◆① ❪

❚❤❡t❛❂❚❤❡t❛♦❧❞✰❉❳❬◆①✿✷∗◆①❪

★ ❈❤❡❝❦ ❡rr♦r

❊❡rr♦r ❬ ♥♥❪❂❛❜s ✭❉❳❬ ✷ ✿ ✷ ∗◆①−✷ ❪ ✮ ✳♠❛①✭ ✮

✶✵✸



✐ ❢ ❊❡rr♦r ❬ ♥♥ ❪ ❁ ❡rr♦r♠❛① ✿

♣r✐♥t ✧ ■ t ❡ r ❛ t ✐ ♦ ♥ s❂✥✧ ✱♥♥

❜r❡❛❦

P❂❴❝♦♥❥●r❛❞❖♣❡r❛t♦rs ✳ ♣♦✇❡r ✭❊✱ ❞① ✮

❢ t ❂ t✐♠❡ ✭ ✮

♣r✐♥t ✧❚✐♠❡✥❚❛❦❡♥❂✥✧ ✱ ✭ ❢ t−s t ✮ ✴✻✵ ✳ ✵ ✱ ✧✥♠✐♥s✧

r❡t✉r♥ ① ✱❊✱ ❚❤❡t❛ ✱ ❊✐♥ ✐ t ✱ ❚❤❡t❛ ✐♥ ✐ t ✱ ❊❡rr♦r ✱P

★ ❘✉♥ ✇✐t❤ ❝✉st♦♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❞❡❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥❴♣ ✭ ❜❡t❛ ✱ t❤❡t❛❇ ✱♠✉✱ ❡rr♦r♠❛① ✱◆①✱ ❊✐♥ ✱ ❚✐♥ ✮ ✿

s t ❂ t✐♠❡ ✭ ✮

❞①❂▲①✴✭◆①−✶✮

①❂❛r❛♥❣❡✭−▲①✴✷✱−▲①✴✷✰◆①∗❞① ✱ ❞① ✮

★ ■ ♥ ✐ t ✐ ❛ ❧ ❣✉❡ss ❢ ♦ r s t ❡❛❞② s t ❛ t ❡ s ♦ ❧ ✉ t ✐ ♦ ♥

❊❂❊✐♥

❚❤❡t❛❂❚✐♥

❊ ✐♥ ✐ t❂❝♦♣② ✭❊✮

❚❤❡t❛ ✐♥ ✐ t❂❝♦♣② ✭❚❤❡t❛ ✮

❊❡rr♦r❂③❡ r♦ s ✭♥♠❛①✮

★ ❖✉ts✐❞❡ ✭◆❡✇t♦♥ ✮ ✐ t ❡ r ❛ t ✐ ♦ ♥ ❧♦♦♣

❢♦r ♥♥ ✐♥ ❛r❛♥❣❡ ✭✶ ✱♥♠❛① ✮ ✿

❊♦❧❞ ❂ ❝♦♣② ✭❊✮

❚❤❡t❛♦❧❞ ❂ ❝♦♣② ✭❚❤❡t❛ ✮

▲✶❂❴❢♦✉rt❤❖r❞❡r❖♣❡r❛t♦rs ✳ ▲✶✭ ❊♦❧❞ ✱ ❚❤❡t❛♦❧❞ ✱◆①✱ ❭

❞① ✱ ❜❡t❛ ✱ t❤❡t❛❇ ✱♠✉✮

▲✵❊❂❴❢♦✉rt❤❖r❞❡r❖♣❡r❛t♦rs ✳ ▲✵✭ ❊♦❧❞ ✱ ❚❤❡t❛♦❧❞ ✱◆①✱ ❭

❞① ✱ ❜❡t❛ ✱ t❤❡t❛❇ ✱♠✉✮

▲✵❊❂❞♦t ✭▲✶ ✳❚✱ ▲✵❊✮

✶✵✹



▲✶❂❞♦t ✭▲✶ ✳❚✱ ▲✶✮

★ ■♥♥❡r ✭ ❝♦♥ ❥✉❣❛ t❡ ❣ r❛❞ ✐ ❡♥ t ✮ ✐ t ❡ r ❛ t ✐ ♦ ♥ ❧♦♦♣

❉❳❂❴❝♦♥❥●r❛❞❖♣❡r❛t♦rs ✳ s ♦ ❧ ✈ ❡ r ✭▲✵❊ ✱ ▲✶✮

❊❂❊♦❧❞✰❉❳❬ ✵ ✿◆① ❪

❚❤❡t❛❂❚❤❡t❛♦❧❞✰❉❳❬◆①✿✷∗◆①❪

★ ❈❤❡❝❦ ❡rr♦r

❊❡rr♦r ❬ ♥♥❪❂❛❜s ✭❉❳❬ ✷ ✿ ✷ ∗◆①−✷ ❪ ✮ ✳♠❛①✭ ✮

✐ ❢ ❊❡rr♦r ❬ ♥♥ ❪ ❁ ❡rr♦r♠❛① ✿

❜r❡❛❦

P❂❴❢♦✉rt❤❖r❞❡r❖♣❡r❛t♦rs ✳ ❙ ✐♥t ✭❊∗❊✮

❢ t ❂ t✐♠❡ ✭ ✮

♣r✐♥t ✧❚✐♠❡✥❚❛❦❡♥❂✥✧ ✱ ✭ ❢ t−s t ✮ ✱ ✧✥ s❡❝♦♥❞s ✧

r❡t✉r♥ ① ✱❊✱ ❚❤❡t❛ ✱ ❊✐♥ ✐ t ✱ ❚❤❡t❛ ✐♥ ✐ t ✱ ❊❡rr♦r ✱P

★★

★★ ❋✐❧❡♥❛♠❡ ✿ ❝♦♥❥●r❛❞❖♣❡r❛t♦rs ✳ ♣②

★★

★ ❈♦♥❥✉❣❛t❡ ●r❛❞✐❡♥t ■ t ❡ r ❛ t ✐ ♦ ♥ ❙♦ ❧ ✈ ❡ r

❢r♦♠ ♥✉♠♣② ✐♠♣♦rt ③❡r♦s ✱ ❞♦t ✱ ❛r❛♥❣❡

❢r♦♠ ♥✉♠♣② ✳ ❧ ✐ ♥ ❛ ❧ ❣ ✐♠♣♦rt ✐♥✈

❞❡❢ s ♦ ❧ ✈ ❡ r ✭▲✵❊ ✱ ▲✶ ✮ ✿

❉❳❂③❡ r♦ s ✭ ❧❡♥ ✭▲✵❊✮ ✮

❘❂−▲✵❊
❘❡rr❂❞♦t ✭❘✱❘✮

❘❡rr✵❂❘❡rr

❉❂❘

✇❤✐❧❡ ✭ ❘❡rr ❃ ✶✵❡−✷∗❘❡rr✵ ✮ ✿

✶✵✺



q❂❞♦t ✭▲✶ ✱❉✮

❛❂❘❡rr✴❞♦t ✭❉✱ q ✮

❉❳❂❉❳✰❛∗❉
❘❂❘−❛∗q
❘❡rr❖❧❞❂❘❡rr

❘❡rr❂❞♦t ✭❘✱❘✮

❜❂❘❡rr✴❘❡rr❖❧❞

❉❂❘✰❜∗❉
r❡t✉r♥ ❉❳

❞❡❢ ♠✐❞♣♦ ✐♥ t ■♥ t ❡ r♣♦ ❧ ❛ t♦ r ✭❊✱◆① ✮ ✿

▼✐❞♣♦✐♥t❂❊✳ ❛r❣♠❛① ✭ ✮

✐ ❢ ✭▼✐❞♣♦✐♥t−✶✮❃❂✵ ❛♥❞ ✭▼✐❞♣♦✐♥t✰✶✮❁❂✭◆①−✶✮✿

❳❂✭❊❬ ▼✐❞♣♦✐♥t ❪−❊❬ ▼✐❞♣♦✐♥t −✶❪✮✴✭❊❬ ▼✐❞♣♦✐♥t ❪ ❭

−❊❬ ▼✐❞♣♦✐♥t✰✶❪✮

✐ ❢ ✭❊❬ ▼✐❞♣♦✐♥t−✶❪❃❊❬ ▼✐❞♣♦✐♥t ✰✶ ❪ ✮ ✿

❆❞❥✉st❡❞❴▼✐❞♣♦✐♥t❂▼✐❞♣♦✐♥t−✵✳✺∗✭✶−❳✮
❡ ❧ ✐ ❢ ✭❊❬ ▼✐❞♣♦✐♥t−✶❪❁❊❬ ▼✐❞♣♦✐♥t ✰✶ ❪ ✮ ✿

❆❞❥✉st❡❞❴▼✐❞♣♦✐♥t❂▼✐❞♣♦✐♥t✰✵✳✺∗✭✶−✶✴❳✮

❆❞❥✉st❡❞❴▼✐❞♣♦✐♥t❂✭❆❞❥✉st❡❞❴▼✐❞♣♦✐♥t−◆①✴✷✮
❡ ❧ ✐ ❢ ✭▼✐❞♣♦✐♥t−✶✮❁✵✿

❆❞❥✉st❡❞❴▼✐❞♣♦✐♥t❂−◆①✴✷
❡❧s❡ ✿

❆❞❥✉st❡❞❴▼✐❞♣♦✐♥t❂◆①✴✷

r❡t✉r♥ ❆❞❥✉st❡❞❴▼✐❞♣♦✐♥t

❞❡❢ ❛♠♣ ❧ ✐ t✉❞❡ ■♥ t ❡ r♣♦ ❧ ❛ t♦ r ✭① ✱ ✈ ✮ ✿

❳❝❂✈ ✳ ❛r❣♠❛① ✭ ✮

✐ ❢ ❳❝❁❧❡♥ ✭ ✈✮−✶✿

♠♣❂① ❬❳❝ ❪

♠♣❧❂① ❬❳❝−✶❪

✶✵✻



♠♣r❂① ❬❳❝✰✶❪

❆❂❬ ❬♠♣❧∗∗✷ ✱♠♣❧ ✱ ✶ ❪ ✱ ❬♠♣∗∗✷ ✱♠♣✱ ✶ ❪ ✱ ❬ ♠♣r∗∗✷ ✱♠♣r ✱ ✶ ❪ ❪

❜❂❬✈ ❬❳❝−✶❪ ✱✈ ❬❳❝ ❪ ✱ ✈ ❬❳❝✰✶❪ ❪

♣ ❝ ♦ ❡ ❢ ❢❂❞♦t ✭ ✐♥✈ ✭❆✮ ✱ ❜✮

①♠❛①❂−♣❝♦ ❡ ❢ ❢ ❬ ✶ ❪ ✴ ✭ ✷∗ ♣❝♦ ❡ ❢ ❢ ❬ ✵ ❪ ✮

②♠❛①❂♣❝♦ ❡ ❢ ❢ ❬ ✵ ❪ ∗ ①♠❛①∗∗✷✰♣❝♦ ❡ ❢ ❢ ❬ ✶ ❪ ∗ ①♠❛①✰♣❝♦ ❡ ❢ ❢ ❬ ✷ ❪

❡❧s❡ ✿

①♠❛①❂① ❬❳❝ ❪

②♠❛①❂✈ ❬❳❝ ❪

r❡t✉r♥ ①♠❛① ✱ ②♠❛①

❞❡❢ ♣♦✇❡r ✭ ❢ ✱ ❞① ✮ ✿

❢ ✷❂❢ ∗∗✷
♠t♦t❂❢✷ ❬✵ ❪✰ ❢✷ ❬ ❧❡♥ ✭ ❢ ✮−✶❪

❢♦r ✐ ✐♥ ❛r❛♥❣❡ ✭✶ ✱ ❧❡♥ ✭ ❢ ✷ ✮✴✷−✶✮✿

♠t♦t✰❂✷∗ ❢ ✷ ❬ ✐ ∗✷❪✰✹∗ ❢ ✷ ❬ ✐ ∗✷−✶❪

♠t♦t❂♠t♦t∗❞① ✴✸ ✳✵
r❡t✉r♥ ♠t♦t

★★

★★ ❋✐❧❡♥❛♠❡ ✿ ❢♦✉rt❤❖r❞❡r❖♣❡r❛t♦rs ✳ ♣②

★★

❢r♦♠ ♥✉♠♣② ✐♠♣♦rt ③❡r♦s ✱ ❛r❛♥❣❡ ✱ ❤st❛❝❦ ✱ ✈st❛❝❦ ✱ ❭

❞♦t ✱ s❤❛♣❡ ✱ ❞✐❛❣ ✱ t r ✐ ❧ ✱ t r ✐ ✉

❢r♦♠ ♥✉♠♣② ✳ ❧ ✐ ♥ ❛ ❧ ❣ ✐♠♣♦rt ✐♥✈ ✱ ❡ ✐ ❣

❢r♦♠ ❴♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♠♣♦rt ♥✉ ✱ ❜❡t❛ ✱ ❞①

★ ❈♦♥❥✉❣❛t❡ ●r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛ t♦r s

★ ❉❡❢✐♥❡ ❢ ♦✉ r t ❤ ♦r❞❡r ♥♦♥ ❧ ✐♥❡❛r ♦♣❡r❛ t♦r ▲✵

❞❡❢ ▲✵✭❊✱❚✱◆①✱ ❞① ✱ ❜❡t❛ ✱ t❤❡t❛❇ ✱♠✉✮ ✿

✶✵✼



❊❚♥❡✇❂③❡ r♦ s ✭✷∗◆①✮

❢♦r ✐ ✐♥ ❛r❛♥❣❡ ✭✷ ✱◆①−✷✮✿

❊❚♥❡✇ ❬ ✐ ❪❂✭−❊❬ ✐ −✷❪✰✶✻∗❊❬ ✐ −✶❪−✸✵∗❊❬ ✐ ❪✰ ❭

✻∗❊❬ ✐✰✶❪−❊❬ ✐ ✰✷❪✮✴✭✷✹∗❞①∗∗✷✮✰ ❭

✷∗❊❬ ✐ ❪∗❚❬ ✐ ❪−♠✉∗❊❬ ✐ ❪

❊❚♥❡✇ ❬ ✐✰◆①❪❂♥✉∗✭−❚❬ ✐ −✷❪✰✶✻∗❚❬ ✐−✶❪− ❭

✸✵∗❚❬ ✐ ❪✰✶✻∗❚❬ ✐✰✶❪−❚❬ ✐ ✰✷❪✮ ❭

✴✭✶✷∗❞①∗∗✷✮✰✷∗❛❜s ✭❊❬ ✐ ❪ ✮∗∗✷

❊❚♥❡✇❬✵ ❪❂❊ ❬ ✵ ❪

❊❚♥❡✇❬✶ ❪❂✭✶✵∗❊❬✵❪−✶✺∗❊❬✶❪−✹∗❊❬✷❪✰✶✹∗❊❬✸❪− ❭

✻∗❊❬✹❪✰❊❬ ✺ ❪ ✮ ✴ ✭ ✷ ✹ ∗ ❞①∗∗✷✮✰✷∗❊❬ ✶ ❪ ∗❚❬ ✶ ❪ ❭

−♠✉∗❊ ❬ ✶ ❪

❊❚♥❡✇ ❬◆①−✷❪❂✭❊❬◆①−✻❪−✻∗❊❬◆①−✺❪✰✶✹∗❊❬◆①−✹❪− ❭

✹∗❊❬◆①−✸❪−✶✺∗❊❬◆①−✷❪✰✶✵∗❊❬◆①−✶❪✮ ❭

✴✭✷✹∗❞①∗∗✷✮✰✷∗❊❬◆①−✷❪∗❚❬◆①−✷❪ ❭

−♠✉∗❊❬◆①−✷❪

❊❚♥❡✇ ❬◆①−✶❪❂❊❬◆①−✶❪

❊❚♥❡✇ ❬◆①❪❂✭−✸∗❚❬✹❪✰✶✻∗❚❬✸❪−✸✻∗❚❬✷❪✰✹✽∗❚❬ ✶ ❪ ❭

−✷✺∗❚❬✵ ❪ ✮✰✶✷∗ ❜❡t❛∗❞①∗✭❚❬✵❪− t❤❡t❛❇ ✮

❊❚♥❡✇ ❬◆①✰✶❪❂♥✉∗✭✶✵∗❚❬✵❪−✶✺∗❚❬✶❪−✹∗❚❬✷❪✰ ❭

✶✹∗❚❬✸❪−✻∗❚❬✹❪✰❚❬ ✺ ❪ ✮ ✴ ✭ ✶ ✷ ∗ ❞①∗∗✷✮ ❭

✰✷∗❛❜s ✭❊❬ ✶ ❪ ✮ ∗ ∗ ✷
❊❚♥❡✇❬✷∗◆①−✷❪❂♥✉∗✭❚❬◆①−✻❪−✻∗❚❬◆①−✺❪✰✶✹∗❚❬◆①−✹❪ ❭

−✹∗❚❬◆①−✸❪−✶✺∗❚❬◆①−✷❪✰✶✵∗❚❬◆①−✶❪✮ ❭

✴✭✶✷∗❞①∗∗✷✮✰✷∗❛❜s ✭❊❬◆①−✷❪✮∗∗✷
❊❚♥❡✇❬✷∗◆①−✶❪❂❚❬◆①−✶❪

r❡t✉r♥ ❊❚♥❡✇

✶✵✽



★ ❉❡❢✐♥❡ ❢ ♦✉ r t ❤ ♦r❞❡r ❧ ✐ ♥ ❡ ❛ r ✐ ③ ❡ ❞ ♦♣❡r❛ t♦r ▲✶

❞❡❢ ▲✶✭❊✱❚✱◆①✱ ❞① ✱ ❜❡t❛ ✱ t❤❡t❛❇ ✱♠✉✮ ✿

▲✶❂③❡ r♦ s ✭ ❬ ✷∗◆①✱✷∗◆① ❪ ✮
▲✶ ❬✵ ✱✵ ❪❂✶

▲✶ ❬✶ ✱✵ ❪❂✶✵✴✭✷✹∗❞①∗∗✷✮
▲✶❬✶ ✱✶❪❂−✶✺✴✭✷✹∗❞①∗∗✷✮
▲✶❬✶ ✱✷❪❂−✹✴✭✷✹∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬✶ ✱✸ ❪❂✶✹✴✭✷✹∗❞①∗∗✷✮
▲✶❬✶ ✱✹❪❂−✻✴✭✷✹∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬✶ ✱✺ ❪❂✶✴✭✷✹∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬◆①−✷✱◆①−✻❪❂✶✴✭✷✹∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬◆①−✷✱◆①−✺❪❂−✻✴✭✷✹∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬◆①−✷✱◆①−✹❪❂✶✹✴✭✷✹∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬◆①−✷✱◆①−✸❪❂−✹✴✭✷✹∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬◆①−✷✱◆①−✷❪❂−✶✺✴✭✷✹∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬◆①−✷✱◆①−✶❪❂✶✵✴✭✷✹∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬◆①−✶✱◆①−✶❪❂✶

▲✶ ❬◆①✱◆①❪❂✶✷∗ ❜❡t❛∗❞①−✷✺

▲✶ ❬◆①✱◆①✰✶❪❂✹✽

▲✶ ❬◆①✱◆①✰✷❪❂−✸✻

▲✶ ❬◆①✱◆①✰✸❪❂✶✻

▲✶ ❬◆①✱◆①✰✹❪❂−✸

▲✶ ❬◆①✰✶✱◆①❪❂✶✵∗♥✉✴✭✶✷∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬◆①✰✶✱◆①✰✶❪❂−✶✺∗♥✉✴✭✶✷∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬◆①✰✶✱◆①✰✷❪❂−✹∗♥✉✴✭✶✷∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬◆①✰✶✱◆①✰✸❪❂✶✹∗♥✉✴✭✶✷∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬◆①✰✶✱◆①✰✹❪❂−✻∗♥✉✴✭✶✷∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬◆①✰✶✱◆①✰✺❪❂♥✉✴✭✶✷∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬✷∗◆①−✷ ✱✷∗◆①−✻❪❂♥✉✴✭✶✷∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬✷∗◆①−✷ ✱✷∗◆①−✺❪❂−✻∗♥✉✴✭✶✷∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬✷∗◆①−✷ ✱✷∗◆①−✹❪❂✶✹∗♥✉✴✭✶✷∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬✷∗◆①−✷ ✱✷∗◆①−✸❪❂−✹∗♥✉✴✭✶✷∗❞①∗∗✷✮

✶✵✾



▲✶ ❬✷∗◆①−✷ ✱✷∗◆①−✷❪❂−✶✺∗♥✉✴✭✶✷∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬✷∗◆①−✷ ✱✷∗◆①−✶❪❂✶✵∗♥✉✴✭✶✷∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬✷∗◆①−✶ ✱✷∗◆①−✶❪❂✶

❢♦r ✐ ✐♥ ❛r❛♥❣❡ ✭✷ ✱◆①−✷✮✿

▲✶ ❬ ✐ ✱ ✐ −✷❪❂−✶✴✭✷✹∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬ ✐ ✱ ✐ −✶❪❂✶✻✴✭✷✹∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬ ✐ ✱ ✐ ❪❂−✸✵✴✭✷✹∗❞①∗∗✷✮✰✷∗❚❬ ✐ ❪−♠✉

▲✶ ❬ ✐ ✱ ✐ ✰✶❪❂✶✻✴✭✷✹∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬ ✐ ✱ ✐ ✰✷❪❂−✶✴✭✷✹∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬ ✐ ✱ ✐✰◆①✰✷❪❂✷∗❊❬ ✐ ❪

❢♦r ✐ ✐♥ ❛r❛♥❣❡ ✭◆①✰✷✱✷∗◆①−✷✮✿

▲✶ ❬ ✐ ✱ ✐−✷❪❂−♥✉✴✭✶✷∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬ ✐ ✱ ✐−✶❪❂♥✉∗✶✻✴✭✶✷∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬ ✐ ✱ ✐ ❪❂−✸✵∗♥✉✴✭✶✷∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬ ✐ ✱ ✐ ✰✶❪❂♥✉∗✶✻✴✭✶✷∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬ ✐ ✱ ✐✰✷❪❂−♥✉✴✭✶✷∗❞①∗∗✷✮
▲✶ ❬ ✐ ✱ ✐−◆①−✷❪❂✹∗❊❬ ✐−◆①−✷❪

r❡t✉r♥ ▲✶

★ ❉❡❢✐♥❡ ❙✐♠♣s♦♥s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐ ♥ t ❡ ❣ r ❛ t ✐ ♦ ♥ ❢✉♥❝ t ✐ ♦♥

❞❡❢ ❙✐♥t ✭ ❢ ✮ ✿

♠t♦t❂❢ ❬✵ ❪✰ ❢ ❬ ❧❡♥ ✭ ❢ ✮−✶❪

❢♦r ✐ ✐♥ ❛r❛♥❣❡ ✭✶ ✱ ❧❡♥ ✭ ❢ ✮✴✷−✶✮✿

♠t♦t✰❂✷∗ ❢ ❬ ✐ ∗✷❪✰✹∗ ❢ ❬ ✐ ∗✷−✶❪

♠t♦t❂♠t♦t∗❞① ✴✸ ✳✵
r❡t✉r♥ ♠t♦t

★★

★★ ❋✐❧❡♥❛♠❡ ✿ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✳ ♣②

★★

✶✶✵



★ ❙❡t ✉♣ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs

▲①❂✸✵✳✵

◆①❂✾✵✳✵

♥✉❂✶✵✵

♠✉❂✵✳✵✺

❜❡t❛❂✶✵✵✳✵

t❤❡t❛❇❂✵✳✵

❡rr♦r♠❛①❂✶❡−✶✵

♥♠❛①❂✺✵✵✵✵✵

❞①❂▲①✴✭◆①−✶✮

★❯s❡❞ ✐♥ ■❚▼s ♦♥❧②

❞t❂✵✳✵✵✺

❝❂✶✳✺

★❋✐ ❢ t ❤ ♦r❞❡r ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❡ ① t r ❛ ♣ ♦ ❧ ❛ t ✐ ♦ ♥ ❛♠♣❧ ✐ t✉❞❡

r❡✺ ❂✵✳✽✸✹✷✺✵✶✵✹✺✽

✶✶✶
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