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ентами.  Получено  точное  распределение  плотности  вероятности  местоположения 
частицы  в  произвольный  момент  времени. 

Ключевые  слова  и  фразы:  случайные  движения,  случайные  эволюции,  точ­
ное  распределение,  гиперболические  уравнения  высокого  порядка,  функции  Бес­
селя. 

1.  Введение.  Случайные  движения  с  постоянной  скоростью  на  плоскости, 

управляемые  гиперболическими  уравнениями,  изучались  в  статьях  [1]­[4].  Рассмо­

тренные  модели  различаются  по  числу  возможных  направлений  движения,  которые 

однозначно  определяют  порядок  полученных  уравнений. 

Насколько  известно  авторам,  несмотря  на  разнообразие  рассмотренных  моделей, 

ни  один  из  случаев  не  был  исследован  настолько,  чтобы  стало  возможно  получить 

точное  вероятностное  распределение.  Э т о  в  значительной  степени  было  связано  с 

тем,  что  в  таких  моделях  приходилось  иметь  дело  со  сложными  гиперболическими 

уравнениями  высоких  порядков  с  постоянными  коэффициентами. 

Теперь  мы можем  представить  точное  распределение  случайного  движения  с  по­

стоянной  скоростью на  плоскости  по четырем направлениям,  и его  относительно  про­

стая  структура  определяется  симметрией  рассматриваемой  модели. 

Перейдем  к  краткому  описанию  нашей  модели  и  укажем  ее  отличие  от  случай­

ного  движения  на  плоскости,  рассмотренного  в  [1]. 

2.  Случайное  движение  на  плоскости  и  основные  аналитические  ре­
зультаты.  Предположим,  что  частица  начинает  свое  движение  с  постоянной  ско­

ростью  с  из  точки  (0,  0 )  в  момент  времени  t  =  0.  С  равной  вероятностью  она  может 

выбрать  одну  из  четырех  возможных  начальных полярностей  движения,  которые  мы 

будем  обозначать  символами  (4—h),  (Н—), (—h),  ( ­—)• 

Если  выбрана,  например,  полярность  ( + + ) ,  то  частица  за  интервал  времени  At 

может  делать  либо  горизонтальный  шаг  длины  cAt  параллельно  оси  абсцисс  в  поло­

жительном  направлении,  либо  вертикальный  шаг  высоты  cAt  также  в  положитель­

ном  направлении  параллельно  оси  ординат.  При  фиксированной  полярности  выбор 

горизонтального  либо  вертикального направления  на  каждом  шаге  осуществляется  с 

равной  вероятностью  i  . 

Изменения  полярностей  движения  управляются  однородным  процессом  Пуассо­

на  N(t)  с  параметром  А.  В  моменты  наступления  пуассоновских  событий  текущее 

направление  полярности  меняется.  Если,  например,  частица  имела  на  интервале  вре­

мени  [t, t  +  At)  полярность  движения  ( + + )  и  в  момент  наступления  пуассоновского 

события  двигалась  горизонтально,  то  она  приобретет  полярность  движения  (—|­),  а 

если  движение  происходило  по  вертикали,  то  новой  полярностью будет  (Н—).  Отме­

тим,  что  изменение  полярности  движения  на  противоположное  (по  обеим  координа­

там)  может  происходить  с  вероятностями,  которыми  можно  пренебречь.  Случайное 

движение,  полученное  из  вышеописанного  при  At  —* 0,  имеет  траектории,  предста­

вляющие  собой  ломаные,  каждый  сегмент  которых  параллелен  одной  из  биссектрис 

системы  координат  и направлен  под  прямым углом  к предыдущему  сегменту,  причем 

длина  таких  сегментов  есть  случайная  величина,  распределенная  экспоненциально  с 

параметром  А. 

Пусть 

{ X ( i ) ,  у ( « ) ,  * >  о} 

есть  местоположение  движущейся  частицы  на  плоскости,  a  {D(t),  t  >  0 }  обозначает 

полярность  ее  движения  в  момент  времени  t.  Для  вероятностного  анализа  выше­

описанного  движения  введем  следующие  функции,  представляющие  собой  плотности 

совместного  распределения  координат  частицы  и  полярности  ее  движения: 

/.»(*,  у,  t)  dx  dy  =  P { z  <  X(t)  <  x  +  dx,  у  <  Y(t)  <y  +  dy,  D(t)  =  (a,  6)} ,  (2.1) 
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где  а и Ь —  формальные  символы,  принимающие  значения  полярностей  +  и  —. 

Заметим,  что из  непрерывности  рассматриваемой  модели  следует,  что  сумма 

плотностей  (2.1),  являющаяся  плотностью  распределения  местоположения  частицы, 

содержит  абсолютно  непрерывную  компоненту,  которая  и  является  основной  целью 

нашего  исследования.  Ее существование  вытекает как из физического  смысла  рассма­

триваемой  модели,  так и из  корректности  задачи  Коши  для гиперболического  урав­

нения  с  постоянными  коэффициентами,  которой  она  удовлетворяет  (см.  уравнение 

(3.3)  ниже).  Наличие  же  сингулярной  компоненты  определяется  начальной  концен­

трацией  плотности  в одной  точке  х =  у  =  0 и  конечной  скоростью  распространения. 

Подробнее  мы будем  обсуждать  этот  вопрос  по ходу  нашего  исследования. 

Вероятности  (2.1) удовлетворяют следующей  системе  уравнений  в частных  про­

изводных: 

C d f + +  +  ^ ( / _ + + / + _ ­ 2 / + + ) , 
df++  с  df+  + 

at  2  dx 

df+­ с  df+­

dt  2  dx 

df­+  с  df­  + 

at  ~  2  dx 

df— 

at 

с 

~  2  dx  ~^ 

(2.2) 

2  dy  2 

+ i ^  + ii/~  +  / « ­ v ­ > . ' 

f ^  + ; l/..+ /—•/­.). 

f ^  +  I < / ­ + / ­ + ­ / ~ > ­

Читателю  для  вывода  уравнений  (2.2) следует  заметить,  что точка  (х, у)  до­

стижима  частицей,  имеющей  полярность  движения  (+­(­),  в  момент  времени  t +  At, 

если  в момент  времени  t  частица  находилась  либо  в точке  (х  — cAt,y),  либо  в точке 

(х,  у  — с At),  и  сделала  шаг горизонтально  вправо  либо  вертикально  вверх  соответ­

ственно,  причем  на интервале  времени  [t, t +  At)  не произошло  ни одного  пуассонов­

ского  события.  Понятно,  что если  в  момент  времени  t  частица  имела  полярность 

движения  (—Н)  или (Н—), то в момент  времени  t +  At  она может  иметь  полярность 

( + + ) ,  только если  на интервале  [t, t + At)  произошло  одно  пуассоновское  событие, по­

менявшее  полярность  на ( + + )  с вероятностью  ^ .  Для строгого  обоснования  вывода 

уравнений  (2.2) читателю  следует  обратиться  к работе [1]. 

Для  описания  вероятностного  поведения  описанного  движения  мы введем  следу­

ющие  функции: 

р =  /++  +  /+_  +/_++/__,  «, =  /+++/+_­/_+­/__, 

(2.3) 
г  =  /++  ­  /+­  +  /­+  +  / ­ ­ ,  и =  /++  ­  /+_  ­  /_+  +  /__. 

Теорема  1.  Функции  p,w,z,  и  удовлетворяют  следующей  системе  уравнений 

в  частных  производных: 

ди> _  с  dp  с  du  ^ 

du  с  dz  с  dw 

ё7  ~  2  dx  ~  2  2dy  ~  И' 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для доказательства  теоремы  достаточно  сложить  и 

вычесть  соответствующим образом  уравнения  системы  (2.2). 

З а м е ч а н и е .  Заметим,  что в  работе  [1] исследовано  поведение  такого  слу­

чайного  движения  при условиях,  означающих,  что в системе  (2.4) функция  u(x,y,t) 

всюду  равна  нулю. 

dp  с  dw  с  dz 

Л  ~  2  дх  ~2~dy~ 

dz  _  с  du  с  dp 

~di ~ ~2  дх  ~2ду~ 

3.  Уравнение  для  плотности  вероятности.  Совокупность точек плоскости, 

в  которых  частица  может  побывать  к  моменту  времени  t  после  старта  из  начала 
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координат  х  =  у  =  0,  представляет  собой  квадрат 

Q  =  { ( * , » ) :  р  |у|<  | } .  (3.1) 

Каждая  вершина  этого  квадрата достижима  за  время  t  после  старта  с вероятностью 

i  е ­ Л < ,  что  соответствует  событию,  что  на  интервале  [0,t)  не  произошло  ни  одного 

пуассоновского  события.  Другие  точки границы  3Q  квадрата  Q  достижимы  в  том  и 

только  том  случае,  когда  на  этом  интервале  времени  произошло  только одно  пуассо­

новское  событие.  В  этом  случае  вероятность  местоположения  частицы  распределена 

равномерно  на  границе  8Q. 

Наш  анализ  начинается  выводом уравнения  для  абсолютно  непрерывной  компо­

ненты  р(х,  у,  t)  плотности  распределения 

F(x,  у,  0  =  Р { Х ( < )  <  х,  Y(t)  ^  у}.  (3.2) 

Э т о  потребует  определенных  преобразований,  основанных на свойствах системы  (2.4). 

Теорема  2.  Абсолютно  непрерывная  компонента  р  =  p(x,y,t)  плотности 

распределения  ("А.2)  для(х,у)  £Q—dQ  удовлетворяет  гиперболическому  уравнению 

в  частных  производных  четвертого  порядка 

( д  л*  (в*  а  с 2  f  а2  а2  Л  с 4  /  э2  а2  \ 2  ,  , 

{*
+х

)\ш*­
+

™*­т {ш+

ф})
и+

*{ш­­&)
и=0

­
  (33) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Уравнение  (3.3)  может  быть  получено  из  системы 

(2.4)  следующим  образом. 

Ш а г  1.  Дифференцируя  первое  уравнение  системы  (2.4)  по  времени  t  и  затем 

подставляя  в  него  второе  уравнение  этой  системы,  продифференцированное  по  х,  и 

третье,  продифференцированное  по  у,  мы  получаем 

д2

Р  =  с Ч  а2  а2
  л  др  с 2 _э 2 м_ 

а*2  ~  г 2  t a x 2  +  а»2  / р  а*  +  2  дхду'  (  '  ' 

Ш  а г  2.  Дифференцируя  (3.4) по  времени  t  и затем  подставляя в него  четвертое 

уравнение  системы  (2.4),  продифференцированное  по  х  и  по  у,  мы  получаем 

а2  \  а2р  Ac2  f a 2  а2  \ 
+  % 2 " Г ­ з А а ^ +  1 ­ \ а ^  +  а ^ Г 

а 3

Р  _  с 2  a  f  а2 

at3  ~  г2  а* 1 ах2 

2 A

2 ^ ­ £ l / ­ E ! l ­  +  JE^Ll  f 3  5ч 

at  2 2  \дх2ду  дхду2  у  К  '  ' 

Ш  а  г  3.  Дифференцируя  теперь  (3.5)  по  t  и воспользовавшись формулами  (3.5) 

и  (3.4),  после  несложных  преобразований  получаем  уравнение  (3.3). 

З а м е ч а н и е  1.  Уравнение  (3.3)  может  быть  получено  и  другим  способом, 

а  именно,  вычислением  формального  определителя  системы  (2.4),  как  это  доказано 

в  [Б]. 

З а м е ч а н и е  2.  Уравнение  (3.3)  может  быть  несколько  упрощено  преобра­

зованием  вращения 

£  =  у  +  х,  ц =  у ­ х . 

В  этих  новых переменных  траектории  движения  частицы имеют  вид,  изображенный 

на  рис.  1. 
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А 

Рис.  1. 

Легко  проверить,  что  уравнение  (3.3) в  терминах  новых  переменных  (£, ч)  пре­

образуется  к  виду 

(д  Л2fa2  а  ,  га 2  а2  Л  4  а4« 

U  +  A )  (a^  +  2 A a 7 ­ c { a ^ + a v } J u  +  c W  =  ( 3 ' 6 ) 

В  этих  новых  переменных  (£ ,ч)  множество  точек  достижимости  будет 

<Э'  =  { ( € ,  ч)=  К  +  ч1 < ^ ,  |{ ­  ч|  <  c t } .  (3 .7) 

Для  дальнейшего  анализа  в  уравнении  (3.6)  удобно  сделать  экспоненциальную 

замену  вида 

«(€ .  Ч, О  =  е­* '«; (€ ,  Ч, t ) .  (3.8) 

В  этом  случае  функция  w  =  w(£,  4 ,  t )  должна  быть  решением  уравнения 

д2  (а2  ,  , г а2  а2  Л  4  а4™  ,  , 
W  [W  ­

 А ­ с W +

  av }) • + с 4 Щ = °­  (3­9) 

Уравнение  (3.9) удобно  переписать  в  следующем  виде: 

/ а 2  ,  а2  \  / а 2  ,  а2  \  ,а 2«;  , 

Уравнение  (3.10)  станет  основным  объектом  нашего  дальнейшего  исследования. 

З а м е ч а н и е  3.  Следуя  [7] , заметим,  что  если  А —• оо,  с  —• оо  таким  обра­

зом,  что  ( с 2

/ А )  —• 1, то  уравнение  (3.3) в пределе  обращается  в двумерное  параболи­

ческое  уравнение  теплопроводности 
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или,  в  терминах  переменных  (£, т)), 

ди  _  1  Г дЧ  Э 2 г Л 

dt  ~  2 1  di2  +  дп2  ]' 

Э т о  легко  может  быть  доказано,  если  разделить  обе  части  уравнения  (3.3)  на  А 3  и 

затем  перейти  к пределу  при  указанных  условиях. 

Э т о т  факт  означает,  что  случайное  движение,  описанное  в  п.  2,  является  асим­

птотически  винеровским процессом  на  плоскости,  когда скорость частицы стремится 

к  бесконечности,  а изменения  направления ее  движения  происходят  с бесконечной  ин­

тенсивностью. 

4 .  Точное  распределение  положения  частицы  в  произвольный  момент 

времени.  Для  того  чтобы оперировать  как  можно  более  простыми  формулами,  мы 

представим  точное  распределение  в повернутой  системе  координат  (£, п).  Поскольку, 

как  мы покажем  ниже,  линии  v  =  ± ( £ +  n),  v  — (IJ +  £),  где  0  <  v  <  ct,  образуют  экви­

вероятностные  (равных вероятностей)  кривые для  распределения  (X(t),  Y(t),  t  >  0), 

мы  ограничимся  анализом  функции, р  =  p(v,  t)  (для  0  ^  v  <  ct).  Таким образом,  если 

S*  =  {(t,T,):  |i» + € | < « ,  | ч ­ € | < « } , 

то  интеграл 

Г  p(v,  t)  dv  =  P { ( X ( t ) ,  V( t ) )  €  Sw  ­  S u  }  (4.1) 

Рис.  2. 
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представляет  собой  вероятность  того,  что  частица  находится  в заштрихованной по­

лосе  на рис.  2.  Понятно,  что  внутри  каждой  инфинитезимальной  полосы  вероятность 

местоположения  частицы  распределена  равномерно. 

Равномерное  распределение  имеет  место  также  на границе  волнового  фронта, 

которая  достижима  частицей  за  время  t  после  старта  с  вероятностью  Xte~Xi,  что 

соответствует  случаю,  когда на интервале  [0, t) произошло  только одно  пуассоновское 

событие. 

Теорема  3.  Точное  распределение  р =  p(v, t)  для 0 ^  v <  ct  дается  формулой 

„(„,  t)  =  А  е­*«  J(eA</2  _  е ­ Л < / 2 )  / о  ^ A  v/ c2 t2  _ „ 2 ^ 

(4.2) 

где  /о(х) =  ^ ^ = о ( * 0 ­ 2 ( г / 2 ) 2 *  е с т ь  функция  Бесселя  нулевого  порядка  мнимого 

аргумента,  и Х{*}  есть  индикатор  множества. 

П О Н Я Т Н О , 

P{x(t)  = ±ct,  Y(t)  = о} = P{x(t) = 0,  Y(t)  = ±ct} = \ e~Xi.  (4.3) 

Вероятность  частице  находиться  в момент  времени  t  после  старта  на границе  dQ' 

(без  углов)  распределена  равномерно  и  равна 

PJ  (X(t),  Y(t ) ) £ dQ' — углы j  =  P{ iV( t )  =  l }  =  Me~Xi.  (4.4) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы начнем  доказательство,  заметив,  что все  пре­

образования  v =  J; ±  £, v =  ±(т; +  £)  сводят  уравнение  (ЗЛО)  к  уравнению 

Решения  уравнения  (4.5)  вдоль четырех  сегментов  прямых v =  TI±£,  V  —  ±(ч+£)> 
составляющих  периметр  квадрата  Q',  совпадают.  Таким  образом,  поскольку для 

всех  точек  (£,п),  принадлежащих  периметру  квадрата,  распределение  плотности не 

меняется,  то мы заключаем,  что v  =  JJ ±  £,  v  =  ±(»? +  f )  есть  эквивероятностная 

кривая. 

Уравнение  (4.5)  может  быть  переписано  в виде 

'  д?_ _  2 & ! _ _ х ± \  (  д2  ,  д2 

. d t 2  0  dv2  dt 

в  котором  присутствуют  два оператора  телеграфного  типа. 

Поскольку  функция 

v,  t)  =  e ~ X i ' 2 h  ^ A  ^c2t2  ­  v2^  ,  Q^v<ct, 9{ 

есть  решение  (функция  Грина  задачи  Коши)  уравнения 

д2

  0 д 2  а fd2

  2 д 2  а \ 
—  ­  с2  — ­ + А —  }w  = О, 

\dt2  dv2  at) 

и  функция 

h(v,  t) =  e X i ' 2 I 0  ^ A  ^c2t2  _  „2^  f  o ^ v < c t , 
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есть  решение  уравнения 

\dt2

  6 V 

д
2

  2  а
2

  а\ 
x m ) w  = °> 

то  их  линейная  комбинация 

W(V,  t)  =  A  | е ­ А ' / 2 / о  (  А  ^/ С 2 4 2  _  „ 2 ^ | _ +  Д  | е А < / 2 / О  ^  ^ 2  _  „ 2 ^ |  ( 4 . 7 ) 

для  0  <  w  <  ct  есть  фундаментальное  решение  уравнения  (4.6)  при  любом  выборе 

констант  А  и  В. 

Линейность  и  однородность  уравнения  (4.6)  позволяет  нам  утверждать,  что  и 

интегралы  от  (4.7)  также  являются  решениями.  Таким  образом,  мы  приходим  к 

рассмотрению  решений  вида 

W(V,  t)  =  A  | е ­ Л ' / 2 / о  ( А  ^/С2<2  _  „ 2 ^ |  +  В  | е А * / 2 / О  ^ А  ^ 2 * 2  _  „ 2 ^  | 

+  С £  е ­ л ' / 2 / 0  (А  У с 2

Я 2 _ „ 2 ^  X { 0 ^ < C T } D S 

+  D £  ex>l2h  (А  ^ 2 , 2  _  „ 2 ^ X { 0 < v < c t ) d s .  (4.8) 

Коэффициенты  А,  В,  С, D  должны  быть  выбраны  таким  образом,  чтобы  w  ^  0  для 

О <  v  <  ct  и  было  выполнено  условие 

J  p(v,  t)  dv  =  e ~ A <  w(v,  t)dv  =  l ­  p { ( X ( t ) ,  F ( t ) )  €  dQ'} 

=  1 ­ e ­ A l  ­  ( A t ) e ­ A 1 .  (4.9) 

Поскольку  [6] 

I o  ^ A  ^/C2<2  _  „ 2 ^  d „  =  £  ( e A</2  _  e ~ A</2 j  (  ( 4  1 Q ) 

мы  легко  получаем 

£  p(v,  t)dv=^  e " A <  j A  ( l  ­  e ­ A l )  +  В  ( e A <  ­  l ) 

+  c f * ( l ­ e ­ x ' ) d s  +  D £ ( e x ' ­ l ) d s } 

=  £ | A ( e ­ A ' ­ e ­ 2 A < )  +  B ( l ­ e ­ A < ) 

+  С  ( t e ­ A l  +  i  e ­ 2 A 1  ­  i  e ~ A l )  +  D  (  ­  t e " A <  +  ±  ­  ±  e ^ A < )  J 

=  ( п р н А  =  ­А,  B =  A,  C  = ­^,  J D =

A I ) = i _ e ­ ^ ­ ( A t ) e ­ 4 
\  2c  2c  2c  2 c / 

Э т о  завершает  доказательство  нашей  теоремы. 

З а м е ч а н и е .  По  нашему  мнению,  тот  факт,  что  при  каждом  столкновении 

(происходящем  в пуассоновский  момент  времени),  частица  изменяет  направление  сво­

его  движения  под  прямым  углом  (вправо  или  влево),  есть  основное  объяснение  того 

замечательного  обстоятельства,  что распределение  вероятностей  удалось  получить  в 
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явном  виде  (из  гиперболического  уравнения  четвертого  порядка),  и  что  оно  обладает 

относительно  простой  формой.  Читатель  может  легко  переписать  результат  (4.2) 

в  исходных  переменных  (г,  у),  в  которых  эквивероятностные  кривые  есть  х  =  ±«, 

у  =  ±v,  0  ^  v  <  (ct /2) . 

Авторы  признательны  рецензенту  за  квалифицированные  замечания,  позволив­

шие  внести  улучшения  в  первоначальный  вариант  статьи. 
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О  МЕТОДЕ  ГИЛЬБЕРТОВА  ПРОСТРАНСТВА 
ДЛЯ  ОЦЕНИВАНИЯ  СРЕДНИХ  ЗНАЧЕНИЙ 1 ) 

Рассматриваются  так  называемые  псевдо­наилучшие  оценки  среднего,  при­
менимые  к общим бесконечномерным  моделям.  Устанавливаются свойства  несме­
щенности,  состоятельности,  асимптотической  эффективности. 

Ключевые  слова  и  фразы:  псевдо­наилучшие  оценки,  несмещенные,  состоя­
тельные,  асимптотически  эффективные  оценки. 

Метод  гильбертова  (евклидова)  пространства  для  оценивания  средних  значений 

в  его  наиболее  классическом  варианте  дает  известные  оценки  наименьших  квадра­

тов,  различные  обобщения  которых  занимают  важное  место  в  приложениях  мате­

матической  статистики.  Одним  из  таких  обобщений  были  так  называемые  псевдо­
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