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Abstract: 

We analyze the correlations in patterns of trading for members of the Italian interbank trading 

platform e-MID. The trading strategy of a particular member institution is defined as the sequence of 

(intra-) daily net trading volumes within a certain semester. Based on this definition, we show that 

there are significant and persistent bilateral correlations between institutions' trading strategies. In 

most semesters we find two clusters, with positively (negatively) correlated trading strategies within 

(between) clusters. We show that the two clusters mostly contain continuous net buyers and net sellers 

of money, respectively, and that cluster memberships of individual banks are highly persistent. 

Additionally, we highlight some problems related to our definition of trading strategies. Our findings 

add further evidence on the fact that preferential lending relationships on the micro-level lead to 

community structure on the macro-level. 
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s♦♠❡ ♦t❤❡r ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐t② str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ♥❡t✇♦r❦ t❤❡② ❛♥✲
❛❧②③❡ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❇♦ss ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✮✱ ❋r✐❝❦❡ ❛♥❞ ▲✉① ✭✷✵✶✷✮ str❡ss t❤❛t ❛♣❛rt
❢r♦♠ t❤❡ ❈P str✉❝t✉r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♠♠✉♥✐t② str✉❝t✉r❡ ✇❤❛ts♦❡✈❡r ✐♥ t❤❡
■t❛❧✐❛♥ ❡✲▼■❉ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ❝❧❛✐♠s✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ♦❢
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞
❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ♦✈❡r♥✐❣❤t ✐♥t❡r❜❛♥❦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡✲▼■❉ tr❛❞✲
✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢r♦♠ ❏❛♥✉❛r② ✶✾✾✾ t♦ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✶✵✳ ❙♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥t♦
❤❛❧❢✲②❡❛r❧② s✉❜s❛♠♣❧❡s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✭✐♥tr❛✲✮ ❞❛✐❧② ♥❡t tr❛❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛s t❤❡ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳✶ ❲❡ ✜♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞ ♣❡rs✐st❡♥t ❜✐❧❛t❡r❛❧ ❝♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✬ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ ■♥ ♠♦st s❡♠❡st❡rs ✇❡ ✜♥❞
t✇♦ ❛♥t✐✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❝❧✉st❡rs ♦❢ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ❜❛♥❦s t❡♥❞
t♦ tr❛❞❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ ❜❛♥❦s ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❧✉st❡r✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ✐s ❜♦t❤
✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❤❡r❞✐♥❣ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ❜❛♥❦s✬ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r
❛ ❜❛♥❦ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥❡t ❜✉②❡r ♦r ♥❡t s❡❧❧❡r ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ t❤❡ ♦♥❧② ❞❡✜♥✐♥❣
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢♦r ✐ts ❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✐♥ t❤✐s ❛♥♦♥②♠♦✉s ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤✐s ✐s

✶❙❡❡ ❑②r✐❛❦♦♣♦✉❧♦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❢♦r ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❈♦♠♣❛r❛❜❧❡ st✉❞✐❡s ❛❧s♦ ❡①✐st
❢♦r t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ tr❛❞✐♥❣ ♠❡♠❜❡rs ✐♥ st♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❩♦✈❦♦ ❛♥❞ ❋❛r♠❡r ✭✷✵✵✼✮✱ ❛♥❞
❚✉♠♠✐♥❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✳

✷



✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ■♦r✐ ❡t✳ ❛❧ ✭✷✵✵✼✮ ✇❤♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r
❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✲▼■❉ ❞❛t❛ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✾✾✲✷✵✵✷✱ ❛♥❞
❢♦✉♥❞ t✇♦ ❝❧✉st❡rs ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠♦st❧② ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❜❛♥❦s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡
❛❧s♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳
❖✈❡r❛❧❧✱ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ q✉✐t❡ ♣❡rs✐st❡♥t ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡❧②
✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ●❋❈✳ ❲❡ ❛❞❞ ❢✉rt❤❡r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧
❧❡♥❞✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦✲❧❡✈❡❧ ❧❡❛❞ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐t② str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡
♠❛❝r♦✲❧❡✈❡❧✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ s❡❝t✐♦♥ ✷ ❜r✐❡✢②
✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ❡✲▼■❉ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ❞❛t❛✱ s❡❝t✐♦♥ ✸ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ s❡❝t✐♦♥ ✹ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✷ ❉❛t❛s❡t

❚❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠❛r❦❡t ❢♦r ✐♥t❡r❜❛♥❦ ❞❡♣♦s✐ts ✭❡✲▼■❉✮ ✐s ❛ s❝r❡❡♥✲
❜❛s❡❞ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r tr❛❞✐♥❣ ✉♥s❡❝✉r❡❞ ♠♦♥❡②✲♠❛r❦❡t ❞❡♣♦s✐ts ✐♥ ❊✉r♦s✱ ❯❙✲
❉♦❧❧❛rs✱ P♦✉♥❞ ❙t❡r❧✐♥❣✱ ❛♥❞ ❩❧♦t② ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ ▼✐❧❛♥ t❤r♦✉❣❤ ❡✲▼■❉ ❙♣❆✳✷

❚❤❡ ♠❛r❦❡t ✐s ❢✉❧❧② ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ✈❡r② ❧✐q✉✐❞❀ ✐♥ ✷✵✵✻ ❡✲▼■❉ ❛❝❝♦✉♥t❡❞
❢♦r ✶✼✪ ♦❢ t♦t❛❧ t✉r♥♦✈❡r ✐♥ t❤❡ ✉♥s❡❝✉r❡❞ ♠♦♥❡② ♠❛r❦❡t ✐♥ t❤❡ ❊✉r♦ ❛r❡❛
❛♥❞ ❝♦✈❡rs ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♦✈❡r♥✐❣❤t ❞❡♣♦s✐t ♠❛r❦❡t ✐♥ ■t❛❧②✳
❆✈❡r❛❣❡ ❞❛✐❧② tr❛❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡s ✇❡r❡ ✷✹✳✷ ❜♥ ❊✉r♦ ✐♥ ✷✵✵✻✱ ✷✷✳✹ ❜♥ ❊✉r♦ ✐♥
✷✵✵✼ ❛♥❞ ♦♥❧② ✶✹ ❜♥ ❊✉r♦ ✐♥ ✷✵✵✽✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❛t✉r✐t✐❡s r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ♦✈❡r♥✐❣❤t ✉♣ t♦ ♦♥❡ ②❡❛r✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s (> 80%) ❛r❡ ♦✈❡r♥✐❣❤t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡
❧♦❛♥s ❛r❡ ✉♥s❡❝✉r❡❞✳ ■♥ ❆✉❣✉st ✷✵✶✶✱ ❡✲▼■❉ ❤❛❞ ✶✾✷ ♠❡♠❜❡rs ❢r♦♠ ❊❯
❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❯❙✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✶✵✶ ✇❡r❡ ❞♦♠❡st✐❝ ✭■t❛❧✐❛♥✮ ❛♥❞ ✻✶ ✐♥t❡r♥❛✲
t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❦s✳✸ ❚❤✐s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t st❛❜❧❡ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛s ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s ❛ ❝❧❡❛r ❞♦✇♥✇❛r❞ tr❡♥❞ ✐♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ■t❛❧✐❛♥ ❜❛♥❦s ♦✈❡r t✐♠❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❛r❣❡ ❞r♦♣
❛❢t❡r t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ●❋❈ ✭s❡♠❡st❡r ✶✽✮ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①✐t ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥
❜❛♥❦s✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ■t❛❧✐❛♥
❜❛♥❦s ✇❡♥t ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦♥st❛♥t tr❛❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ t❤✐s s❡❣♠❡♥t
✉♥t✐❧ ✷✵✵✽✳✹ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✉♣✇❛r❞ tr❡♥❞ ♦❢ tr❛❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡s ✇❛s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡
t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❜❛♥❦s ✉♥t✐❧ ✷✵✵✽✱ ✇❤✐❝❤ ✈✐rt✉❛❧❧② ❢❛❞❡❞
❛✇❛② ❛❢t❡r t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ❝r✐s✐s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝②❝❧✐❝❛❧✐t② ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❜❛♥❦s✬
❛❝t✐✈✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ❜❛♥❦s ♦♥❧②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❢♦r r❡❛s♦♥s

✷▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡✲▼■❉ ✇❡❜s✐t❡✱ s❡❡ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡✲♠✐❞✳✐t✴✳
✸❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✷✾ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦s ❛♥❞ ✶ ♠✐♥✐str② ♦❢ ✜♥❛♥❝❡ ❛❝t❡❞ ❛s ♠❛r❦❡t ♦❜s❡r✈❡rs✳
✹❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ■t❛❧✐❛♥ ❜❛♥❦s ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❞♦♠❡st✐❝

♠❡r❣❡rs ❛♥❞ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✳
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❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❛❝t✐✈❡ ❜❛♥❦s ✇✐t❤✐♥ t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❡♠❡st❡rs✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❜❛♥❦s ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ tr❛❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✭r✐❣❤t✮ ♦✈❡r
t✐♠❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ s♣❧✐t t❤❡ tr❛❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥t♦ ♠♦♥❡② ❣♦✐♥❣ ♦✉t ❢r♦♠
■t❛❧✐❛♥ ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ❜❛♥❦s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ tr❛❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦❧❧♦✇s ❛ q✉♦t❡✲❞r✐✈❡♥ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❛
❧✐♠✐t✲♦r❞❡r✲❜♦♦❦ ✐♥ ❛ st♦❝❦ ♠❛r❦❡t✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛r❦❡t
✐s tr❛♥s♣❛r❡♥t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ q✉♦t✐♥❣ ❜❛♥❦s✬ ■❉s ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r
❜❛♥❦s✳ ◗✉♦t❡s ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t s✐❞❡ ✭❜✉② ♦r s❡❧❧ ♠♦♥❡②✮✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✱ t❤❡
✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t✉r✐t②✳ ❚r❛❞❡s ❛r❡ r❡❣✐st❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ❜❛♥❦ ✭❛❣❣r❡ss♦r✮
❛❝t✐✈❡❧② ❝❤♦♦s❡s ❛ q✉♦t❡❞ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ q✉♦t❡ s✐③❡ ✐s ✶✳✺ ♠✐❧❧✐♦♥ ❊✉r♦s✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ tr❛❞❡ s✐③❡ ✐s ♦♥❧② ✺✵✱✵✵✵ ❊✉r♦s✳ ❚❤✉s✱ ❛❣❣r❡ss♦rs ❞♦
♥♦t ❤❛✈❡ t♦ tr❛❞❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❛♠♦✉♥t q✉♦t❡❞✳ ❚❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❝r❡❞✐t
❧✐♥❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❜❡❢♦r❡ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱ s♦ tr❛❞❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❜♦t❤ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✐❡s✳ ❚❤❡ ♠❛r❦❡t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t ❜✐❧❛t❡r❛❧
tr❛❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✐❡s✳ ❈♦♥tr❛❝ts ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡tt❧❡❞ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❚❆❘●❊❚✷ s②st❡♠✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛❧❧ r❡❣✐st❡r❡❞ tr❛❞❡s ✐♥ ❊✉r♦ ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❢r♦♠ ❏❛♥✉❛r②
✶✾✾✾ t♦ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✶✵✳✺ ❋♦r ❡❛❝❤ tr❛❞❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ t✇♦ ❜❛♥❦s✬ ■❉ ♥✉♠❜❡rs
✭❛♥♦♥②♠♦✉s t♦ ✉s✮✱ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❛❣❣r❡ss♦r ❛♥❞ q✉♦t❡r✮✱ t❤❡ ♠❛t✉✲
r✐t② ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t②♣❡ ✭❜✉② ♦r s❡❧❧✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛❧❧ ♦✈❡r♥✐❣❤t
tr❛❞❡s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✶✱✸✶✼✱✻✼✾ tr❛❞❡s✳
❚❤❡ ❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ s②st❡♠✬s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡✳
❍❡r❡ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✷✹ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡♠✐✲❛♥♥✉❛❧ s✉❜s❛♠♣❧❡s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❦s✬ tr❛❞✐♥❣
str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡ ✜♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦r❡✲♣❡r✐♣❤❡r② str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ♥❡t✇♦r❦

✺❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❋✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ✭✐♥ ♣r♦❣r❡ss✮ ❛♥❞
❋r✐❝❦❡ ❛♥❞ ▲✉① ✭✷✵✶✷✮✳
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✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t
✜♥❞ ❛♥② ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♠✉♥✐t② str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✉s✐♥❣ ✉s✉❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t②
❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② ❝❧✉st❡rs ♦❢ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s
✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✭✐♥tr❛✲✮ ❞❛✐❧② tr❛❞✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ♦❢
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s✳

✸ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❚r❛❞✐♥❣ ❙tr❛t❡❣✐❡s

✸✳✶ ▼❡❛s✉r✐♥❣ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❇❡t✇❡❡♥ ❙tr❛t❡❣✐❡s

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s ❛♥♦♥②♠♦✉s✱ ❡❛❝❤ ❜❛♥❦ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜②
❛ ✉♥✐q✉❡ ■❉✲♥✉♠❜❡r✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛❧❧ s❛♠♣❧❡ ❜❛♥❦s
♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❞❛t❛s❡t
✐♥t♦ ✷✹ ❤❛❧❢✲②❡❛r❧② ✐♥t❡r✈❛❧s ✭s❡♠❡st❡rs✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
s✉❜s❛♠♣❧❡s✳✻ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐✈✐❞❡ ❡❛❝❤
s❡♠❡st❡r ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛❞✐♥❣ s❡ss✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ■♦r✐ ❡t✳ ❛❧ ✭✷✵✵✼✮ ✉s❡
❛ ❋♦✉r✐❡r ♠❡t❤♦❞ t♦ ✉s❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛❞❡ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❧❡ ❑②r✐❛❦♦♣♦✉❧♦s ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✾✮ ✉s❡ ❞❛✐❧② ❞❛t❛✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ❡❛❝❤ ❞❛② ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞ ❝❛♥
❜❡ ♥❛t✉r❛❧❧② s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ tr❛❞✐♥❣ s❡ss✐♦♥s✱ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢
tr❛❞❡s ♦❝❝✉r ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳✼ ❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❡s ❜② t❤❡ t✐♠❡ ♦❢
t❤❡ ❞❛②✳✽ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t r♦✉❣❤❧② ✷✺✪ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡s ♦❝❝✉r ❜❡t✇❡❡♥
✾ ❛♥❞ ✶✵❛♠✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ✐♥ ■♦r✐ ❡t✳ ❛❧ ✭✷✵✵✽✮✱ ❛♥❞ ✇❡
❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❢❛❝t st❛❜❧❡ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✳✾

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs✱ ✇❡ s♣❧✐t ❡❛❝❤ ❞❛② ✐♥t♦ ❛ ♠♦r♥✐♥❣ s❡ss✐♦♥ ✭✽❛♠✲
✶✷❛♠✮ ❛♥❞ ❛ ❛❢t❡r♥♦♦♥ s❡ss✐♦♥ ✭✶✷♣♠✲✻♣♠✮✳ ■♥ t♦t❛❧✱ ♦✉r s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s
✸✱✵✼✸ ❞❛②s✱ s♦ ✇❡ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ✻✱✶✹✻ tr❛❞✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
♦❢ t❤❡ ❜❛♥❦s✬ tr❛❞✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t②✱ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤
✇❡r❡ ❛❝t✐✈❡ ✐♥ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛t ❧❡❛st θ = 50% ♦❢ ❛❧❧ tr❛❞✐♥❣ s❡ss✐♦♥s ✐♥ ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡♠❡st❡r✳✶✵ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤♦s❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❛❝t✐✈❡ ♦✈❡r ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✳ ●✐✈❡♥ t❤❡
♥❡❣❛t✐✈❡ tr❡♥❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ■t❛❧✐❛♥ ❜❛♥❦s✱ ✐t ✐s ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ t❤❛t
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛♥❦s ❡♥❞✐♥❣ ✉♣ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛❧s♦ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦✈❡r t✐♠❡✱
s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳

✻▲❛t❡r ♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳
✼◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❛❧s♦ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ ❡❛❝❤ ❞❛② ✸ ♦r

✹ tr❛❞✐♥❣ s❡ss✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s ✇✐t❤♦✉t ❛♥②
❛❝t✐✈✐t② ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜✐♥t❡r✈❛❧s✳

✽❚❤❡ s❛♠❡ r❡♠❛r❦s ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s❛❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡s✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳
✾❙❡❡ ■♦r✐ ❡t✳ ❛❧ ✭✷✵✵✼✮ ❢♦r ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ts t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ✐♥tr❛✲❞❛②

♣❛tt❡r♥s✳
✶✵❲❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❢♦r ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ✳

✺
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Average fraction of trades by time of the day.

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❆❝t✐✈✐t② ❜② t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛②✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❡s
♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛② ✭❤♦✉r❧② ✐♥t❡r✈❛❧s✮✳
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Number of sample banks over time (quarterly).

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❜❛♥❦s ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s❡♠❡st❡r✱ ❛ ❜❛♥❦
✐s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐❢ ✐t ✇❛s ❛❝t✐✈❡ ✐♥ ❛t ❧❡❛st θT tr❛❞✐♥❣ s❡ss✐♦♥s✱
✇✐t❤ T ❛s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛❞✐♥❣ s❡ss✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
s❡♠❡st❡r✳

✻
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Cyclical behavior

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❜❛♥❦s✬ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ✐♥t❡r❜❛♥❦
♠❛r❦❡t✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♣❧♦t ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ s✉♠s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✐❣♥❡❞ str❛t❡✲
❣✐❡s ✭✶✱✲✶✱✵✮ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ♥♦t
❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧②✱ ❜✉t t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛❞✐♥❣ st②❧❡s✳ ❚❤❡
❧❡❢t ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❜✉②❡r✴s❡❧❧❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s
❛ ❤✐❣❤❧② ❝②❝❧✐❝❛❧ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣②✳

❋♦r ❡❛❝❤ tr❛❞✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥st✐t✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ tr❛❞✐♥❣
str❛t❡❣② ❛s t❤❡ ♥❡t tr❛❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ ❊✉r♦s✳ ◆❡t ✈♦❧✉♠❡ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❜✉②
✈♦❧✉♠❡ ✭♠♦♥❡② ❜♦rr♦✇❡❞ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❜❛♥❦s✮ ♠✐♥✉s t♦t❛❧ s❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ✭♠♦♥❡②
❧❡♥t t♦ ♦t❤❡r ❜❛♥❦s✮✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❜❛♥❦ ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ♥❡t ✈♦❧✉♠❡
✐s ❛ ♥❡t ❜✉②❡r ✭s❡❧❧❡r✮ ♦❢ ♠♦♥❡②✳ ❇❛♥❦s ✇✐t❤ ❛ ③❡r♦ str❛t❡❣② ✇❡r❡ ❡✐t❤❡r
✐♥❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐♥❣ s❡ss✐♦♥ ♦r ❡♥❞❡❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ✢❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❢t❡r ❜✉②✐♥❣
❛♥❞ s❡❧❧✐♥❣ ❡q✉❛❧ ❛♠♦✉♥ts✳✶✶ ❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✭s✐❣♥❡❞✮
tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r t❤r❡❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❛❝t✐✈❡ ❞✉r✐♥❣ ♠♦st ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❲❡ s❡❡ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞
str❛t❡❣✐❡s✱ ✇✐t❤ ❜❛♥❦s ❛❝t✐♥❣ ❛s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜✉②❡rs✴s❡❧❧❡rs ✭❧❡❢t ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ ♣♦ss✐❜❧② ❝②❝❧✐❝❛❧✱ ♣❛tt❡r♥s ✭r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮✳

■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ str❛t❡❣② ♠❛tr✐① S ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N × T ✱ ✇❤❡r❡
T ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛❞✐♥❣ s❡ss✐♦♥s ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡♠❡st❡r ❛♥❞ N
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❜❛♥❦s ✐♥ t❤✐s s❡♠❡st❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❡❛❝❤ s❡♠❡st❡r t❤❡
str❛t❡❣② ♠❛tr✐① ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜❛♥❦s✱ t❤✉s ✐❣✲
♥♦r✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❜❛♥❦s t❤❛t ♠✐❣❤t ❛❝t r❡❧❛t✐✈❡❧② ✐♥❢r❡q✉❡♥t❧②✳✶✷

✶✶❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡❞ s✐❣♥❡❞ str❛t❡❣✐❡s ✭s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❩♦✈❦♦ ❛♥❞ ❋❛r♠❡r ✭✷✵✵✼✮✮✱
✇❤❡r❡ ✇❡ ❛ss✐❣♥ ❛ ✰✶✱ ✲✶ ♦r ❛ ✵ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡r ❢♦r♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❣✐✈❡♥ t❤❛t ♦✉r ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝❧♦s❡❞✱ ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡❞ ✈❡rs✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t ❛ ❜❛♥❦ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ str❛t❡❣②
✐♥ ❡❛❝❤ tr❛❞✐♥❣ s❡ss✐♦♥✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s str❛t❡❣②
✇✐t❤ ♦t❤❡r str❛t❡❣✐❡s✳

✶✷■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ❝❧♦s❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❜❛♥❦s✳

✼
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Q = T/N ✳

■♥ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜❛♥❦✲s♣❡❝✐✜❝
t✐♠❡✲s❡r✐❡s ✭♠❡❛♥ ❡q✉❛❧ t♦ ✵ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✮✳ ❋♦r ♦✉r s❛♠♣❧❡ ♣❡✲
r✐♦❞✱ T ∼ 240✱ ✇❤✐❧❡ N ✈❛r✐❡s ♦✈❡r t✐♠❡ ❛s s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✳ ■♥ t♦t❛❧✱ NT = 218
❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ s❛♠♣❧❡✱ ❜✉t ♦❜✈✐♦✉s❧② ♥♦t ❡❛❝❤ ❜❛♥❦ ✐s
❛❝t✐✈❡ ✐♥ ❡❛❝❤ s❡♠❡st❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❛t✐♦ Q = T/N ✐s ♥♦t ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r
t✐♠❡ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤✐s r❛t✐♦ ❡①❝❡❡❞s ✶ ❢♦r t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ r❡❧✐❛❜❧② ❡st✐♠❛t❡ ❛❧❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳✶✸

❋r♦♠ t❤❡ str❛t❡❣② ♠❛tr✐① St ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ N × N s❡♠✐✲❛♥♥✉❛❧
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s Ct ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✬ str❛t❡❣✐❡s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦r✲
♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❡❛rs♦♥ ❡st✐♠❛t♦r ✭s❡❡ ▲❛❧♦✉① ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✮

Ct =
1

T − 1
StS

T
t , ✭✶✮

✇✐t❤ ()T ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐①✳
❆ ❝♦❧♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ♦❢ ✷✵✵✻ ❝❛♥

❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❉❛r❦ ❝♦❧♦rs r❡♣r❡s❡♥t ❤✐❣❤ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤
✇❛r♠ ❛♥❞ ❝♦❧❞ ❝♦❧♦rs ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳ ❆s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❜❡❧♦✇✱ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t❤❡
r❛✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t
♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ■♥ ❜♦t❤
❝❛s❡s✱ t❤❡ t✇♦ ✭❛♥t✐✲❝♦rr❡❧❛t❡❞✮ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ r❡❛❞✐❧② ✈✐s✐❜❧❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢

✶✸❋♦r ❛ s❡t ♦❢ N t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T ✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥s N(N−1)
2 ❡♥tr✐❡s

✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② NT ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■❢ T ✐s ♥♦t ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ N ✱
t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❡①t❡♥t ♥♦✐s②✳ ❲❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t ♠❛♥②
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠ ♠❛tr✐① t❤❡♦r② r❡q✉✐r❡ Q ≥ 1✱ s❡❡ ❜❡❧♦✇✳

✽
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Filtered correlation matrix
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ♦❢ ✷✵✵✻✳ ▲❡❢t✿ r❛✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳
❘✐❣❤t✿ ✜❧t❡r❡❞ ♠❛tr✐①✳ ❲❛r♠ ❝♦❧♦rs r❡♣r❡s❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥s✱ ❝♦❧❞ ❝♦❧♦rs ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡s✳ ❲❤✐t❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞
str❛t❡❣✐❡s✳

♥♦✐s② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ♠❛tr✐①✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇
❜❡❧♦✇ t❤❛t s✐♠✐❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❤♦❧❞ ❢♦r ♠♦st s❡♠❡st❡rs✳

❆s ❛ ✜rst r♦✉❣❤ ❢♦r♠❛❧ t❡st ❢♦r t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ t✲t❡st ❛ss✉♠✐♥❣ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳ ▲❛t❡r ♦♥✱
✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ t❤♦r♦✉❣❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ t❡sts✱ ❜✉t ❡✈❡♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❧r❡❛❞② q✉✐t❡ s✉❣❣❡st✐✈❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✼ s❤♦✇s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧✱ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱
t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ q✉✐t❡ ❧❛r❣❡✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝❧♦s❡ t♦ ✺✵✪ ✇❤✐❝❤
❝❧❡❛r❧② ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ✺✪ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t r❛♥❞♦♠❧② ✇✐t❤ ❛ ✺✪ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ t❡st✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✱ ♠♦st❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳

✸✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ▼❛tr✐❝❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝✱
❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✭s❡❡ ❇♦✉❝❤❛✉❞ ❛♥❞ P♦tt❡rs ✭✷✵✵✸✮✮✳
❲❡ ❞❡♥♦t❡ vi ❛s t❤❡ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ it❤ ❡✐❣❡♥✲
✈❛❧✉❡ λi✱

✶✹ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ s♦rt❡❞ ❢r♦♠ ❧❛r❣❡st t♦ s♠❛❧❧❡st✱ s✉❝❤
t❤❛t λ1 ≥ λ2 · · · ≥ λN ✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts j = 1, · · · , N s✉❝❤ t❤❛t Cvi = λivi✳ ❚❤✉s✱ λi ✐s

✶✹❲❡ ❞r♦♣ t❤❡ t✐♠❡✲✐♥❞✐❝❡s ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦ s❛✈❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧❡❛r
t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢♦r ❡❛❝❤ s❡♠❡st❡r✱ ❛♥❞ t❤✉s t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳

✾
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Fraction of Significant Correlations.

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ st❛♥❞❛r❞
t✲t❡st t❡st✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛t t❤❡
✺✪ ❧❡✈❡❧✳

t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r✳

✸✳✷✳✶ ❚✐♠❡✲P❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s

❆s ❛ ✜rst st❡♣✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ st❛❜❧❡
♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ❤❡❧♣❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❡①♣❡❝t tr❛❞✐♥❣
str❛t❡❣✐❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧✉st❡rs✱ t♦ ❜❡ q✉✐t❡ ♣❡rs✐st❡♥t✳ ■♥ t❤✐s
✇❛②✱ t❤❡ t✐♠❡✲♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❛✐rs ♦✛❡rs ❛ ✜rst t❡st ❢♦r
s♣✉r✐♦✉s♥❡ss✱ s✐♥❝❡ s♣✉r✐♦✉s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❧✐❦❡❧② t♦ ♣❡rs✐st ✐♥ t✐♠❡✳ ■♥
❝♦♥tr❛st✱ ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡rs✐st❡♥t✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s
❛r❡ ❛❧s♦ ❧✐❦❡❧② t♦ ♣❡rs✐st ✐♥ t✐♠❡✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ tr❛❝❦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ♦✈❡r t✐♠❡✱ ✇❡ ❝❛♥ t❡st ✇❤❡t❤❡r
t❤❡ ✭t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣✮ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✬ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✳ ■♥ t♦t❛❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ NT = 218 ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✐♥
♦✉r s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ (N2

T −NT )/2 =
23, 653 r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t✇♦ s❛♠♣❧❡ ❜❛♥❦s ♠❛② ❜❡ ❛❝t✐✈❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
s❡♠❡st❡rs✱ s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❢♦r
❛❧❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❥♦✐♥t❧② ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛t ❧❡❛st t✇♦ s❡♠❡st❡rs✱ ✇❡
❝❛♥ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
③❡r♦ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ t✲t❡st ❛ss✉♠✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ r❡s✐❞✉❛❧s✳✶✺

❉♦✐♥❣ t❤✐s✱ ✇❡ ✜♥❞ ✸✱✷✵✸ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ✺✪ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡

✶✺◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ ❥♦✐♥t t❡st ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡
❤✐❣❤❧② ✈♦❧❛t✐❧❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳
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Relative size.

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❆❜s♦❧✉t❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ✭r✐❣❤t✮ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✺ ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢
C ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
❜② t❤❡✐r t♦t❛❧ s✉♠ N ✳

❧❡✈❡❧✱ ✐✳❡✳ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ r♦✉❣❤❧② ✶✵✪ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❛✐rs ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ✇❛② ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t♦
♦❝❝✉r ✐♥ ❛ ♣✉r❡❧② r❛♥❞♦♠ ❢❛s❤✐♦♥✳✶✻ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s✬ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
③❡r♦ ♦✈❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①♣❡❝t ❛♥② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝❧✉st❡rs
t♦ ♣❡rs✐st ♦✈❡r t✐♠❡✳

✸✳✷✳✷ ❚✐♠❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛r❣❡st ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡s

❋♦r ❛ s❡t ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ C ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳ ■❢ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ♦❢
✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❡①❛❝t❧② ❡q✉❛❧ ✶ ✭s❡❡ ❩♦✈❦♦
❛♥❞ ❋❛r♠❡r ✭✷✵✵✼✮✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ✐✐❞ ●❛✉ss✐❛♥ t✐♠❡✲s❡r✐❡s ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜② ✜♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❆s ❛ ✜rst st❡♣✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡
❛❜s♦❧✉t❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❙✐♥❝❡

∑

i λi = N ✱
✇❡ ❝❛♥ st❛♥❞❛r❞✐③❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
♦✈❡r t✐♠❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✽ s❤♦✇s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ❜♦t❤
✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s ✭t♦♣ ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ✭❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧✮✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s✱ ✐♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
t❡r♠s✱ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♠✐❣❤t ❡①♣❡❝t ❛t ❧❡❛st t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ t♦ ❝❛rr②

✶✻❍❡r❡ ✇❡ ❞✐sr❡❣❛r❞ t❤♦s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❛✐rs ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛♥❦s t❤❛t ✇❡r❡ ♥❡✈❡r ❥♦✐♥t❧② ❛❝t✐✈❡✳
❚❛❦✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s t♦ r♦✉❣❤❧② ✷✵✪✳
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✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳ ❊①❝❡♣t
❢♦r t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✱ ✐ts ❛❜s♦❧✉t❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐s q✉✐t❡ str♦♥❣✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ✭r❡❧❛t✐✈❡✮ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t♦
✜❢t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❢❛r ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ♦✈❡r t✐♠❡✳✶✼

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡ ✉s ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♥❡t✇♦r❦
✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛✛❡❝ts t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r t♦
❞❡✜♥❡ t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ❝❧✉st❡rs✳✶✽

✸✳✷✳✸ ❘❛♥❞♦♠ ▼❛tr✐① ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❉❡♥s✐t②

❍❡r❡ ✇❡ t❡st t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡s✉❧ts
❢r♦♠ r❛♥❞♦♠ ♠❛tr✐① t❤❡♦r② ✭❘▼❚✮✳ ■t ✐s ✇❡❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥✲
✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❡♣❛r❛t❡ tr✉❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠
♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s✱ tr❛♥s❧❛t❡s ✐ts❡❧❢ t♦ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✐✐❞ r❛♥❞♦♠ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ str❛t❡❣② ♠❛tr✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ r❛♥❞♦♠ ❲✐s❤❛rt ♠❛tr✐❝❡s ♦r ▲❛❣✉❡rr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❘▼❚✳✶✾✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛✱ ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢♦r N ✐✐❞
●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T ✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ❢♦r N r❛♥❞♦♠ ✉♥❝♦r✲
r❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T ✱ ✐♥ t❤❡ ✭t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝✮ ❧✐♠✐t T,N −→ ∞✱ ✇✐t❤
Q = T/N ≥ 1✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s p(λ) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❢♦r♠

p(λ) =
Q

2πσ2

√

(λmax − λ)(λ− λmin)

λ
, ✭✷✮

✇✐t❤
λmax

min = σ2(1 + 1/Q± 2
√

1/Q), ✭✸✮

✇❤❡r❡ σ2 ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ❞✉❡ t♦ t❤❡
st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ λ ∈ [λmin, λ

max]✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✮ ❛♥❞ ✭✸✮ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✇❡❧❧✲
❦♥♦✇♥ ▼❛r↔❡♥❦♦✲P❛st✉r ✭▼P✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ✐✐❞ ●❛✉ss✐❛♥
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ▼❛r↔❡♥❦♦ ❛♥❞ P❛st✉r ✭✶✾✻✼✮✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢❛❧❧✐♥❣ ♦✉t✲
s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✸✮ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❝❛rr② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✶✼◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♠♦♥✐t♦rs ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❝❧✉st❡r ✐♥ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✐③❡ ❛♥❞ ✐ts ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❝❛rr② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❧✉st❡rs✱ s❡❡ ❋r✐❡❞♠❛♥ ❛♥❞ ❲❡✐s❜❡r❣ ✭✶✾✽✶✮✳

✶✽❲❡ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❜♦♦tstr❛♣✲t❡sts ♦♥ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ r❛♥❞♦♠❧② r❡s❤✉✤❡❞ ❜✉② ❛♥❞ s❡❧❧ ♣❡r✐♦❞s ❢♦r t❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✱ ❝♦♥str✉❝t❡❞
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❘▼❚ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞
❜❡❧♦✇✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣♦♥ r❡q✉❡st✳

✶✾❙❡❡ ▲❛❧♦✉① ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮

✶✷



0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
eigenvalues

Actual vs. predicted eigenvalues

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ▼P
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❢♦r s❡♠❡st❡r ✾✳ ❇❧❛❝❦ ❜❛rs ✐♥❞✐❝❛t❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✐❣❡♥✲
✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ r❡❞ ❜❧♦❝❦ s❤♦✇s t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✸✳

❛❜♦✉t t❤❡ s②st❡♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐t✐♥❣ r❡✲
s✉❧t ❛♥❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r Q ❝❤❛♥❣❡s ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❞❡♥s✐t② ✉♥❞❡r t❤❡ ♥✉❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ s❡♠❡st❡r t♦
s❡♠❡st❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ r✉♥ s❡♣❛r❛t❡ t❡sts ❢♦r ❡❛❝❤ s❡♠❡st❡r✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♠✲
♣❛r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❞❡♥s✐t✐❡s t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✉♥❞❡r
t❤❡ ♥✉❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ Q ✐♥ ❊q✳ ✭✸✮✳✷✵

❋✐❣✉r❡ ✾ s❤♦✇s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡r❡
✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✭❜❧❛❝❦ ❜❛rs✮ ✇✐t❤ t❤❡ r❛♥❣❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜②
❘▼❚ ✭r❡❞ ❛r❡❛✮✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❧✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡
r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ▼P ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡♠❡st❡r✱ ✺ ❡✐❣❡♥✲
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ▼P ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ♦♥❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✱ ♦♥❡ ♦❢ ♠❡❞✐✉♠ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
s✐③❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❢♦r ♠♦st ♣❡r✐♦❞s✱ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✺ ♦r ✻
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥✉❧❧✳✷✶ ❚❤✐s
✐s ❢✉rt❤❡r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲r❛♥❞♦♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡❛r ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ❜♦t❤ N ❛♥❞ T
❛r❡ q✉✐t❡ s♠❛❧❧✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ s♠❛❧❧✲s❛♠♣❧❡ ❜✐❛s❡s✳✷✷ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱

✷✵◆♦t❡ t❤❛t σ ❛♥❞ Q ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✜t ♦❢ t❤❡ ▼P ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✷✶◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❛❧s♦ ✈❛❧✉❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ λmin✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧
♥♦t ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✷✷❲❡ ❢♦✉♥❞ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♦t❤❡r ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞s✱ ❡✳❣✳ ②❡❛r❧② ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r
s❡❧❡❝t❡❞ s❛♠♣❧❡s✱ ❡✳❣✳ ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r θ✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❛r❡ q✉✐t❡ ❝♦♥✜❞❡♥t t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❞♦
♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ❝r✉❝✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✳
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Maximum eigenvalue vs. theoretical prediction

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ λmax✱ ❛s ❞❡✲
✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✸✳

t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥✱ ❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♠♦st ♦❢ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡
❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✜❧t❡r ♦✉t t❤❡ ♥♦✐s② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝❧✉st❡rs ♦❢ tr❛❞✐♥❣
str❛t❡❣✐❡s ♠♦r❡ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣❧②✳

✸✳✷✳✹ ❋✐❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ▼❛tr✐❝❡s

❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❜✉❧❦ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
▼P ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ C ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♥♦✐s❡✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤♦s❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ r❛♥❣❡ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦
❝♦♥t❛✐♥ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t② str✉❝t✉r❡✱
✐✳❡✳ t❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❡ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✳✷✸ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡
✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ✜❧t❡r ♦✉t t❤❡ ♥♦✐s② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✱
✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❑✐♠ ❛♥❞ ❏❡♦♥❣ ✭✷✵✵✺✮✳✷✹

❲✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦s❡
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① C ❛s

C =
N
∑

i=1

λiviv
′

i, ✭✹✮

✷✸■♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ▲✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮
❛♥❞ s❡t ✉♣ ❛ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ s♣❡❝tr❛✳

✷✹❙✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ st♦❝❦ r❡t✉r♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
▲❛❧♦✉① ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✱ P❧❡r♦✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✱ ❛♥❞ ▲✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳

✶✹



✇❤❡r❡ vi ❛♥❞ λi ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛❜♦✈❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦♥❧② t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❡✇ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
♥♦♥✲r❛♥❞♦♠ str✉❝t✉r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ✜❧t❡r❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡s❡
❣r♦✉♣s ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❛❧ s✉♠ ♦❢ ❊q✳ ✭✹✮✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Cg✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♣♦s✐t
t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ ❛
❣r♦✉♣ ♣❛rt ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣❛rt ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ s♠❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ▼P ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳✷✺ ❚❤✉s✱
✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛s

C = C
g +C

r =

Ng
∑

i=1

λiviv
′

i +
N
∑

i=Ng+1

λiviv
′

i. ✭✺✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Cg ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡❛❞✐♥❣
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ✐ts ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡ ✇❡ s✐♠♣❧② ✉s❡ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✲
✈❡❝t♦r ♦♥❧② (Ng = 1)✱ ❜✉t t❤❡ r❡s✉❧ts ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳✷✻

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ r❛✇ ❛♥❞ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳

✸✳✸ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❚r❛❞✐♥❣ ❇❡❤❛✈✐♦r

❲❡ ❤❛✈❡ ❜♦t❤ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛♥❦s✬ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡✲
❣✐❡s ❛r❡ q✉✐t❡ ♣❡rs✐st❡♥t ❛♥❞ t❤❛t ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♠❛tr✐❝❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❡①❝❡❡❞ t❤♦s❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥❝♦rr❡✲
❧❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✐✳❡✳ ♥♦♥✲
r❛♥❞♦♠ str✉❝t✉r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ s❡❡♥
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤
✐s ✇❤② ✇❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✜❧t❡r❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦♥❧②✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❡❝✲
t♦r ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❝❧✉st❡rs ♦❢ tr❛❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳✷✼ ❲❡ ✉s✉❛❧❧② ✜♥❞ t✇♦

✷✺◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ st♦❝❦s r❡t✉r♥s t❤✐s ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ t❤❡
✜rst ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡st✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ❵♠❛r❦❡t✬ ✐ts❡❧❢✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ r♦✉❣❤❧② ❡q✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦♥ ❛❧❧ st♦❝❦s
✇✐t❤ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥✳ ❙❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ P❧❡r♦✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✳
❲❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❵♠❛r❦❡t✬ ✈❡❝t♦r ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡❀ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s
♠♦r❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✇✐t❤ r♦✉❣❤❧② ❡q✉❛❧ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤✐s ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧s♦ ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ s❡❡ ●✉❤r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮✳

✷✻❲❡ ❢♦✉♥❞ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♣♣❡r
❧✐♠✐t ❜② ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳

✷✼❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞❡❞ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳ ❖♥❡
✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t❤❛t t❤❡② r❡♠❛✐♥ s✐❧❡♥t ❛❜♦✉t t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳

✶✺



❝❧✉st❡rs ♦❢ ❜❛♥❦s✱ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✱ ❜✉t
❛♥t✐✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t
t❤❡ ❜❛♥❦s ✐♥ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r t❡♥❞ t♦ tr❛❞❡ ✐♥ s✐♠✐❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦✉♥✲
t❡r♣❛rt✐❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❧✉st❡r✳ ❆t ✜rst s✐❣❤t✱ t❤✐s r❡s✉❧t ♠❛②
s❡❡♠ tr✐✈✐❛❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦♥❡② ♠❛r❦❡t t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ♦♥❡ ❜✉②❡r ❛♥❞ ♦♥❡
s❡❧❧❡r✱ s♦ s♦♠❡ ❜❛♥❦s ✇✐❧❧ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛✈❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s✳ ❇✉t ✇❤❛t ✐s
s✉r♣r✐s✐♥❣ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s❛♠♣❧❡ ❜❛♥❦s✮ ❛♥❞ ♣❡rs✐st ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤✉s✱ ❜❛♥❦s ❛♣♣❡❛r t♦ ❤❛✈❡ ♣r❡❢❡rr❡❞
❝♦✉♥t❡r♣❛rt✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡② t✉r♥ t♦ r❡♣❡❛t❡❞❧② ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡
✇✐❧❧✐♥❣ t♦ tr❛❞❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧
❜❡❧♦✇✳

✸✳✸✳✶ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▲❡❛❞✐♥❣ ❊✐❣❡♥✈❡❝t♦rs

❖✉r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ✐♥t♦
♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ s✐❣♥ ❡♥❞ ✉♣ ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r✱✷✽ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♦❢ ❜❛♥❦ j
(gj) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

gj =











1 ✐❢ vj1 > 0,

−1 ✐❢ vj1 < 0,

0 ✐❢ j ✇❛s ✐♥❛❝t✐✈❡✳

✭✻✮

❲❡ ❞♦ t❤✐s ❢♦r ❡❛❝❤ s❡♠❡st❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♦♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
s❡♠❡st❡r ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❋♦r ♠♦st ♣❡r✐♦❞s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡
s✐♠✐❧❛r ♣❛tt❡r♥s✱ ✇✐t❤ t✇♦ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ ❛♥t✐✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ str❛t❡✲
❣✐❡s✱ ❛♥❞ ❛ t❤✐r❞ ❣r♦✉♣ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜❛♥❦s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦st❧②
✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡st ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ❝❧❡❛r str❛t❡❣② ✐♥ t❤✐s ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r s❡♠❡st❡r✳ ❋♦r s♦♠❡ s❡♠❡st❡rs✱ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ♠♦r❡ ♦❜✈✐♦✉s t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡✱ ❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✶ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ♦❢
✶✾✾✾✳ ■♥ t❤✐s ♣❡r✐♦❞✱ ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥② str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ r❛✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♠❛tr✐①✱ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r r❡♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① s❤♦✇s ❛ s✐♠✐❧❛r str✉❝t✉r❡ ❛s t❤❡
❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣s ❜❡✐♥❣ r❛t❤❡r s♠❛❧❧✳

✸✳✹ ❚✐♠❡✲P❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❈❧✉st❡rs

❙♦ ❢❛r ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❧♦♦❦❡❞ ❛t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s
❢♦r ❡❛❝❤ s❡♠❡st❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ♥♦♥✲

✷✽■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❡✈❡♥ ❢✉rt❤❡r ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ✐s ❛❧r❡❛❞② s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝❧✉st❡rs✳

✶✻



Correlation matrix

 

 

50 100 150

20

40

60

80

100

120

140

−0.5 0 0.5

Filtered correlation matrix

 

 

50 100 150

20

40

60

80

100

120

140

−0.5 0 0.5

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ♦❢ ✶✾✾✾✳ ▲❡❢t✿ r❛✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳
❘✐❣❤t✿ ✜❧t❡r❡❞ ♠❛tr✐①✳ ❲❛r♠ ❝♦❧♦rs r❡♣r❡s❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥s✱ ❝♦❧❞ ❝♦❧♦rs ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡s✳ ❲❤✐t❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞
str❛t❡❣✐❡s✳

Frequency matrix

 

 

20 40 60 80

10

20

30

40

50

60

70

80

−0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6

Reordered Frequency matrix

 

 

20 40 60 80

10

20

30

40

50

60

70

80

−0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❋r❡q✉❡♥❝② ♠❛tr✐① F✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳ ▲❡❢t✿ r❛✇ ♠❛tr✐①✳
❘✐❣❤t✿ ❛❢t❡r r❡♦r❞❡r✐♥❣✳

r❛♥❞♦♠ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝❧✉st❡rs ♦✈❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡
t✐♠❡✲♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❛✐rs ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ ❍❡r❡
✇❡ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t✇♦ s❛♠♣❧❡ ❜❛♥❦s t❡♥❞ t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡rs ♦✈❡r
t✐♠❡✳ ■❢ s♦✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲s♣✉r✐♦✉s♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
❝❧✉st❡rs ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠❛tr✐① F✱ ✇❤❡r❡
❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t fij ∈ [0, 1] ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♠❡st❡rs t❤❛t t✇♦ ❜❛♥❦s
✇❡r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ♠✐♥✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♠❡st❡rs t❤❛t t❤❡② ✇❡r❡ ✐♥
❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♠❡st❡rs t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❜❛♥❦s
✇❡r❡ ❥♦✐♥t❧② ❛❝t✐✈❡✳

✶✼



Bt St Et

Bt−1 ✳✻✽✸✷ ✳✷✶✶✽ ✳✶✵✺✵
St−1 ✳✶✽✵✼ ✳✻✾✾✻ ✳✶✶✾✼
Et−1 ✳✵✷✼✷ ✳✵✸✸✶ ✳✾✸✾✼

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐①✿ B✱ S ❛♥❞ E st❛♥❞ ❢♦r ❜✉②❡r✱ s❡❧❧❡r✱ ❛♥❞ ❡①✐t✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✶✷ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❡①❡r❝✐s❡✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t❤❡
r❛✇ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ♠❛tr✐①✱ ❜✉t ❛❢t❡r r❡♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡
✐♥❞✐❝❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♦❢
t❤✐s ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ str✐❦✐♥❣✿ t❤❡ t✇♦ ❝❧✉st❡rs ❛♣♣❡❛r ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❧❛r❣❡ ❡♥tr✐❡s ✭✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s✮
✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠❛tr✐①✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ♦♥❧② st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤✐s ✐s str♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲r❛♥❞♦♠♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❢✲②❡❛r❧② ♠❛✲
tr✐❝❡s✱ s♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ■❢ ❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣
✇❛s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❛♥❞♦♠✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳

❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s
✐s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❧✉s✲
t❡r✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❝❧✉st❡rs ❝♦♥t❛✐♥ t❤♦s❡ ❜❛♥❦s ✇❤✐❝❤ ♠❛✐♥❧② ❜♦✉❣❤t
❛♥❞ s♦❧❞ ♠♦♥❡② ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ s♦ ✇❡ ❧❛❜❡❧ t❤❡ ❝❧✉st❡rs B ❛♥❞ S✳
❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①✐t ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✭E✮✱ ❚❛❜❧❡ ✶ s❤♦✇s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✻✽✳✸✷✪ t❤❛t ❛ ❜❛♥❦ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥ t❤❡ ❜✉② ❝❧✉s✲
t❡r ✐♥ t❤❡ ❧❛st ♣❡r✐♦❞ (Bt−1) ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤✐s ❝❧✉st❡r ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❡r✐♦❞✳
❚❤✐s ✐s ✇❛② ❛❜♦✈❡ ✺✵✪✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ✐❢ ❝❧✉st❡r ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✇❛s
❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❛♥❞♦♠ ✭✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①✐t✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ♠❛tr✐① ❛r❡ ❧❛r❣❡st✱ s♦ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❡rs✐s✲
t❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢
❋r✐❝❦❡ ❛♥❞ ▲✉① ✭✷✵✶✷✮✱ ✇❤♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❡rs✐s✲
t❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❦s✬ str❛t❡❣✐❡s ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r✐❡s✱ ❧❡♥❞❡rs✱ ♦r
❜♦rr♦✇❡rs✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ q✉❛rt❡r❧② ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❲❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ str❡ss t❤❛t✱ s✐♥❝❡
♦✉r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♦♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡
❧❡❛❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡s❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧♦s❡
t♦ ③❡r♦ ✐✳❡✳ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❝♦♠❡s ❛s ♥♦ s✉r♣r✐s❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✉② t♦ t❤❡ s❡❧❧ ❝❧✉st❡r ✭♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮ ✐s ❛❧s♦ q✉✐t❡
❤✐❣❤✱ ✇✐t❤ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✷✶✳✶✽✪✳ ❚❤✐s ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② ❜❛♥❦s ✇✐t❤ ❧❡ss ❝❧❡❛r tr❛❞✲
✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ♣✉t t❤❡♠ r❛♥❞♦♠❧② ✐♥ ♦♥❡ ♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❝❧✉st❡r✳
❖♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤✐s ❡✛❡❝t s❤♦✉❧❞ ✈❛♥✐s❤ s✐♥❝❡ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♦❢
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦✈❡r t✐♠❡✳ P (x|y) s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ st❛t✉s y t♦ x✳ B✱ S ❛♥❞ E st❛♥❞ ❢♦r ❜✉②❡r✱ s❡❧❧❡r✱
❛♥❞ ❡①✐t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❲❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r② st❛❜❧❡ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳
■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ r❡♠❛r❦s ✐♥ ❋r✐❝❦❡ ❛♥❞ ▲✉① ✭✷✵✶✷✮✱ t❤❡r❡ ❛♣♣❡❛rs
t♦ ❜❡ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ r❡✈❡rs❛❧ ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢ ♦❢
✷✵✵✶ ✭s❡♠❡st❡r ✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ❋r✐❝❦❡ ❛♥❞ ▲✉① ✭✷✵✶✷✮ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
str✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦ ✐♥ ♠❛♥② t✐♠❡✲s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡✲▼■❉ ❞❛t❛s❡t✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱
t❤❡ ●❋❈ ✭st❛rt✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ s❡♠❡st❡r ✶✽✮ ✐s ❤❛r❞❧② ✈✐s✐❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♦♠❡✇❤❛t
s✉r♣r✐s✐♥❣ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❝♦r❡ ❜❛♥❦s t❡♥❞❡❞ t♦ r❡✈❡rs❡ t❤❡✐r str❛t❡❣✐❡s ❞✉r✐♥❣ t❤✐s
t✐♠❡ ✭❝❢✳ ❋r✐❝❦❡ ❛♥❞ ▲✉① ✭✷✵✶✷✮✮✳

✸✳✺ ❆ ❈❧♦s❡r ▲♦♦❦ ❛t t❤❡ ❈❧✉st❡rs

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ t❛❦❡ ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❧✉st❡rs✳
❚❤❡ ✉s✉❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ❛♥t✐✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❝❧✉st❡rs ✐s t❤❛t
❜❛♥❦s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r str❛t❡❣✐❡s ✭✐✳❡✳ t❡♥❞ t♦ tr❛❞❡ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✱ tr❛❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❜❛♥❦s ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❧✉st❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ■♦r✐ ❡t✳
❛❧ ✭✷✵✵✼✮ st❛t❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❝❧✉st❡rs ❝♦♥t❛✐♥ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❜❛♥❦s✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❝❤ t❡♥❞ t♦ tr❛❞❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❆t ✜rst s✐❣❤t✱ t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
♠❛❦❡s ✐♥t✉✐t✐✈❡ s❡♥s❡✱ s✐♥❝❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱
✐❢ t❤❡ t✇♦ ❜❛♥❦s t❡♥❞ t♦ tr❛❞❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ tr❛❞✐♥❣
s❡ss✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ tr❛❞✐♥❣ s❡ss✐♦♥s ✐s ✐♠♣♦r✲
t❛♥t✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ♣♦✐♥t✿ s✉♣♣♦s❡ ❜❛♥❦ ❆ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
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❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ▼♦st ❛♥t✐✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✭s✐❣♥❡❞✮ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ s❡♠❡st❡r ✸✳

❜✉②❡r ❞✉r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ s❡♠❡st❡r✳ ❲✐t❤ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐t ❜✉②s ✶ ❊✉r♦ ♦♥ t❤❡
♠❛r❦❡t ♦r ✐s ✐♥❛❝t✐✈❡ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❛❞✐♥❣ s❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ tr❛❞✐♥❣
✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❜❛♥❦ ❆ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t✐♠❡✳ ◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❜❛♥❦ ❇ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜✉②❡r ♦❢ ♠♦♥❡②✱ ❛❧✇❛②s
❜✉②✐♥❣ ✶ ❊✉r♦ ✇❤❡♥ ❜❛♥❦ ❆ ✐s ✐♥❛❝t✐✈❡✳ ❆❣❛✐♥ ❜❛♥❦ ❇✬s ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ tr❛❞✲
✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ❲❤❛t ❞♦❡s
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❦s✬ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s t❡❧❧ ✉s ❛❜♦✉t t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥✲
s❤✐♣❄ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦
❜❛♥❦s ✇✐❧❧ ❜❡ ✲✶✳ ❖❜s❡r✈❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♠❛② t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ s♣✉r✐♦✉s✱
✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t✇♦ str❛t❡❣✐❡s ♠❛② t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ tr❛❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡s✱ ❜✉t ♥♦t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ tr❛❞✐♥❣
s❡ss✐♦♥s✳ ◗✉✐t❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤✐s ❢❛❝t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ✇❡
❦♥♦✇ ♦❢ ♥♦ ♣❛♣❡r t❤❛t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❤✐s ❞❡t❛✐❧ ❛❢t❡r
✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✳✷✾

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❋✐❣✉r❡s ✶✹ ❛♥❞ ✶✺✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ s❤♦✇
t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ tr❛❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡s ✭s✐❣♥❡❞ str❛t❡❣✐❡s✮ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦st ❛♥t✐✲
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❜❛♥❦s ✐♥ s❡♠❡st❡r ✸ ❛♥❞ ✶✵✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✺ s❤♦✇s t❤❡
✉s✉❛❧ ♣❛tt❡r♥✱ ♥❛♠❡❧② ♦♥❡ ❜❛♥❦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❜✉②s ♠♦♥❡② ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦t❤❡r ❜❛♥❦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② s❡❧❧s ♠♦♥❡② ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ❛♥❞ t❤❡
❜❛♥❦s t❡♥❞ t♦ tr❛❞❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ tr❛❞✐♥❣ s❡ss✐♦♥s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❋✐❣✉r❡ ✶✹
s❤♦✇s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❜❛♥❦s ✇✐t❤✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡
tr❛❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡✱ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r str❛t❡❣✐❡s✱ ❡♥❞ ✉♣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs s✐♠♣❧②
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② t❡♥❞ t♦ tr❛❞❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧②✳

❆❧❧ ✐♥ ❛❧❧✱ t❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✇❡ ♠✐❣❤t ♥♦t r❡❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡ ✇❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞

✷✾◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ■♦r✐ ❡t✳ ❛❧ ✭✷✵✵✼✮ ❛❧s♦ s✉✛❡rs ❢r♦♠ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ▼♦st ❛♥t✐✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✭s✐❣♥❡❞✮ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ s❡♠❡st❡r ✶✵✳

❧✐❦❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ✉s✐♥❣ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥❧②
♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❛❝t✐✈❡ ❜❛♥❦s✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ s♠❛❧❧ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡❧②
❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦❡❞
t❤❛t ♦♥❡ ❝❧✉st❡r ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❜❛♥❦s t❤❛t t❡♥❞ t♦ ❜✉② ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✱
✇❤✐❧❡ ❜❛♥❦s ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❧✉st❡r t❡♥❞ t♦ s❡❧❧ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✳ ❆s ❛♥♦t❤❡r
r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱
✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤♦s❡ tr❛❞✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ❜❛♥❦s ✇❡r❡ ❥♦✐♥t❧② ❛❝t✐✈❡✳ ❲❤✐❧❡
t❤✐s ❛✛❡❝ts ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤♦s❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❜❛♥❦s t❡♥❞ t♦ tr❛❞❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧②✱
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❛tt❡r♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s r❡♠❛✐♥
✉♥❛✛❡❝t❡❞✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ tr❛❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝❧✉st❡rs
❛r❡ r♦✉❣❤❧② ❡q✉❛❧✱ s♦ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ✐♥❞❡❡❞ t❡♥❞ t♦ tr❛❞❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s s❤♦✇✱ t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ❛t t✐♠❡s ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡
t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝❧✉st❡rs✳ ❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣✱ t❤❡ st♦r② ✐s ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r t❤❛♥
❡①♣❡❝t❡❞✿ t❤❡ t✇♦ ❝❧✉st❡rs ❝♦♥t❛✐♥ t❤♦s❡ ❜❛♥❦s ✇✐t❤ ❝❧❡❛r tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s
♦✈❡r t✐♠❡✱ ✐✳❡✳ ♠♦st❧② ❜✉②✐♥❣ ♦r s❡❧❧✐♥❣ ♠♦♥❡② ❞✉r✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡♠❡st❡r✳

❲❡ ❛❧s♦ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❈P ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❋r✐❝❦❡ ❛♥❞
▲✉① ✭✷✵✶✷✮✱ s✐♥❝❡ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❛t ♦♥❡ ❝❧✉st❡r ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦r❡ ❜❛♥❦s ✭✇❤✐❝❤
❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❛❝r♦ss ♠❛♥② ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ❡✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r tr❛❞✐♥❣
str❛t❡❣✐❡s✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❧✉st❡r ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣❡r✐♣❤❡r② ♣❡r✐♣❤❡r② ❜❛♥❦s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✜♥❞ ❛♥② ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✳✸✵ ❋✐❣✉r❡ ✶✻ s❤♦✇s
❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♣♣❛r❡♥t❧② ♥♦ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝♦r❡♥❡ss ♦❢ ❜❛♥❦s ✐♥ ♦♥❡ ♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡r❡ ✇❡ s❡❡ t❤❡ s❛♠❡

✸✵◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ■♦r✐ ❡t✳ ❛❧ ✭✷✵✵✼✮✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦r❡♥❡ss
♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡s ✭❛s ♣r♦①②
❢♦r ❜❛♥❦ s✐③❡✮ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ❝♦r❡✲♣❡r✐♣❤❡r② ♠♦❞❡❧✳ ❋✐❧t❡r❡❞
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ♦❢ ✷✵✵✻✱ ✇✐t❤ ❝♦r❡ ❜❛♥❦s
❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② ❜❧❛❝❦ ❞♦ts ♦♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳

✭✜❧t❡r❡❞ ❛♥❞ r❡♦r❞❡r❡❞✮ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❝♦r❡ ❜❛♥❦s
❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠❛r❦❡❞ ❜② ❛ ❜❧❛❝❦ ❞♦t ♦♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❚❤❡r❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡
♥♦ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦r❡✲♣❡r✐♣❤❡r② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ❝❧✉st❡rs✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦r❡ ❜❛♥❦s ❛r❡ s♣r❡❛❞ s♦♠❡✇❤❛t ❡✈❡♥❧② ♦✈❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❣✐✈❡♥ t❤❛t ❝♦r❡ ❜❛♥❦s t❡♥❞ t♦ ❛❝t ♦♥ ❜♦t❤ ♠❛r❦❡t s✐❞❡s✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧❡❛r t❤❛t
t❤❡ ❝♦r❡ ❜❛♥❦s ✉s✉❛❧❧② ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ❛♥t✐✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✭❜✉②
❛♥❞ s❡❧❧✮ str❛t❡❣✐❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❤♦❧❞ ❢♦r ♦t❤❡r s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ✐s ♥♦t ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦r❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣
♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ♠♦st ❝♦r❡ ❜❛♥❦s ❛❝t
❛s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r✐❡s ❛♥❞ t❡♥❞ t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ ♠♦♥❡② ❛❝r♦ss t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s②st❡♠✱
r❛t❤❡r t❤❛♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✉♣ ❧❛r❣❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇❛②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦r❡
❜❛♥❦s ❛r❡ s♣r❡❛❞ ❡✈❡♥❧② ❛❝r♦ss t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳

■t ✇♦✉❧❞✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❜❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ r❡❧❛t❡ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s t♦ ❡①t❡r♥❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜❛♥❦s✱ ❡✳❣✳ ✉s✐♥❣ ❜❛❧❛♥❝❡ s❤❡❡t ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❛♥♦♥②♠✐t② ♦❢ ♦✉r ❞❛t❛s❡t ♠❛❦❡s s✉❝❤ ❛♥ ❡①❡r❝✐s❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡
✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝❛rr② ♦✉t s✉❝❤ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦♥✲
❛♥♦♥②♠♦✉s ❞❛t❛s❡ts✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❛✐♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠❡ ✉♣
✇✐t❤ r❡❛❧✐st✐❝ ❛❣❡♥t✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ♠❛r❦❡t✳

✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ tr❛❞✐♥❣ ❢♦r
♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ✐♥t❡r❜❛♥❦ tr❛❞✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠ ❡✲▼■❉✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t
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t❤❡r❡ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞ ♣❡rs✐st❡♥t ❜✐❧❛t❡r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✬
tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ ♠♦st s❡♠❡st❡rs ✇❡ ✜♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ t✇♦ ❛♥t✐✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝❧✉st❡rs ♠♦st❧② ❝♦♥t❛✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
♥❡t ❜✉②❡rs ❛♥❞ ♥❡t s❡❧❧❡rs ♦❢ ♠♦♥❡②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡rs✱ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❧✉st❡r ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s✱ ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ♣❡rs✐st❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡
❤❛✈❡ ❛❧s♦ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉r
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♠❛②
❜❡ s♣✉r✐♦✉s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t✇♦ str❛t❡❣✐❡s ♠❛② ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧
✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ tr❛❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡s✱ ❜✉t ♥♦t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐♥❣
t✐♠❡✳

❖✉r ✜♥❞✐♥❣s ❛❞❞ ❢✉rt❤❡r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❧❡♥❞✐♥❣
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦✲❧❡✈❡❧ ❧❡❛❞ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐t② str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦✲
❧❡✈❡❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❞❡s♣✐t❡ ✜♥❞✐♥❣ ♥♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐t② str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡
✉s✉❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❈P str✉❝t✉r❡✱ s❡❡ ❋r✐❝❦❡
❛♥❞ ▲✉① ✭✷✵✶✷✮✱ tr❛❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡✲▼■❉ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧②
str✉❝t✉r❡❞ ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❡r♠s ♦❢ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ❡❛❝❤ tr❛❞❡
✐♥✈♦❧✈❡s t✇♦ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✐❡s✱ ✐✳❡✳ ❛ ❜✉②✐♥❣ ❛♥❞ ❛ s❡❧❧✐♥❣ s✐❞❡✱ ✐t ♠❛② ❛♣♣❡❛r
tr✐✈✐❛❧ t❤❛t ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥❝❡
s❤♦✇s t❤❛t ♠♦st ❜❛♥❦s t❡♥❞ t♦ ❤❛✈❡ r❛t❤❡r st❛❜❧❡ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ♦✈❡r
t✐♠❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡② t❡♥❞ t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ♦✈❡r t✐♠❡✱ tr❛❞✐♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ s❛♠❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✐❡s✳

■♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s
✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛✐♠ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦
t❡st t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✉❧❛t♦r② ♠❡❛s✉r❡s ✐♥ ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r② s❡tt✐♥❣✳ ❲❡
❛r❡ st✐❧❧ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ❜❛♥❦✐♥❣
♥❡t✇♦r❦s✳

✷✸



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❇♦ss✱ ▼✳✱ ❍✳ ❊❧s✐♥❣❡r✱ ▼✳ ❙✉♠♠❡r✱ ❛♥❞ ❙✳ ❚❤✉r♥❡r ✭✷✵✵✹✮✿ ✏◆❡t✇♦r❦
t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ♠❛r❦❡t✱✑ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✹✭✻✮✱ ✻✼✼✕✻✽✹✳

❇♦✉❝❤❛✉❞✱ ❏✳✲P✳✱ ❛♥❞ ▼✳ P♦tt❡rs ✭✷✵✵✸✮✿ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❘✐s❦ ❛♥❞
❉❡r✐✈❛t✐✈❡ Pr✐❝✐♥❣ ✲ ❋r♦♠ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ P❤②s✐❝s t♦ ❘✐s❦ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ✭✷♥❞
❊❞✐t✐♦♥✮✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❈♦❝❝♦✱ ❏✳ ❋✳✱ ❋✳ ❏✳ ●♦♠❡s✱ ❛♥❞ ◆✳ ❈✳ ▼❛rt✐♥s ✭✷✵✵✾✮✿ ✏▲❡♥❞✐♥❣ r❡❧❛✲
t✐♦♥s❤✐♣s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ♠❛r❦❡t✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t✐♦♥✱
✶✽✭✶✮✱ ✷✹✕✹✽✳

❈r❛✐❣✱ ❇✳✱ ❛♥❞ ●✳ ✈♦♥ P❡t❡r ✭✷✵✶✵✮✿ ✏■♥t❡r❜❛♥❦ t✐❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦♥❡② ❝❡♥✲
t❡r ❜❛♥❦s✱✑ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ P❛♣❡r✱ ❙❡r✐❡s ✷✿ ❇❛♥❦✐♥❣ ❛♥❞ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s
✶✷✴✷✵✶✵✱ ❉❡✉ts❝❤❡ ❇✉♥❞❡s❜❛♥❦✳

❉❡ ▼❛s✐✱ ●✳✱ ●✳ ■♦r✐✱ ❛♥❞ ●✳ ❈❛❧❞❛r❡❧❧✐ ✭✷✵✵✻✮✿ ✏❋✐t♥❡ss ♠♦❞❡❧ ❢♦r
t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ♠♦♥❡② ♠❛r❦❡t✱✑ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❊✱ ✼✹✭✻✮✱ ✻✻✶✶✷✳

❋✐♥❣❡r✱ ❑✳✱ ❉✳ ❋r✐❝❦❡✱ ❛♥❞ ❚✳ ▲✉① ✭✐♥ ♣r♦❣r❡ss✮✿ ✏❚❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ■♥t❡r❜❛♥❦
◆❡t✇♦r❦✿ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇✱✑ ■♥ ♣r♦❣r❡ss✳✱ ❑✐❡❧ ■♥s✐t✉t❡ ❢♦r t❤❡ ❲♦r❧❞ ❊❝♦♥♦♠②✳

❋r✐❝❦❡✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❚✳ ▲✉① ✭✷✵✶✷✮✿ ✏❈♦r❡✲P❡r✐♣❤❡r② ❙tr✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡
❖✈❡r♥✐❣❤t ▼♦♥❡② ▼❛r❦❡t✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✲▼■❉ ❚r❛❞✐♥❣ P❧❛t❢♦r♠✱✑
❑✐❡❧ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡rs ✶✼✺✾✱ ❑✐❡❧ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r t❤❡ ❲♦r❧❞ ❊❝♦♥♦♠②✳

❋r✐❡❞♠❛♥✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❍✳ ❋✳ ❲❡✐s❜❡r❣ ✭✶✾✽✶✮✿ ✏■♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❡✐❣❡♥✲
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱✑ ❊❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ Ps②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t✱
✹✶✭✶✮✱ ♣♣✳ ✶✶✕✷✶✳

●✉❤r✱ ❚✳✱ ❆✳ ▼ü❧❧❡r✲●r♦❡❧✐♥❣✱ ❛♥❞ ❍✳ ❆✳ ❲❡✐❞❡♥♠ü❧❧❡r ✭✶✾✾✽✮✿
✏❘❛♥❞♦♠ ▼❛tr✐① ❚❤❡♦r✐❡s ✐♥ ◗✉❛♥t✉♠ P❤②s✐❝s✿ ❈♦♠♠♦♥ ❈♦♥❝❡♣ts✱✑
P❤②s✳ ❘❡♣✳✱ ✷✾✾✱ ✶✾✵✕✹✷✺✳

❍❛❧❞❛♥❡✱ ❆✳ ✭✷✵✵✾✮✿ ✏❘❡t❤✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱✑ ❙♣❡❡❝❤ ❞❡❧✐✈✲
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