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TRANSDUCTIONS DES LANGAGES DE CHOMSKY

par Maurice NIVAT

Introduction.

I. L’origine de ce travail est pratique. Les langages de programmation
sont définis par des régles précises qui en font pour 'essentiel des
langages “context-free”’, (désignés plus loin sous le nom de C-langages).
Ce fut le mérite de N. Chomsky d’introduire a des fins purement lin-
guistiques cette structure [2], et celui des créateurs du langage Algol de
voir tout le parti qu'en pouvait tirer les utilisateurs de machines a
calculer [14] : restaient 4 résoudre deux problémes d’ailleurs étroi-
tement liés 'un a autre :

— décrire des algorithmes de reconnaissance, c’est-a-dire des
algorithmes permettant de décider connaissant les régles de formation
des phrases d’un tel langage si une phrase donnée appartient ou non a
ce langage et retrouver en cas de réponse favorable la suite des régles
au moyen desquelles cette phrase peut étre formée (comme phrase du
langage). Cest le probléme de I'analyse syntaxique (cf. [11] [28]).

— définir une classe raisonnable d’applications entre phrases
écrites au moyen d’alphabets différents qui pourraient formaliser ce que
I'on entend par traduction ou, pour employer le terme consacré quand
il s’agit de langage de programmation par “compilation®.

Une premiére étude de la syntaxe d’Algol que nous avions entre-
prise sous la direction de Mr. Nolin, nous avait naturellement amenés a
nous poser ces problémes, parmi d’autres essentiellement liés & la pro-
grammation des ordinateurs. Si toutefois, nous n’avions rencontré
Mr. M.P. Schiitzenberger ce travail serait tout autre. Toute formali-
sation n’est pas bonne en effet, et c’est Mr. Schiitzenberger qui nous a
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engagés 4 approfondir & sa suite, les structures algébriques sur lesquelles
peut s’appuyer une théorie mathématique des C-langages. Les pro-
blémes évoqués plus haut peuvent ainsi se reformuler en terme rigoureux
et les énoncés gagner en généralité.

Deux objets fondamentaux se trouvent a la base de la théorie :

— les séries algébriques en des variables non commutatives :
ce sont les éléments de I’algébre large d’un monoide libre, sur I'anneau
des entiers, qui sont solution d’un systéme d’équations (systémes que
Yon résoud par des méthodes classiques d’approximation). On retrouve
les C-langages comme support de celles de ces séries qui sont solution
d’un systéme a coefficients non négatifs. Cet objet semble avoir été
introduit pour la premiére fois en 1959 [25] et le chapitre III de ce
travail reprend jusqu’aux notations de [20] [21] [22] et [23] qui cons-
tituent la bibliographie essentielle sur ce sujet. Tout au plus avons-nous
clarifiés quelques points de détail (e.g. systéme impropre, chapitre I11).

— les transductions. 11 s’agit 13 d’applications d’un monoide
libre soit dans un semi-anneau, soit cas particulier important, dans un
autre monoide, applications que I'on peut définir suivant la voie tracée
en [24], au moyen de représentations matricielles. L’intérét de cet objet
vient de ce qu’il est une généralisation naturelle des homomorphismes
de monoide libre. En effet, toute transduction apparait comme com-
posée d’'un homomorphisme inverse, de I'application identique sur un
sous-ensemble particulier (langage de Kleene ou K-langage) et d’un
homomorphisme (cf. chapitre 1). On peut par ailleurs étendre aux
transductions injectives la plupart des propriétés des monomorphismes
de monoides libres, eux-mémes objets, sous le nom de codages, de
nombreux travaux (cf. [16], [24]).

L’objet de ce travail est alors double : en premier lieu dégager
une définition convenable des transductions et en établir les propriétés
fondamentales, composition, itération, inversion.

Ensuite étudier le comportement des séries algébriques au regard
de cette classe d’applications, en particulier chercher des représen-
tations canoniques de séries algébriques comme image transductée de
séries particuliéres (c’est ainsi que mathématiquement peut se pré-
senter le probléme de I’analyse syntaxique).
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II. Résumé de notre travail,

Le premier chapitre introduit une définition des transductions,
considérées comme parties du produit cartésien de deux monoides
libres. L’idée de considérer ainsi les transductions comme relations,
ainsi que le théoréme de Kleene pour les transductions (Th. 1.1.1)
revient a4 C. Elgot et J. Mezei [3]. Nous avons cependant dégagé la
définition des transductions de la notion d’automate, notion que nous
n’'utilisons dans ce chapitre que pour établir des équivalences entre
notre définition et celle de [3] reprise dans [6] d’une part, entre notre
définition et celle de M.P. Schiitzenberger [19] dans le cas de trans-
ductions univoques d’autre part. Nous pouvons ainsi utiliser comme
outil principal de démonstration les propriétés des K-langages locaux
introduits dés 1957 par J. Myhill [13], et par ailleurs généraliser
certains énoncés de [5] : théoréme 1.5.2. L’intérét principal de ce
chapitre réside cependant dans lintroduction des représentations
matricielles qui font apparaitre les transductions comme des objets
trés naturels d’un point de vue mathématique, (th. 1.6.1 et 2). Grice a
cette nouvelle définition, la notion de transduction se généralise faci-
lement a des applications dans un monoide quelconque et au chapitre 11
4 des morphismes d’algébres larges de monoides (transductions géné-
ralisées). Le chapitre 1 s’achéve sur la construction de transductions
univoques inverses de monomorphismes de monoides libres, probléme
qui avait motivé I'étude de M.P. Schiitzenberger [19].

Le chapitre II est entiérement consacré a la construction en toute
généralité de la transduction inverse d’une tranSduction donnée et aux
nombreuses implications de cette construction qui ne peuvent étre
développées complétement qu’en se plagant dans I’algébre large d’un
monoide libre sur 'anneau des entiers. En effet, c’est de cette cons-
truction que découlent la plupart des propriétés des séries rationnelles
en des variables non commutatives, définies et considérées pour la
premiére fois en [20].

Dans ce méme chapitre on relie la composition de deux trans-
ductions au produit de Kronecker des deux représentations supports de
celle-ci [10].

Le chapitre III reprend la définition des séries algébriques et des
C-langages donnée dans [21] et [22]. Nous nous sommes efforcés de
donner dans ce chapitre des démonstrations et des énoncés complets
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concernant des résultats qui bien que connus, n’avaient été que frag-
mentairement exposés [3] [6]. C’est ainsi que nous établissons I’existence
d’un systéme quadratique équivalent a tout systéme d’équations, que
nous étendons le théoréme de Chomsky-Schiltzenberger aux séries
algébriques. (Théoréme II1.9.1). Ce ne sont 1a d’ailleurs que lemmes pré-
paratoires 4 I’établissement du résultat fondamental, la stabilité par
transduction de I’ensemble des séries algébriques (th. 3.10.1) dont un
corollaire est le théoréme de Jungen-Schiitzenberger. Nous avons été
amenés pour cette étude i discuter I'existence de solutions pour les
systémes impropres d’équations, question a laquelle on peut répondre
complétement (lemmes III. 2 et 3).

Le probléme de l'analyse syntaxique consiste 4 représenter un
C-langage comme image transductée inverse de certains ensembles
particuliers, et il est naturel de considérer en premier licu a cette fin,
ce que nous appelons I'ensemble de Dyck et ’ensemble de semi-Dyck.
Une telle représentation est toujours possible en vertu du théoréme de
Shamir [27] en utilisant des transductions d’image fini. Nous en
fournissons au chapitre IV une nouvelle preuve s’appuyant sur le
théoréme de Greibach [9] établi lui-méme fort simplement grice a un
argument de Schiitzenberger. Nous complétons I’énoncé de Shamir
(Th. IV.5.1) en montrant qu’il est toujours possible d’employer
I’ensemble de Dyck au lieu de I’ensemble de semi-Dyck utilisé en [27]
ce qui présente un intérét théorique certain du fait que ’ensemble de
Dyck est le noyau d’'un homomorphisme dans un groupe libre. Il était
tentant d’étudier alors la famille des langages qui sont images d’un
ensemble de Dyck dans I'inverse d’une transduction univoque : ce sont
les langages compilables dont Pétude termine le chapitre IV. Les pro-
priétés de ces langages sont assez voisines de celles des langages que
S. Ginsburg et S. Greibach ont étudiés sous le nom de langages déter-
ministes [8], bien que nous montrions que ces deux familles sont
distinctes.

C’est cette similitude et cette différence qui nous ont conduits &
introduire au chapitre V un modéle trés général pour I'analyse syntaxique
des C-langages. Nous utilisons toujours le méme schéma consistant a
représenter un langage comme image transductée inverse, en ce cas du
complémentaire de O dans le carré d’un monoide libre, auquel on a
ajouté un zéro et sur lequel on a défini une loi de composition parti-
culiére : le produit sélectif. C’est 13 le modéle mathématique qui cor-
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respond 4 I'automate & mémoire pile, introduit par N. Chomsky [2]
tel qu’il est étudié par S. Ginsburg [6], et dans le cas particulier des
langages déterministes (qui se traduit par des restrictions évidentes sur
la transduction en question) c’est aussi le modéle correspondant 4 un
automate introduit et étudié par MP Schiitzenberger [23]. Comme
corollaire des résultats de ce chapitre nous obtenons ainsi I'équivalence
des familles d’automates déterministes de [6] et des automates de
23], qui n’avait jamais été établie.

La préparation et la rédaction de cette thése, commencée 4 U'Ins-
titut de Programmation de la Faculté des Sciences de Paris, achevée au
Laboratoire de Mathématiques Appliquées de la Faculté des Sciences
de Grenoble, n’aurait pas été possible sans la compréhension, le sou-
tien matériel et moral, amitié parfois de certaines personnes que je
tiens & remercier ici chaleureusement. Il s’agit essentiellement de
Mrs H. Cartan, R. de Possel, J. Arsac, A. Lentin, L. Nolin, & Paris,
de Mrs L. Weil et J. Kuntzmann a Grenoble.

Tout au long de ce travail entrepris, poursuivi, achevé sous sa di-
rection Mr M.P. Schiitzenberger n’a cessé d’étre un maitre exigeant, at-
tentif, sensible, amical. Qu’il trouve ici I'expression de ma profonde re-
connaissance.

Je remercie vivement aussi Mr C. Ehresmann qui a bien voulu
présider le jury de soutenance et Mr. P. Lelong qui m’a donné un sujet
de deuxiéme thése.

Je remercie Mr. J. Koszul qui a bien voulu ouvrir & ce travail les
pages des Annales de I'Institut Fourier.

Je signale enfin que nombres de résultats inclus dans ce travail
ont été acquis dans le cadre du contrat AF 61 (052) 945. Je remercie
I'Office of Aerospace Research dont aide m’a permis, entre autres, de
nouer de nombreux contacts avec des mathématiciens étrangers.



CHAPITRE 0

Tous les monoides libres considérés dans ce travail sont supposés
finiment engendrés. Nous noterons X* le monoide libre engendré par
Pensemble fini X, souvent appelé alphabet. L’élément neutre de X*, le
mot vide, est désigné par e et le produit de concaténation dans X* noté
multiplicativement.

L’homomorphisme de X* dans Z*, monoide additif des entiers
non négatifs, qui associe & tout mot sa “longueur” ou degré total est
f—=>Ifl

1. Algébre large d’un monoide libre sur ’anneau des entiers.

Nous noterons Z €K X > et appellerons algébre large du monoide
libre X* sur I’anneau Z des entiers '’ensemble des sommes formelles,
dites aussi séries formelles

a=Z{@ NfIfEX*} ou (@, NELZ

(De fait a est une application de X* dans Z, mais noter g comme une
série est 4 la fois commode et traditionnel). '

Z < X > est un anneau si 'on définit
— la somme a + a' par:
VfEX*:@+d,N=@, N+, N
— le produit (parfois dit de Cauchy)
VIEX*: @, N =2 @ @, M= 1)

C’est aussi un Z-module si pour tout g € Z K X > et A € Z on définit
le produit A a par

Aa, ) =na, N

Il s’agit bien ainsi d’une algébre.
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Pour tout A €Z nous noterons A la série telle que (A, e) = A\ et
vVieX*\{et:(\,H=0.
Ainsi O (resp. 1) est élément neutre pour 'addition (resp. le produit)
dans Z < X >,

Nous appellerons polynomes les séries ¢ € Z K X>> telles que
Pensemble supp(a) = {f€ X* | (a, f) # 0} est fini.

Désignons Z << X >> par A, pour plusde commodité. La sériea € A
est dite homogene de degré m si et seulement si V€ X* :

@nN#+0——>Ifl=m.

L’ensemble formé de la série nulle et des séries homogénes de degré m
est un sous-groupe (pour I'addition) de A, soit A et A estlasom-
me directe des sous-groupes A™. De plus pour tout m, m' €Z" :

A A(M) — Almt+m?)

Ainsi A est un anneau gradué [18]. C’est aussi un anneau filtré par la
suite des sous-groupes

B™ = ¥ A® (somme directe),

pzm

filtrationM-adique si M est I'idéal A\NA®.

Nous considérerons désormais A muni de la topologie associée a
la filtration (B("'))mez+ , topologie pour laquelle la suite (B™) est la
base fondamentale de voisinages de 0. Tout ceci est classique [18].

L’élément a € A est dit quasi-inversible si et seulement si il existe
a tel que ad' +a=a" (ou d'a+a=4"). On a : a€EA est quasi-
inversible si et seulement si (@, ¢) = 0. 1l existe alors un seul élément,
noté a* et dit quasi-inverse de a, tel que ag* + a = a*, a* est donné
par

L’élément a est inversible si et seulement si a =1 —4' ou
a = (— 1) + &’ oud estinversible.

L’inverse de a est alors :

23
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al=1+4* si a=1-4
al=—U+da* si a=-D+4d

Le demi-anneau des séries positives.

La série a € A est dite positive siet seulementsi VfEX* : (a, f) = 0.
Nous noterons A" = Z" < X > le demi-anneau des séries positives
qui est un demi-anneau topologique pour la topologie induite par celle
de A, (la graduation et la filtration considérées sur A induisent une
graduation et une filtration sur A™).

Considérons maintenant ’ensemble des parties de X*, muni de
deux opérations d’union et de produit (produit induit par celui de X*)
qui en font un demi-anneau. L’application support définie par :
supp(a) ={fE€ X*|(a, f) # 0} est un homomorphisme de demi-anneau.

Nous supposerons toujours Pensemble des parties de X* muni de
1a topologie la plus fine pour laquelle I’application support est continue.
Dans cette topologie une base fondamentale de voisinage de @ = supp(0)
est constituée par X*\X™ X* = supp(B™ N A*).

2. Séries rationnelles.

DEFINITION. — Nous appellerons ensemble des séries ration-
nelles (resp. ensemble des séries rationnelles positives) sur X et noterons
Rat(X) (resp. Rat* (X)) le plus petit sous-anneau de A (resp. sous
demi-anneau de A*) qui contienne le quasi-inverse de chacun de ses
éléments quasi-inversible ainsi que les séries 1 et (x) pour tout x €X.
((x) est la série définie par ((x), x) = 1 et V FEX*\{x} : ((x),) = 0).

Nous avons le théoréme di a MP Schiitzenberger [S.2].

THEOREME 1. — La séric a€ A (resp. a €A*) est une série

rationnelle (resp. une série rationnelle positive) si et seulement si il
existe :

— une représentation de X* par des matrices carrées a
éléments dans Z (resp. dans Z*) soit

p:X*—=> ZNN (pesp p s X¥ —> @ HN N
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— une matrice vE ZN*N (resp. vE (Z*N*N) telles que pour
tout fEX* (a, H=Tr(wv.ufN.

Remarque. — Onnoteraque Rat* (X) n’est pas égal 3 Rat(X) N A*.
D’autre part, on a [20] : pour tout a € Rat(X) il existe a’, a'’ € Rat™ (X)
aveca =a' —d'. '

3. K-langages.

Conformément a la tradition nous appellerons langage sur X (ou
sur X*) toute partie de X*. Une famille importante de langages sur X*
nous servira tout au long de ce travail, la famille des K-langages, K(X)
dont on peut donner les trois définitions équivalentes suivantes :

DEFINITIONS. 1. — K(X) est l’ensemble des supports des séries
rationnelles positives sur X.

2. — K(X) est I'ensemble des parties L de X* telles que pour un
homomorphisme ¢ de X* sur un monoide fini on ait L = ¢~ (p(L)).

3. — K(X) est la plus petite famille de parties de X* qui contienne

les parties finies et soit fermée par les opérations d’union, produit,
étoile.
(Si L C X*, T'étoile de L, L*, est le sous-monoide engendré par L).
L’équivalence de ces trois définitions découle simplement du théoréme 1.
Deux autres caractérisations des K-langages sont utiles et seront fré-
quemment utilisés dans la suite.

K-Langages locaux : Soient donnés les deux sous-ensembles X, et X, de
X et un sous-ensemble V de X?. L’ensemble (X, X* N X* X, \X*V
X* est par définition un K-langage local.

L’homomorphisme ¢ de X* dans Y* (qui est entiérement défini
par la donnée des ¢ (x), x € X) est dit alphabétique si et seulement si
VXEX : pkx)EXU{ek

Nous avons alors [13].
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PROPOSITION 1. — Le langage L sur X est un K-langage si et
seulement si il existe un monoide libre Z*, un K-langage local M sur
Z* et un homomorphisme alphabétique ¢ de Z* dans X* tels que
L = ¢o(M).

Automates finis [2]. Un automate fini sur X est constitué¢ par la
donnée de :

— un ensemble fini dit ensemble d’états S, ensemble dans
lequel on a distingué un €lément s, dit état initial et un sous-ensemble
S’ dit ensemble des états finaux.

— une application 8§ : S x X ——> S que I'on étend en une
application & de S x X* dans S en posant pour tout s€ S, x €X,
FEX* :8(s,e)=y5 8(s, fx) =08(8(s, N, x).

Le langage reconnu par cet automate est :

L={feXx* 8¢t ,HES}

PROPOSITION 2. — Le langage L sur X est un K-langage si et
seulement si il existe un automate fini & sur X tel que L soit le langage
reconnu par &.

En effet se donner un automate fini sur X équivaut a se donner un
homomorphisme de X* sur un monoide fini.



CHAPITRE 1

K-RELATIONS ET K-TRANSDUCTIONS

1. DEFINITION 1. — Nous appellerons K-relation (binaire) sur X*
toute partie R de X* x X* qui peut se mettre sous la forme :

R={f,¥NIfEK} ou

— K =AY*NY*B\Y*VY* est un K-langage local sur Y*,
monoide libre sur Y.
— et ¥ sont deux homomorphismes de Y* dans X*.

2. Théoréme de Kleene pour les K-relations.

DEFINITION 1. — Soient R et R' deux parties de X* x X*, ou
si U'on veut deux relations sur X* :
— leur produit R . R’ est défini comme

R.R ={(, 7, r,r51r; ,r,)ER, (] . 1) ER"}

— Pétoile de l'une d’elles, soit R est définie comme
R* = {(e, e)}u( O R") ot
k=1
R!' = R et pour tout k:R¥*! =R*¥ . R

DEFINITION 2. — Soit S une famille de relations sur X*. La
fermeture de Kleene de S est la plus petite famille de relations sur X*
soit kl(S) telle que

1) SEkI(S).

2) Si R, et R, appartiennent a ki(S) il en va de méme pour
R, UR,,R, ,R,.

3) Si RE€KI(S) alors R* € kI (8S).
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THEOREME 1. — [5). La famille des K-relations (binaires)
sur X* est identique a la fermeture de Kleene de la famille des relations
finies (binaires) sur X*.

Nous commengons par établir un certain nombre de lemmes.

LEMME 1. — Si R et R’ sont deux K-relations sur X*, RUR’,
R. R’ sont aussi deux K-relations sur X*.

Démonstration. — Soient R ={(pf, ¥ N|fFEK} ou
K = AY* N Y*B\Y*VY*
est un K-langage local sur Y*,
g:Y*—> X* et V.Y*¥ —> X*
sont deux homomorphismes
et R ={('g,¥gIg€EK'} ou K =AY NY"*B\Y'*VY'*
est un K-langage local sur Y'*
oY —>X* et V.Y —> X*
sont deux homoﬁomhismes.

Nous pouvons toujours supposer Y et Y' disjoints et poser
Z = YU Y'. Définissons sur Z* les deux K-langages locaux

K, = A Z* N Z*B\Z*V, Z*

et K, = A, Z* N Z* B\Z* V, Z*

ol A, =AUA', B, =BUB, V,=VUuVvVuYyYyuvy'y

et A,=A, B, =B, V,=VUVUY'YU(YY\BA)

Posons @) =¢(z) si zEY, @) =¢'(2) si z€Y'
V(E)=V() si zEY, V@)=¥'() si z€Y'.

Nous avons RUR' ={(¢h,{I)h)|h€Kl}

et R.R' = {(@h,¥h)|IhEK,}.

La vérification est immédiate.
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LEMME 2. — Si R est une K-relation, RR* en est une aussi.

Démonstration. — Soit R = {(pf, YHIfEK} ou Y, K, ¢, ¥
sont comme plus haut.

Définissons K' = A'Y* N Y*B\Y*V'Y* oi
A'=A, B'=B,

V' = V\BA.
Nous avons RR* = {(pf, ¥NIfEK'}.
En effet, soit (/, 7)ER* : (r, )= (ryry...1,, 7 ... 1)) ol
pour tout i=1,...,n : (r;, r;)E R ce que nous pouvons encore
écrire (r, Y= (p(fy f5-- - £, ). ¥ (f, f ... f,))oupourtouti = 1,...,n:

f; €K. D’ou clairement f, f, . . . f, €K' et I'inclusion
RR* C{(pf, ¥ NIfE K'} est vérifiée .

L’inclusion inverse se prouve en remarquant que tout fEK' se
factorise en f=f, f,...f, ou f; €K pour tout i (il suffit de consi-
dérer les apparitions d’une transition de BA). Q.E.D.

LEMME 3. — Toute relation finie sur X* est une K-relation.

Démonstration. — Ordonnons les éléments de R, supposé fini.
en posant :
Vi = (h,', k;)eR,i= 1...,n.

Considérons sur Y ={y; |i=1,...,n} le K-langage local :
K = AY* N Y*B\Y*VY* ol A=B =Y, V=Y? et soient ¢ et ¥,
homomorphismes définis par : ¢(;) = h; , ¥ ;) = k; .

Nous avons R={(of, ¥NIfFEK} Q.E.D.

LEMME 4. — Si K est un K-langage quelconque sur Y, ¢ et ¥
deux homomorphismes de Y* dans X*.

Pensemble R ={(¢f, ¥HIfFEKICT X* x X* 4

est une K-relation sur X*.
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Démonstration. — En effet pour tout K, K-langage sur Y* il
existe L, K-langage local sur Z* et un homomorphisme 8 : Z* —> Y*
tels que K = 0L.

Dot R = (pbg, ¥Og)lgEL est une K-relation puisque 90 et
¥ § sont deux homomorphismes de Z* dans X*. Q.E.D.

LEMME 5. — Soient K, K' deux K-Iangages sur Y*, ¢ et ¥ deux
homomorphismes de Y* dans X* et

R ={(pf, YNIFEK}, R ={(pf, ¥)IfEKT.
Les relations suivantes sont vérifiées :
RUR'={(pf, ¥NHIfEKUK"}
R.R ={(pf, ¥NIfEK.K"
R* ={(pf, ¥NIfEK*}

La vérification est immédiate. Q.E.D.
D’oli le théoréme :

— Pinclusion de la fermeture de Kleene des relations finies

dans’ensemble des K-relations résulte directement des lemmes 1, 2 et 3.

— laréciproque découle du fait que tout K-langage est obtenu
a partir de langages finis par application d’un nombre fini d’unions,
produits et étoiles et de la remarque évidente que si K C Y* est fini,
¢ et ¥ sont deux homomorphismes de Y* dans X* alors {(¢ f, ¥ /) | fEK}
est fini. Q.E.D.

3. Quelques K-relations particuliéres.

PROPOSITION 1. — Si ¢ est un homomorphisme de X* dans lui-
méme la relation R ={(f, ¢f) | fE€ X*} est une K-relation (ainsi que
{ef, NIFEX*N.

Eneffet R = R"* ou R’ = {(x, ¢x)|x € X} est une relation finie.

PROPOSITION 2. — Si K et L sont deux K-langages sur X*, la
relation R = K x L C X* x X* est une K-relation.
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En effet K x L = ({e} x L) (K x {e}) et chacun des facteurs est
une K-relation puisque par exemple

{e}x KU e} x K,) ={e}x (K, UK},),
(e} x K)) {e}x K,) ={e}x K,K,,
({e} x K)* ={e} x K*.
PROPOSITION 3. — Si ¢ et ¥ sont des homomorphismes alpha-

bétiques de X* dans Y*, la relation : R = {(f, g) | of = Y g} est une
K-relation.

La preuve est directe :

Soit Z = Z,U Z, U Z, la réunion des trois ensembles de couples :
Zy={&x,»)x,yEX,px =¥y},
2, ={x,w)x€X,px = e},
Z, ={(w,»)|yEX, ¥y =el.

w est un symbole quelconque supposé non dans X.

Définissons les deux homomorphismes ¢’ et ¥' de Z* dans X* :
Fa, N =x,dx,w)=¢w,N=c¢,
Vix,=y,¥Vix,w)=e¢, ¥w,»=y.

Nous avons R ={(¢'h, ¥'h)|hEZ*}.

En effet :
o (x,») =9x =Ty =9¥(x,y),
po(x,w)=px=e=Ve =¥V (x, w),
o (w,y) =pe=e=Vy =0T (w,).

Donc ¢¢'h = ¥¥'h pour tout k € Z* et ceci prouve que

{@'h,¥'H)|hEZ*}CR.
Réciproquement soient deux mots f et g, ¢f = ¥ g. Posons

- Y ' : ' '
f=x:x,,...x, , g—xl...xn.Smentx,l ,...,xiketle e Xg

la suite des éléments de X dans f et g dont Ies images par ¢ et ¥ respec-
tivement sont différentes de e.
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Nous avons : px; = \I/xj'i RN T \Px;k. Considérons alors le
mot hEZ* : h = (x, ,x,"l) seees(xy ,x; ). 11 est clair qu'il suffit
d’intercaler entre les lettres de 4 les symboles de la forme (x, w) ou
(w, y) nécessaire pour avoir f = ¢'h’ g = ¥h'. De fagon précise :

h'=(x, ,w)...(x,l_l,w)(w,x'l)...(w,x;l_l)(xil,x,'l)(x,.lﬂ ,W) ..
gy —p> @) (@ JXpe) - (@0 ) O LX)
e ,x,'k) Orgar > @) - oo Oy, @) (@, 1) - (@ L X0) -

Et ceci démontre la proposition 3. Enfin nous avons 'importante

PROPOSITION 4. — Toute K-relation R sur X* peut se mettre
sous la forme R ={(¢f, ¥NIfEK} ou KCZ* est un K-langage
local, ¢ et ¥ sont deux homomorphismes alphabétiques de Z* dans X*.

En effet, d’aprés le lemme 2.3. cela est vrai pour les relations
finies. Si 'on considére maintenant les démonstrations des lemmes 2.1
et 2.2 on voit que si cela est vrai pour R et R’ cela est aussi vrai pour
RUR’, RR’ et RR*. D’oi1 le lemme et par suite la proposition 3 pour
¢ et ¥ homomorphismes quelconques.

4. K-transductions et produit de composition.

DEFINITION 1. — Nous appellerons transduction de X* dans Y*
toute partie R de X* x Y*,

Nous appellerons K-transduction de X* dans Y* toute transduc-
tion de X* dans Y* qui peut se mettre sous la forme

R={(of, YNHIfEK} ou

— K = AZ* N Z*B\Z*VZ* est un K-langage local sur 7*.
— ¢ et ¥ homomorphismes de Z* dans X* et Y* respec-
tivement.

Les propriétés déja démontrées pour les K-relations (qui ne sont
qu’'un cas particulier des K-transductions) s’étendent aux K-trans-
ductions avec les définitions appropriées. D’oi1 :
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THEOREME 1. — [5]. La famille des K-transductions de X* dans
Y* est identique a la fermeture de Kleene de la famille des K-trans-
ductions finies de X* dans Y*.

PROPRIETE 1. - Sigp : X¥* —> Z*¥ et ¥ : Y¥ —> Z* sont
deux homomorphismes alphabétiques,la transduction :

R={(f,g)lpf=Vg} estuneK-transduction.

DEFINITION 2. — Si RC X* x Y* et R' C Y* x Z* sont deux
transductions, nous appellerons produit de composition de R par R’
et noterons R o R' la transduction :

RoR' ={(f,g)|fEX*,g€EZ* IhEY*: (f,h)ER et (h,g)ER"

Le but de ce chapitre est de montrer le théoréme dii a Elgolt et
Mezei.

THEOREME 2. — Le produit de composition de deux K-trans-
ductions est une K-transduction.

Nous supposerons ce qui est loisible en vertu de la proposition 4
du paragraphe précédent que les deux transductions sont définies par
des homomorphismes alphabétiques.

Les conditions de I’énoncé sont résumées dans le schéma :

K C s* K' c  §'*
X* y* Z*
D’aprés la propriété 1 de ce paragraphe R, = {(s, sHls€eS* s €8'*,
¥s = ¢'s'} est une K-transduction. C’est dire qu’il existe T'*,L'CT'*

un K-langage et ¢} , ¥ homomorphismes de T'* dans S* et S'* res-
pectivement tels que :

R, ={(py 1, ¥; ItEL}
Or Re R ' ={(gs, ¥'s)I(s,sHEXK xK')NR,}
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ce qui s’écrit aussi :
RoR'={(pp, t, ¥'¥ itEL , p;t€EK, ¥ t€K")

Mais q)’f‘ (K) =K, et ‘I'l'"l K" = K'1 sont deux K-langages sur
T'* donc L" = L'NK NK' est un K-langage, et

RoR' = {(p¢}t, ¥¥; ) |1€L"}
est une K-transduction d’aprés le lemme 1.2.4.

Q.E.D.

Le théoréme 1 nous permet d’énoncer un résultat trés général,
analogue au théoréme de Kleene, pour caractériser les K-transductions
dans ensemble des transductions d’un monoide libre dans un autre,
théoréme qui étend un résultat de Elgolt et Mezei.

Nous dénoterons par % la classe de toutes les transductions et By
la classe de toutes les K-transductions.

DEFINITION 3. — Si RCX* x Y* est une transduction son
inverse R™! est définie par R ={(g, H|(f, g) ER}.

DEFINITION 4. - Une transduction est dite ponctuelle si elle se
réduit a un élément.

THEOREME 3. — B est la plus petite sous-classe de % contenant
les transductions ponctuelles et fermée par union, produit, étoile,
produit de composition et inversion.

L’inclusion dans un sens découle immédiatement des résultats de
ce chapitre et de la remarque immédiate que R™' est une K-trans-
duction si et seulement si R en est une.

Réciproquement considérons : R = {(¢f, ¥ HIfFEK} o0 K C Z*
est un K-langage et ¢ : Z* ——= X* | ¥ : Z* —> Y* sont deux
homomorphismes.

Clairement R =R, oR,oR; ol
R, CX* x Z* estdonnépar R, ={(of, NDIfEL*},
R, CZ* x Z* estdonnépar R, ={(f, NIfEK},
R; CZ* x Y* estdonnépar R, ={(f, ¥Yf)If€Z*}.
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Nous avons déja remarqué que {(f, p) | FEX* , o : X* —> Y*}
est égal 4 {(x, px)|x € X}* .

Ainsi une telle K-transduction est bien décomposable en trans-
ductions ponctuelles. 11 en va de méme pour

{of ., NIfEX*  p: X*¥ —> Y*},

inverse de la précédente.

Enfin, considérons R, : K sur Z* est obtenu a partir d’ensembles
réduits & un mot par une suite finie d’union, produit, étoile ; il en va de
méme de R, puisque :

{F.NIFEK VUK ={(, NIFEK IV, NIFEK,D,
{F.NIfFEK K=, NIFEKHT, NIfEK,}

et A NIFEK*} ={(f, NIFEK}I*.
Q.E.D.

5. K-transductions et K-transducteurs.

C. Elgot et J. Mezei utilisent une définition des K-transductions
immédiatement équivalente a la définition 1.1, que nous introduisons
ici pour des raisons de commodité.

DEFINITION 1. — Nous appellerons K-transducteur de X* dans
Y*, Uobjet T défini par la donnée de

— un ensemble fini Q d’états

— un ensemble fini E de quadruples de la forme
q.u,v,q") ot q,9d€Q,ucXUfel,veYUe}

T définit (card Q)? transductions de X* dans Y*, une pour chaque
paire d’états. Soient fixés q,, qy : la transduction correspondante
qu,qé est U'ensemble des couples f, g pour lequels il existe une suite

dite admissible de quadruples e, , e, , ..., e, avec
V=1, on=1:1q,=q5,, 6 = 40,4, = o
et f=uuy...u, , g=vv,...v,

Une telle transduction est dite associée a T.
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PROPOSITION 1. — Toute transduction associée d T est une K-
transduction. Ceci résulte immédiatement de ce que I'ensemble des
suites admissibles de quadruples forme un K-langage sur E.

PROPOSITION 2. — Toute K-transduction est égale a une K-
transduction associée a un K-transducteur.

— cela est vrai d’une K-transduction finie (prendre Q 4 un
seul état - cf. Lemme 1.2.3.).

—si R et R’ sont associés & des K-transducteurs R U R/,
RR’, R* sont associées & des K-transducteurs.

Nous avons besoin d’un lemme :

LEMME 1. — Toute transduction associé¢e a un K-transducteur est
équivalente a une transduction simple associée a un K-transducteur.

DEFINITION 1. — qu, % est dite simple si pour toute suite ad-
missible de quadruples e, ,...,e,, ona
V,=1,...,n—1 : g/ #q,
et Vi=2,...,n DoqFq, -

Si qu, ah n’est pas simple, on considérera le transducteur T' défini
par Q' = QU {a, w}, oll a et w sont deux symboles non dans Q, et
E'=EVU{(x,e,e,qy),(qq,€,e,w)} Nlest clair que

TI

’ —
Ta,w - qu,q(’) s ta,w

est simple.

Démonstration. — Considérons alors R =T, . R'=T,, . ol
T est défini par Q et E, T' par Q' et E’. R et R’ sont supposées simples.

Soient

Q"=QUQ'U{a" , w"},

E"=EUE'U{(d",e,e,0), (" ,e,e,a),(w,e, e, w"),(w, e, e, &}
I est clair que : RUR'=T(, ..

Soit maintenant Q" = Q', E" = EUE'U{(w,e,e,a')} : Nous
avons RR' = Ty ..



TRANSDUCTIONS DES LANGAGES DE CHOMSKY 359

Soit Q" = Q,E" = EU{(w, e, e, a)}: Nous avons R* = T"

a,w"
La proposition 2 résulte alors du théoréme de Kleene pour les
K-transductions (1.4.1).

6. Définition matricielle des K-transductions.

Rappelons que si M est un monoide quelconque, on définit sur
» (M), ensemble des parties de M un produit induit par celui de M :

N, N, ={m;m; |m, €N, ,my€N,} si N,CM N,CM.

Cette opération définie dans p (M) jointe a T'union, sur laquelle
elle distribue, fait de p (M) un semi-anneau. Il est standard de consi-
dérer alors les matrices & éléments dans p (M). Nous noterons p (M)" *"
Pensemble des n x n matrices a éléments dans p (M) qui est muni d’une
structure de monoide :

— (m.m"), j=Umy . my ; définit la loi de multiplication.
, % ,
— I’élément neutre est défini par
=¢ si i=j
Ii.i s
=ey S i=].

—>
Soit maintenant donné R C X* x Y* une transduction : R désigne
Papplication de X* dans y (Y*), canoniquement associée,

R = {gEY* | (f, ) €R}.

THEOREME 1. — Pour toute K-transduction R de X* dans Y* il
existe un entier n, une représentation u de X* dans p (Y*)**", et une
matrice v € p (Y*)'*" | fixe, tels que :

VFEX* : R(H = Trw . uf)

D’aprés les résultats du § 5, il suffit de montrer ce résultat pour
R= qu ,q;, transduction associée au K-transducteur T. (Q et E désignent
I'ensemble des états et I'ensemble des quadruples de T).

Définissons pour tout g, ¢' €Q :
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Hy o =yv...v, €Y%

telsque (¢,e,v,,49,)(@,,¢,v,,9,)...(,_,,¢,v,, q")

est une suite de quadruples de E.

u sera alors définie par la donnée des matrices ux, x € X :
uxg o =V H, o 1(q.x,v,,q,)€E}

et la matrice v est :

{=Q) si g #qq
v, o

a9 ) _ . o
—qu’q, si qg=gq,

é
Montrons qu,q(’, f=Tr@w.uH ol f=xx,...x,.

Tr(v.uf)= 2 Vay.ay ufq
L4t

1+90
= 2 v, mx, s Xy seees MX, )
d1:92,++4:4y -9 4192 A9k +1 qn 990
Al
= 2 qu,ql 2 Hqi’qz 1)2Hq.2’q3 R th ap
qy:92s-++549, 1

La condition (q;, x;,v;, q,.') €E pour tout i=1,...,n entraine
Te(v . uf) C quﬂb .

L’inclusion inverse vient de ce que si

oty , v 54y) @y, Uy, v, @) 5o (g, Uy s Yy s Gg)

est une suite admissible de quadruples telle que :

Uy Uy .. U, ==X X5...%,
il existe une suite d’indices i, , i,,..., i, telle que
— pour tout j = l,...,n:u,.l_=x,
— pour tout j = 1,...,n:k¢ij—-%uk=e
Q.E.D.
Le théoréme 1 admet une réciproque.
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THEOREME 2. — Si u est une représentation de X* dans
p(Y*)'*" et v une matrice de p (Y*)"*" satisfaisant :
vVxeEX,Vvi,je{l1,2,...,n}:

ux; ; et v; ; sont finis.
La transduction R C X* x Y* définie par

R=A{{.IfEX*  Trw.uH#*Q,g€Tr(w.uhH}
est une K-transduction.

Montrons d’abord que dans les conditions de cet énoncé :

Ri,i ={(f,g) | fexX* ,I-‘f,',,'qe 0 ’ge#ff,,‘}
est une K-transduction, quelque soient i et j.

Posons N={1,2,...,n} et considérons Iensemble Z des
quadruples (k,x,g,) ou k, I€N, xEX, gEY* sont tels que
g8EC uxy ;-

Définissons le K-langage :

K = AZ* N Z*B\Z*VZ* C Z*
on A={(k,x,g,.DEZ|k=1i},
B={k,x,g.Dll=j}
V={tk,x, g, D&, x, ¢, NEL?1+k').
Soient p:I*——>X* | V. ZI*—> Y*
les homomorphismes :
ok, x, g, D=x , VYk,x,g,)=g.

Nous avons Ri, i= {(ph, ¥Yh) | hEK}. La vérification est im-
médiate. Maintenant

Trw.ufH) = iU/ Y .#f,,,
d’ou R = iUl_{(f,g)leX*,gEV,,i-#f,,,-}

Oou encore

R = iL’J/ {e} x v, )R, ;

24



362 MAURICE NIVAT

Ainsi avec les hypothéses que nous avons faites R est une union
finie de produits de deux transductions dont I'une est une K-trans-
duction d’aprés la premiére partie de la démonstration, Pautre une
K-transduction parce que finie.

Q.E.D.
Introduisons les définitions :

DEFINITION 1. — La K-transduction_)R CX*x Y* est dite
d’image finie si et seulement si : ¥V fEX* ,R(f) ={g|(f,g) ER} est
un ensemble fini.

DEFINITION 2. — La K-transduction R C X* x Y* est dite fi-
niment représentable si et seulement si il existe une représentation u de
X* dans p(Y*)"*" et vE p(Y*)"*" satisfaisant :

VxeX Vi,je{l,...,n}:ux, et v; ; sont des ensembles finis

telles que K(f) = Tr(v . uf) pour tout f€ X*.

Nous pouvons énoncer le corollaire immédiat des théorémes 1 et 2.

COROLLAIRE 1. — La K-transduction R C X* x Y* est d’image
finie si et seulement si elle est finiment représentable.

Nous remarquerons que toute K-transduction n’est pas d’image
finie. D’ou l'intérét de la définition et du théoréme suivant :

DEFINITION 3. — La transduction R CX* x Y* est dite K-
représentable si et seulement si il existe une représentation u de X*
dans p(Y*)"*" et v€ p(XY*)"*" satisfaisant :

Vxe€X, Vi,jELl, ..., n}, kx; ; etv; ; sont des K-langages sur Y*

telles que E(f) = Tr(v . uf) pour tout f€ X*.

THEOREME 3. — La transduction RCX* x Y* est wune K-
transduction si et seulement si elle est K-représentable.

Une partie du théoréme résulte directement du théoréme 1 sil’on
remarque que v, Hq ,q’ estun K-langage sur Y* (comme image homo-
morphe d’un K-langage local).
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Pour démontrer la réciproque nous reprenons la preuve du théo-
reme 2. Introduisons les alphabets Z, , ,, les K-langages locaux
Ky x,1 CZ% ., Qéfinis par

= * * * *
Kixt T 0,00 ZE 0 VZE ot bt \28 st Viexot LR <1

supposés tels que pour des homomorphismes ¢, , , : Z§ ., —>Y*
on ait ux; ; = ¢, K, ;) et d’autre part

VZ2€LZy 1285 ,,€EV , by, ,;2EV.

Nous allons prendre Z= U Z, ., ,lesZ, . ,¢étantdisjoints,

k,x,1

A=Y Aves - B=UB

2 - 2
AV = k,La}),z (Z""‘"\V""‘" o (15;’ b"’x’l ak’,x',l’)

k,x,l1 ?*

~

et définir ¢ : Z¥ —> X* par
Py x ) =%, plz)=e si z#a, ,, et V:Z¥*—> Y* par
V(z) = ¢, (2) sietseulementsi zEZ, , ;.
Sinous posons K, ; = A,Z* N Z*BAZ*VZ* nous avons
R, ; ={(p(h),¥®)|KEK, ;)

Le'reste de la preuve est identique & celle du théoréme 2.

Remarque. — Cette derniére réciproque est une généralisation du
théoréme de substitution de Ginsburg [8]. En effet, elle implique que
si R est une transduction K-représentable, dogc une K-transduction
R C X* x Y*, pour tout K-langage L sur X*, R(L) est un K-langage
sur Y*.

7. K-transductions univoques (ou fonctionnelles).

Une famille particuliére de K-transductions constitue a proprement
parler I'objet de ce travail. Nous les définissons maintenant.
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DEFINITION 1. — Une K-transduction R _d)e X* dans Y* est dite
univoque si et seulement si pour f€ X* : card R(f) = Oou 1.

Dans ce cas nous allons donner a sa représentation matricielle
une forme particuliére. Supposons que pour tout f€ X* :
—
RN =Tr(@.gf) ou T EfEP(YH™" .
Considérons les matrices 1 f définies par : uf; i = 1 si et seulement
si fify; # 0, pf,;=0 si mf; # 0.
Et définissons v de la méme fagon.

v et uf sont dites matrices support de v et uf respectivement. Si
nous considérons les matrices u f comme des éléments de Z"*" (monoide
multiplicatif des n x n matrices 4 éléments entiers naturels) il est clair
que u est une représentation de X* sur un sous demi-groupe multi-
plicatif de Z"*" qui a la propriété que toutes les matrices qui le
composent ont tous leurs éléments égaux 4 O ou 1. On peut sans
encombre lui rajouter la matrice unité.

DEFINITION 2. — Nous appellerons monoide de matrices 0, 1
tout sous-monoide de Z"™*", soit M tel que :

VmEM,Vi,jE{l,...,n}:mii=0 ou 1

Nous appellerons 0, 1 représentation de X* toute représentation de X*
par des matrices qui forment un monoide de matrices 0, 1.

Nous dirons que vEZ"*" est compatible avec le monoide de
matrices 0, 1, M C Z"*" si et seulement si :

VYvmeEMTrv.m)=0 ou 1.

Si u est une 0, 1 représentation de X* et si Y désigne le monoide
Y*U{0} ot VYyE€Y : 0.y =y.0 = 0, considérons une famille de
matrices ux, x € X ou

Hx,.,].EY* si px,’,.=l,
px; ;=0 sioux;;=0.

Nous pouvons faire le produit de deux matrices ux, Xy en posant
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= WX,y WYy si il existe un indice k tel que ux; 4
o et iy, ; sont différents de O (en ce cas il existe
(Bx By, ; un k et un seul).

= () dans le cas contraire.

Et ainsi posant @ x y = g x gy on définit une représentation de
X* dans un monoide de matrices 4 éléments dans Y. (Par abus de
notation nous dirons aussi représentation de X* dans Y"*” bien que
Y”*" ne soit muni d’aucune structure de monoide).

DEFINITION 3. — Nous appellerons représentation de X* par
des matrices d éléments dans Y (ou dans Y™ *™) toute représentation de
X*, obtenue en substituant des éléments de Y* aux éléments non nuls
des matrices px, x € X ou p est une 0, 1 représentation de X* (u est
dite représentation support de la représentation ainsi définie).

Il est clair aussi que si fT est une représentation de X* dans Y"*”, et
si 7 est obtenu en substituant aux éléments non nuls d’une matrice v
compatible avec uX*, des éléments de Y*, on peut calculer Tr(V'. uf)
qui est soit 0, soit un élément de Y*. En ce cas v est dite compatible
avec .

Ainsi nous pouvons énoncer.

THEOREME 1. — Si R est une K-transduction univoque de X*
dans Y* il existe un entier n, une représentation it de X* dans Y"*",
une matrice VE Y"*" compatible avec W tels que

VFEX*R(H = Tr@.ENH si R+ O
et R =0 <> Tr@.5NH=0.

En effet, il existe @’ représentation de X* dans p(Y*)" X" ot D'Ep (YHY"
satisfaisant : VfEX* RO =Tr(@ .7 f).

Appelons accessible tout couple (i, j) d’indices tels qu’il existe
f', F'eX*, et des indices k et [ tels que :

Fk,l #0, T‘,le,i * (D et -I_Ilf}l"k 0
et permis tout couple (k, I) d’indices tels qu’il existe f € X* avec

T)'k’,#(b et Ff,',kaﬁ(l).
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Définissons u et 7 par :

=ux si (i, J) est accessible
VxeEXux, ;
7 {=0 si (,]) nestpas accessible

2

_ { = T)‘L,, si (k, ) est permis
k.1

=@ si (k,I)nestpaspermis.

Nous avons pour tout fEX* : Tr(@ . o' = Tr(7. af) = ﬁ(f)

-
Le couple v. r q_l)li définit R est alors dit réduit et il est immédiat
que P'univocité de R entraine : VfEX* | Vi,je{l,...,n} ,
card('ﬁf,,j) <1, card(ﬁ,',)'< 1 et card(Tr(v. /) < L.
Substituant 0 & @ et g 4 {g} dans toutes les matrices ¥ et fix nous
obtenons la représentation du théoréme 1.

Remarquons que la réciproque au théoréme 1 découle immédia-
tement du théoréme 6.2.

Terminologie.
_]))ésormais le terme de K-transduction désignera aussi bien R
que R.

Un K-transducteur (resp. transducteur fini, resp. transducteur
univoque) est une représentation de X* par des n x n matrices dont
les éléments sont des K-langages sur Y * (resp. des langages finis sur Y*,
resp. des éléments de .

-

Si u est un transducteur, 1a K-transduction R définie par
—>
R =Tr(v.uph)

est dite associée au transducteur u. Elle est dite élémentaire associée a
Muosi un seul élément de v est différent de Q. En ce cas on peut aussi
écrire R(f) = pf; ; pour un couple fixe d’indices i, j.

8. Transductions et automates finis bilatéres.

Les K-transductions univoques sont susceptibles d’une définition
en termes d’automates bilatéres introduits pour la premiére fois par
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M.P. Schiitzenberger et que nous présentons ci-dessous avec de légeres
(mais essentielles) modifications. cf. [19] et [4].

DEFINITION 1. — Un automate fini bilatére (de X* dans Y*).est
constitué des objets suivants :

— deux ensembles finis d’états S et T dont les éléments sont
respectivement dits états a gauche et états a droite.

— deux applications (dites fonctions de transition) :
06:SxX*——>3S8 |, onnoterasx = o(s, x)et
7:SxT —>T , onnoteraxt=7(x,1).

que l'on étend de facon canonique en deux applications
0:SxX*—>S et 7:X*xT—>T par
VsE€ES :s.e=5 ; VIET : et=1t
VseS ,VfeX* ,VxeEX : 5. (fx)=(Gfx
VieT , VfeEX* ,VfEX 1 (xNt = x(ft)

— une application n : Sx X xT——> Y (monoide Yi"
avec zéro) que l'on étend en une applicationn : Sx X* x T—> Y
en posant :

VsES , t€T : n(s,e,t)=¢e
vseS,teT,vfeX* vxeX .

nGs, fx,)=n@6,f,xt) nisf,x, 1.

Ainsi un automate fini bilatére permet-il de définir (card S) x (card T)
applications de X* dans Y a savoir : nSO,to(f) = n(sy, f, to) dites trans-
ductions associées a l'automate fini bilatére 7.

THEOREME 1. — Les transductions associées a lautomate fini
bilatére n sont des K-transductions univoques.

Construisons les matrices gx, x € X, qui sont des (S x T) x (S xT)
matrices a éléments dans Y.
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=(s,x,t') sietseulementsi sx =s' et xt' = ¢

X, 0,1 {
9,61 = (0 dans le cas contraire.

Les matrices support ux, engendrent un monoide de matrices 0, 1
de facon évidente et par suite nous pouvons étendre la donnée des x
en une représentation I de X* dans YE*DXEXD i pest pas difficile
de voir que :

=n(s, f, t') sietseulementsi sf=3s" et ft' =t

B, )50t
@058 0 dans le cas contraire.
Cela est en effet vrai pour |f| = 1. Supposons le vérifié par
|f1 <n et montrons le pour |f| = n. Soit f = gx :
BEx)s, 5,07 = ( ) , B8, 1y, s, ) BXm, 0, (7,
ot

Il y a dans cette somme au plus un terme non nul pour (5", ")
vérifiant les conditions : sg =s" , s'x =5 , gt =¢t , xt' =+¢", ce
qui suppose sgx = s' et gxt' =1t .

D’aprés I'hypothése de récurrence ce terme est alors égal a
n(s, g, xt").nGg, x, ) =nls, gx, 1)
Finalement considérons par s, , ¢, données la matrice »
B { — e sietseulementsi s’ =55, ¢ = 1,
UL R 0 dans le cas contraire
et calculons :

Tr(@. uf) = (Z)F(s,t),(s',t') Bfe, ey,6.0
s, t

Dans cette somme un terme au plus est non nul 4 savoir

F(Sof: o), (sg . ftg) ° I_If(soafto) = TZ(SO iy to)

ce qui prouve a la fois que ¥ est compatible avec i et le théoréme.
Q.E.D.

Il y a 14 aussi un théoréme réciproque. Auparavant démontrons le
lemme suivant dii 3 M.P. Schiizenberger.
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LEMME 1. — Si u est une représentation de X* dans SN*N ou S
est un semi anneau, N ={1,2,...,n}, et v une matrice de SN*N, il
existe N' ={1,2,...,n% + 2}, une représentation u' de X* dans
sN *N’ tels que erx* Trw. uN =u'f; »
w' est défini directement de la fagon suivante :

1- “'fn2+2,j = #'f,,l = 0 pour tout jEN'

2- “'f1,1+j+(k_1)n = (V-Mf)]-,k pour tout j, kEN
3- i"f1+j+(k_1)n,n2+2 = (#f),-,,c pour tout j, kEN
4- U fi 2y =TE@ . 1))

La vérification du lemme est un simple calcul.

LEMME 2. — Si [T est une représentation de X* dans YN *N, % une
matrice de YN*N compatible avec i il existe N'={1,...,n* + 2}et
une représentation @ de X* dans Y™ *N tels que

VIEX*: Ti(v. 5f) =W fy »

Ce lemme n’est pas différent du précédent : c’est la simple cons-
tatation que dans la construction précédente, si u support de i est une
0, 1 représentation de X* et si », support de v est compatible avec p,
i’ support de &' est encore une 0, 1 représentation.

THEOREME 2. — Toute K-transduction univoque peut étre as-
sociée d un automate fini bilateére.

Démonstration. — Soit en effet f —> uf, , une K-transduc-
tion univoque g : X* —> Y"*" est un Ktransducteur univoque.
D’aprés le lemme 2 toute K-transduction univoque peut étre mise sous
cette forme.

Nous allons construire un automate fini bilatére, qui permet de
définir cette transduction. Notons M = {uf|f € X*}, M est un monoide
de matrices 0, 1 (donc fini). Soient S=T=M x NouN = {1,2,...,n}
et définissons les applications

0:SxX——>S8 par o((m,i),x)=(m.pux,i), et
7:XxT—>=T par 7(x,(m, D) = (ux.m,1i.
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Les ensembles S et T seront les ensembles d’états de I'automate
cherché, et o et 7 s’étendent aisément en 0 : Sx X¥*——>=> S et
7:X* x T—= T. Nous avons :

o((m, D, N=mwf),d et 7(f,(m,)) =uHm,i).
Remarquons que M étant un monoide de matrices 0, 1 si

my, my,..., mp

sont dans M et i, i’ dans N, il existe au plus une suite de couples
d’indices :

G), Gyadg) oo Guigeg)se s lipoy, i")
telle que

M, i) Mg, ip) 2 - - PGy, i) 700 Gy, 1)

sont tous non nuls.

Nous pouvons ainsi définir n:S x X x T—> Y par

—pxy , Si il existe i, , i, EIN
tels que m, 1y, o MXi i > My p
nm, ) ,x,m . = sont tous non nuls.

— 0 dans le cas contraire.

C’est alors un simple calcul de vérifier que P'extension canonique
n:SxX*xT—->Y estdonnée par:

—Hfy i, S il existe i, , i, € N tels que
. . LN A m;r,., sont tous
n((m,d),f,(m i) = non nuls.

— 0 dans le cas contraire.
Mais alors si ey désigne la matrice unité de M
=Uuf,,, siceluiciest# 0
n((eM H 1) 5f) (eM > n))

= ( dans le cas contraire.

Finalement dans tous les cas : uf, , = n((ey, 1), f, (ey . n))
Q.E.D.
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Remarque. — On remarquera ici que cette construction serait
impossible dans le cas d’un automate fini bilatére multivoque ol Pon
remplacerait n : Sx X x T —> Y parn: SxXxT——=1p (Y*).
Les transductions définies par un tel automate sont bien des K-
transductions mais la réciproque est fausse.

9. Exemples.

A -DECODAGE.
Rappelons la définition. voir par exemple [16].
DEFINITION 1. — Un code fini sur X* est un ensemble fini A de

mots de X* tel que toute bijection ¢ d’'un ensemble Y sur A s’étende
canoniquement en un monomorphisme ¢ de Y* dans X*.

Si tel est le cas p prend le nom de codage et I'application inverse
¢!, également univoque, prend le nom de décodage. Nous savons que
si p est un codage de Y* dans X*, ¢! est une K-transduction univoque.
Nous nous proposons ci-dessous de la réaliser de deux facons :

1. Comme transduction associée d un automate fini bilatére.

Soit ¢(Y) = A. Dénotons H, I'ensemble des facteurs gauches
propres de mots de A :

H={h€X*|a€EA, N EXX*: hh' = a}.

Nous prendrons comme ensembles d’états :
S={H'CH|3feX* VK EH Af'€A* . f=f"h"} et
T={H'CH|3feX* Va"€H": n" fe A%}

et comme fonctions de transition :

{Wx\neH ixeH}si H{x}NA=0

VH' €S :H'x = { .

{W'x el W'xeHU{e} si H{x}NAF O
{W"€H|n"x€H"} si e¢H"
{{h"EHIh"x¢H"UA} si eeH"

VH"E€T : xH" =
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on vérifie facilement que
{e}f={n€HI|f=Ff'n,f EA*}
et fle}={hE€EH|nfE A*}.
Soitalors 7n:SxXxT—> Y donné par
—esi AW eH ,h'xcH"
M ,x ,H") =4 — ¢ '(W'x) si I"EH :h'xEA et ecH"

— 0 dans les autres cas.

n est bien ainsi défini puisque les conditions A4’ €H', n' x € H" et
In'€eH, K" x €A et e€H" s’excluent du fait que ¢ est un mono-
morphisme et de la définition de S et T.

Montrons que n(H',f,H") = o~ (' ') si
an'ed ;3r " =11, W' EA* et f"EH",
n(H', f,H') étant nul dans le cas contraire.
Supposons ceci vrai pour | f| < n et montrons le pour fx :
n(\',fx B =qH',f,xH") n(H'f,x , H")=¢ '@ fHn®H'f, x, H")
si il existe
WeH ,f,f"eEX* telsque f=f"f", nreax, f"exn".
Mais alors — ou bien f"x € H"”, n(H'f, x, H")=e et ¢’ est vérifié
—oubienf"x€AetecH" nH'f,x,H'") = ¢ 1(f""x),
nM,fx,H)=¢ (W'H ob WfEA* f=fe, e€H".
Nous avons donc
= o I(f) si fEA*

= 0 dans le cas contraire

n(e}, f,{e}) {

2. Comme transduction associée a un transducteur. cf. [S6}].

La construction est plus simple.

Considérons les H x H matrices fix, x € X
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=esihx=Hh,h+#e

Bx, o 4 =97 Mhx) si ixEA et i = e
# 0 dans le cas contraire.

h

Xy Xy o Xy = > Hx ux o Hx
(ixy x, 2o,k s L T bxp e

hyhyseeashy g p—1°

Ily adans cette somme au plus un terme non nul pour , , h,,..., h
tels que (en posant hy = h, h, = k')

p—1

Vi=0,...,p—1: lyx;,y =hj,y OURX;,€EA R, =e
Orsoient i, , i,, ..., i, lasuite unique des indices tels que

vi=1,...,k : hy=ce.

Nous avons alors hoxy...x; _{=a, €A
1
- Xy, 1 =g, €A

Xgoo- =ga,,, €A
e Xy, -1 1+1

Ceci démontre que
=¢7 1) si hx, ... x, =fh', fEA* K +e
(@xy. .. %)y { =9 Mhxy...x,) sl hx, ... x, EA* et B =

= (0 dans le cas contraire.

Donc en particulier :

=7 Mx,...x,) s CGry...x,)EA*

(BXy .o Xpe, e {

= 0 dans le cas contraire
Q.E.D.

Nous verrons au chapitre II une facon sans doute plus canonique de
réaliser les décodages comme transductions associées 4 un transducteur.
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B - APPLICATIONS SEQUENTIELLES OU K-TRANSDUCTION UNI-
LATERE (UNIVOQUE).

Il s’agit des K-transductions réalisables au moyen d’un automate
fini pourvu d’une fonction de “sortie”’ cf. [2] et [6].

DEFINITION 1. — Une application séquentielle droite de X* dans
Y* U {0} est définie par

— un ensemble Q d’états, dans lequel on distingue l'état
initial q, .

— une application 8§ : Q x X —> Q.

— une application X : Q x X —> Y* U{0}.

On étend 6 et A en des applications 6 et A de Q x X* dans Q et
Y* U{0} respectivement en posant

8(.e)=q Ng,e)=¢ 8(q,fx)=2380B@,N,.x),
g, X)) =g, ) NG, N,x).
L’application séquentielle définie ainsi est 'application p (f) = A (g, , f)
pour tout f€&€ X*,

DEFINITION 2. — La méme donnée de Q, &, \, q, permet de
définir une ap;z_lication séquentielle gauche p : X* —> Y*U{0} 4
savoir f —> N (q, , /) out

§:X*xQ—> Q, \: X* x Q——> Y*u{0}
sont données par
S, q)=q, Ne,q)=q
8(x,q) = 8(q,x), \x, q) = \g, x),
§(xf, q) =8(x,8(F, @),
NS, @) = Nx, 8¢, ) N, q) -

Il est immédiat que les applications séquentielles gauche ou droite
sont des K-transductions univoques, qui sont par définition dites uni-
latéres. La propriété suivante justifie I'intérét de ces applications séquen-
tielles dans ’étude que nous poursuivons.
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PROPRIETE 1. — Toute K-transduction univoque est produit de
composition de deux applications séquentielles.

»
Considérons R : X* ——> Y* U LO} associée a lautomate fini
bilatére défini par S, T, o, 7, n et R(f) =n(s,, f, t,) pour tout
fe x*,

Soit Z =S x X et p; Tapplication séquentielle droite
p, : X¥——> Z*  définie par
— I'ensemble d’états S et I'état initial s,

— lapplication ¢: Sx X—> S

— Tapplication A(s, x) = (s, x) de S x X dans Z* et soit
p, l'application séquentielle gauche p, : Z* ——> Y* U{0} définie par

— Pensemble d’états T, P'état initial ¢,
— lapplication
7 TxZ—>T:7@¢,6,x)=1x,1
— Papplication
N:Tx2Z > Y*U{0}:N(@,(G6,x)=n(,x,1)
Il est immédiat de vérifier que

VIEX* R = p, (0, ()
. Q.E.D.



CHAPITRE 11

PROPRIETES DES TRANSDUCTIONS

1. Composition de deux transductions.

Il résulte des théorémes 1 et 2 du paragraphe I-6 et du théoréme 2
du paragraphe 1-4 que le produit de composition de deux K-trans-
ductions univoques est une K-transduction. Il est clair que c’est une
transduction univoque.

Nous allons définir la composition de deux telles transductions
modulo un homomorphisme :

DEFINITION 1. — Si 7 : X* —> Yet 7 : X'* —> Y’ sont
deux transductions univoques et « un homomorphisme de Y* dans
X* Papplication ¢ de X* dans Y' définie par : ¥ f€ X* : of=7"(a(rf))
est appelé composition de T par 7', modulo a. Nous noterons ¢ = 7' a 7.

THEOREME 1. — La composition de T par 7' modulo « est une
transduction univoque.

Démonstration. — En effet : {(f, T'a7f) | f€ X*} est égal au
produit

{(F,THIfEX o {(g, ) IgEY* o {(h, Th) | REX'*)}

et 'univocité de chacun des facteurs entraine 'univocité du produit.

Mais de fait il y a plus :

DEFINITION 2. - Si i: X* —> YN Ner g 1 X'+ —>Y'MM
sont deux transducteurs univoques et a : Y* —> X'* un homo-
morphisme le transducteur \ : X* —> Y'MXNIxMxN) gs5i0i par

. % =Ty, (0. Bx, ) si Gx, .+0
X ,
e 0mom) % — 0 dans le cas contraire,

est dit composition de & par @' modulo o, et noté \ = ' X, u.
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Vérifions qu’il s’agit bien d’un transducteur univoque en calculant
}\f(ktor(’:i) Ol\l f=x1 xz...xp

) Ax

(my ,nl)...(mp_lnp_l)

Axy x,... X

P, D, 1, ,0my.np)

>\x =
P . Z
(mp—-l ’”p—-l)’(l']) My My e My 150 Ty e,y

—t — —1 —
Be, my) (a. BXyq, "1)) ce “('”p-l D (. uxp(n N)

’ p—1 »7)
Dans cette somme il y aau plus un terme non nul pourn, ,n, ,...,n,_,
tels que : ux s e, HX sont tous non nuls
a # 1G,ny) H P(n,_y 1)
etm,,m,,..., m,_; tels que
— — — —
Hee,mp) (a'“x‘(i.np) o Hemp_yn (a'“x”mp—l »
sont aussi tous non nuls.
. . =t —
Ainsi = P, p o mx, ... xp(”))
A si fixy...x #*0
Ax;Xx,. .. X ot 0.0 1) Hxy PG, f)

= (0 dans le cas contraire.

Ce qui prouve que X est bien un transducteur univoque ainsi que la

PROPOSITION 1. — Si 7 est une transductzon élémentaire associée
a m: X* % YN"N, Tf= nf, i et 7 une transduction élémentaire
associde 4 @ 1 X'd——> YMxM 1o — 8. p €t Si &« est un homo-
morphisme de Y* dans X'*, 7ot est une transduction élémentaire
associée @ ' X, T

THEOREME 2. — Si 7 (resp. 7') est une transduction univoque
associée ¢ 1 X* —> YN (resp. @ - X'* —> Y™ My et aun
homomorphisme de Y* dans X'*, la transduction 7’ at est une trans-
duction associée a 11’ x . IL.

Soient f=Tr@.uf) et 7Tg=Tr@."g).

Une remarque : si il existe g’ € X'* tel que &, mg' soit non nul,
alors il existe au plus un m,; €M tel que quelque soit f €X' 7 et

’mml

25
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g f,:,l,m , sont tous deux non nuls. En effet, nous aurions sans cela
deux éléments non nuls dans ), "va,ml W '8, ,m et 7 ne serait pas
m
une transduction univoque. '
Nous posons alors § (m , m') = m, ou 0 selon qu’il existe ou non
g €X'* tel que @, ,, g' # 0.

Définissons p € Y/ M*NxMxN) 50

=t — —
= Pm, 5 n, m7 Ko m, m) @V, )
p(m,n),m ,n) si8(m, m') et v, ,. sont différents de 0

= (0 dans le cas contraire

Nous avons :

Tr(p. AN = 2- Pim, ny,(m, ny MNom, ny,(m, n)

(m,n),(m’, n’)

— _ —_— —_—
- Z Pon,ny,m',ny Bm',m (a-#fn',,,)

(m,n),(m’, n’)

si ﬁ,’n,’ m(@Ef,: ) est différent de 0 on a & (;n, m") #0sinon le terme
correspondant est nul et n’intervient pas dans la somme. D’ou

Tr(p.kf) = 2 7zm,é(m,m’)) ZI&i(m,m’),m') (a'—ﬁn,n')

(m,n),(m’'n’)

o (@ TS )

— — —_ _
- Z Vim, 5 om,m%) B om,my,m) @ -Vy o Bl )

(m,n),(m’,n’)

Y

—t —
2 Pm,s0m,m B om,my,my @-71)
m,m

7' a7f d’aprés la remarque

I

Q.E.D.

Remarquons que la méme construction peut se faire dans le cas
de K-transductions multivoques (associées a des transducteurs multi-
voques). On peut définir aussi bien 7' o7 que u’ x, p dans ce cas et le
théoréme 2 reste vrai.
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2. Transductions inverses.

Au chapitre précédent nous avons établi que si R est une K-trans-
duction de X* dans Y*, R™! = {(g, )| (, g) € R} est aussi une K-
transdugnon Un des buts de ce paragraphe est de construire I'appli-
cation R™? cor_1;1a1ssant R = 7 donné comme 7f = U fi o pour tout f,
dans le cas olt R est d’image finie (u est alors supposé f1n1)

A — CHAINES ET SUITES RESOLVANTES.

Nous appellerons élément de u les quadruples (i, x,j, g) ou
i,je{l,...,N}, x€X, g€Y* sont tels que geﬁx,',.. L’¢élément
(i,x,],g) de u, est dit accessible par 7 si et seulement si il existe f et
f' dans X* tels que u f et ]; io sont tous deux non vides. Il est dit
propre si et seulement s1 gFe, unpropre dans le cas contraire.

Nous appellerons chaine de u toute suite, éventuellement vide,
d’éléments de g : (i, , X1, 71, 8-> g, Xp o Ji» &) telle que pour
tout h=1,...,k—1:4,,,=j, .Lachaine (i,,x,,/,,8),..-,
(i, Xi ) Ji » &) est dite d’origine i; d’extrémité j, . Elle est dite propre
(resp. impropre) si tous ses éléments sont propres (resp. impropres).
Elle est dite produite par le mot f = x, x, ... x, et produire le mot
£=8,8,...8 - Elle est dite résolvante de g par 7 si et seulement si
elle est d’origine i, , d’extrémité j, et produit g. Si bien que :

LEMME 1. — Pour tout g€ Y*, 77! est I'ensemble des f de X*
qui produisent une chaine résolvante de g pour 7.

Soit ¢ =(i;,x,,7,,8) 5+, X, Jr , &) vne chaine résol-
vante de g pour 7. Extrayons de ¢ la suite des éléments propres de ¢, soit
(ih1 s Xp, ,‘]'h1 , g,,l) yeees (ihl’ Xn, » j”z s ghz)' Cette suite, unique est la
suite résolvante de g pour 7, extraite de c.

Pour tout i, j€{1,..., N} nous définirons les ensembles C, ; égal
al’ensemble des chaines impropres d’origine i et d’extrémité j, et o, ; égal
4 I'ensemble des mots f qui produisent une chaine impropre d’origine ¢
et d’extrémité j.

LEMME 2. — Soit s = (i;,x;,7;1,8) -, X, Ji » &) une
suite résolvante de g pour 1. L’ensemble des chaines résolvantes de g
pour 7, d’oit U'on peut extraire s est donné par :
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Cio'il @y, x4y »gl),le,,'z N (PN S ,82) 3o

”.Cih—l’ih ’(ih’xh’jh’gh)’ci

hrin+ 1 ""’(ik’xk'jk'gk)’c

ik'jO
(les suites d’éléments sont assimilées @ des mots sur U'ensemble des
éléments).

La suite montrera Pintérét des transductions telles que tout mot
g de Y* est image d’un nombre fini de mots de X*. Comme il est clair
que I'ensemble des suites résolvantes de g pour 7 est fini, nous pouvons
énoncer :

DEFINITION 1. — Une transduction v.de X* dans Y* est dite
fidéle si et seulement si pour tout g dans Y* card (171 g) < oo c’est-d-dire
si 771 est d’image finie.

Disons que C; ; est accessible par 7 si et seulement si il existe f,
f'eX* tels que 1 f"o»' et fi’. o sont tous deux non vides.

LEMME 3. — Une condition nécessaire et suffisante pour T soit
fidéle est que chacun des C;, j accessible par 7 soit fini.

Nous venons ainsi de ramener le probléme & la recherche des
suites résolvantes de g pour 7. A cette fin nous allons définir une
relation, notée >, sur I’ensemble des éléments propres accessibles par 7
augmenté d’un élément w : L = EW) U{w}.

— @', x",j', gy >, x,j,g)siet seulement siC; ; # O
~(i,x,j,8 > wsietseulementsiC, ; # @
—w>(,x,j,g)sietseulementsiC, ;  # {0)

Clairement nous avons

LEMME 4. — Une suite s d’éléments propres de u, soit

sz(il’xlyjl ;gl)!"'i(ikixkrjk;gk)

est résolvante de g pour 1 si et seulement si les conditions suivantes sont
satisfaites.

1_(i1:xlyjl ’g1)>w
2~w>(ik1xk!jk)gk)
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3—pourtouth=1,..., k—1:
Uper sXne1 sina 8re1) > U s Xy s in 2 81)
4‘g=g1g2---gk

_ Introduisons pour tout / élément accessible de I, la famille des
d x d matrices 0,1 : {\; y |y €Y} ou

d = max{lgl|(i,x,j, g) élément propre accessible de i}

1 si et seulement si
—oubien g=g,yg,,g, €Y"! g, €YY*

tm' =m +
)\lym,m’ etm m+1

—oubien g=g,y,8,€Y"! m'=1

0 dans le cas contraire

Sil'onétend A; enune 0,1 représentationde Y* ,ona (A, 1) =1
si g=71".
Et construisons maintenant les (L x E) x (L x E) matrices Ay
= 1 si et seulement si
—oubien m'# lL,w#I=0et\y, =1
)\ td
Ya,my, @, m) —oubien m'=1,1'>1#wetN\y, , =1

= () dans les autres cas

LEMME 5. — Si v est la (L x d) x (L x d) matrice :

B = (1 si et seulement sil = w,I' >l m=m' =1
Ya,my, @, m) .
O dans le cas contraire
pour tout g dans Y*, Tr (v . \g) est égal au nombre de suites résolvantes
de g pour 7.

En effet Tr(v.\g) = X, AEay 1) .. )
I1>Dw
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ousi g=y, ¥, ...0u"

Tr(v.\g) = 2

xyl "‘)\yM
1 olg e IM Y g e (11,1),(0, ,m3) vmm)s(w,1)

Dans cette somme un terme est non nul si et seulement si il corres-
pond 4 une suite (/,,1),(,,m,),...,(Iy,my) d’indices satis-
faisant a :

—Pourtoutk =1,... , M -1
%— oubienl, =1, ,my,; F1let(Xy, y,) =1

Mmp, Mp+1

—oubienl,,, >, my,; =1letA, ), =1

—w > lM et ()\IM yM)(mM,l) =1

ce qui entraine que la suite d’éléments (I, , I, , ..., I, ) formée de
tous les /, ; telque m = 1 est une suite résolvante de g pour 7.
Q.E.D.

Dans le cas d’une transduction fidéle on remplacera A et v par
N et v’ respectivement :

1 si et seulement si
m#FElLwFlI=1I"et\y, =1

card (C; ;) si et seulement si
'=a",x",j"egh>1=3,x,j,8,m=1
!

AVa, my, @, my et (\; 3, = 1

= card (CJ., !o) si et seulement si

'=w>i=3,x,j,g,m=1let\y), =1

I

0 dans les autres cas

card (Cio,i) si et seulement si
Y, m) . @, m) Il=@G,x,j,e)>w,m=m'=1
= ( dans le cas contraire

pour finalement avoir :
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LEMME 6. — Pour tout g dans Y*, si 7 est fidéle : Tr(v'.X'g)
est égal au nombre des chaines résolvantes de g par 1, donc aussi au
cardinal de I'image inverse 77'g,

B — TRANSDUCTION INVERSE,

Elle se construit maintenant facilement. Définissons les matrices
{@yly€EYtetp

={e}sim'# L,w#I=1"et W)y =1

=x0;psil'=G",x',j",gV>1=0,x,].8)

]
) =1 =
ﬂy(lt m)i(l’; "1') m et O\Iy)m, 1 l

=x0;; siw>1=(,x,j,8

m'=1let(\y), =1

I

@ dans les autres cas.

=0, sil=0,x,j,8)>wm=m=1

5’ s i ’ ,!
om, @7 m) ¢ dans les autres cas.

THEOREME 1. — Pour tout g dans Y* :
g =Tr(p.7f).

La démonstration est immédiate & partir des lemmes 2 et 5. Nous
remarquons alors que dans le cas out 77! est univoque les ensembles
0, ; accessibles sont certainement réduits 4 au plus un €lément. Il est
alors facile de transformer 7 en une représentation de Y* par des
matrices 4 éléments dans 5(, P en une matrice compatible avec cette
représentation.

Ceci termine la construction de la transduction inverse.

C — APPLICATION AU PROBLEME DU DECODAGE.

Soit ACY* un code fini et ¢ : X —=> A une bijection de X
sur A. L’isomorphisme, noté ¢ également, de X* dans Y* qui étend
naturellement ¢ est un cas particulier de transduction injective.
L’application ¢! peut étre réalisée comme une transduction univoque
d’apres le corollaire 3. La construction est canonique.
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Si d = max |a| nous construisons pour tout Xx€X tout y€Y la
aeA

d x d matrice
= ¢, si et seulement si

e(x)=8,78,, 8 EY" L& EYY* etm' =m + 1
N Vm,m { = X si et seulement si
p(x)=g,y, & EY" !, m'=1
= 0 dans les autres cas.
puis les matrices Ty, yE€Y :
= Ny Y, m Si €t seulement sim’ = 1

— _— ’ [}
TV e, my, (", ) oux=x,m+*1

= ( dans les autres cas.

Enfin notons p la matrice

esietseulementsim =m' = 1

—_— — 1]
P, my, (x, m?) et x =x

0 dans les autres cas
On a pour tout g€ p(X*) : ¢! (g) =Tr(p.7g)

Exemple. —
X={x,y,z},A ={a,ab, bb}

v(x) =a, () =ab, ¢(z)=>bb

les matrices wa et wb sont respectivement :

X 0 X 0 x o O 0 0 0 0 O

O 0 0 0 0 O O 0 ©6 0 0 O
_ O 0O 0 e 0 O _ 0O 0 0 0 0 O
Ta = Th =

O 0 0 0 O O y oy o ¥y o

0O 0 0 0 0 O O 0 0 0 0 e

O 0 0O 0 0 O Z 0 z O z o©
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3. Transduction de séries formelles.

Les résultats précédents sont de fait plus forts que ceux que nous
avons énoncés, mais pour les exprimer dans toute leur généralité il con-
vient de faire appel a la notion de série formelle (cf. chapitre 0).

A — TRANSDUCTION GENERALISEE.,

DEFINITION 1. — Nous appellerons K-transduction généralisée
(resp. K-transduction généralisée d’image finie) toute application T de
X* dans l'anneau des séries formelles sur Y d coefficients dans Z, qui
peut se mettre sous la forme :

7f=Tr(w.uf)
ou | est une représentation de X* par des matrices carrées dont les
éléments sont des séries rationnelles (resp. des polyndémes) sur Y a
coefficients dans Z, et v une matrice carrée de méme dimension dont
les coefficients sont des séries rationnelles (resp. des polynémes) sur Y d
coefficients dans Z.

Soient car et supp les deux applications de B(Y*) dans Z <Y >
et Z << Y >> dans B(Y*) respectivement définies par :

Va€EZ<KY > suppa ={fEY*|(a,f)#0}

VLCY*:carL = Z (carL ,f)f ou (carL,f)=1sifel
feX*

et (carL,f) =0 si f¢L.

Nous avons : supp (car L) = L pour tout L.

La série a € Z << Y >> est un polyndme si et seulement si supp (a) est
fini. La série car L est une série rationnelle si et seulement si L est un
K-langage sur Y*, et supp (a) est un K-langage pour toute série ration-
nelle positive a € Z <Y >>,

Associons ainsi 4 toute transduction généralisée 7 :
X* —> Z << Y >> une transduction supp 7 : X* —=> B(Y*) dé-
finie par

(supp 7) f = Tr((supp ») (supp p) f) ou
(supp v); ; = supp (vy)
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((supp w) x); ; = supp (ux;;) et supp u est la représentation qui
étend canoniquement I'application supp u : X > B (Y*)"*"
La transduction supp 7 est une K-transduction si 7 est une transduc-
tion généralisée positive : 7f = Tr(v. uf) satisfaisant la condition :

Vi,j:y j» ux;; sont des séries rationnelles positives. La trans-
duction supp 7 est une K-transduction d’image finie si 7 est une trans-
duction généralisée positive d’image finie : 7f = Tr(v.u /) telle que

Vi,j:v;,ux; ; sont des polyndomes & coefficients positifs.
Réciproquement nous pouvons définir car 7 pour toute K-transduction

7: X* ——> P(Y*) en posant :

(car 7) f = Tr((car v) (car u) f) ou
(car V),’ j = car (v,’ j)

((car u) x)i’ j = car (px,’ i) et car u est la représentation qui étend
canoniquement I'application caru: X —> Z <Y >"*" Lappli-
cation car 7 est une K-transduction généralisée positive, d’image finie
si 7 est d’'image finie et

supp(car7) = 7.

Ainsi les transductions généralisées positives généralisent de fagon im-
médiate les K-transductions : les coefficients nous permettent seulement
d’effectuer des comptages qui sont impossibles dans le semi-anneau des
parties de Y*.

DEFINITION 2. — Une K-transduction généralisée v est dite
fidéle si et seulement si supp 7 est fidéle.

Soit 7f = Tr(v.uf) une K-transduction généralisée fidele. Par
linéarité nous pouvons définir une application, notée 7 également, de
Z <K X >>dansZ << Y >> qui prolonge 7.

Sta= ) (a,f)f nous posons
feX*

ra= % @Nr/= 2 @NTrw.uf)

feX*

Ta est bien une série formelle puisque pour tout g le coefficient :

(1a,g) = 2 (a, HTr@.uf),g) est certainement fini.
feX*
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B — TRANSDUCTION D’IMAGE FINIE D'UNE SERIE RATION-
NELLE.

LEMME 1. — Si a € Z << X >> est une série rationnelle et T une
t_ransduction généralisée fideéle, il existe une transduction généralisée
fidéle 0 : X* —> Z K<Y >> telle que :

T4 = 2 of.

feX*
En effet, a étant rationnelle il existe une représentation 7 de X* dans
ZN*N et p € ZN*N telle que VFEX* : (a, f) = Tr(p.7f) .
Soit 7f = Tr(v. uf). Formons le produit de Kronecker :

(meu)x =wx®ux pourtout x€X.

Il est classique que (m® u)f = wf & uf pourtout f.

(m@w(x,...x,) étant défini comme (FOu)x, (MO U x,... (TS W)X,
Tr((pev)y(meu)f) =Tr((p®v)(nfeuf) =Tr((p.nf) @ (v.uf))
=Tr(p.7f) Tr(v.pf)

Si Ponpose af = Tr((p ®v) (r ® ) f) on obtient :

Ta = Z Tr(p.nH) Tr(w.uf) = 2 of.

feX* feX*

Nous pouvons aussi bien énoncer :

Toute série rationnelle sur Y, image dans une transduction géné-
ralisée fidele d’une série rationnelle sur X, est image dans une trans-
duction généralisée de la série caractéristique de X*.

Et comme toute série rationnelle est image d’elle méme dans une
transduction généralisée fidéle d’image finie :

LEMME 2. — (Ce lemme généralise des résultats de [19]).

Pour toute série rationnelle a sur Y, il existe X, et 1 transduction
généralisée fidéle d’image finie telle que : a = T(car (X*))

T est positive si et seulement si a est rationnelle positive,

Réciproquement nous avons :
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THEOREME 1. — L’image d’une série rationnelle dans une trans-
duction généralisée fidéle d’image finie est une série rationnelle.

Considérons tout d’abord o : X* —=> Z << Y >> définie par

of = “fio,io et o(car X*) = f?_).(‘ of.

Nous reprenons alors les constructions des lemmes 2-2, 2-5, 2-6 en
définissant éléments, chaines et suites résolvantes comme pour la trans-
duction support de a. A tout élément (i, x,j, g) est associé le coef-
ficient a(i, x,j, g) = (yx” , 8).

A toute chaine ¢ = (i, x,,/;,8) ... (g, Xy, i, 8) est associé

h=k .
afe) = 1 aly, x, .7y, &) et 2 C, ; le coefficient
h=1

a(Cy ) = Z{a()c€C;}.
Considérons alors les matrices : 7y et p :
= 1 si et seulement si
m#FEL,wFElI=U, NPy =1

= a(D) a(C; ;) si et seulement si
_ | =0 x"jegV>1=0,x.,i.8
TVa, my, @, m) m=1, AP = 1
= o] )a(Cj, io) si et seulement si

w>l=(@G,x,j,0,m=1,0y), =1

= () dans les autres cas

= a(Cy, ;) si et seulement si

— r __ . . —_ _— r o
Py, my, @, m?) U'=G,x,j,9>l=w,m=m =1

= 0 dans les autres cas.

Calculons Tr(p.7 f) pour f = Y1 Yy ... ¥y Cest la somme des termes
de la forme a(Cy ;) a(y) a(Cy ) al,)...aly) aC, ) ou la
suite s = 1,,1,,..., I, est résolvante de f pour supp 0. Un tel terme
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est encore égal & ¥ a(c) étendu A toutes les chaines résolvantes de f pour
supp ¢ d’oll 'on peut extraire s.

Or si g produit une telle chaine c,.a(x) = (ug,0 jo * ). Do
finalement Tr(p.w H= E(Mg,o jo? f) somme étendue aux g qui pro-
duisent une chaine résolvante de f pour ¢ d’ol

Tr@paN = % (o2, N=( % og.f)
geX* geX*
égalité qui démontre le lemme.

Remarque 1. — Grace 2 la méme construction nous pouvons
construire la transduction généralisée inverse ¢~! de la transduction
généralisée fidéle d’image finie, ¢ : X* ——=> Z <Y >. La trans-

duction 6~ est alors VFEY* : 6~1(f) = 2. (07'(f),g) o
geX*

(07 '(N,8) =(c®.N.

Remarque 2. — 11 est impossible de construire de la méme fagon
0! si 0 n’est pas d’image finie. On ne peut non plus é&tablir de cette
facon le théoréme 1 dans le cas d’une transduction qui n’est pas
d’image finie.

Remarque 3. — Les résultats du paragraphe 1 de ce chapitre se
généralisent immédiatement aux transductions généralisées.

C — TRANSDUCTION D’UNE SERIE RATIONNELLE.

Nous allons montrer que I'image de car X* dans une K-transduction
généralisée fidéle, mais non d’image finie est égale 3 'image de car Z*
pour quelque Z, dans une transduction d’image finie.

La preuve utilise une technique analogue a celle qui nous a permis
d’établir le théoréme 1-6.3.

Considérons donc 7f = uf; y une telle K-transduction. Nous
écrirons tous les éléments ux,; i qui sont des séries rationnelles, sous
la forme : px, ; = of; (car (Z] )*); nj; en supposant les Z;; ; distincts et
les transductions (7;) g = (o)) (g))1 N d’1mage finie.

Soit Z I'alphabet Z = (U Z7 )U{w ;1 soit N' = max N" (on su-
pose encore N 9& 1). Construlsons les matnces mZ,zE€Z dont les
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éléments sont indicés par les paires (x,7,j,k),(x',i,j, k') ou :
x,xeX,i,i'j,ji'€{l,...,N}j, j'e{l,...,N'}:

= ((af, W) (z))k,k. si et seulement si

x=x =X

i=i'=5
TZx, 1,4, k) (', 1, %, k) i=i'=t

zEZi,

= 0 dans le cas contraire

= e si et seulement si

i =j=
(T W3 s, 1,1, 5 (0, 2,7, k) X=x, 1=9
k= Ns,, L k'=1
= 0 dans le cas contraire
Enfin soit
= e si et seulement si
i=1,i'=N
P, 1,10 0,0 %) k=k=

0 dans le cas contraire.

Nous avons 7(car X*) = 7'(car Z*) si 7' est la transduction d’image
finie : 7'g = Tr(ng.p).

En effet Tr(ng.p) est nul sauf pour les mots g dans Z* qui sont
factorisableseng =g, g, ... g, avecg, € (Z’;‘,,l)* w’:fil ,

G(Z::lN)*w;,kl NoetVm=2,...,k—1

En €Ly | I* W

En ce cas Tr(ng. p) est égal a
(@7}) @ w3, (O2) @) N2, - (g

ik 1,N

W BN

Ainsi 2 Tr(ng. p), somme étendue 4 tous les g admettant la factori-
sation décrite plus haut est égale a
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(;txl)l,,1 (/.1x2),-1,,-2 . (/.txk)ik_l’N = plx, ... xk)l,N

Si 'on étend cette somme i tous les g, en remarquant que tout g peut
avoir une et une seule factorisation de la forme ci-dessus on obtient le
résultat.

Ainsi le théoréme 1 reste vrai si I'on enléve la restriction d’image
finie soit :

THEOREME 2. — L’image dans une K-transduction généralisée
fidéle d’une série rationnelle est rationnelle,

Remarque 1. — Supposons enfin 7f = pf, y , K-transduction
généralisée de X* dans Z << Y >>. La méthode précédente permet
de construire la transduction inverse puisqu’on peut considérer 7 comme
le produit d’une transduction 7, de X* dans Z << Z >> et d’une trans-
duction7, de Z* dans Z <Y >>.

En effet, soient Ax, ; = car (Z] )* w})), 7, f = \fy y et 7,7 dé
finie plus haut. Nous avons bien 7f = 7, (7, f) pour tout f. Mais alors
7, est une transduction d’image finie dont nous savons construire
Pinverse et 'inverse de 7, est simplement ’'homomorphisme de Z* sur
X* défini par

plwi) =x et ¢)=e si zZF Wi .

Finalement 77! = o(7;1(f)).
Remarque 2. — La partie du théoréme de Jungen-Schiitzenberger

concernant le produit de Hadamard de deux séries rationnelles découle
immédiatement du théoréme 2 [22]. '



CHAPITRE I1I

C-LANGAGES ET TRANSDUCTIONS

1. Systémes d’équations.

Soient deux ensembles X et E, disjoints, = ={§, , ..., ,}. Nous
noterons pour simplifier H= XU Z et H: Z << H >>. A tout n-uple
q d’éléments de H soit ¢ = (g, ,...,q,) correspond un homomor-

phisme de H* dans H soit A q’ si fE H*, A a f est la série obtenue en
substituant dans f g;  §; pour tout i. Cet homomorphisme s’étend liné-
airement en un endomorphisme de H que nous noterons aussi A q

DEFINITION 1. — Un systéme d’équations en les variables non
commutatives £ E€ K, d coefficients entiers, sur X, est un systéme
d’équations de la forme :

:4=p , i=1,...,n.

ot pour tout i : p, €Z<H>

Le systéme Z est dit propre si et seulement si il satisfait :

Vi:(p,,e)=0 (1)

Viyj:(pi»si)zo (2)

THEOREME 1. — Si Z est un systéme propre d’équations, il
existe un et un seul n-uple o de séries formelles 6 = (0, ,...,0,),0,€H,
tel que pour tout i : (0,,¢e) = 0 et 6, = N, p;. Nous écrivons 0 = A\ p
en posant p = (p, , ..., p,) et étendant la définition de N, de fagon

évidente. ¢ est dit solution du systéme Z.

Nous ne reproduirons pas la démonstration. Il nous suffit de
savoir que ¢ est la limite quand m ———> oo de la suite de n-uples p(m)
(limite composante par composante au sens de la topologie naturelle de
Z < X >>) définiepar: p(0) = (0,0,...,Qetpim + 1) =)\p(m)p.

C’est aussi la limite de la suite de n-uples o(m) :
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o(m); = Z{(p(m);, N FIFEX\X"! X*}

= X {(0;, HFIFEXN\X" X#}
et'on a
om + 1), = Z{Q\ygm) 7y, HFIFEXN\X"? X*}

Ce théoréme est dir 8 M. P. Schutzenberger et N. Chomsky.

2. C-grammaires .

Soient X, =, H comme au paragraphe 1. Nous noterons H = 8 (H*).
A tout n-uples d’éléments de H soitq = (q,,..., g,) correspond un
homomorphisme de H* dans H soit )\q 0\ a f est obtenu en substituant
dans f, g, a & pour tout i. A, s’étend linéairement en un homomor-
phisme de semi-anneau de H dans lui-méme,

DEFINITION 1. — Une C-grammaire propre en les variables
£ € E, sur E, est constituée par la donnée pour chaque i d’une partie
finie p, de H* satisfaisant

Vi:eép, ('
Vi.iiiiﬁfpi (2)'
ce que nous noterons
G:§, —>p, i=1,...,n

THEOREME 1. — Si G est une C-grammaire propre en les variables
£ € Esur X, il existe un et un seul n-uple vy d’éléments de H,
Y=o esYy)

tel que pour tout i : ey et v; = ?x,,pi (noté aussi v = )\7p). v est dit
solution de G.

Remarque. — En général on rajoute & G la donnée d’un axiome,
c’est-a-dire que I'on distingue un E,o dans =, appelé axiome et 'on parle
alors du langage engendré par G qui est par définition Vig -

La démonstration est en tout point semblable & la précédente. De
la méme fagon 7 est la limite quand m ———> oo de la suite p(m)

26
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définie par : p(0) =(D,D,...,0) et p(m + 1) = Ap(m p- Cest
aussi la limite de y(m) :

Y(m); = p(m), N BXA\X""! X*) = 4, N BXAAX™ X*)
etlona  y(m + 1= (N\ygmpy N BXANX™T2 X4)).

3. C-grammaire support d’un systéme d’équations.

Soient X,_E, H et H comme aux paragraphes 1 et 2 et ¢ un n-uple
d’éléments de H" ou :

a€H" <——>4€H e VfEH: (a,N>0

Définissons supp ¢ = (supp q,, ..., supp q,) qui est un n-uple d’é1é-

ments de H. Il est clair que V f€H : supp (A, f) = Agypp oS

et va€H : supp (?\qa) = Nsuppq (SUPP @)

DEFINITION 1. — Soit Z le systéme propre d’équations Z : ¢, = p; ,
i=1,...,n.

Nous appellerons C-grammaire support de X la C-grammaire G = supp =
définie par G: §;, —> suppp; i=1,...,n.

PROPOSITION 1. — Si 2 est un systéme positif, c’est-g-dire tel
que Vi=1,...,n, VfEH : (p;, )= 0, et si 0 est sa solution, la
solution de la Cgrammaire G = supp T n’est autre que le support
de o.

En effet, posons p,' = supp p; . La C-grammaire G s’écrit :
G: ¢, ——> p,' ,i=1,...,n et Ton a p'(0) = supp p(0). Suppo-
sonsque Vm' <m : p'(m) = supp p (m). Nous avons

P'(m + 1) = Xy P = Ngupp pmy (SUPD P) = SUpp (A, (y D) -

D’ot p'(m + 1) = supp p(m + 1). Une récurrence achéve la démons-
tration. Q.E.D.
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4. Systéme caractéristique d’une C-grammaire.

DEFINITION 1. — Soit G la C-grammaire propre : G : §, —> p,,
i=1,...,n

Nous appellerons systéme caractéristique de G le systéme T = car G
qui s’écrit T : ¢, =carp, i=1,...,n

On remarque que X = car G est un systéme propre positif et
puisque supp (car p) = p nous avons : 7y = supp o si vy est la solution
de G et ¢ la solution de £ = car G.

Mais en général 'on n’a pas ¢ = car v.

DEFINITION 2. — Une C-grammaire G est dite non ambigué si
et seulement si la solution ¢ de son systéme caractéristique vérifie :
o = car y ou *y est la solution de G.

5. Forme normale d’un systéme d’équations.

Soient = et Z' deux ensembles disjoints et les deux systémes =
et 2’ en les variables £ € E et £ € (£ U E'), respectivement, tous deux
sur X :

ZE=p i=1,...,n
g =p i=1,....,n+n
DEFINITION 1. — I’ est dit extension de X si et seulement si

les composantes de la solution de X' correspondant aux § € E sont
égales aux composantes de la solution de X.

LEMME 1. — A tout systéme X : &, =p,,i=1,...,n on peut
faire correspondre un systéme T':§ —— p/, extension de T et
satisfaisant la condition :

V, : supp p; C (X U (EU E')*
Démonstration.
Introduisons les variables :

E={nG,f,Bli=1,...,n;f€suppp,\X UEE* ; | <k <|f|}
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et formons le systéme X' :
Ei= E{(pi,f)f|f€XUEE*
+2{@, , NnG, £, DG, f,2)...9G,f,1fD

, f € supp p;,\X U EE*} (ce second membre est par dé-
z finition p])

nG,f, k) = p) si la KM lettre de f est £,
nG,f, k) =x sila KEME Jettre defestx €X

i=1,...,n,nG,f,k)EE

=’ est extension de . Supposons en effet que
Vi=1,...,m'<m:a(m"), = o'(m"), etpourtout €= , m'<m:
o' ') nG, £, k) = n six estla k™ lettre de f,
o (') n(i, £, k) = o' (m'); si & est la KM lettre de f.

Cette hypothése entraine que les mémes égalités sont vérifiées
pourm + 1.

Si fesupp p, N EH:Ad'm)f= Noemy [

Sifé¢suppp, N(XUEY)ilexisten(, f, 1)...n(, 1, | fIy=f Esupp p; et
NOUS aVONS eNcore : gy f "= Ng(my f- Ce qui entraine

om+ 1),=d'm+ 1), si i=1,...,n.

Une récurrence achéve la démonstration

LEMME 2. — Soit un systéeme T : §;, = p;i = 1,...,n vérifiant :
V,; :supp p, C XU EE*
Il existe un systéme ', extension de T : T’ : Elf = pi' , 'g; EZVE qui
v;: suppp,'CXU(EUE')2.

Introduisons les variables Ny .07 = 1,...,n et formons le systéme =':
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£ =Z{p,.NFIFEXVEY
+ E{(P;,f) Ni,i, ,7113,-4 .. m2,_1 12 |
?
z +2{@. N Mgty Mizig =« - Migg_q 1y Ei2l+ll
f= Eil te 2‘21 ‘Ei21+1 € supp pi\XU £%)
(ce second membre est par définition p;)
nirj=£izi i’j=l’...’n
2’ est extension de Z.

Supposons en effet :

Vi=1,...,n Ym'<Sm:o(m"), =0'(m"), et pour touti,j=1,..., n,
vm' <m:o'(m), = o(m"), a(m"), .

Les mémes relations sont vraies pour m + 1 puisque si
fE€suppp;, N(XUE?,
Noimy £ = Nogmy [~ Sif€suppp, N(XUZE*) ona
— ou bien f = E,l - E,ﬂ et il existe
= Xiyig o+ Xigy_yig € supppi' tel que
Nogmy £ = 0(m)y a(m)y, ... 0(m)yy, = Ny f

—ou bien f=§ ... 3;‘,21“ et de 14 méme facon il existe
[

f' Esuppp;] tel que Noemf = Nogmy [ -

Ceci entraine o(m + 1), = o' (m + 1);. Une récurrence achéve de
montrer que X' est bien extension de Z. Or T’ vérifie :

V; :suppp; C XU(EUE) (EUE)* et max, d°p; <%(max,.d°p,) + 1.

On peut ainsi construire Z; extension de X', I’ extension de
Z, et ainsi de suite le degré décroissant il existera un & tel que X,
extension de Z vérifiera max, d® p,.(") <2.

Z, vérifie les conditions du lemme Q.E.D.

Rapprochant les lemmes 1 et 2 nous avons le
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THEOREME 1. — A tout systéme propre Z, l'on peut faire cor-
respondre un systéme propre ', extensionde Z soit T’ : § = p; , §, € E'
satisfaisant @ V' j : supp p; CXUE?,

3! est dit étre sous forme normale quadratique ou simplement normale.

6. Forme normale d’une C-grammaire .

DEFINITION 1. — La C-grammaire G' est extension de la C-
grammaire G si et seulement si toutes les composantes de la solution y
de G sont égales d des composantes de la solution v' de G'.

Considérons la C-grammaire G et le systéme (car G). D’aprés le

théoréme du paragraphe précédent il existe un systéme normal extension
de car G. Ainsi :

THEOREME 1. — Pour toute C-grammaire G, il existe une C-
grammaire G' extension de G, non ambigué si G est non ambigué, de
la forme : G': §; —> p; ,j = 1,...,nox‘1Vj:pj'CXUE'2.

G’ est dite sous forme normale quadratique ou simplement normale.

DEFINITION 2. — Une série formelle a €71 << X >> est dite
algébrique si et seulement si il existe un systéme T propre sur X tel que
a soit une des composante de la solution X~ de o.

Une série formelle a, algébrique est dite positive si et seulement si
elle est composante de la solution d’un systéme propre positif.
Un langage L sur X est dit étre C-langage si et seulement si il

existe une C-grammaire G dont L soit une des composantes de la
solution.

Nous reformulons ci-dessous des résultats des paragraphes pré-
cédents.

THEOREME 2. — Toute série algébrique a€Z << X >> est
composante de la solution d’un systéme normal,

Tout C-langage L de X* est composante de la solution d’une
C-grammaire normale,

Un langage L sur X* est un C-langage si et seulement si il est le
support d’'une série algébrique positive.
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Un C-langage L sur X* est composante de la solution d’une C-
grammaire non ambigué si et seulement si car L est une série algé-
brique positive. L est alors dit non ambigu,

7. Forme de Chomsky d’un C-langage .

Dans ce paragraphe nous donnons une démonstration de I’énoncé
bien connu. (cf. [23],[3],[6]).

THEOREME 1. — Si L est un C-langage sur X il existe :
— un ensemble de Dyck D CY*
— un K-langage K de Y*

— un homomorphisme ¢ de Y* sur X* satisfaisant a
L = ¢(D* NK).
La définition, standard, d’'un ensemble de Dyck est rappelée au
paragraphe IV.1.

Démonstration, — Nous pouvons prendre L composante de la
solution d’une C-grammaire normale G. Ecrivons plutét £ = car G.

=2 d* g+ L blx,i=1,...,n
> jrk !

x, €X,af ble 0,1

dont la solution est o. Nous prendrons L, = supp o; .

Introduisons le nouvel alphabet :

Y = (et L dff G ST 5 aff = 0,8 # 0)

dans lequel nous pouvons définir ’ensemble de Dyck D*.

Et, considérons le systéme Z' :

g Sl = el d g dt iy el + Zhxx
i=1,2,...,n

et soient Ly =suppo; i =1,...,n. Il est clair que pour tout i :
L, = p(L}) ot ¢ est 'homomorphisme de Y* sur X* défini par
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e¢(y) =e saufpour y = x,' ou w(x;) =X;

Ce résultat, presque évident, est aussi un cas particulier du
théoréme I11.10.1.

Soient alors les ensembles A, , B, C'Y définis par
A, ={x} 16} # 0} U{ck |af* # 0} et
B, = {x] | b} # 0} U{c/*|a}* # 0} = A,

et VC Y? défini par
YAV ={x/x} | b] # 0y U{cFaf*, af* fF*, fl¥ ¥ | ofF + 0}
u{d* A, B dal"  fFA. B, Fl¥1a)* # 0}
Soit R = Y*\Y* V Y* : Nous avons, pour tout i :
L)CD*NRNA Y*NY*B,.

En effet :

— les seuls mots de longueur 2 de L; sont les mots x}x] ol
bf # QO et ils appartiennent AD* N RN A, Y* N Y* B, .

— supposons ainsi que tous les mots de longueur inférieur a
|glde L; sont dansD* "R N A, Y* B, .

Nous avons si | g| > 2,g € L; (et ce de par la forme méme de Z')
g= ciik d{kgl E{kf;ikg”f;ikak, aik *0
ou g’ €L; et g"' €L, sont tous deux de longueur inférieure 4 |g|.
Dot g ED*NRNAY*NY*B;, g"ED*NRNA, Y*NY*B, et
finalement gED* N RN A, Y*NY*B,.
Montrons que réciproquement pour touti : D*N RN A, Y* C L',.

Notons o
Y ={cl*, a*, 7% x}la* +0b] + 0}.

Nous avons D* N RNY' Y* = Q.

Si cet ensemble n’était pas vide il aurait un élément de longueur
minimale soit g. Nous aurions alors : g =y'g’, ¥’ €Y' et comme
n—_m

g€D* : g' =g"y'g"" avec g”, g’ € D*.

Considérons les quatre cas :
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1 -y =% douy =x], g =x}g"xig"", g ER entraine g'"'+ e
donc g"" €D* NRNY' Y* contredisant 'hypothése, puisque |g"” | <|g|.

2 —y' =¢/* entraine de la méme fagon g ED* NR N Y'Y¥,
18" <lgl.

3 — y' = df¥ entraine g" = f/*g""" et comme g" €D* :

i
g" — f;‘]kglv i] g .

Or g¥ ne peut étre vide dou g €D*NRNY'Y* contredisant
I’hypothése.

4 —y' = j—”iﬂ‘ entraine g €ED*NR N Y'Y*.

Dans tous les cas on arrive a une contradiction.
Soit alors g€ D* N R N A, Y*. Deux cas se présentent.

1 —g=xg'x{g" qui entraine g"" = e sans quoi nous aurions
g'€D*NRNY'Y* et pour la méme raisong’ = e. D’olig = x/ ¥/ C L.

27— g= C,’kg'cT,’kg" S gn — e,gr — dgkgm }-;]k, gllle D* d’ou
¢l = aff gAY 7 avec

gVED*NRNAY* et gvED*NRNA, Y*.

Une récurrence sur la longueur des mots permettant de conclure gV € L]f
et g¥ €L, nous avons g€ L;.
Finalement D*NRNA,Y*DL;DD*NRNA,Y*

soit L;=D*NRNA,Y* et L,=¢pD*NRNA,Y*.
Q.E.D.

8. Forme de Chomsky d’un langage non ambigu.

De la preuve précédente nous pouvons en fait tirer un résultat
supplémentaire important. Considérons o; composante de la solution
du systéme caractéristique Z. Nous avons établi que :

gEsuppo; <> FRED*NRNA, Y*: g =9(h).
De fait nous avons I’égalité :

VEEX*(0;,8) =card{hED*NRNA; Y*|g=ph} (1)
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Tout repose sur la relation :
(0,,8) = Z{(0;,8") (0. 8" Taff #0,¢'8" = ¢}
qui découle immédiatement des relations que nous avons données au
paragraphe 1 de ce chapitre dans le cas simple d’un systéme normal.
L’égalité (1) est alors évidente pour | g| = 1.

Supposons la donc vraie pour tous les g’ de longueur inférieure a
lg| et considérons une factorisation g =g'g" avec (o;,g") #0,
(0,,8") #0 et aff #0.

Soient :

0,) ={ ED*NRNA Y*|ph)=¢g'} et

0, &™) ={h"ED*NRNA,Y*|ph") =g"}.
qui vérifient d’aprés ’hypothése de récurrence :

card 6 g = (0 &) et card0, (") = (0,,8")
et soit a(j, k, g', g") Pensemble : c/*al* 0, (g") d/*f[*0, (") Fl¥c]*de
cardinalité (o, , g') (0, , g'"). Clairement :
o, k, g, 8" Co,(g) ={hED*NRNA,Y*\p(h) =g},
aGy, ky,8r.8) NaG .k, g, g #0 si G,k ,8,.8)) # Gk, g, g
6, (&) CUlaG,k,g', &M g =¢'s",(0;,8) #0,(0;,8 #0,aff #0}
Lesa(i, k, g, g'") forment donc une partition de 0,(g), d’ou I'égalité (1).
DEFINITION 1. — Soit L un C-langage composante de la solution

d'une grammaire G : L = v,. Nous appellerons ambiguité d’'un mot

fC L par rapport a G le coefficient (0,, f) de f dans la série o, compo-
sante de la solution de £ = car G nous le notons a (f).

Nous pouvons alors énoncer :

THEOREME 1. — Soit L un C-langage de X* composante de la
solution d’une C-grammaire G. Il existe :

— un ensemble de Dyck D* CY*
— un K-langage K de Y*

— un homomorphisme ¢ de Y* sur X* satisfaisant a
L = (K ND*) et
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VfEL of(f) = card{gEK N D*|pg = f}

Remarque, — En particulier si G est non ambigu, il existe D*, K, ¢
tels que L = ¢(K N D*) et

VfEL :card (0 }(f)NKND*) = |

Un C-langage est dit non ambigu si et seulement si il est composant de
la solution d’une C-grammaire non ambigué.

Ainsi tout C-langage non ambigu L est de la forme :

L=p(KND*) ou VfEL:card(p }{(HHNKND*) =1

9. Représentation d’une série algébrique, déduite
de 1a forme de Chomsky.

Des résultats des paragraphes 7 et 8 nous pouvons donner une
autre forme utilisant la notion de transduction, forme qui a le mérite
de se généraliser. En effet, nous savons que :

¢(D* N K) = 7(D*) ol 7 est une K-transduction univoque puisque
R={(f,NIFEK}{(f, v fEY*}

est une K-transduction, qui vérifie :

- >

R(f) = o(f) si FEK,R(f) =0 si fEK.
T= K est univoque.

Construisons effectivement cette transduction dans le cas des
paragraphes 7 et 8.

Nous nous donnons les Y x Y matrices uy, y €Y :
=x, 8i y=y,=x{, 9 1, €V

BV 1, =e si y=y2=#=x:,y1y2¢v

0 dans les autres cas.

Choisissons y, €Y tel que y, A;¢V, par exemple y, = d,’k tel que
af¥ # 0 et soit v1aY x Y matrice
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=esiy, =y,
Vyl »J’2

0 dans le cas contraire
11 est clair que Tr(uf. v) g =¢(f) si FERNA,Y*
=0 dans le cas contraire.
D’ou L, ={Tr(uf.v) | f€D*I\{0}
Si nous considérons la transduction 7 : f —= Tr(u f. ») comme

une transduction généralisée Y* ——=> Z << X >> nous pouvons
écrire, ce qui est une autre forme donnée aux résultats du paragraphe 8.

o, = Z{Tr(uf. v) | fED*}

i

ou encore
0; = 1(car D¥)

C’est ce résultat qui se généralise en le théoréeme :

THEOREME 1. — Pour toute série algébrique, a €Z << X >,
composante de la solution d’un systéme propre sur X il existe un
ensemble de Dyck D* CY* et une transduction généralisée, d’image
finie : 7: Y¥* ——> Z << X >> tels que a = 1(car D¥).

Ce qu’on peut aussi exprimer en disant que toute série algébrique est
image dans une transduction généralisée de la série caractéristique
d’un ensemble de Dyck, ce qui fait ressortir I'analogie avec le résultat
du chapitre II selon lequel toute série rationnelle est image dans une
transduction généralisée de la série caractéristique d’un monoide libre
(tout entier).

Démonstration.

Nous pouvons prendre a = o; ol ¢' est la solution de
= k !
o §g,. =Zaoff gk + ZBx
x;, €X,aff /€L

Nous définissons Y comme au paragraphe 7 et la transduction 7'
comme 7'(f) = Tr(u' f. V') avec
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=B/xjqsiy =y, =xl,y, v, ¢V

i

, of'e siy=y,=cf y,v,¢V
#yy,y - :
P2 ) =e sjy=y2;&x;etc'lk,y1y2¢V

=0 dans les autres cas

v = v (comme plus haut)
Nous avons a = o] Z{Tr(u'f. V") | fE D*}.

Soit en effet un mot de D* MR N A, Y* (les notations sont
celles du paragraphe 7).

=a(f)p(f) si FERNA,Y*
Tr(u'f. v")
= 0 dans les autres cas.
ou a(f) est le produit de tous les coefficients a{k et B,’ correspondant
aux c{k et x,i ayant une occurence dans f. D’ou finalement le coef-
ficient d’'un mot g dans Z{Tr(u'f. v' | f € D*} est égal &

Z{a(NHIFED*NRNA,Y* , o(f) = g}.

Il n’est pas difficile alors de montrer, par un raisonnement analogue 3
celui du paragraphe 8 que ce coefficient est égal a
(01,8 = Z{(0},8) (0, 8" 1e'e" =g j.k=1,...,n}

ce qui établit le théoréme, dont la réciproque fait I’objet du prochain
paragraphe.

10. Transduction généralisée d’une série algébrique .

Considérons la transduction généralisée d’image finie

TIXF——>Z KLY, 1f=uf, 4

N

ol u est une représentation de X* par des matrices & éléments dans
Z <Y >. Nous dirons que la transduction 7 est quasi-inversible si et
seulement si pour tout x€X et touts, j=1,...,N: (ux e) =0,
Ceci entraine en particulier que 7 soit fidéle.

i
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Soit alors a € Z << X >> une série algébrique a = 0, ol 0 est la
solution du systéme Z.

£ = 2a{'°g,gk +Zbix,
a’k,b,’EZ,i= l,...,n, x,€X

Si 7 est quasi inversible et d’image finie, alors :

A i A L [T
7(2) i=1,...,n

I,m=1,...,N

est un systéme propre.

Soit ¢' sa solution dont nous désignerons les composantes par

d’/»™ . Nous avons :

_ . r1,N _
Vi,=1...,n : o = 7(0y) .

Posons
b= Eaiikfj & > 4, = Zbix,

I,m _ 1, , ,m _
Pi' i _’_gt a{k Ej ték " q;l "= % bis(“xs)l,m

Plus généralement nous allons montrer :
VR=0,Vi=1,...,n Vim=1,...,N:d(B)}™ =y, ,0(h),

Cela est vrai pour 2 = 0. Supposons le vrai pour tout #’ < h et montrons
le pour £ + 1. En reprenant des notations antérieures :

o'(h + 1) ™= Ny @™ + g™

=q;l,m+ Z aii,ko'(h);,ta'(h)lt‘,m
jik,t

=g+ 2 af*uy, (0)) iy (0(h),)

fik,t

= g™+ ,Zk a* (o (k) o))

=ty m ( % bix, + ,Zk af* o), o(h),)

= “l,m (xa(h) (pi + qi)) = #1,’" U(h + l)i



TRANSDUCTIONS DES LANGAGES DE CHOMSKY 407

Cette suite d’égalités utilise en particulier la linéarité d’une trans-
duction (comme fonctionnelle sur un ensemble de séries formelles) et
la propriété évidente valable quelques soient les séries a, a’ et le trans-
ducteur u :

2 (ua), ,(ua"),, = (n(aa"); ,,
t

D’ot le résultat et en passant a la limite

oY = lim o' (W N = lim u, o(h),
h—>o h—>eo

=y Mim o(h); = py n 0y
h—> e

Nous avons démontré le :

THEOREME 1. — L’image dans une transduction généralisée
d’image finie quasi inversible d’une série algébrique est une série
algébrique,

Il est assez désagréable de devoir imposer a 7 la restriction d’étre
quasi-inversible dans 1’énoncé du théoréme précédent. Mais pour
pouvoir lever cette restriction il est nécessaire de sortir du cadre tracé
au paragraphe 1 de ce chapitre, puisque naturellement une transduction
non quasi-inversible transforme un systéme propre d’équations en un
systéme impropre. Nous définirons assez naturellement :

DEFINITION 1. — La série a € Z << X >> est semi-algébrique
si et seulement si @ = a — (a, e)e est algébrique.

Et nous établissons le théoréme suivant :

THEOREME 2. — Les composantes de la solution d’un systéme

d’équations Z, impropre, quand cette solution existe, sont des séries
semi-algébriques.

Si X : & = p, est un systéme impropre, ¢’est-d-dire ne satisfaisant
pas aux deux conditions :

Vi:i(p,,e)=0

Vi,j: (.8 =0
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la suite de n-uples de séries formelles o(mn), , construite au paragraphe 1
ne converge pas toujours (en particulier il peut apparaitre des coef-
ficients infinis). Si elle converge sa limite o satisfait Vi: o, = A p,, et
nous lui conserverons le nom de solution de Z. Si elle ne converge pas
nous dirons que Z n’a pas de solution.

D’autre part, si o est la solution de = et si ¢’ est un n-uple de
séries formelles satisfaisant :

Vi:\, p; = 0
Vi:(g;,e) = (0;, )

alors ¢ = ¢'. Autrement dit il y a unicité de la solution quand sont
donnés les coefficients de e

La démonstration est rigoureusement analogue a celle de 'unicité
de la solution d’un systéme propre.

La démonstration du théoréme 2 consiste alors en 3 lemmes.

LEMME 1. — A tout systéme d’équations T : &, = p, on peut
faire correspondre un systéme

E':£;=2a{k£;.§;+2b{£;+Zcfxs+d,e

tel que T' a une solution si et seulement si T en a une et dans ce cas
les composantes de la solution de T sont composantes de la solution
de X' (Z' extension de T).

Le systéme I’ est dit sous forme normale quadratique.

La démonstration reproduit presque textuellement celle du lemme
5.1 et nous Pomettons.

LEMME 2. — Au systéeme X, sous forme normale quadratique,
T:g=Zaf gk Y Ib g+ Zcix, Hdse
on peut faire correspondre un systéme 3'
g =Za"tE + 2 x, tdye

dont la solution est identique @ celle de T si celle-ci existe. Z' est dit
sous forme strictement normale (quadratique).
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Nous avons en effet la propriété

o(m) converge si et seulement si la matrice I-B, ou B = (b,j ) est non
singuliére,
Si g est le vecteur £ = (g, ,...,g,) avec
g; = Z ¢;x, + d, e, la convergence de o(m) implique celle de
I+B+---+BHe,
qui 4 son tour implique que B soit nilpotente donc (I—-B) non singuliére.
Soient alors & = (&, ,...,§,)
V=0,...,y,) avec v, = Ea{kéisk + g,
nous pouvons réécrire X sous la forme
£§=BE+V dou
g = Bo + A,V qui entraine
oc=0-B)yY'A,V=2(1-B'V)

Cette derniére relation exprimant que o est solution du systéme
£ = (I — B)"!'V qui est sous forme strictement normale.

LEMME 3. — Au systéme X sous forme strictement normale
o5 =Zaff gk +Zcix, tde.
on peut faire correspondre un systéme propre normal X' dont la solution
o' est donnée par 0; = 6; = 0, — (0, ,)e si la solution o de X existe.

Définissons pour tout i la suite des coefficients a(m),
«(0), = d;
a(m + 1), = Z{a(m), a(m), lal* + 0} + a(m),

Si Z a une solution cette suite converge vers une limite o, = lim a(m);,
m—>oe

puisque a(m), n’est autre que le coefficient de e dans o(m);. La
limite «; est ainsi le coefficient de e dans o, : o; = (0;, e). Posons
p; = Za{kéifk +Zcjx, et p,=p + Zlgyp, + o, p |al* # 0}. Le
systtme Z' : § = p,; est un systéme propre, sous forme normale :
c’est le systéme cherché.

27
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Désignons par o’ sa solution ¢’ = (0} , ..., 0)) et par ¢’ le n-uple
!
(0 toye,..., o0, +a,e). Nousavons :

A Dy = N Dy ¥ Z(0y 0, pp Yo N p) + 2oy e et
Aoy =N 0+ Zayoge.

Finalement A, (p, + d; €) = A,.p; + o; ¢ = 0} + a;€=7, ce qui prouve
que @ est identique 4 la solution de o.

Le théoréme 2 découle immédiatement des lemmes 1, 2, 3. Rap-
prochant le théoréme 2 de la démonstration du théoréme 1, nous avons

le théoréme 3, généralisant un résultat de E. Shamir et donnant comme
corollaire le théoréme de Jungen-Schiitzenberger.

THEOREME 3. — L’image dans une K-transduction généralisée
fidéle d’image finie d’une série algébrique ou semi-algébrique est une
série semi-algébrique.

En effet 7(Z) est un systéme peut é&tre impropre mais qui a
stirement une solution, du fait que 7 est fidéle. On vérifie en effet que
dans ce cas la suite des «; converge, ce qui est une condition suffisante,
puisque 7(Z) est sous forme strictement normale.

11. C-transduction généralisée.

DEFINITION 1. — L’application T de X* dans Z << Y >> définie
par 7f = Tr(v.uf) ot u est une représentation de X* par des N x N
matrices dont les éléments sont des séries semi-algébriques de Z << Y >>,
et v est une N x N matrice dont les éléments sont aussi des séries semi-
algébriques de L <<'Y >>, est une C-transduction généralisée.

Remarquons que toute K-transduction généralisée est une C-
transduction puisque toute série rationnelle est une série semi-algébrique
puisque c’est I'image dans une K-transduction généralisée fidéle d’image
finie de 1a série car (X*) qui est manifestement une série semi-algébrique.

Nous avons le théoréme, en définissant une C-transduction fidéle
comme au paragraphe I1.3.

THEOREME 1. — L’image d’une série semi-algébrique dans une C-
transduction généralisée fidele est une série semi-algébrique.
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Nous prendrons la série semi-algébrique a composante de la solution
deZ:§ =Zal gk + Zbjx, + c esoita = g, et 7 sous la forme

Tf=ufin

Nous supposerons que pour tout x,, i, j la série semi-algébrique
(kxy); ;est la premiére composante d’un systéme sous forme strictement
normal,

. —_ p,q
2,0, & it = 296001 £ 000 $6.00q
p
+ b, 1,1 & ipp T St €

Formons le systéme X' réunion des systémes X, ,; , et de
T(Z): g =Zaf BT T T T e
=' est un systéme impropre sous forme normale.

On démontre comme précédemment que 7 étant fidéle et chacun
des systémes X s,i,7) ayant une solution, 7(Z) a une solution o', telle
que 7(a) = o;'N. En effet si

0 est le vecteur (MO}, ,, > O ;1) AVEC O ;= (MXy),, et
pi’”‘ le second membre de I’équation en E,’ »™ dans 7(2) nous avons :
Aoy = za{k(“oi)l,t MO + Z U (X)) + dye.
et ceci n’est autre que (u 01 m-

L’unicité de la solution entraine le résultat.

12. Transduction des C-langages.

C’est un résultat classique que : (cf. [6] p. 37-44).

PROPRIETE 1. — Si G est une C-grammaire impropre soit :
G : ¥, —> p, ne satisfaisant pas les deux conditions ¥, : e & p; et
Vi,i : Ei ¢p, »
la suite y(m) (définie au paragraphe 2) converge vers 7, que nous
dirons encore solution de G, dont les composantes sont soit un C-
langage soit l'union d’'un C-langage et de{e}.

Nous énoncerons trois lemmes fort analogues aux lemmes 1-2-3
du paragraphe précédent.
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LEMME 1. — A toute C-grammaire G on peut faire correspondre
une grammaire G' : ’g’; —_— pj' telle que :

1 — pf CE? UE'UX U{e} pour tout j

2 — G' a une solution si et seulement si G en a une et en ce cas
les composantes de la solution de G sont composantes de la solution
de G'.

LEMME 2. — A toute C-grammaire G : §, —> p, satisfaisant
la condition V¥, : p, C E2UEUXU{e} on peut faire correspondre
une C-grammaire G' : §; ——> p/ satisfaisant la condition

Vi:p].'C52UXU{e}

et telle que I'ensemble des composantes de sa solution ' soit identique
a l'ensemble des composantes de la solution vy de G, si celle-ci existe.

Nous considérons le préordre sur = -
(g, <§ <= & .€p;

et les classes de I’équivalence associées a ce préordre, classes que nous
désignerons par &) ,. .., §,.

Substituons dans G, SI'. a tous les &, appartenant & la classe
désignée par & . Nous obtenons G’ dont le systéme caractéristique
associé satisfait la condition : (I — B) non singuliére. Une transfor-

mation analogue a celle effectuée pour un systéme satisfaisant cette
derniére condition achéve la démonstration.

LEMME 3. — A4 toute C-grammaire G : §, —> p, satisfaisant
la condition ¥, : p; CE*U X U {e}, on peut faire correspondre une
C-grammaire G' : §, ——> p; , propre, telle que les solutions v et y' de
G et G’ soient lies par :

Y, 17 = 7\e}

Définissons la suite des sous-ensembles de I'ensemble {1,...,n} des
indices
I,={ile€p,;}

Loy ={i13],k€EL,: §E EpIUl,
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Cette suite est stationnaire de limite I. Nous poserons I’ = {1, ...,n}\L

Posons encore q; = p,\{e} et définissons
pi=qV{g| IkEL: g 5 EPD
UU{g 13j€1:§ 5 EpD

La C-grammaire propre §,———> p,', est la grammaire cherchée, La
démonstration est analogue a celle du lemme 3 du paragraphe précédent.

DEFINITION 1. — Nous conserverons l'appellation de C-langage
d l'union d’un C-langage et de {e}.

Mais la différence de comportement entre systéme d’équations
impropres et C-grammaires impropres doit rendre trés prudent en parti-
culier dés qu’il s’agit de I’ambiguité d’un C-langage contenant e. En
effet, le systéme caractéristique d’une C-grammaire impropre, lui-
méme impropre, n'a généralement pas de solution. Il convient donc de
considérer un C-langage contenant e, comme la réunion d’un C-
langage solution d’une C-grammaire propre et de {e}. C’est ce que nous
ferons, parfois implicitement, dans la suite.

Y

Il nous reste & énoncer dans le cas des C-langages les résultats
analogues 4 ceux du paragraphe précédent pour les séries algébriques.

DEFINITION 2. — Nous appellerons C-transduction toute ap-
plication v de X* dans $ (Y*) qui peut se mettre sous la forme
vf=Tr(v.uf) ou p est une représentation de X* par des N x N
matrices, et v est une N x N matrice, dont les éléments sont des C-
langages sur Y*.

Nous avons simplement I'énoncé qui généralise les énoncés 3.2.1,
3.2.2, 3.3.1, et 3.3.3. de [6].

THEOREME 1. — L'image dun C-langage dans toute X-trans-
duction ou C-transduction est un C-langage.



CHAPITRE IV

T-LANGAGES, T'-LANGAGES
ET LANGAGES COMPILABLES

1. L’ensemble de Dyck et de semi-Dyck.

Soit Z = XU X ol X et X sont deux ensembles disjoints se cor-
respondant biunivoquement dans Papplication de x € X sur X dans X.
Nous empruntons les notations de [12].

Définissons deux applications p et p' de Z* dans Z*.
1 — p(e) = e, et pour tout fEZ* x EX, x EX.
pUx)(= p(x sip(IEZ* X
=fisipll=f X
p(f?)§= PN si p(f) & Z*x
= f, si p(f) = fix
2 — p'(e) = e et pour tout fEZ* x€X ,¥xE€X:
p'(fx) = p'(fix
p'(X) =p'(Nxsip(NEL* x
=f, sip'(f) = fix.
On démontre facilement que les identités suivantes sont véri-
fices [12]
Vi gEL* p(f8) = plp(f) . &) = p(p(f) p(g))
p'(f) = p'('(NHE) = p'('(f) p'(g))
Vi, LEL* p(f) =plg) <> p(fif1) = p(f18f,)
p'(f) =p'(®) = o'(f,ffy) = p'(f18f>)

ces deux derniéres relations signifiant en particulier que les deux rela-
tions d’équivalence sur Z* définies respectivement par
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frg <= p(f) = p(g)
fo's <> 0'(f)=p'(g)
sont deux congruences.
Le quotient Z*/p est le groupe libre A n générateurs si n = card X,
que I’on peut identifier & ’ensemble des mots réduits,
Z, ={f€Z*| p(f) = f}
munidelaloif. g = p(fg).
Le quotient Z*/p' n’est pas un groupe : c’est sculement un mo-
noide qui s’identifie & I’ensemble des mots semi-réduits.
s ={UfE€EZ*1p'(H =1}
muni de la loi fog = p'(fg).

Certaines propriétés sont bien connues concernant ’ensemble
de Dyck,

D* ={f€Z*|p(f)=¢e}
et sont aussi vraies pour ’ensemble de semi-Dyck
D'* ={fE€Z*|p'(f) = e}

L’ensemble des mots de Dyck (resp. semi-Dyck) premiers c’est-a-dire
Pensemble des mots de D* (resp D'*) dont aucun facteur gauche
n’est dans D*(resp D'*), soit D(resp D'), est un code bipréfixe et
D*(resp D'*) est un sous monoide librement engendré par D (resp D').
Nous avons méme une propriété de factorisation unique pour les
mots de D(resp D) (cf : [3])
Soient
D, ={fED|f=xf"}=DNxZ*
D;=Dnx Z*

Tout mot f dans D, se factorise d’une fagcon unique en

f=xff .. KX
ouf,,f,...,fr ED\D; et f dans D3 se factorise en
=X .. fx

ol f,,...,f, ED\D,.
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La situation est plus simple pour D', dont tout mot fED’ se
factorise en f=xf, f,.. . fiXx, f1, .. fx - D' pour quelque x
dans X.

Ces propriétés nous permettent d’affirmer que D* et D'* sont
des C-langages non ambigus, car (D*) et car (D'*) étant respecti-
vement composantes de la solution des systémes :

£, =x§. X +xX
s =X £ x +Xx

g =2 ¢

X

L 2 £

X

oee
I

|\e!

oo

T 28 H (2 HEEE

¢, = x¢tx + xX
L+ EED ¢

e
il

2. T-langages.

-THEOREME 1. — L’image dans une transduction injective d’'un
C-langage non ambigu est non ambigu.

En effet considérons L tel que car(L) = ¢,, ol 0, est lapremiére
composante de la solution du systéme caractéristique normal X :
T g =2 £ & + Z b, x;. Soit 7 latraduction injective de X* dans
Y* . 7(f) = ufl,N, le langage 7(L) est le support de la composante
0}>N de la solution de

,m _ K oI, \ j
LUOIR AN AN A AR DL AT AN
Supposons qu’il existe en g tel que (o’ N , 8 > 1.

Il existe alors s,,58,,j,,/,,k;, k, telsqueg = g} , gy =g, &5

. i 1,89 ’ 1,s ' s1,N " s2,N "

et les coefficients (oi1 81, (°i2 2,8,), (akl ,81) (a,,2 »87)
s j1.ky J2 s kg
sont tous non nuls, ainsi que 4 , 4y .
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Mais alors, 7 étant injective il existe f] , ', f; , f, dans Y* tels
(0;, . /1), (05, . 1), (op, , "), (0, . f)") sont tous nuls,

W) =8 = Wf)y 5 W)y N = WDy, W), N

§1

et f1fy=/f,f, =f La non ambiguité de L entraine j, = k,,
j, =k, fi =f1'.f, =f, et lunivocité de 7 entraine alors s, =s,
donc g, = g, , &, = &, En particulier, 'image dans une transduction
injective d’un ensemble de Dyck est un langage non ambigu. Nous
montrerons plus loin que ce n’est pas le cas de tous les langages non

ambigus et nous définissons :

DEFINITION 1. — Le C-Langage L sur X* est dit fortement non
ambigu, ou encore T-langage si et seulement si il existe un ensemble
de Dyck D* sur Z* et une transduction injective v de Z* dans X*
tels que L = 7(D*).

Le fait qu’une transduction injective a pour inverse une trans-
duction injective permet de donner la définition équivalente souvent
plus commode.

DEFINITION 2. — Le C-langage L sur X* est un T-langage si et
seulement si il existe un ensemble de Dyck D* sur Z* et une transduc-
tion injective, T de X* dans Z* tels que

VfEX*fEL <> 1(f) ED*.

Un certain nombre de corollaires découlent du fait que le produit
de deux transductions injectives est une transduction injective.

PROPRIETE 1. — L’image d’un T-langage dans une transduction
injective est un T-langage. En particulier, lUintersection d’'un T-langage
et d’un K-langage est un T-langage, l'image d’un T-langage dans un
monomorphisme est un T-langage.

PROPRIETE 2. — Soit L dans X*, s’il existe une transduction
injective T de X* dans Y*, et un T-langage L' sur Y* tels que :

ViEX* fEL <—=> r(f)eL’

alors L est un T-langage.
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De la méme facon nous donnons les deux définitions équi-
valentes suivantes, laissant au lecteur le soin d’énoncer les deux
propriétés analogues aux propriétés 1 et 2 ci-dessus.

DEFINITION 3. — Le langage L de X* est un T'-langage si et seu-
lement si il existe un ensemble de semi-Dick D'* sur Z* et une trans-
duction 1, injective de Z* dans X* telle que L = 7(D'*).

DEFINITION 4. — Le langage L de X* est un T'-langage si et seu-
lement si il existe un ensemble de semi-Dyck D'* sur Z* et une trans-
duction 7, injective de X* dans Z* telle que V fE€ X* :

fEL < 1(/)ED'*.

3. Systémes standards et T'-langages.

Dans ce paragraphe nous allons mettre en évidence une famille
de T -langages et montrer que tout C-langage est image homomorphe
dans un homomorphisme strictement alphabétique d’un T-langage.
Le théoréme 1 dfi 4 S. Greibach [9] est démontré par une méthode
que nous a indiquée MP Schiitzenberger.

THEOREME 1. — Pour tout systéeme d’équation X, on peut
construire une extension T' de T de la forme :

3’ : § = p; ot pour tout j supp p;EX'Eﬂ UXE'UX.

%' est dit sous forme standard gauche.
Soit T &, =Zdl & + 2 blx

i=1,...,n
désignons par o sa solution o = (g, ,...,0,)
Z peut encore s’écrire
§=%tm+ x ol & est le vecteur (£, ,...,§,), X est le vecteur (X, , . .., X,)

avec x; = Z b} x;, m est n x n matrice & coefficients dans Z < Z > :

. Al .
i_ jk
m; —S.: a; .
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h=k
Or m admet un quasi inverse, p = lim Z m" qui est une
k=>o h=1

n x n matrice & coefficients dans Z <<E>> vérifiant la relation
p=m+ mp.

Définissons A, m comme la matrice (A, m)’ Aol ') et q =\,p
comme la matrice q, = A, ( p,’) ce qui nous permet d’écrire
q=Am+ A mq
car A, est un homomorphisme et 6 = x + x ¢ (qui se vérifie immé-
diatement en revenant A la définition de o).

Explicitons ces relations, nous obtenons :

3 k
_0i=%‘ Xe i %
i ik( 3 1 nk 1 i
- q: = ; aﬁ (ZI‘ X1 dx +Xk)+§ 2}; a; (Z}: X; 4k +Xk>fh]z
Prenons alors un ensemble de n® variables §'ij et formons le systéme

K

&=2mﬁ+n
T -

, j ik

E’i=._. x,g’d,+2a”‘x,§k+2. i Xkﬂc*’z‘l: Xk

k1

Les relations précédentes n’expriment rien d’autre que le fait que
la solution de ' est le vecteur

1 n 1 n
Oy 530,51 505Gy 52y s--+34p)

d’otu le théoréme du a S. Greibach.

DEFINITION 1. — Le systéme sous forme standard gauche % .

] E=2a B Z B X+ 2 ]
i=1,...,n.

est dit séparé si pour tout j l'un au plus des coefficients

a,'."k’l , brF cf est non nul.
Il est clair qu’a tout systéme sous forme standard gauche Z on

peut associer un systéme %', sous forme standard gauche et séparé,
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tel que si £ est un systéme en les variables ¢ € Z sur X, X’ soit un
systéme en les mémes variables sur Y et il existe une surjection de Y
sur X qui applique ' sur ¥. Ce qui s’énonce encore

PROPRIETE 1. — Tout C-langage (resp toute série algébrique) est
image dans un homomorphisme strictement alphabétique du support
d’une composante de la solution d’un systéme (resp d’une grammaire)
sous forme standard gauche séparé.

Nous n’utiliserons plus dans ce paragraphe que les supports des
composantes de tels systémes, supposés de plus caractéristiques. Ce sont
des T-langages, comme nous le démontrons maintenant.

Considérons un tel systéme £ que nous écrirons :
E=Z0 EE1G, DEAY+Z g 1jeBI+ 2ix 11 €C)

pour distinguer les lettres figurant dans les équations, lettres de
lalphabet X. Prenons Z ={e, ,...,q,, @&, ,...,@&, Posons

» Oy s
L; = supp o;

et définissons le monomorphisme ¢ : X* ——> Z* par

<p(x,’:k) =q; 0 q , ‘p(x’,:) =o; o et ¢o(x,) =a; pour tout /€C,.

Nous avons :

VIEX* fEL, = p'w(N =1
Montrons L, C{fE€ X* | p'(p(f) =&, }=¢ (o' (&) .

Linclusion L,NX Cy~' (p"'(@,)) est évidente. Faisons une
récurrence sur la longueur des mots.

Tout mot fEL; peut se factoriser soit en f = x,lk Fr.rey,
€L, soitenf=ux;f", fEL.

Si 'on suppose p'w(f') = @; et p'p(f") = @, il en découle dans
les deux cas p'o(f) = @;.

Réciproquement remarquons que d’aprés la définition de o’
VgEZ* : p'(w,g) #+e

et raisonnons par récurrence sur la longueur du mot g &€ Z* tel que
p'(g) =a;, g = ¢(f). Il est clair que
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Plg)=a,,lgl=1,8=9p(f) =—>fEL,.
Considérons donc g, |g]|> 1. Les trois cas suivants se présentent
l1-g=a,¢, g €p(X*)
2-g=a,0 8, g €Ep(X*¥)
3-g=q, 4 g, g Eo(X*).
Examinons les :

1 -g=q g ,g €p(X*) entraine g’ = [ g",p'(g)=ecequi
n’est pas

2-g=0a,08, g €p(X*) entraine p'(g') = @, donc
g=o(f),f'€L; dou g= o(x; Y= o(f) ,fEL,
3-g=q, 04 o g, g € o(X*) entraine qu’il existe
g'epX*) g =¢g"¢g" telque p'(g")=7;.

En effet p'(g) =@; @,. Supposons quil existe g" tel que
gr=gugm et P'(g”)iaf{als'"’an}*uajak{al""*an}*
cela entraine p'(g') # @; @, .

Considérons alors le facteur gauche g’ le plus long de g’ tel que
p(ghe o {a, ,...,a,}* Cettainement alors p'(g") = & mais aussi
g" €p(X*). D’ou finalement g'=g"¢"", p'(¢")=a;,0'(g"") =75,
g =o(f",f"EL;, g €e(f") " EL, et

g =" 11" =olf) , fEL,
Nous avons bien établi (1).

Mais Papplication 7 de X* dans Z* définie par 7(f) = «, ¢(f)est

une transduction injective puisque
(N =1f) < o) =qo(f) <> f=f
puisque ¢ est un monomorphisme,

L; estun T'-langage et nous avons montré le théoréme qui améliore
le théoréme 3.1. de Schiitzenberger [19].

THEOREME 2. — Tout C-langage est image d’un T-langage dans
un homomorphisme strictement alphabétique.
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La méthode employée pour la démonstration du théoréme 2, va
nous permettre maintenant de démontrer le théoréme 4.3 de Shamir
[27]. Considérons en effet le systéme sous forme standard gauche :

L:§=p, avec p,CXEUXEUX

sur Palphabet X. £ est image dans un homomorphisme strictement
alphabétique de Z', sous forme standard gauche -caractéristique
et séparé. Supposons Z'sur X' et ¥ : X'*—> X* ’homomorphisme
en question.

Définissons ¢ : X* —> B(Z*) ol
Z={a,,...,0,,0,...,%}
par
o(x) ={a; o o |x¢; & € supp p,yU{T, o | x§; € supp p,}
uU{g, | x € supp p;}.

Soit ¢(x) = {p' (x| x' E¥ ' (x)}, ¢’ étant 'homomorphisme consi-
déré plus haut.

Nous avons si ¢ est la solution de Z :
supp 0; = {f | (f) N p'~' (@) # 0}.
En effet p(f) N p"‘(a,.) # 0 implique qu’il existe
| g€V N, V(€@

Cest-d-dire qu’il existe g € supp o] ou ¢’ est la solution de Z'tel que
V(g =f.

Nous avons méme

(0, ) = card (p(f) N o'~ (@)
puisque
(0,, 1) = Z(o;, ) (o, ., I fF=xf'f" ,x §; & € supp p;}
+ 2{(0;, f) | f = xf', x § €supp p; }+ Z{1 | f=x, x Esupp p;}

(d’aprés des remarques faites au chapitre III).

Or tout mot de w(f) N p'~'(a,) est de I'une des formes
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— @ g g oup'@)=g,0'(")=a,,g €v(f),
g eo(f"),f=xf'f",x¥ & Esuppp,
— o8 oup'e) =q,8' €p(f) f=xf", x & Esuppp,
—_ ai
D’on la relation, par récurrence sur |f].

Mais en fait nous pouvons aussi bien faire le méme calcul si
n’est pas caractéristique. Nous' définirons

g X¥—>Z <Z> par
o(x) = Z{d* T oy 0 | (p;, x & &) = &Y +2{0) & o | (v, x £) =D}
+Z e, @l (p,, x)=¢p,
et nous avons pour tout f dans X* :
(0;, N=ZA(N,2) 10'(g) =}

La relation qui définit les coefficients (o;, f) est en effet la méme
que plus haut.

Nous énoncerons le théoréme

THEOREME 3. — Pour toute série algébrique a €1 <X >
il existe un homomorphisme ¢ de X* dans Z<Z1 >, ou Z* est un
monoide libre sur lequel est défini l'application p' et I’ensemble de
semi-Dyck D'* = p'"'(e), telle que

IyE€EZ*: @, H=Z{e(),)1p'(g) =7}

pour tout f dans X*.
4. Le complémentaire d’un langage de Dyck.

Reprenons le langage de Dyck D* sur Z* ol
Z={x,, ..., Xy, Xps1s---,Xp) et

X, = Xppp SI IKn,X;=x;,_, si i>n

Désignons par D I'’ensemble des mots premiers et

D,=DnNx, Z*

D, =x, (U D, | x; # x; )*

1
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Nous avons le théoréme

THEOREME 1. — Soit f= X, X, - - Xy un mot réduit de 7*.

Tout mot g de Z* tel que p(g) = f se factorise de maniére unique en
8=8,8, -8, 0ug, ED*etpourtoutl=1,... kg € D"z'

Prenons tout d’abord k = 1. 1l est clair que g€D,, g’ €7 Z*
g =g g"'= p(g) €x,X*. Si donc le mot f tel que p(f) = x;
se factorise en f=f' f", f'€D* ,f" €D, , f est le facteur gauche le
plus long de f’ tel que f' € D* d’ol l'unicité. Si au contraire p(f) = x,
et f=7f"f" ou f estle facteur gauche le plus long de f qui soit dans
D*, alors f' = x,; ", f"' € (U{D,. | x; # X;H*. Si ce n’était pas le cas
on aurait

—soit f" =x, ", x, #x; et la condition p(f") = x; en-

traine qu’il existe f‘w dans D*, fv dans X* tels que

. V_ N . v _
' =x N T f dou p(fMx S T ) =e
contredisant la maximalité de f’.
—soit f' = x, """, f'"" € D*. $’il existait VoV M dans
D* tels que [ = v X; It x; V! on aurait p(f' x; v X;) = e contre-
disant 1a maximalité de f.

Le théoréme est établi pour £ = 1, supposons le donc vrai pour

I < k et considérons f tel que p(f) = X ovoe Xy -

Comme précédemment on remarque que si f se factorise en
f=rfof - -fi =1 fiy -+ 1y, estle facteur gauche le plus long
de ftel que p(f) = X oo Xy d’ot Punicité.

Réciproquement supposons que f=f f' ou f' est le facteur

gauche le plus long de f tel que p(f’) = X; o0 X . Le méme rai-

sonnement que précédemment démontre que f' € D,.k et I'hypothése de
récurrence entraine que f se factorise de facon unique en

f=tofiy -1,

Ig_q?

d’ou le théoréme.

COROLLAIRE 1. — L’ensemble des mots g tels que
pg) =1
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ou f est un mot réduit, soit p—l( f) est un C-langage non ambigu.

Reprenons en effet le systéme d’équations décrivant D*
E=x 8 X xR
=2 5+ X & &
xi# x; x]-f P

zo = Efi + (EE,-) Eo

Les supports des composantes o; de la solution ne sont autres que les

ensembles
(U )
x,-f: X

D’oul le systéme

5 oE =
b = L E
tel que p_l(x,.1 ...x,.k) est le support de la composante Oy iy

de la solution. La non ambiguité vient de 'unicité de la factorisation
précédente.

COROLLAIRE 2. — Le complémentaire de D*, Z*\D* est un C-
langage non ambigu sur 7*. Ce résultat découle du théoréme 2 : 3 de
Ginsburg et Greibach [8]. En effet considérons I’ensemble R des mots
réduits sur Z*, R est un K-langage local, donc aussi un C-langage. Nous
pouvons écrire le systéme suivant :

§ = Z xi§j+xi

@ xif?‘i

$o = 2§;

tel que car(R\{e}) soit précisément égal 4 la composante 8, de la so-
lution. Or

Z2¥\D* = {fe 2*| p(H ER\{e } = p " (R\{e}).
D’ou le systéme @' dont car(Z*\D¥*) est une composante de la

solution.

28
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E =X 6% xR
& = x;;;i & +(x,-:3§i Ej) &
@ (& =x 8.8 =2t + CH) &,
= & GHE
xl-fEi
$o = 2§, ¢,

Cela résulte directement du corollaire 1 précédent.

Nous noterons maintenant que si R’ est une partie de R, qui
peut étre :

— finie

— cofinie ie card (R\R') < o
— un K-langage quelconque
— un C-langage non ambigu

p_l(R') est encore un C-langage non ambigu sur Z*, Aussi peut-on
énoncer par exemple.

COROLLAIRE 3. — Si y est un homomorphisme de X* dans
le groupe libre a n générateurs et T est une partie finie de T" , ¢—1(F')
et o (T\I") sont des C-langages sur X*.

Car si nous identifions I 4 'ensemble des mots réduits sur Z*
muni de la loi f. g = p(fg), il existe un homomorphisme ¥ de X* dans
Z* tel que

FEY* o(f) = p(¥(f) dou ¢ (T =p7'(I")
Si T est finie ou cofinie, p~'(I') est un C-langage sur Z*, dont
Pimage homomorphe inverse est un C-langage.

Dans 1’énoncé du corollaire 3 on peut remplacer ’homomor-
phisme ¢ par une transduction.

Enfin nous avons le théoréme.

THEOREME 1. — Le complémentaire d'un T-langage est un
C-langage.
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En effet, supposons que L C X* soit tel qu’il existe un ensemble
de Dyck D* CZ* et une transduction injective 7 de Z* dans X*
telle que L = 7(D*).

Soit K = 7(X*) qui est un K-langage sur X*. L’injectivité de
T entraine que 7(D*) et 7(Z*\D*) sont disjoints d’oul
X*\L = (X*\K) U 7(Z*\D*)

est une union de C-langages donc un C-langage.

Remarque. — Le complémentaire d’un T-langage n’est pas un T-
langage comme il résulte du paragraphe suivant.

5. Langages compilables,

DEFINITION 1. — Le langage L C X* est dit compilable si et
seulement si il existe un ensemble de Dyck D* sur Z* et une trans-
duction T univoque de X* dans Z* telle que :

VieEX*: feL <— 1(f)eD*

Remarquons tout de suite (cf § 2 de ce chapitre) que :

PROPRIETE 1. — Soit L C X*, S'il existe une transduction uni-
voque T de X* dans Y* et un T-langage (resp : un langage compilable)
L' CY* telle que VFEX* : fEL <= 7(f)EL' alors L est
compilable,

Un résultat important les concernant est le :

THEOREME 1. — Tout langage compilable est non ambigu.

Commencgons par une remarque :

Soit 7 : X* —> Y* une transduction univoque. Nous avons
construit au chapitre Il la transduction inverse YR —> B(X*)
sous la forme 'r_l(g) = Tr(v. ug) ol u est une représentation de Y*
par des matrices 4 éléments de p(X*). Si g est la représentation de
Y* par les matrices & éléments dans Z << X >> définie par :



428 MAURICE NIVAT

VIEY*: (Bf),;=car(uf;;)
et si V= car(vi,i),
Nous avons car 'r"l(g) =Tr(v.ug).

puisque tout mot f correspond a une et une seule suite résolvante
(cf chapitre II).

Grace au lemme 1.8.1 nous pouvons encore écrire :

car 7 ' (g) = Ngy N

ol X est encore une représentation de X* par des matrices a éléments
dans Z <X >,

Ce qui implique la condition fondamentale.
vfey*, vl ,l, 1<1,,l,<N
f=f{ 1”=f2'f2" et g, ,g, €EY*:
(X&), 11 (Rgpy 1) (R o £, (D
((ng),z’N, ') sont tous non nuls
=L =1, e fi=f.fi=Ff

C’est cette condition qui va nous servir.

Démonstration du théoréme 1.
Soit L compilable L C X* et 7 : X* ——= Z* telle que
VieX* fel < 71(f)€D*

Nous avons L = T—I(D*) et si nous prenons car ‘r_l(g) = Xgl,N
conformément & la remarque ci-dessus, nous pouvons construire
le systéeme 7(Z) ot T : £, = Zal' § &, + Z b z; est tel que

car (D*) = o, ,

premiére composante de la solution ¢ de Z.
Ainsi 7(2) :

E"=Zd' g g + 2o (N2,



TRANSDUCTIONS DES LANGAGES DE CHOMSKY 429

D’aprés }eNthéoréme 3.10.1, L = supp (a: Ny composante corres-
pondant 4 &, de la solution de 7(¥). Montrons qu’en fait

car L = o:’N .
Pour cela supposons qu’il existe f € X* tel que
PR = A
et il existe s, s, , j, .7, , k, , k, satisfaisant :
j1.k1 J2.k2 1,51 s2,N -y

s s1,N
a a0 ) (oL (e L )
tous non nuls.
Alors il existe g} , &, , &5 , &5 € Z* tels que
(ON- P 5 POV M O
o £, (N gy)

(95,89 > (9, ¢,

((X g;’)sl, e fz") sont tous nuls et

), (0h g) > (Op, o)
sont tous non nuls.

Mais cette derniére condition implique puisque D* est non ambigu
=ik =k, 81=8,,8] =&

Mais alors d’aprés (1) s, = s, , fi =1, , f, =15 -

Le théoréme 1 est établi.

Remarque. — Nous ne nous sommes servis que de la non
ambiguité de D* si bien que nous pouvons tout aussi bien énoncer :

COROLLAIRE 1. — Soient L CX*, L' dans Y* sont tels qu’il
existe une transduction univoque 1T de X* dans Y* avec

VfEX* fEL <—= r(f)EL

Si L' est non ambigu, L aussi.
Les langages compilables ont les principales propriétés suivantes :

PROPRIETE 1. — L’image d’un langage compilable dans une
transduction injective est un langage compilable.
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En particulier :

— Pimage dans un monomorphisme d’un langage compilable
est un langage compilable (et ceci est pratiquement important car on
peut coder tout langage compilable sur un alphabet réduit sans se
soucier de la structure du code).

— lintersection d’un K-langage et d’un langage compilable
est compilable.

DEFINITION 2. — Deux langages L, et L, sur X* sont dits K-dis-
joints si et seulement si il existe un K-langage K tel que L, CK et
L,NK= Q.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 1. — Si L C X* est compilable et si K C X* est un K-
langage contenant L, il existe une transduction univoque 7 de X*
dans 1* telle que les deux conditions suivantes sont satisfaites :

- VfeX* felL <—— r(f)E€D*
- VfeEK 1(f)=0.

En effet, il existe L étant compilable une représentation u de X*
par des matrices 4 éléments dans Z* U{0} telle que

VieEX* fEL <=—> ufy nED*.
K étant un K-langage il existe une 0, 1 représentation X\ de X* telle que
VieX* . feEK <= Afi n=1

Nous pouvons substituer aux éléments égaux a4 1 des matrices Ax,
I’élément neutre e de Z* et obtenir ainsi une représentation, notée
encore A, de X* par des matrices 4 éléments dans Z* U 0 telle que

VFfe X* feK <=—— ANfium=e
Faisons alors le produit de Kronecker des représentations A\ et u,
en posant pour tout x €X
Xy T N Xy BXq

Comme Ax(; ;) ne peut étre que 0, ou e qui commute avec tout
mot de Z*, c’est un simple calcul de vérifier
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an.ann = Mar Bl
d’ott vf(y 1y,(m,n) € D* si et seulement si\f(; ) =e et pf, y) € D*.
La transduction 7(f) = vf(, ;) m ) répond aux conditions du lemme.
PROPRIETE 2. — L’union de deux langages compilables et K-
disjoints est un langage compilable.
En effet, soient L, tel que
VfEX* fEL, < “lf(l,Nl) e Df
et L, tel que VfEX* fEL, <— n, f(l,Nz) €D} ou Df, D}
sont les ensembles de Dyck sur Z} et Z supposés disjoints.
Formons la somme directe des deux représentations u, et u,
soit u = u; @ u,
=MyXxgyy SN
BXGp Q= My XNy, g-Ny  SE 7> N,
= 0 dans les autres cas.

Ainsi pf Ny T M i fl,Nl

Bfn,ng e, = By fioN,

L, et L, étant K-disjoints, nous pouvons faire en sorte que u, f; N,
et u, fl,N2 ne sont simultanément non nuls pour aucun f dans X*
ce qui nous permet de prendre la trace Tr(v . uf) ou v est la matrice

v;; = esietseulement sii =N, ,j=1loui=N, + N, ,j=N, + 1

et de définir la transduction univoque 7(f) = Tr(v . uf) de X* dans
(Z,VZ,)*.

Si D* est I'ensemble de Dyck sur (Z, UZ,)* nous avons
7(f) €D} si et seulement si u, fl,Nl €Df ou pu, fl,N2 € D,

D’ol la propriété.

COROLLAIRE. — L’union d’un K-langage et d’un langage compi-
lable est compilable.

En effet, soient K et L sur X* :
KUL =KUX*\K)NL) et L' = (X*\K) N L est un langage com-
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pilable si en L en est un, K est un K-langage donc un langage compila-
ble, K et L' sont K-disjoints par construction.

A défaut de pouvoir démontrer que la condition d’étre K-disjoints
est nécessaire pour que 'union de 2 langages compilables soit compi-
lable remarquons que la condition d’étre K-disjoints n’est pas inutile
comme le prouve I’exemple du langage

L={a"b"|n> > 1) U{d" b n> 1},

union de deux langages évidlemment compilables, mais non K-disjoints.
L n’est pas compilable, comme nous le démontrons maintenant.

Appelons p, y une transduction de {a, b}* dans Z* qui est telle que
Vicla, b}¥: feL <—> uf, n €ED*.

Un cycle de ub est un entier k tel qu’il existe une suite d’indices
i,i;,..., Ip_; tous distincts et

.ub, ,F0

ko
“bi,i—“bi,il mb; B 1.0

1’i2.'

L’ensemble des cycles de u b est un ensemble fini d’entiersk, , ...,k
dont le plus petit commun multiple sera désigné par m.

n

Soit alors »n assez grand, n mulitiple de m, il existe un indice j tel
que : pa" b y =pay; pb; y ED*, etn étant assez grand :
h k !
ubin =wby, nbi; ub;y
ou k est un cycle.

Considérons p tel que h + pk + 1 =2 (h + k + 1), soit

n+l
S L L
P="%

(qui est un entier)
et ybl s bl )P by = uby
Nous savons qu’il existe au plus un indice j' tel que
pa" by = uadl bl
soit non nul donc pay J yb, N ED* ce qu1 entraine u b =u bf',fI .
Posant f; = ubl o Hh=u bi, fi=u bi ~ - Nous avons aln51

flféf;} =f1 (fz)pf3 d’ou f2=e.
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Maisalorsf, f; =1, f, f; et ua"b;',_ﬁ = ua'l"j ub;’,i ub:,NE D*ce qui
n’est pas.
Q.E.D.

Nous avons ainsi démontré la :

PROPRIETE 3. — Il existe des langages non ambigus qui ne sont
pas compilables.

Remarque. — Le langage L en question a été démontré par
S. Ginsburg n’étre pas déterministe. La définition des langages déter-
ministes se trouve dans [8] et également au chapitre V de ce travail.

PROPRIETE 4. — Le complémentaire d’un langage compilable
L sur X*, soit L' =X*\L est un C-langage non ambigu.

En effet, soit 7 : X*¥ ——= D* une transduction telle que
VfeX* fel <— 1(f)eD*.
NousavonsL'=KUL" ou K = 1'_1(0) est un K-langage et
L" ={f €X* | 7(f) € Z*\D*}

est un C-langage non ambigu puisque Z*\D* en est un (corollaire
du théoréme 1).

De fait le complémentaire d’un ensemble de Dyck n’étant pas
compilable, nous ne saurions en dire plus sur L'.

Montrons que X*\D* n’est pas compilable. S’il 1’était nous
saurions (propriété 1) que

XA\D* Nxx* T 7*={x"7" |n,n'>1,n%n}

est aussi compilable. Or nous pouvons reprendre ’argument du théo-
réme 2 pour prouver qu’il n’en est rien.

Considérons L = a" " |n,n' > 1, n' #n et supposons qu’il
existe p, \ tel que Vf€{a, b}* fEL <> uf; yEA*

Reprenons un n assez grand, n multiple de m tel que

pa bin=mal;nbyEA*

Nous pouvons écrire : ub;fN = ub]'.",. Ilb:,- pb;,N ou k est un cycle.
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Il existe de la meme fagon un p tel que : ubf"N ub] ; (ub; i)”ub, N

do sif, = n 11’f2—“bxz’f3 Nb,N fl(f2) f3 € A* pour tout
g # p, ce qui est impossible.

Ainsi le complémentaire d’un langage compilable n’est en général
pas compilable et ceci prouve que les langages déterministes ne sont
pas compilables puisque leur complémentaire est déterministe.

Au contraire le langage
L={c"ab*"|n> 1}U{c”ab4"“ |n>1}
est compilable puisqu’il est union de 2 langages compilables K-disjoints
L, CC*a(bb)*
L, CC*ab (bb)*
Or L n’est pas déterministe puisque le langage
L'={d"p"1n>1}U{d"b"" |n > 1}

est image de L dans lapplication inverse d’une application séquen-
tielle cf. [8]

Remarque. — On peut démontrer de fagon tout a fait analogue
que le langage de semi-Dyck n’est pas compilable et ceci justifie la
considération de langages semi-compilables définis comme les langages
compilables en utilisant seulement le langage de semi-Dyck & la place
du langage de Dyck. Il n’en sera pas parlé ici : de toute fagon nombre
de questions restent & élucider sur le rdle des langages de Dyck et
semi-Dyck. Peut-on par exemple énoncer le théoréme 2 en remplacant
T'-langage par T-langage et substituer le langage de Dyck au langage
de semi-Dyck dans 1’énoncé du Théoréme 3 ? Ces questions jointes
a diverses conjectures concernant les langages compilables continuent

Y

a faire I'objet de travaux de l’auteur.



CHAPITRE V

COMPILATEURS ET AUTOMATES A PILES

1. Produit sélectif sur X* x X*,

Nous allons munir le produit X* x X* d’un produit particulier,
dit produit sélectif, qui en fait un monoide.

Nous définissons :

=(f,g,8) si g =g, f
(,7.8) s f'=fig
0 dans les autres cas.

oiu 0.(f,9)=(f,8.0=0.0=0

L’associativité se vérifie sans peine.

f. 8., 8

Trois cas sont a considérer pour le produit (f, g) (f', &) (", g'")
1-g=¢,f" .88 =8, "=, (. ") =(f.88"
2-f"=f& .1 f'=f,g = (.. )=(1 &)
3-f'=fed=gr" =" N=(f. 28".

Dans tous les autres cas le produit est nul.

Par ailleurs (e, ¢) est élément neutre pour cette loi. Ce_ produit
permet de construire ’ensemble de semi-Dyck sur Z = X U X. Consi-
dérons en effet, 'homomorphisme de Z* dans X* x X* muni de son
produit sélectif, donné par : p(x) = (e, x) ,0(e) = (e, e) et o(X) = (x, e).
Nous avons la

PROPRIETE 1. — Le mot f € Z* appartient a I'ensemble de semi-
Dyck D'* C Z* si et seulement si o(f) = (e, e).

L’inclusion D'* C p~1(e, e) est immédiate.

Réciproquement considérons f tel que ¢(f) = (e, e).



436 MAURICE NIVAT

Silfl=2,9(f)=(a,b)@,b)=(e,e) = a=b'=eeth =4
dou f=xX pour x€X.
Ainsi nous pouvons faire une récurrence sur | f| et considérer le produit
(a,,b,)(a,,b,)...(a,,b,)=(e,e)

Ou bien il existe un entier k <n telque(a,, b,)...(a,, b)) = (e, e)
ce qui entraine (a,,, , by,,)...(a,,b,) = (e, e)

et par récurrence f=f, f,,f,,f, ED'* d’ol fED'*, ou bien il
n’existe pas de tel k.

Posons

(ay,b)...(a,_1,b,_1) =(f,8:
(@ ,b)(f, 89, b)=(,e)—a,=e,b, =
et f=b,g=a, ou f=g=e,b =
Dans le dernier cas on peut conclure f=xf'x, f €D'* donc
feD'*.
Il reste & éliminer le cas intermédiaire.

(a,,b)...(a,, b)) =(e,a)@a,a)d,e). Or (a,,b,) =(a,e) est
exclu car nous aurions (a,, b,) (a,, b,) = (e, e). Donc (a,, b,) = @",e
ou (e, a'"), mais

(a,, b)) = @", &) =—> (@, b))...a,_,,b,_1)= (ha" , h")
ce qui n’est pas d’out (a,, b,) = (e, d").
Plus généralement pour tout

h=2...,n—1,(a,,b,)...(a,,b,)=C(,f

sinon il existerait un plus petit & tel que (a,,5,)...(a,, b,) = @", g).
Ce qui implique (a”, g) = (e, g') (@", e) donc g’ = e. Ainsi nous avons

"" % g sans quoi nous aurions : (@,,b)...@a,,b,) =(e,e) cequi
n'est pas et a'’ # a est impossible car alors (a,, b,) ... (@,_,, b,_})
serait de la forme (ua”, u") ce qui est impossible. D’ot1 finalement
(a,,b,)...(a,_,,b,_,) = (e, u) qui entraine u = e. La propriété
est établie.
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2. Compilateurs.

Le produit sélectif sur X* x X* induit un produit sur ’ensemble
des parties de X* x X* et nous pouvons définir :

DEFINITION 1. — Un compilateur sur Y* est une application de
Y* dans I'ensemble des parties de X* x X*, muni du produit sélectif,
de la forme

7(f) = Tr(w . uf), ot
i est une représentation de Y* par des n x n matrices d éléments dans
p(X* x X*) et vune n x n matrice a éléments dans »(X* x X*).
De plus on exigera la condition

Vy€eYVi,j=¢ell,...,n}uy,; ety sont soit {0} soit de la forme :

LhJ K, x K;, ou K, et K;, sont des K-langages sur X* et l'union en h est
une union finie.

Le langage L CY* est dit reconnu par le compilateur v si et
seulement si L ={f€EY*|(e,e)ETr(v.uf)}

Nous avons immédiatement le résultat

THEOREME 1. — Tout C-langage L sur Y* est reconnu par un
compilateur. En effet, il existe un h(imomorphisme 6 de Y* dans
lensemble des parties de 1* (Z = X U X) tel que

L={feY*|p" YN+ O}

Considérons ’nomomorphisme 0 de Y* dans » (X* x X*):

0 ={p) |1hE ()}

ou ¢ est 'homomorphisme considéré précédemment (proposition 1). 11
est clair que sip "' (Y) N O(F) # Q il existeg € 6 (f) tel que p’(vg) = e,
ou encore en vertu de la propriété 1 : () p(g) = (e, e), avec
o(g) € 0(f). Réciproquement s’il existe g dans 8 (f) tel que Yg = (e, ¢)
(ol ¥ = p(y)) cest qu’il existe g € 0 (f) tel que p’'(yg) = e.

Q.E.D.
Montrons la réciproque :



438 MAURICE NIVAT

THEOREME 2. — Tout langage reconnu par un compilateur est
un C-langage. Nous noterons, si

=x, ...x, EX*:f=X%, ...%x_x, EX*.
f=x, 1 f=x, 7

Si (f, g) €EX* x X*, a(f, g) = fg est un élément de Z* (Z = XU X)
tel que (a(f, g)) = (f, &).

Associons alors au compilateur 7(f) = Tr(v . uf), sur Y*, la trans-
duction u et la matrice v définies par Vy €Y, Vi,j€{l,...,n}:

= (£, I IS, ) Emyy ),
v, ={alf,91(f, 0 €, ;}

La définition d’un compilateur implique que py, ; et v, ; sont des
K-langages sur Z* puiique si K est un K-langage sur X* : K = { f|f€K}
est un K-langage sur X*,

Or nous avons (e, e) € Tr(v. uf) si et seulement si
PN TI@. k) # Q.

En effet, soit g € Tr(v . uf) tel que p'(g) = e. Par construction, il existe

(1,80, (fi, &) tels que g = a(f,, &) a(fy,8,) ... a(fy, &)
et notre assertion découle de la propriété 1 et du lemme :

LEMME 1. — Pour tout
f.8€EX*,(f,,8),-. ., (fi,8) EX* x X*
les deux conditions :
plalfy,g) .. alfe, &) =fe et (fi,8)...(fi.8)=(.8)

sont équivalentes.

En effet p'(a(f, , 8,)) = p'(f, &) = f, & = fg implique f, = f,
g1 =g donc (fl rgl) = (flsg)
Nous pouvons faire une récurrence sur le nombre &k de facteurs :

p'(elf,, 8) - -afy,g)) = fg implique
plalf,,g) - alf_ . 8_)=r'g
et P (fefra) =fg.
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Cette derniére condition implique que I’on soit dans I’un des deux cas :
1-¢g =818 .0 @&h)=cctp(fefg)=Fg g.
2-f=Hf 0@ =cet p(f'efie)=FF e

Or d’aprés 'hypothése de récurrence

(f,.8) - S 1. &) =(f.8).

Calculons (f', g') (f;, , g,) dans les deux cas précédents.
1 — Nous avons g' = g} f, donc

f. . 8)=(.818)=(.2
2 — Nous avons f, = f, g’ donc
U .. =Tr.8)=(. 8.

D’ou le lemme puisque 'implication inverse est évidente.

Ainsi nous avons
Tr@.pH NP ) #FP——> (e, e) ETr(v. uf).

La réciproque est immédiate. Ainsi

L ={feY*ITr@rHNp" () # P}=7T"1(p"""(e)) .

et 7 défini par 7(f) = Tr(vuf) étant une K-transduction, L est un
C-langage.
Q.E.D.

3. Langage analysé par un compilateur.

DEFINITION 1. — Soit T un compilateur, 7(f) = Tr(v . uf). Le
langage L est dit analysé par 7 si et seulement si

L={feY*|7(f) #{0}}

L’introduction de cette notion est une simple commodité, utile
pour la suite, mais n’ajoute rien puisque :



440 MAURICE NIVAT

THEOREME 1. — L C Y* est un C-langage si et seulement si L
est analysé par un compilateur.

Supposons L analysé par 7 et construisons 7 comme précédemment
(théoréme 2.2.). Nous avons 7(f) # {0} si et seulement si

TNNPTIX* x XN # O

d’aprés le lemme 2.1. dou L = 7-1(p"~ 1 (X* x X*)), or p'~1(X* X*)
est un C-langage (chapitre V) donc L aussi. Réciproquement soit L
reconnu par 7. Considérons les symboles w et w', w # w', w, w' & X et
construisons u' et »' déduites de u et », définies par :

vi; ={(f, wg) I(f, ) Ev,;}

Wy ={(f, g0V (f, ) E€uy,;} Uy,
Nous avons (e, ww')ETr(V' 1’ f) = siet seulement si: (e, ) € Tr(v. uf)
de facon claire.

Si @ est telle que VfEY* : Tr(W'u'f) = fif) x , W existe en vertu
du lemme de Schiitzenberger (1.8.1), soit 7 définie ’i")ar Uy = (ww',e),
v;,;=0si G, pFN, D).

Nous avons Tr(u v, # {0} si et seulement si (¢, ww) ETr @'
et ainsi L est unalysé par le ccmpilateur 7 défini par 7(f) = Tr(fi f ) (et
qui est bien un compilateur <n vertu du lemme 1.8.1).

4, Automates & mémoire pile.

Nous empruntons ci-dessous a S. Ginsburg la définition d’un auto-
mate 4 mémoire pile et montrons qu’il y a équivalence entre cette
classe de machines et les compilateurs qui viennent d’étre définis [8].

DEFINITION 1. — Un automate d mémoire pile, en abrégé amp,
sur Y*, est constitué par la donnée
— d’'un ensemble Q d’états, ou l'on a distingué I’état initial
q, et un ensemble d’états finaux Q'.
— d’un alphabet de pile X, ot I'on a distingué un symbole
initial x .
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— d’une application 8 qui associe un sous-ensemble fini de
Q x X* a chaque triple (g, y,x),q€EQ,yE€EY , x€Xoulg,c, x),
q€Q,xE€X, e est un symbole ¢ X.

DEFINITION 2. — Nous appellerons configuration de l'amp ainsi
défini tout triple (q , £, 8) ,q€Q,fEY* g€ X*,

Nous noterons — la relation suivante :
@ . [, 80 @ .f,.8) <> =y .[,=F .8 =%
8 =818 ¢ (q,,8)€84q,y,x
Nous noterons B—1a relation :
@ . [, 80—, .f,.8) <=>f=1,,8 =& x,
8 =88 ¢ (q,,8)€8(q,¢c,x).

Enfin B—= et —= sont les fermetures transitives des ensembles de
relation {—} et $#—,—} respectivement. Ce qui permet de définir :
L est analysé par l'amp si et seulement si

L={f€Y*|(q0 ’f’xo)'_—* (ql’e’g),q'eQ'rgGX*}

Avant de démontrer I’équivalence avec un compilateur, établissons les
lemmes :

LEMME 1. — Soit F C X* x X* un sous ensemble fini et pour
tout g € X* l'ensemble
s@@) ={h€X*|(e,8)(fy,8)...(f,,8,) =(e, h),
(fl,g])""’(fntgn)EF}

est un K-langage sur X*,

Fixons g et définissons pour tout v € X* :
o) ={w|wwEs(@}

11 suffit de montrer que I’ensemble des a(v), v parcourant X* est fini.
Si(e,g)(fy,8)..-(f,,8,) = (e,vw) il existe certainement un #,
1 < h <ntel que

e.e0(f1.8) - - Fu_1.8-1)=(e,v 1) M

29
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gn=v,8 (2)
ViV, =V 3
€,8) Fneyr8ney)---(fr,8,) = (e, w) (4)

D’ou Pon déduit que o(v) = U{s(g") | g’ satisfait (1) (2) (3)}. Or il ne
peut y avoir qu’un nombre fini de tels g', puisque g’ est facteur droit
de g. D’ou le résultat.

LEMME 2. — Soit F C X* x X* un sous ensemble fini. Notons
F! le sous monoide de X* x X*, muni de son produit sélectif engendré
par F. Il existe un nombre fini de paires de K-langages sur X*, K,, K,f
telles que
FA{0} = VK, x K;

Désignons par F, et F, respectivement les ensembles finis
F, ={feX*|3geX*(f,g) €F} et
F, ={g€X*|3f€X*(f, 9 €EF}.

Définissons une F, x F, matrice u par

Ve .8 €F, 1, ={fEX*1TgEs@): (g, g,) EF}

Il est clair que Mg, g, est un K-langage donc aussi

' oo
= U
“81’8’2 k=

Pour tot.. (f, g) €F, notons s'(f, g) = g'UF ((ﬁ)g,g,x @)
€¥2

(cf. [20]).

k
1 “81 »82

Nous avons FY\{0} = U{s'(f, &) | (f, g EF}

ce qui implique bien que F* a la forme voulue.

Montrons que s'(f, &) ={(f', g 13(f,.8),....(f,. &) EF:
(f’g)(fltgl)---(fnrgn) =(f’yg')}'

Pour le démontrer il convient d’analyser comment peut se faire
un produit sélectif de plusieurs facteurs (f;, g,)...(f,, &,). Un tel
produit peut toujours étre factorisé de la facon suivante :

(fl ,gl)---(fn,g,,) = (fl,gl)---(ﬁl,gil)~--(f,2,g,2)- .-
(f‘ik" gik) e (fn ’ gn)
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en sorte que
— (f1 y81) - (fil_l ,gil_l) = (fl ’gll) et
g1 €3G, (fy. 8) Uy &) = (i1, 8D

- (fl’gl)- "(fiz-—l 'giz—l) = (fl'fl ,g;) et
& €5 (1 £, )y, 8) = (F £, . &)

- (fl ,gl) cee (f;rk_l ’g’k_l) = (fk,—l .. -f1'f1 ,g;,) >
Gios - R F 80Uy o830 = Gifis o Sy 8D

—(f.8) -, 8) = fey ... [ f1.808Es@)

Cette factorisation est unique. Elle g)g&rime que le produit
(f,8) = (f;,8) ... (f,. &) appartient & (u*f)), .. x s(gy) et que
réciproquement toute paire (f, g) de ce dernier ensemble peut étre
réalisé comme produit sélectif d’un certain nombre d’éléments de F, le
premier facteur étant (f, , g,).

Le reste de la démonstration est immédiat.

Remarque. — C’est 14 en fait le résultat fondamental de la théorie
des automates & mémoire piles. En effet, 'application de X* dans X*
définie par
=fih si f=fg
flg,n g (H

= 0 dans le cas contraire.

est une K-transduction particuliére que I'on peut voir comme une
opération élémentaire de pile. D’une fagon générale étant donné un
ensemble fini de transductions 7, : X* ——=> X*i=1,...,n,0onne
sait rien dire sur ’ensemble des itérées, c’est-d-dire I’ensemble des trans-
ductions produit (de composition) d’'un nombre fini de 7;. Le lemme 3
au contraire décrit cet ensemble quand les 7, sont de la forme parti-
culiére (1). De fagon tout & fait analogue on démontre le lemme 3 :

LEMME 3. — Soit F C X* x X* un sous-ensemble de la forme
F =UK,; x{f;} ot K, CX* est un K-langage, f; € X* et I'union est
finie. Le sous-monoide F*est encore de la forme F*= UK, x K}'. En
effet, la démonstration du lemme 2 repose sur les trois propriétés qui
sont encore vérifiées sous les hypothéses du lemme 3 :
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— F, ={g€X*|afEX*: (f, g) EF} est fini

~s(g ={hEX*(e,0)(f,,8)...-(f,.8&)
= (e, h),(f;, g) €F} est un K-langage.

—{feX*|3g€es(g) (fg, g,) €F} est un K-langage.

kLEMME 4. — Soit p une matrice carrée dont les éléments sont
soit {0} soit des parties de X* x X* de la forme p,; = UK, x {g;}. Les

éléments de ul= kEJ‘ v ot pFestla keme puissance de u relativement

aux opérations d’union et produit sélectif, sont de la forme
1 ! "
uy =V K, xK,,,
union finie.

Associons 4 u 'ensemble u .défini de la fagon suivante : soit Q
I’ensemble d’indice de u

B=1{(fq,289)19.94'€Q.,(f.8)En, 4}

Les éléments de g sont de la forme voulue, union finie de produit de
K-langages et I'on a : p'={(fq,8¢') 14,9’ €Q,(f,8) Euy ,} ou
encore ﬁ';‘q, ={(f.8) | (fq. gq") Eu*} d’oll le lemme.

La construction du lemme 4 peut servir a établir :

LEMME 5. — A rtout compilateur correspond un compilateur
équivalent d’ordre 1.

Le compilateur 7 est dit d’ordre 1 s’il est de la formerf=u. of. v
ol ¢ est un homomorphisme de Y* dans '’ensemble des parties du
produit sélectif X* x X* U {0} et u €E{e} x X*, v C X* x {e} sont res-
pectivement un élément et une partie finie du méme produit.

Considérons en effet 7f = pf, \ auquel nous associons I’homo-
morphisme ¢ : gy ={(fq,89) | (f, &) Eny, ..}

Soient u = (e, 1),v = {(N,e)}. Nous avons 7' f=upfr+{0}
si et seulement si 7f = pf,  #{0}.

Nous pouvons alors construire un compilateur équivalent a4 un
amp donné. Considérons les matrices carrées :

Bye.o ={x.0 1@ €8,y 0},
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Toq =10, 1@, 9)€8(@@, e, 0} et uy=pyrt

On vérifie immédiatement que (g, , f, x,)=(q', e, g) si et seu-
lement si (e, x,) ﬁfqo-q’ N{e}x X¥)# Q.

Soit w un symbole, w €& X, et ¥ la matrice
B ={(e, wxy)} pour ¢ €Q
T g ={0} pour ¢'€Q\Q
Alors : Tr(v if) # {0} si et seulement si
Tr(w uf) N ({e} x X*) #{0}

et ceci est équivalent a

1¢'€Q ,gEX*:(qy.f, x)—(q" . €, 8.
D’ou la propriété puisque 7 donné par 7f = Tr(v uf) est un compi-
lateur en vertu du lemme 4.

Nous en déduisons immédiatement en vertu du lemme 5 un amp
d’ordre 1 équivalent en prenant :

oy ={(xq, 29"V 1(q", 8 €d8(@q,y,x)},
t=1{xq,g9") (', 8)€8(q, €, x)},
oy =pyttu=(e, wxy,q,) ,v=14q ,e)1qd €Q’}.

Nous avons 7(f) # {0} si et seulement si ugfy #{0}.

En fait, il est naturel d’associer 4 un amp un compilateur tel que
le langage reconnu par 'amp soit le langage analysé a droite par le
compilateur c’est-a-dire soit le langage {f | Tr(v . uf) N {e} x X*) # O}

Ceci vient de la contrainte supplémentaire, imposée a un amp, qui est
de s’arréter dés que la “pile” est vide, c’est-a-dire dés que ’on rencontre
une configuration (g, f, e). L’équivalent de cette contrainte pour un
compilateur est de ne considérer dans Tr(v.puf) que les éléments
(e,g), gEX*.

Aussi démontrerons-nous que réciproquement a tout compilateur
il est possible d’associer un amp tel que le langage analysé a droite par le
compilateur soit égal au langage analysé par 'amp.

Soit 7 donné par 7(f) = ufl,N et
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wy,; = VURG,i,j, ) xK'(@,i, i, DIIELY,i, D).

Nous allons nous donner une famille d’automates finis reconnaissant

les K(v,i,j,D dont Q,i,j,D, q,»,i,j,D, QW,i,j,D dési-
gneront Pensemble des états, I’état initial, ’ensemble des états finaux
respectivement et A la fonction de transition,

Nous représenterons d’autre part les K'(y,i,j, ) comme des
images homomorphes de K-langages locaux : nous aurons ainsiP(y,i,7,0)
un alphabet, A(y ,i,j,DCP(,i,j,D, B(y,i,j,DCPW,i,j,D,
V,i,j,DCPy,i,j,D*et
K'(,V,l',]',l) z‘p(A(J})iyj;l)P(y;i’j) I)*nP(.y’i)jxl)*

B(Gy,i,j,D\P(y,1,j,D*V(,i,j,DP(y,i,j, D*

Nous construisons un automate dont I’ensemble des états est

{qli"-’qN}U(UQ(y’i;j’l))U(UP(.y’i)j:l))
I'alphabet de pile est X U{w} et les régles de fonctionnement (appli-
cation §) sont les suivantes :

- a(qi vy!x) ={(p(yviﬂj)l),x¢(prlﬁj,l)))le
€K(y,i,i,D,p(»,i,j,DEA(y,i,j, D}
U{(x(qo(y)irj’l),x))e)}

- 8(qi’y’w) = {(p(yyi,j,l)>w¢(p(y,lyj,l))'e
€Ky,i,ji,D,p(y,i,i, DEA(,i,j, D}

- 5(‘I(y,i’j,l):€ ax) ={(p(y\»i,]',l),x‘P(p(y,iyj,l)))}
U{\(q(,i,ji,D,x),e)siqy,i,i, DEQW,i,j, D

—-8(@qWy,i,i.D,e,x)={Nq(,i,j,1),x),e)}si
q»,i,ji,DEQ'(v,i,i,D

-8, (., i,i,D,e,x) ={(p(,i,i, D, xe(p(y,i,j, )}
siq(y,i,j,DE€Q (y,i,j, ) = O sinon..

—8(p(y,i,i,D,e,x")={'W,i,j,D,xo(P'(y,i,j, DI
p(y,i,j,l)p'(y,i,j,I)QEV(y,_i,j,l)}U{(q,,x)} si
p(y,i,j,D&€B(y,i,j,D
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—8(p(y,i,i,0,e,x) ={('W,i,i,D,x"0(p"(y,i,i,D))
p(y,i,i,Dp'(y,i,j,D¢V(y,i,j,D} s
p(y,i,j,D§B(,i,j,D

x' désigne un élément de x ou w.
Toutes ces relations traduisant de la facon la plus simple ce qui se
passe dans le compilateur, il n’est pas difficile de voir que

Gy, f, Dy, e, 8 sietseulement si rfinNHe x X))+ 0.

Ainsi est établie I’équivalence entre amp et compilateur puisque si 7 est
un compilateur, L le langage qu’il analyse, il existe 7’ tel que le langage
analysé a droite par 7' soit précisément L, 3 savoir

(N =(e, W) T() = w&EX.

5. Compilateur déterministe.

DEFINITION 1. — L’amp défini au début du paragraphe 4 est dit
déterministe si et seulement si la condition suivante est satisfaite :

VgeEQ,y€EY x€X:cardb(qg,y,x) +tcardd(g,e,x)< 1.

Ceci signifie que pour toute configuration (q, , f; , g,) il existe au plus
une configuration (g, , f, , g,) telle que (q,, f,.8)F—(q,. 1, ., &)
ou (ql ’fl , gl)”‘_(qz »fz , g2) .

Le mouvement de ’amp est ainsi 4 tout moment complétement
déterminé. S. Ginsburg et S. Greibach ont établi de nombreuses pro-
priétés des C-langages déterministes, c’est-d-dire des C-langages qui
peuvent étre analysés par un amp déterministe. Notre but dans ce para-
graphe est de définir une notion analogue pour un compilateur.

DEFINITION 2. — Le compilateur 7, 7(f) = u fl,N est dit déter-
ministe si et seulement si

et les K-langages K(y, i, j, I) satisfont aux conditions :

-G, D#(" 1) == K©,i,j,DNK(y,i,j,I=0
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— K@, = Uz K,i,j, D) posséde la propriété du préfixe
i

a droite, c’est-d-dire
Vg, g €Ky, ,8'€EX*g=¢"d <> g=¢

THEOREME 1. — Un C-langage est déterministe si et seulement si
il est analysé par un compilateur déterministe.

Nous avons construit au paragraphe précédent un compilateur
équivalent a tout amp et réciproquement. Nous allons montrer que la
déterminicité est dans les deux cas conservée.

Reprenons les constructions du paragraphe 4.

Soit 7(f) = uf; n et nous considérons le langage analysé a droite
par 7. Nous allons nous donner un automate fini dont ’ensemble des
états est Q(y, i), I’état initial q,(y, i), I'ensemble des états finaux
Q'(y, i) pour reconnaitre k(y , i) ; Q' (¥, i) est partitionné en

Qy,H=uQ'(y,i,j, D telsque
gEkWy,i,j, ) <> Nq,(¥,D,90€Q(y,i,j,D.

Construisons alors 'automate & mémoire pile dont ’ensemble des
étatsest{q, ,..., gnt U (U Q(y, D) et les régles de fonctionnement

S(qi:y’x') §
={\(gy (¥, D ,x),e)} si eEk(y,D)

§(q(y,i),e,x") ={(¢I,,x'g(y,i,]',l))} si q(y,DEQ(y,i,j,D
8@y, D,e,x) ={A@(y,D,x),e) si q(y,DNEQ (¥, D)
5@y, D,e,w) =0 si(y,DEQW, D

Il est immédiat de vérifier que cet amp est déterministe. Récipro-
quement considérons un amp déterministe et le compilateur d’ordre 1
équivalent construit au paragraphe précédent. Soient :

oy ={(xq,84")1(q" ,9€8(q,y,x)},
§=1{(xq,g4)1(q' ,8)E8(q,c,x)

et Py =yt
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L’expression de ¢ est donné par la démonstration du lemme 2 :

N0} = U0 | (L ) €Y ous'(F ) = U (W g g x5(g')
€32

Or s(g') se réduit de fagon évidente a un seul mot du fait de la déter-
minicité de 'automate. Ainsi

ey ¢\{0} = UK, x {£;}

Si les K, ne sont pas distincts on peut les rendre tels en remplagant
chacun d’eux par K = K,\ .iJi K; . En effet, 'amp étant déterministe,
7

on ne saurait avoir dans ¢f un élément (e, kh') ,h' €K, NK, .

De la méme fagon si K' = UK; ne posséde pas la propriété du
préfixe a droite, on peut substituer a chaque K',. le langage K',' :
K/ =K"nK; ot K'={g€K'|lg=¢g,8,.8 #e =—> g, ¢K"}
puisqu’on ne saurait avoir dans @f un élément (e, hh, h,) h, €K},
hy hy €K].

Le compilateur ainsi construit est bien déterministe. Nous pouvons
en effet, énoncer les conditions auxquelles un compilateur est déter-
ministe dans le cas d’'un compilateur d’ordre 1 :

Le compilateur 7f = u ¢ fv est déterministe si et seulement si

1 -VyEYoply)=UK(, i x {fy_,.}, union finie, ot les K(y, )
K-langages sur X* vérifient

2—-i#j ==Ky, HNKy,Np=90

k(y) = Uk(y, i) posséde la propriété du préfixe a droite.

Nous avons le corollaire suivant :

COROLLAIRE. — Un C-langage est déterministe si et seulement
si il est analysé par un compilateur déterministe d’ordre 1.

6. S-automates.

Une autre famille d’automates destinés a analyser les C-langages
a été définie par M.P. Schiitzenberger [23]. Notre but dans ce para-
graphe est de montrer que bien qu’en apparence trés différents ces
automates sont encore équivalents 4 ceux que nous avons considérés
jusqu’ici, amp et compilateurs.
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DEFINITION 1. — Une S-opération élémentaire ¢ associée d p,
homomorphisme de X* sur un monoide fini M est constitué par la
donnée des deux applications :

« de M dans X*
B de M dans I’ensemble des parties de M.

L’opération ¢ applique alorsle mot f€ X* sur § (f) = f, oufa(uf) =f, f,
et f, est le facteur droit le plus court de fa(uf) tel que uf, € f(uf), ou
bien fa(uf) si fa(uf) n’a aucun facteur droit £, tel que uf, € f(uf).

DEFINITION 2. — Etant donné pour tout s €S, S ensemble fini,
la S-opération élémentaire §, associée d un méme homomorphisme u,
nous définissons une S-opération de la facon suivante : ‘

0 est une application de S x M dans S.

S' C S est un sous-ensemble distingué, ainsi que I’élément s, € S\S'
tel que VmeM : o(s,., m) =s...

Posons $(s,g) = (o(s, ug) ,§,8) et £¥(s, ) = L¢* 715, 8)) .
¥, 8) =¢85, @) sikestle plus petit exposant tel que (s, g)ES x X*
E*(s, 8) = (s.., e) s’il n’existe pas de tels k.
Par définition I'application
¢FiSx X* —> Sx X*(S =8 U{s.D

est une S-opération.

DEFINITION 3. — Un S-automate sur Y* est alors constitué par

— une application v: 8' x Y —> S
qui nous permet de définir v : (8’ x X*) x Y —> (S x X*) par
76", 2,9 =806, 1), 0
et d’étendre v en une application de (S’ x X*) x Y¥ ——> (S x X*)
parv(s', g, e) = (s, g

Y6, g, fx)=v(v(', g, ), x)

— un couple (s, , g,) initial et un ensemble final, U C S x X*

tel que {f|(s', /) € U} soit un K-langage sur X*.

Le langage L est alors dit analysé par le S-automate si et seulement si

L={feY*|v(s,,8,,. EU}.
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PROPRIETE 1. — A rout S-automate il est possible de faire cor-
respondre un compilateur équivalent (c¢’est-a-dire analysant le méme
langage).

L’essentiel de la construction consiste & changer Palphabet X
intermédiaire. Nous prendrons Z = (M x X) U{w?}. Considérons I'appli-
cation A : M x X* —> M définie par A(m , f) = m. uf et Pappli-
cation A : M x X* ——> Z* définie par
Am,e) =e, \(m,x) = (mux,x) ,\(m, fx) = X(m, f) X\(A(m,, ) ,x) .

L’application 7 : X* —> Z* définie par 7f = wA(e, f) est évi-
demment une transduction injective.

A une S-opération élémentaire § nous associons alors une appli-
cation ¢; de Z* dans Z* telle que 7(5, () = §(r(f)) .
= 1fNm, a,(m)) si 7f =g(m, x)
Nous avons 7(fa (uf))

= T1(a,e) si Tf=w.

Pour tout f€ X* soit d ,, f le facteur droit le plus court f, de f tel que

pf, €B,(m). Cest ainsi le seul facteur droit de f qui appartienne au
K-langage

Ks,m ={f1 € X*| #f1 EBS(H’Z) :fl =f2f3 ,fz #*e —> “f3 Gﬁﬁs(m)}
Définissons K; = UM {X(m',fl) | fi €k ). Nous avons la pro-
, mre \

priété : Sif=f,d; ,fetrf=g:7f, =g,avecg =g, g, etg, est le
seul facteur droit de g qui soit dans k;'m .

Définissons encore
K, = {fEX* | ufgp,m) .f = f, [, ==> uf,&B,}
etk , ={Xe,NIfEK,,}.

Nous pouvons écrire en utilisant des éléments du produit sélectif
Z* x Z*

Hy o= Y ((m,x),(m,x)N0n, am))) .
[(m' ) x') k;’m,(m' ) x’) U (w Elv,m , w)]

et pour tout g = 7f : il existe au plus un couple m,m’ tel que
gH, . . #{0}.Onaalors: gH, . .. = {7 (N} =1{§ ()}
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Construisons alors la (S x M) x (S x M) matrice :

— : ' . 1
=H p,m St S 2g(s,m),s€&ES

(S,”l s (87 ') an Ie .

et les matrices 0y : 0y o oy ={(e,€)} si m=m',s€ES,
s'=%(s,y),enfinfy = 6yt

Il est clair que y(s,, g,, f) €U si et seulement si
(e, ) Tr(8f. v) ={(e, )} ob U, ={g|(s, g €U}
et F(S’m)’(s(),e) ={(rf,e) I fEU,}.

Nous avons bien construit un compilateur équivalent au S-automate
donné. En effet, les éléments H, ,, . de 7 sont de la forme U k; x{f;}
et le lemme 4.4 entraine que les éléments de 8 y, pour tout y, sont bien
de la forme Uk, x k;'. De la méme fagon que pour le compilateur
équivalent 4 un amp déterministe on montre que celui-ci est déterministe.

THEOREME 1. — Les C-langages analysés par un S-automate sont
des C-langages déterministes.

En effet la réciproque de la propriété 1 est aussi vraie. Consi-
dérons un compilateur déterministe d’ordre 1, 7f = u o fv.

Posons gy = Uk(y, i) x{f,;} et prenons un monoide fini M,
un homomorphisme u de X* sur M tel que u~ * u(K(y, 1)) =K(y, i)
pour tout y, i.

Nous avons les propriétés suivantes, traduisant le fait que le com-
pilateur est déterministe.

- Vy€eY,Vi,j:i#j ==y, )N p&y,N=0
— VgeX* Vy€Y il existe au plus un i tel que
ug EMuX(y, n).

Nous noterons 8y (ug) cet indice s’il existe. Autrement §y (ug) = o=.
Construisons alors un S-automate ayant comme ensemble d’états
{50} U{s YU {s(»)} U {s(y, i)}. Les S-opérations €lémentaires, associées
a u, sont définies par

%) = €, Byyy(m) = Y uk(y, D),

Uiy, 1y M) =1y 40 By, 1y (M) ={e}.
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Les S-opérations sont définies par

=5y, 5y(m)) si 6y(m) # o0
o(s(y),m)
=5, si §,(m)=o
et o(s(y, ) ,m)=s,.

Enfin, nous prendrons (s, , ¥) = s(»), S’ ={s,}.

La vérification est immédiate de la propriété suivante :

’Y(SOng:f)EV

si et seulement si u pfv # {0} en définissant
u=I(e,g,) V=AG6,,X*g)I(g,e)Er}.

D’ot le théoréme :

THEOREME 2. — Un C-langage est déterministe si et seulement
si il est analysé par un S-automate,
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