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TRANSFORMATION DE FOURIER
CONSTANTES D'ÉQUATIONS FONCTIONNELLES

ET CONJECTURE DE WEIL

par G. LAUMON

INTRODUCTION

En 1982, Witten publie une démonstration analytique des inégalités de Morse
en géométrie riemannienne ([Wi] et aussi [He 1]), dont le principe peut se décrire
comme suit. Soient M une variété <ë?oo compacte munie d'une structure riemannienne
et/: M ->R une fonction de Morse. Witten remarque que le complexe de De Rham
(jsT(M), d) des formes différentielles <^00 sur M se déforme en une famille à un para-
mètre réelj/ de complexes (J^(M), rfy), où

d^e-^odoe^ ==d+jydf

(de == d). Bien sûr, la multiplication par la fonction evf induit un isomorphisme du
complexe (^(M),û?y) sur le complexe (jaT(M),rf) et, en particulier, les dimensions
des groupes de cohomologie de (^(M), dy) sont indépendantes dej (égales aux nombres
de Betti de M). Cependant, du point de vue de la structure riemannienne, cette défor-
mation est tout à fait non triviale. En effet, Witten montre que le spectre du laplacien

A,==<rf;+rf;<

change radicalement quand y -> + oo. Plus précisément, Witten prouve que, pour tout

nombre réel A ^ 0, les vecteurs propres 7)y de Ay (normalisés par f 7 ] y A * ^ = = l ) ,
\ J ss. i

associés à des valeurs propres \ < A, se concentrent au voisinage des points critiques
de / quand y -> + oo (pour tout compact K de M ne contenant aucun point critique

^y? ^i^ * ̂ v -> ̂  quand y -> + °0)- Vne étude locale de A au voisinage de chaque
J K

point critique de/lui permet d'en déduire que, pour chaque degré i e {0, 1, ..., dim(M)},
la restriction de Ay à ^(M) a exactement m^f) vecteurs propres indépendants dont
les valeurs propres correspondantes restent bornées quand y -> + oo, où m^f) est le
nombre des points critiques de / d'indice i, les autres valeurs propres tendant toutes
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vers + oo avecj^. La fin de l'argument est standard. Pour tout nombre réel A ^ 0, soit
G^V.A?^) 1e sous-complexe de (j^*(M), rfy) engendré par les vecteurs propres associés
aux valeurs propres À ^ A de Ay. Alors, d'une part, la théorie de Hodge assure que
«^^A est de dimension finie et que l'inclusion

W.A^)^WM),<)

est un quasi-isomorphisme. D'autre part, l'étude asymptotique ci-dessus du spectre
de Ay assure que, pour A fixé assez grand, la dimension de ^\^ est égale à m^f) pour
y > 0. D'où les inégalités de Morse.

Dans le présent travail, nous nous inspirons de cette démonstration de Witten
pour prouver que la constante de l'équation fonctionnelle de la fonction L associée à
une représentation Sadique d'un corps de fonctions est un produit de constantes locales
et pour donner une autre démonstration du théorème de Deligne sur les poids dans
la cohomologie /-adique. Dans les deux cas, le problème qui se pose est du type suivant :
étant donné une variété projective V sur un corps k de caractéristique p > 0, un nombre
premier^ =+= p et un complexe de faisceaux/-adiques (*) K sur V, on veut déduire d'infor-
mations locales sur (V, K) des informations globales sur la cohomologie Sadique
RF(V ®^ A, K), où k est une clôture algébrique de k. Le cas essentiel est le cas V = P^ :
en effet, un dévissage à la Grothendieck ramène le cas général à ce cas particulier (on
choisit une fonction méromorphe non constante/: V -^P^; on a

Rr(vov, K) = Rr(Pj, R/ K),
la fibre de R/, K en un point x de P| s'identifie à RFÇf-^x), K), grâce au théorème
de changement de base pour un morphisme propre, et on est ramené au cas V = P1

par récurrence sur la dimension de V). Et c'est pour analyser RF(V®^À, K), dans le
cas V == P^, que l'on utilise une déformation à un paramètre de ce dernier complexe,
modelée sur celle de Witten. Plus précisément, on fixe un caractère additif non trivial
^ ; Fp <-̂  Qj?, où Q^ est une clôture algébrique de Q^. Pour chaque^ e À, le revêtement
d'Artin-Schreier de la droite affine A| d'équation

y - t =jw,

où x est la coordonnée standard sur A^, et le caractère ^ du groupe de Galois F de
ce revêtement induisent un faisceau Sadique, oS^p(jw), lisse de rang 1 sur A^, dont on
notera -S^(jw) le prolongement par 0 à P| tout entier. Alors, la déformation en question
du complexe Rr(P|, K) est la famille de complexes

Rr(Pl,K®^(^)),
indexée par les y ek (en fait, Rr'(P|:, K) se dévisse en la fibre de K au point oo de Pj|
et en Rr^(A|, K) et, pourj/ == 0, on a

Rr(P|, K 00 J^(jw)) = Rr,(A|, K)).

(*) La terminologie est légèrement abusive, voir (0.5) ci-dessous.
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La pleine force de cette déformation vient de son lien très étroit avec la transfor-
mation de Fourier géométrique introduite par Deligne en 1976 pour d'autres raisons.
Deligne définit, pour chaque caractère additif non trivial ^ : Fy <-> Q^, une involution ̂
sur la catégorie dérivée des faisceaux /-adiques sur A^ qui est une version géométrique
de la classique transformation de Fourier sur les fonctions/: Fy -^Q^, définie par

fU) == 2: f{x) ̂ x).
«efp

Pour toMtjy e k, vu comme un point géométrique de A^, le complexe Rr(P|, K ® ^Âyx)}
s'identifie canoniquement à la fibre en y de <^(K | A^), de sorte que la déformation
ci-dessus n'est autre que <^,(K | A^). En particulier, du fait de l'involutivité de ^,3
la donnée de cette déformation est équivalente à la donnée de K | A^.

Ce travail est divisé en quatre chapitres.
Le premier rappelle la définition et les principales propriétés de la transformation

de Fourier-Deligne.
Dans le second chapitre, nous étudions, pour un complexe de faisceaux Sadiques K

fixé sur A^, les monodromies locales du complexe ^(K) (le calcul de ces monodromies
locales est l'analogue algébrique du calcul des développements asymptotiques d'inté-
grales oscillantes, basé sur le principe de la phase stationnaire). Ceci nous amène tout
naturellement à définir des variantes locales de la transformation de Fourier-Deligne.
Ces transformations de Fourier locales sont des involutions sur la catégorie des repré-
sentations Sadiques du groupe de Galois d'un corps local d'égale caractéristique p > 0.
Comme première application de ces transformations locales nous obtenons une cons-
truction cohomologique de la représentation d'Artin pour une extension finie de corps
locaux d'égale caractéristique p > 0 et une construction cohomologique des représen-
tations exceptionnelles du groupe de Galois d'un corps local d'égale caractéristique p > 0.

Le troisième chapitre est consacré à la preuve de la formule du produit pour la
constante de l'équation fonctionnelle de la fonction L associée à une représentation
Sadique d'un corps global d'égale caractéristique p > 0. Cette formule du produit fait
intervenir les constantes locales introduites par Tate et Langlands et nous obtenons,
comme conséquence de notre preuve de la formule du produit, une interprétation coho-
mologique de ces constantes locales (toujours en égale caractéristique^ > 0 bien entendu).
Nous rappelons aussi dans ce chapitre les applications de cette formule du produit au
dictionnaire conjectural de Langlands entre représentations Sadiques de Galois et formes
automorphes sur les corps de fonctions.

Dans le quatrième chapitre, nous donnons une démonstration du théorème prin-
cipal de Deligne dans « La conjecture de Weil II ». Les ingrédients essentiels de cette
preuve sont la transformation de Fourier-Deligne (et son involutivité) et le critère de
pureté dégagé par Deligne (les sous-quotients lisses irréductibles de tout faisceau ^-adique
lisse et i-réel sur une courbe lisse et géométriquement connexe sur un corps fini sont
i-purs). La différence majeure entre la preuve présentée ici et la preuve originelle de



134 G. LAUMON

Deligne est la suppression totale de la méthode de Hadamard-de La Vallée-Poussin
dans notre argument.

C'est un grand plaisir pour moi de remercier tout particulièrement P. Deligne,
L. Illusie et D. Kazhdan pour les nombreuses améliorations qu'ils ont apportées à ce
travail. Je tiens aussi à remercier l'LH.E.S. et le département de Mathématiques de
l'Université de Harvard pour leurs invitations qui m'ont permis d'exposer et de mettre
au point les résultats de cet article. Je tiens enfin à exprimer ma reconnaissance à
Mme Bonnardel et à Mme Le Bronnec pour la belle frappe du manuscrit.

0. Notations et conventions

(0.1) Dans tout cet article, on fixe d'une part un nombre premier p, un corps k
parfait de caractéristique p et une clôture algébrique k de k. On désigne par q une puis-
sance de p et par Fç l'unique sous-corps à q éléments de k. On fixe d'autre part un nombre
premier / distinct de p et une clôture algébrique Q^ du corps Q^ des nombres Sadiques.

(0.2) On fixe aussi un caractère additif non trivial ^ : Fy ̂ Q^, i.e. une racine
primitive p-ième ^(l) de 1 dans Q^. On note ^ : Fg ->Q^ le caractère additif non
trivial défini par

^)==+(Tr,^)), V^eF,(^=4-);

tout caractère additif de Fç à valeurs dans Q^ est de la forme x l-> ^q(ax) pour un
unique a e Fç.

(0.3) Sauf mention explicite du contraire, les schémas considérés sont des schémas
séparés et de type fini (ou essentiellement de type fini) sur k et les morphismes de schémas
des A-morphismes. Pour X un tel schéma, on notera | X [ l'ensemble des points fermés
de X et, pour x e | X |, on notera k(x) le corps résiduel de x et deg(x) le degré de k(x)
sur k (deg(A:) est fini si X est de type fini sur k).

(0.4) Soit x un point (non nécessairement fermé) d'un schéma X. On désignera
par x un point géométrique de X localisé en x (cf. [De 4] (0.3)) ; si x e X(^), on choisira

pour x le point géométrique composé de Spec(è) -> Spec(è) -> X. On notera X^
(resp. X(^) l'hensélisé (resp. l'hensélisé strict) de X en A: (resp. x ) (cf. [De 4] (0.4)).
Si de plus X^ est un trait (hensélien), on notera T)^ (resp. -a^) le point générique de X^
(resp. X(^) et v^ un point géométrique de X^ localisé en T}^ (cf. [De 4] (0.6)).

(0.5) Si X est un schéma, nous dirons « Q^-faisceaux sur X » pour « Q^-faisceaux
constructibles sur X » ([SGA5] VI, [De 4] (1.1.1)). Nous noterons D^(X, Q^) la
catégorie dérivée des faisceaux Sadiques définie par Deligne ([De 4] (1.1.2) et (1.1.3)).
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Pour S un schéma régulier de dimension ^ 1, pour X, Y des S-schémas de type fini
et pour/: X -> Y un S-morphisme, on dispose alors des opérations internes ® et R^wi
sur D^(X,Q^), des foncteurs

R/;, R/, : D^(X, Q,) -> D^Y, %,)

et f\ R/1 : D^(Y, %,) -> D;(X, %,)

et, si de plus S est un trait hensélien, des foncteurs RT et RO de la théorie des cycles
évanescents pour le S-schéma X ([De 4] (1.1.2); ces constructions dépendent d'énoncés
de finitude établis dans [SGA4] XIV, XVII et [SGA41] [Th. Finitude]). On notera

D^^D^X.Q^-^D^X.q,)

le foncteur dualisant Dx/s(—) = R^5wi(--, Ra1 Q^) où a : X -> S est le morphisme
structural.

On utilisera librement pour les Q^-faisceaux et leur catégorie dérivée définie
ci-dessus les théorèmes qui sont énoncés et établis dans la littérature pour les faisceaux
constructibles de A-modules, A un anneau fini d'ordre premier à p (cf. [De 4] (1.1.4);
il s'agit des énoncés fondamentaux de [SGA4] tome 3, [SGA 7] XIII et [SGA4I]
[Th. Finitude] ainsi que la formule des traces de Grothendieck [SGA 5] XII, XV et
[SGA4i] [Rapport]).

(0.6) La définition de Deligne de D^(X.Q^) pose un problème pour tout ce
qui concerne les ^-structures : en général, D^(X, Q^) n'est pas triangulée. Ce problème
a été résolu par Gabber et par Ekedahl qui adoptent des définitions différentes de celles
de Deligne pour D^(X,Q^); cependant leurs constructions ne sont pas publiées à ce
jour. Aussi nous ferons dans tout cet article l'hypothèse supplémentaire suivante sur k :

(*) Pour toute extension finie A' de k contenue dans A, les groupes ïf (Gai (À/A'), Z/^Z),
i 6 N, sont finis.

Alors, pour X de type fini sur è, D^(X, Q^) est triangulée et munie d'une ^-structure
dont le cœur est équivalent à la catégorie abélienne des Q^-faisceaux ([B-B-D] 2.2.15
et 2.2.16 et [De 4] (1.1.2)). Si le corps k est fini ou algébriquement clos, l'hypothèse (*)
est automatiquement vérifiée.

(0.7) Soit X un schéma de type fini sur k {k vérifiant (*)). Nous renvoyons à
[B-B-D] 2.2 pour la définition des Q^-faisceaux pervers sur X. On notera Perv(X,Q^)
la sous-catégorie strictement pleine de D^(X, Q^) formée des Q^-faisceaux pervers;
c'est une catégorie abélienne artinienne et noethérienne qui est le cœur de la ^-structure
sur D^(X, Q^) associée à la perversité autoduale et qui est donc stable sous D^/fc (cf. [B-B-D]
2.2 et 4.3.1). Nous utiliserons librement les notations ^"3^, ... de loc. cit.

(0.8) Pour X comme en (0.7), on notera K(X,Q^) le groupe de Grothendieck
de la catégorie triangulée D^(X,%^) ([SGA 6] IV); K(X,Q^) s'identifie encore aux
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groupes de Grothendieck suivants : celui de la catégorie abélienne des Q^faisceaux et
celui de la catégorie abélienne Perv(X,Q^). Pour K eobD^(X,<^), on a en fait :

[K] = 2 (- l)1 WK)] = S (- ly [^(K)]

dansK(X,q,).

L'opération interne ® et les foncteurs R/;,/* induisent un produit • et des homo-
morphismes de groupes /,, /* sur les groupes de Grothendieck correspondants.

Si k est algébriquement clos et si a : X ->Spec(^) est le morphisme structural,
K(Spec(^),Q^) = Z et on note encore ^(X, —) Phomomorphisme û;.

(0.9) Nous noterons Frob, le Frobenius géométrique relatif à F^ ([De 4] (1.1.7)).
Si X est un schéma de type fini sur Fç et si F est un Q^-faisceau sur X, pour tout x e | X |,
F^ est un Q^-espace vectoriel de dimension finie n sur lequel Gsil{k{x)lk(x)) agit; k{x) étant
un corps fini à ^eew éléments, Frob^ : = Frob^cgw peut être considéré comme un
élément de Gal(^)/^)) et det(l - ̂ .Frob^ F^) e^[t] est bien défini. De plus, ce
polynôme est indépendant du choix de x et sera noté det(l —^.Frob^,F) ([De 4]
(1.1.8)); de même, on notera tr(Frob^, F) la trace de Frob^ agissant sur F^, i.e. le
coefficient de — t dans det(l — ^.Frob^, F), et on notera det(Frob.,, F) le déterminant
de Froba, agissant sur F^, i.e. le coefficient de (— tY dans det(l —^.Frob^,F). Par
additivité, on en déduit des homomorphismes de groupes

det(l - ^.Frob,, -) : K(X,%,) ̂ (^ n (1 + t^[[t]])

tr(Frob,,-):K(X,%,)^Q,

det(Frob,,-):K(X,%,)^^

et, pour K eob D;:(X,Q^), on posera

det(l - t.Trob^ K) :== det(l - ̂ .Frob^ [K]), ...

1. La transformation de Fourier-Deligne

(1.1) Le dictionnaire fonctions-faisceaux : rappels ([SGA41] [Sommes trig.] et [De 5]).
Dans tout ce numéro ((1.1.3.7) excepté) k = F y .

(1.1.1) Pour X un schéma de type fini sur F,, on note ^(X(FJ, Q^) la Q^-algèbre
des applications t: X(FJ -^Q^. Si/: X ->Y est un morphisme de tels schémas, on a
un homomorphisme de Q^-vectoriels

/,:^(X(F,),^)-><r(Y(F,),%,)

et un homomorphisme de Q^-algèbres

/-:^(Y(F,),Q,)-><^(X(F,),Q,)
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définis par

(/^)(^)= 2: ^), Vj/eY(F,),
x £ X(F/»)
/(a;)=y

et (y^)^(y(^ v^eX(F,).

Suivant Grothendieck, on associe à tout K e ob D^X, Q^) sa fonction ^w<? A?
Frobenius t^ e 'gp^F^Q^) définie par

^) ==tr(Frob,,K), V^eX(F,)

(^ est considéré comme un point fermé de X, cf. (0.9)). L'application K h> ̂  vérifie
les propriétés suivantes, qui résultent trivialement des définitions à l'exception de
(1.1.1.3) :

(1.1.1.0) Pour tout entier n, t^ ^ est la fonction constante de valeur j ^
(,X •2

(1.1.1.1) Pour tout triangle distingué

K' ->K -^K" ->K'[1]

dans D^(X,Q^), on a

^K == ^K' 4~ ^K"Î

en particulier, pour tout K eobD^(X,Q^), on a

^-^(-^^^-^(-^^K)-

( 1 . 1 . 1 . 2 ) Pour tous Ki.K^eobD^X,^), on a

^Ki®K2 = ^Ki-^K:2-

(1.1.1.3) Fom^ ̂  traces de Grothendieck ([SGA5] XII, XV et [SGA4i] [Rap-
port]). — Pour tout Fç-morphisme/: X ^Y entre F^-schémas de type fini et tout
KeobD^X.Q,), on a

^E^K ==J' ^K-

(1.1.1.4) Pour tout/: X -^Y comme ci-dessus et tout L eob D^(Y, Q^), on a

^L=/^.

Remarque (1.1.1.5). — II n'est par contre pas vrai que ^^ ne dépende de K
que par l'intermédiaire de t^, comme le montre l'exemple suivant : si Y = Pp — Ay (F ),
X = Y - { oo } et /: X -> Y est l'inclusion, on a ^ ^ == 0 et t^^ (w) = 1'- q.

On se reportera cependant à [Lau 2] pour un énoncé positif.
La donnée de ^ est insuffisante pour déterminer K, même virtuellement (par

18
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exemple, X(FJ peut être vide!); il en va de même de la donnée de ^^® F n ? P°ur
un entier n ̂  1 fixé. Par contre, la donnée de la suite q

^ = (^ix®p F Î e H ^(X(F^),Q,)
^ w ̂  1

(on a identifié (X®,^F^,)(F^,) à X(F^,)) permet de retrouver [K] dans K(X,Q/).
Plus précisément, l'application K \-> t,^ induit, grâce à (1.1.1.1), un homomorphisme
de groupes

<. :K(X,Q/)^n ^(X(F^,),Q/)
n^l

et on a le résultat bien connu suivant pour lequel je ne connais pas de référence.

Théorème (1.1.2). — D homomorphisme t, est injectif.

Preuve. — K(X,Q^) est le Z-module libre de base les classes d'isomorphie d'objets

simples de Perv(X.Q^) (cf. (0.7) et (0.8)). Par suite, il suffit de prouver l'extension
suivante du théorème de Cebotarev :

Proposition (1 .1 .2 .1) . — Soient K', K" deux ̂ {-f sceaux pervers semi-simples sur X.
Alors, si t.^. = t^.., K' et K" sont isomorphes.

Preuve de la proposition. — Ceci ne changeant pas la topologie étale, on peut rem-
placer X par X^ et donc supposer X réduit. On procède par récurrence noethérienne
sur X. Soit j : U <-> X un ouvert non vide, connexe, lisse sur F^ et sur lequel les
Q^-faisceaux ^(K') et ^(K") ( ieZ) sont lisses; notons i:Y^->X le fermé réduit
complémentaire. Le théorème de structure [B-B-D] (4.3.1) (ii) montre qu'il existe
alors deux Q^-faisceaux lisses semi-simples F' et F" sur U et deux Q^-faisceaux pervers
semi-simples L/ et L" sur Y tels que

K' ^(F'M)®^!/

^^(F'TOC^I/',

où d est la dimension de U sur Fç. De plus, si ̂  = t^., on a, par restriction à U,
.̂r === t^" • Mais alors, il suit du théorème de Gebotarev usuel (densité des Frobenius

géométriques dans le T^ de U, [Se 5] Thm. 7) que F' et F" sont isomorphes et, par suite,
que t.^. == t^... De là, L' et L" sont aussi isomorphes par hypothèse de récurrence,
d'où la proposition.

Exemple (1.1.3) (Deligne, [SGA41] [Sommes trig.]). — Soit J un groupe algé-
brique commutatif connexe et de type fini sur Fg; on note multiplicativement la loi
de groupe. Pour tout entier n ̂  1, J(F^) est un groupe fini et les J(F^n) forment un
système projectif avec "pour flèches de transition les normes Np^/p^ :J(Fçnm) -^(Fgn)
(n, m entiers ^1).
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Disogénie de Lang de J est l'extension de J par J(Fç)

1->J(F,)->J-^J^1

où L(x) = x-\¥ro\(x) (cf. (0.9)). Pour x eJ(F^), Faction de Frob^n sur la fibre L-^x)
coïncide avec l'action de Np^p (A:) eJ(FJ (L"^) est un J(FJ-torseur sur Spec(Fçn)).

Maintenant, soit x-'JCFJ -^Q? un caractère du groupe fini J(FJ; poussant
l'extension ci-dessus par ^-1, on obtient une extension de J par Q^, représentant un
Q^-faisceau lisse de rang 1, oS^, sur J.

Notons 1 eJ(F^) l'origine de J, m :J Xp J ->J la loi de groupe et

pri,pr2:J Xp^J-^J

les deux projections canoniques; posons

Q^) = nC ^ ® prî ̂  ® pr^ JSfv,

pour tout Q^-faisceau lisse de rang 1, oSf, surj de dual S^ == ^?w(o§f,Q^). Alors, par
construction, oS^ est muni des deux structures supplémentaires suivantes :

(1.1.3.1) une rigidification à l'origine de J,

^x lU)^ %/,{!}.

(1.1.3.2) une trivialisation

^2(^x)^Q/,JXp^

compatible à la rigidification

^(^)|{(1,1)}^Q^,,

induite par (1.1.3.1); d'où, en particulier, un isomorphisme canonique
y ^ y^^x-i — °^x •

De plus, oS^^ a les propriétés suivantes :

(1.1.3.3) pour tout entier n ̂  1, on a

^|J®F^îgn = Zn := X ° ̂ n/F^

(1.1.3.4) si ^ est non trivial, on a

Rr,(j®^, ̂ ) = Rr(j®^, js?,) = o.
' q ' A/ ^^ ' q

Remarque (1.1.3.5). — Compte tenu de (1.1.3.3), les propriétés (1.1.3.1),
(1.1.3.2) et (1.1.3.4) traduisent les propriétés suivantes des ^ :

Xn(l) = 1. Xn(^j) = XnW-Xn(jO

et S XnW = 0 respectivement.
a; G J(F^n)
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Si/: X ->J est un morphisme de schémas, on posera, suivant Deligne,

(1.1.3.6) ^(f)==r^.

On laissera tomber/dans la notation °S^(/) quand aucune confusion ne pourra en
résulter (en particulier, quand / est la flèche déduite d'un changement de base
S->Spec(FJ).

Dans le cas particulier J == G^p , Pisogénie de Lang est aussi appelée le revêtement

d'Artin-Schreier et le Q^-faisceau JSf^ est aussi appelé le ^-faisceau d'Artin-Schreier associé
au caractère ^ : Fg ->Q^ .

Dans le cas particulier J = G^ p , Pisogénie de Lang est aussi appelée le revê-

tement de Kummer d'ordre q — 1 et le Q^-faisceau oS^ est aussi appelé le ^{-faisceau de
Kummer associé au caractère ^ : F^ -^Q^.

Remarque (1.1.3.7). — Pour tout corps k comme en (0.1) (k n'est plus supposé
fini), on note I[k) l'ensemble des entiers N > 1, premiers à p et tels que k contienne
une racine primitive N-ième de Punité, que Pon ordonne par la divisibilité. Pour
N eI(À), on appelle revêtement de Kummer d'ordre N l'extension de G^^ par p^(A)

1^M^)->G^G^->1,

où [N] est l'élévation à la puissance N-ième. Ces extensions forment un système projectif
indexé par I{k) et, par passage à la limite, on obtient une extension de G^ ^ par le
groupe profini abélien

Hm^(A).
Kfc)

Si ^ est un caractère de ce groupe profini à valeurs dans Q^ (se factorisant par E^ pour
une extension finie E^ de Q^ contenue dans Q^ et continu pour la topologie /-adique),
on peut pousser l'extension ci-dessus par ^-1 et on obtient un Q^-faisceau lisse de rang 1,
JT^, sur G^ ^. On appellera Jf^ le (^/-faisceau de Kummer associé au caractère ^.

Pour k=T^ ]m_^{k) ==F^ et Jf^ = J§^. En général, ̂  vérifie les pro-
Kfc)

priétés (1.1.3.1), (1.1.3.2) et (1.1.3.4) où l'on a remplacé F^ par k, J par G^ ^ et
^ par JT,.

Pour/: X ->G^ ^ un morphisme on pose aussi -^(/) ==/ltj^^.

(1.2) La transformation de Fourier-Deligne : définition^ premières propriétés et exemples

([De5], [Ka-La] 2 et [Br] IX).

(1.2.1) Soit ̂  le Q ̂ -faisceau lisse de rang 1 d'Artin-Schreier sur G^ y associé
au caractère ^ : Fp —Q^ (cf. (0.2) et (1.1.3)).

Soient S un schéma de type fini sur k et E -"> S un fibre vectoriel de rang constant

r ^ 1. On note E' ̂  S le fibre vectoriel dual de E -^ S, < , > : E X g E' -> G^ Paccou-
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plement canonique et pr : E X g E' -> E, pr' : E X g E' -> E' les deux projections
canoniques.

Définition ( 1 .2 .1 .1 ) . — La transformation de Fourier-Deligne pour E -^ S, associée au

caractère ^, est le foncteur triangulé

défini par

^D^Q^D^E',^)

^(K) = Rpr^pr-K®^ , ») [r].

Si k = Fç, notons

^(E(F,),Q,)^i^(E'(F,),%,)

la transformation de Fourier pour les fonctions définie par

?(0= 2 ^)^«^'», V.'eE'(FJ.
e£E(F<y)

TT(e)=7T'(e ')

Alors le théorème suivant complète le dictionnaire fonctions-faisceaux rappelé en (1.1) :

Théorème (1.2.1.2). — Si k == f^ pour tout K eobD^(E,Q^), on a

S(K) = = ( - l ) r ^•

Preuve. — On applique (1.1.1.1) à (1.1.1.4) et (1.1.3.3).
Dans la suite, on laissera tomber l'indice ^ des notations j^ et oS^ quand cela

ne prête pas à confusion.

(1.2.2) Nous allons maintenant donner un certain nombre de propriétés de ^
qui reflètent celles bien connues de la transformation de Fourier pour les fonctions.

Nous utiliserons les notations suivantes. Si E" "> S est le fibre bidual de E -S- S,
on notera a : E ̂  E" le S-isomorphisme défini par a{e) = — < e, > (l'opposé du
S-isomorphisme canonique). On notera o- : S -> E, CT' : S -> E' et cr" : S -> E" les sections
nulles de TT, TC' et TT" respectivement. On notera s : E X g E -> E la loi d'addition du

fibre vectoriel E —^ S et [— 1] : E ->• E l'application inverse pour cette loi d'addition.

Théorème (1 .2.2.1) . — Notons y la transformation de Fourier-D cligne, associée au

caractère ^, pour le fibre vectoriel E' —^ S. Alors, on a un isomorphisme fonctoriel

J^'o^(K) ^ ^K(- r )

pour KeobD^(E,<^).



142 G. LAUMON

Preuve. — On a un diagramme commutatif à carrés cartésiens

E X g E " _______î_______^ E"

Pi"

<- E' XaE"

où a(^ e\ <?") == {e\ e" - a(e)} et [3(<?, e"} == e" - a{e).
D'autre part, il résulte de (1.1.3.2) que

p4 ̂ « , » ® p4 J^« , » = a* »Sf« , ».

Par applications successives du théorème de changement de base propre ([SGA 4] XVII
(5.2.6)) et de la formule des projections ([SGA 4] XVII (5.2.9)), on en déduit que

y o ^(K) ^ R pr^pr* K® (3* R pr;' ^?« , ») [2r]

fonctoriellement en K. Il ne reste plus qu'à appliquer à E ' ^ > S e t à L = Q ^ g la propo-
sition suivante :

Proposition (1.2.2.2). — On a un isomorphisme fonctoriel

^{n L[r]) ^ o: L(- r)

pour L eobD^(S,%^).

Preuve. — D'après la formule des projections

^ L[r]) = L ® R pr; ̂ « , » [2r].

Or, d'après le théorème de changement de base propre

^Rpr;JSf« , »=R7r,Q,

et Rpr;oSf« , » |E'-(T'(S) =0
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(cf. (1.1.3.1) et (1.1.3.4)). D'où la proposition par une dernière application de la
formule des projections, puisque

R^^=^,s(-^)[-2r]

([SGA5] VII (1.1) (ii)).

Corollaire (1.2.2.3). — J^ est une équivalence de catégories triangulées de D^(E,Q^)

sur D^(E',Q^), de quasi-inverse a* e^—) (r).

Théorème (1.2.2.4). — Soient/:^ —> Eg un morphisme de fibres vectoriels sur S de

rangs constants r^ et r^ respectivement etf : Eg —" E^ le trarsposé def. Alors; on a un isomorphisme

fonctoriel

^(R/;Ki)^/'*^(Ki)[r,-rJ

pour KieobD^(Ei,Q,/).

Preuve. — On a, par adjonction de/et/',

(/x ir^« , > a ) = ( i x/r^« ,> i ) .
Par suite, la proposition se démontre par applications successives du théorème de chan-
gement de base propre et de la formule des projections, en suivant le diagramme commu-
tatif, à carrés cartésiens

Corollaire (1.2.2.5). — On a un isomorphisme fonctoriel

RTC; ̂ (K) ^ <T* K(- r) [- r]

pour KeobD^E.Q,/).

Preuve. — On applique (1.2.2.4) à Ei = E', Ea = S, /= TC' et Ki = ^'(K),
puis on utilise (1.2.2.1).



144 G. LAUMON

Définition (1.2.2.6). — Le produit de convolution pour E 4- S est l'opération interne

* :D^(E,Q,) x D^E,Q,) -^(E,Q,)

définie par
Ki*K.2== ^(KiBgKg).

Proposition (1.2.2.7). — On a un isomorphisme fonctoriel

^(Ki * K,) ^ ^(Ki) ® ̂ (K,) [- r]

^r (Ki,K,) eob(D^(E,Q,) x D^(E,Q,)).

Preuve. — Si l'on note encore ^r la transformation de Fourier-Deligne pour

E XgE^S, on a d'après la formule de Kùnneth ([SGA4] XVII (5.4.3))

^(Ki B s K^) = ^(Ki) B g ^(K^).

Il ne reste plus qu'à appliquer (1.2.2.4) à E i = E X g E , Eg == E, f=s et
Ki. '-KiBsKg.

Proposition (1.2.2.8). — On a un isomorphisme fonctoriel^ dit « de Plancher el »,

R7r;(^(Ki) ® ^(Kg)) ^ R7r,(Ki® [- 1]* K^) (- r)

^r (Ki,K,) eob(D^(E,Q,) x D^(E,Q,)).

Pr^^. — On applique successivement (1.2.2.7), (1.2.2.5) et le théorème de
changement de base propre pour le carré cartésien

E X g E ^ — — E

8 Q ht

E ——————— S
0

Proposition (1.2.2.9). — La formation de ^{K) pour K e ob D^E,Q^), commute à

tout changement de base Si -> S.

Preuve. — Théorème de changement de base propre.

(1.2.3) Donnons quelques exemples de calculs de transformées de Fourier-
Deligne. Les détails des démonstrations sont laissés au lecteur.

Proposition (1.2.3.1) . — Soit F ̂  E un sous-fibre vectoriel sur S de rang constant s.

Notons F1*-^' l'orthogonal de F dans 'E'. Alors, on a un isomorphisme canonique

^Q^M) ^ ̂ ,F±(- s) [r - s].

Preuve. — On applique (1.2.2.4) et (1.2.2.2).
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Proposition (1.2.3.2). — Soit e eE(S). Notons T, : E ̂  E la translation pare. Alors,

on a un isomorphisme fonctoriel

^(T,K)^(K)®^(<^ »

pour KeobD^(E,<^).

Preuve. — On a T,, K == (^Q^s) • K et on applique (1.2.2.7).

Proposition (1.2.3.3). — Soit a : E ̂  E' ^ ^'isomorphisme symétrique. Notons

q : E -> G^ ̂  ^ gr' : E' ->• G^ /<?.$• /om<y quadratiques associées à a (y(<?) = < <?, a(<?) > et

q'{e') == < a-V)? e1 » ̂  [2] : E' -> E' la multiplication par 2 dans le fibre vectoriel E'. 4 ,̂
on a un isomorphisme canonique

[2]* ̂ Wq)) ̂  ̂ (- /) ® TT- RTT, ^(?) [r].

Preuve. — On a

?M + < e, îe' > == y(, + a-1^')) - /(,').

Proposition (1.2.3.4). — &^ G un S-groupe algébrique de type fini agissant linéairement

sur le fibre vectoriel E 4. S et soient K, L eobD^(E,%^) et M eob D^(G,%^). O» w^
w : G Xg E -^E r̂ rion ^ G sur E ^ m' : G Xg E' ^E' l'inverse de sa transposée

(w'Q^') == tg~l.ef). Alors tout isomorphisme

m* K ^ M [3 g L

rfû^y D^(G Xg E,Q^) iW^ canoniquement un isomorphisme

m^^K) ^ MBs^(L)

rf^D^Gx^E^Q,) .

Preuve. — On considère Pisomorphisme de fibres vectoriels sur G

(PIG^-^G X g E ^ G X g E

dont le transposé est

(pr^,m'):G X g E ' ^ G x^E '

puis on applique (1.2.2.4) et la formule de Kûnneth.

Proposition (1.2.3.5). — Soit Si 4-S un k-morphisme de type fini. Notons Ei^Si

et EI -S- Si les fibres vectoriels sur Si déduits de E -^ S ^ E' ̂  S /w fe changement de base

19
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Si ~> S etf^ : EI -> E ^/E' : EI -> E' fcj projections canoniques. Alors, on a un isomorphisme

fonctoriel

^(R/^ Ki) ^ R/^ ̂ i(Ki)

^(w KI eobDi;(Ei,Q^) ^w û noté î /a transformation de Fourier'Deligne pour le fibre

Ei^Si).

Preuve. — Théorème de changement de base propre.

(1.3) La transformation de Fourier-Deligne et la dualité ([Ka-La], [De 7] et [Br]).

(1.3.1) On garde les notations de (1.2.1).

Théorème (1 .3.1.1) . — Pour tout K eobD^(E,Q^), la flèche d'oubli des supports

Rpr;(pr-K®^« , ») -^ Rpr:(pr* K® JS^« , »)

est un isomorphisme.

Cet énoncé n'est autre que [Ka-La] (2.1.3). Dans loc. cit., nous montrons simul-
tanément (1.3.1.1) et Pénoncé suivant ([Ka-La] (2.4.4)).

Théorème (1.3.1.2).— Soient Ai, A^ deux copies de la droite affine A^, de coordonnée x^ x^

respectivement et soit a^ : A^ ̂  Di la complétion projective de A^ (i.e. une copie de Vimmersion

ouverte canonique A^^y^). Alors la projection canonique pr^ : Di Xj^Ai ->T>i est universel'

lement (fortement) acyclique relativement au (^{-faisceau (ai X 1); ^{x^x^.

Remarque (1.3.1.3). — Notons 001 e Di(è) le point à l'infini de Ai (Ai = Di — { 001})
et 7]i le point générique du trait hensélien DI(^). Pour pri : DI(^) X^A^ ->T)^^y
on a les fbncteuis « cycles proches » et « cycles évanescents »

R^:D^i X,A^) ^D^^i X,A,,%,)

et
RO^:D^(Di^ X.A^Q^) ->D^(^i X,A^).

Le théorème (1.3.1.2) dit en particulier que

R^(^i ̂ )) == R^((ai X 1), ̂  x,)) = 0.

On aurait pu, dans loc. cit., démontrer directement (1.3.1.2) puis en déduire
(1.3.1.1). Explicitons cette dernière déduction dans le cas particulier (crucial pour
cet article) où S == Spec(A) et E == A^. On prend Ai == E et Ag = E'. Alors le cône
de la flèche d'oubli des supports de (1.3.1.1) s'identifie canoniquement à

Rr(I,,K^®RY^(^))),

où Ii = Gal(^i/7)i 0,; A) est le groupe d'inertie de Di,^, ([SGA4i] [Th. Finitude]
(3.11)), et U suffit d'appliquer (1.3.1.3).
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Signalons d'autre part que nous utiliserons (1.3.1.2) (ou plus précisément
(1.3.1.3)) pour S = Spec(A) et E == Aj^ mais maintenant avec Ai == E' et Ag = E
(cf. (2.3.3.1) (i)).

Cette double utilisation de (1.3.1.2) est à la base des résultats principaux de
cet article.

(1.3.2) Le théorème (1.3.1.1) admet les corollaires suivants :

Théorème (1.3.2.1). — On a un isomorphisme bi-fonctoriel

Rjfom(^(K), 7T'1 L) ^ ̂ (R^m(K, ̂  L)) (r)

pour K e ob D^(E, Q^ et L e ob D^(S, Ç^).

Preuve. — On a, d'après les théorèmes de dualité,

R^m(^(K),7^'!L) ^ R pr: pr1 (R ̂ m(K, TC1 L)® ̂ « , »)[—r].

De plus, pr est lisse, purement de dimension relative r, de sorte que

pr'(-)=pr*(-)(r)[2r],

d'où la conclusion, compte tenu de (1.3.1.1).
Pour L ==Q^ g, (1.3.2.1) n'est autre que [Ka-La] (2.1.5) (ii). Pour L == û' Q^,

où a : S -> Spec(^) est le morphisme structural, (1.3.2.1) se réécrit :

Corollaire (1.3.2.2). — On a un isomorphisme fonctoriel

Dm(^(K)) ^ ^-.(D^(K)) (r)

^rKeobD^E.Ç^.

Théorème (1.3.2.3). — ^r transforme les Q {'faisceaux pervers sur E ̂  ^{-faisceaux

pervers sur }^. Le foncteur

y : Perv(E, %/)-> Perv(E', Q,)

^ KW équivalence de catégories abéliennes de quasi-inverse a* ^/(—) (r).

Preuve. — La seconde assertion résulte aussitôt de la première et de (1.2.2.3).
D'autre part, pr étant lisse, purement de dimension relative r, pr*(-—) [r] est ^-exact
([B-B-D] (4.2.5)) et, pr' étant affine, pr; est ^-exact à gauche ([B-B-D] (4.1.2)), alors
que pr^ est ^-exact à droite ([B-B-D] (4.1.1)). Par suite, y est ^-exact à gauche et
Kh-> Rpr^pr* K® oSf« , ») [r] est ^-exact à droite, d'où la conclusion compte tenu
de (1.3.1.1).

Corollaire (1.3.2.4). — y transforme les ^{-faisceaux pervers simples sur E en Q^û^-

ceaux pervers simples sur E'.
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(1.4) La transformation de Fourier-Deligne en rang 1 sur Spec(è).

(1.4.1) Dans la suite de cet article nous travaillerons exclusivement avec la
transformation de Fonrier-Deligne en rang 1 et sur Spec(è) (ou Spec(A)). Gela nous
amène à fixer des notations qui serviront dans toute la suite.

Soient donc A = Spec(^M) et A' == Spec^^']) deux droites vectorielles sur k
(munies de coordonnées x et A?') qui sont en dualité parfaite via l'accouplement

< , > : A x. A' -^ G,̂  = Spec{k[u])

[x, x') \-> u == xx\

On note comme précédemment pr et pr' les projections canoniques de A x^A' et

^ (ou ^) : D^(A, Q,) -> D^(A', %,)

la transformation de Fourier-Deligne, associée à ^ pour A ->Spec(A). On remplacera
cependant la notation ̂ « , » (ou JSf« , ») par la notation plus agréable dans ce
nouveau contexte ^(xx') (ou J^(xy')).

On utilisera de plus les compactifications naturelles A <^ D et A' ^> D' des droites
vectorielles en droites projectives : si oo eD(À) et oo' eD'(é) sont les points à l'infini
correspondants, on a donc A = D — { oo } et A' == D' — { oo'}. Si 0 6 A{k) et 0' e A'(^)
sont les origines de A et A' respectivement, D - { 0 } et D' - { 0'} sont naturellement
deux droites vectorielles sur k de coordonnées y== Ifx et V = \jx\ Les compactifications
A <-> D et A' <-^ D' induisent une compactification

a X a':A x^A'c-^D XfcD';

on notera pr et pr' les projections canoniques de D X^D' (pro(a X a') = pr et
pr' o (a X a') = pr'). Enfin, on posera

S^W == (a X a'),^(^')

(en laissant tomber ^ quand il n'y a pas de risque de confusion). On a alors

(1.4.1.1) a;^(K) =Rpr:(p?a,K®^(^')) [l],

fonctoriellement en K eobD^(A,Q^).

^ (1.4.2) On a vu que la transformation de Fourier-Deligne y transforme les
(^-faisceaux pervers simples en Q^-faisceaux pervers simples (cf. (1.3.2.4)). Dans le
cas particulier que nous considérons dorénavant, on peut être plus précis.

Distinguons trois types de Q^-faisceaux pervers simples K sur A :

(Ti) K == î, F pour s un point fermé de A, i : s ̂  A l'inclusion et F un Q^-faisceau
(lisse) irréductible sur le schéma s;

(Tg) K = (prJ,(^(^.j')®pr;,F') [1] pour j' un point fermé de A',

pr^ :Ax^ ' ->A et pr^ : A x^' ->.$•'



TRANSFORMATION DE FOURIER 149

les projections canoniques et F' un Q^-faisceau (lisse) irréductible sur le schéma .$•' (on
a noté oSf(^./) la restriction de ^{xx') via id^ X i', où î' : j'^ A' est l'inclusion);

(Tg) K ==j,F[l] pour U un ouvert dense de A, j : U < - ^ A l'inclusion et F un
Q^-faisceau lisse irréductible sur U tel que, quel que soit a' ek, il n'existe aucun sous-
quotient de F | V ®^k qui soit isomorphe à ^{x.a') | U®^è.

D'après [B-B-D] (4.3.1) (ii) tout Q^-faisceau pervers simple K sur A est de l'un
des trois types ci-dessus. Nous noterons (T^), (Tg) et (Tg) les types correspondants de
Q^-faisceaux pervers simples sur A'.

Théorème (1.4.2.1). — (i) yéchange les types (T\) et (Tg) d'une part et (Tg) et (T^)

Vautre part. Plus précisément

^ F) = (prAC^M ® Pr: F) [1]

et

^((prA),(^(^) ® P^ F') [1]) == [- l], i: F'(- 1)

avec les notations ci-dessus.

(ii) y échange les types (T^) et (Tg).

Preuve. — La première formule de (i) est immédiate à partir de la définition de y\
la seconde s'en déduit par involutivité (cf. (1.2.2.1)). La partie (ii) se déduit alors de
(1.3.2.4), de la partie (i) déjà démontrée et de l'involutivité de SF.

Partant de K ==j, F[l] du type ^3), la transformation de Fourier-Deligne pro-
duit donc un ouvert U' de A' (l'ouvert maximal de lissité de «^(K)) et un Q^ ̂ -faisceau
lisse irréductible F' sur IT (F' ^^--^^(K)) | U') tels que

^aFElB^F'El];

deplus^F'[l] est de type (T^).
Nous verrons en (2.3) comment déterminer l'ouvert U', le rang de F' et, dans

une certaine mesure, les monodromies locales de F' aux points de D' — U\ Par contre,
mis à part quelques cas particuliers (cf. (1.2.3.3), (1.4.3) ci-dessous et aussi [Ka 1]),
la détermination complète de F' reste pour l'instant inaccessible.

(1.4.3) Considérons les ouverts U = A - { 0 } 4. A et U' == A' - { 0' } 4. A',
munis des morphismes x : U -> G^ ^ et x ' : U' -> G^ ^. Soit

^:Um^(A)-^%^
w

un caractère (comme en (1.1.3.7)) non trivial; alors ^^(x} etJT^-i^') sont des Q^-fais-
ceaux (de Kummer) lisses de rang 1 sur U et U' respectivement.
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Lemme (1.4.3.1). — Dans D;;(A,Q^) (resp. D^(A',Q^)), les flèches canoniques

Ji^xW^^xW^^^xW

(r̂ . j; ̂ -.(̂ ) ->j-: ̂ -.(̂ ) -> R;: ̂ -W)

sont des isomorphismes.

Preuve. — Voir [SGA4i] [Sommes trig.] (4.20).

Proposition (1.4.3.2). — Soit G(^, (p) le ^y-espace vectoriel^ muni y une action continue

de Gai (A/A), défini par

G(x^) =HÎ(U®,A,^M®^W).
-4for^ :

(i) G(/,^) ^ ̂  dimension 1 ^ fo H^(U®jfcA,^(^) ® ^(A?)), pour i + 1, ^o^

toMJ 7ÎM/J;

(ii) si k ==î^ de sorte que ^ ^^ yn caractère de F^ , Frobç e Gai (A/A) agit sur G(%, ^)
^ww^ Vhomothétie de rapport

5(X^)=-J^XW^);

(iii) on a un isomorphisme canonique

^CÀ^xW E1]) ̂ J^^) [i]®G(x^),
oà G(^, 4') ^ considéré comme Q^/-faisceau géométriquement constant sur A\

Preuve. — (i) et (ii) sont essentiellement [SGA4i] [Sommes trig.] (4.3) (i) et
(4.3) (ii). Prouvons (iii). D'après (1.4.2.1) (ii), il suffit de montrer que

r ^(j.^xW) == ̂ x-^)0 ̂ x^)-
Considérons alors Faction de G^ par homothétie sur A, w:G^^ x^A->A définie
par m(u, x) == ux. On a

^(J, ̂ xW) = ̂ (^ El. J\ ̂ xW

(cf. (1.1.3.7)), donc d'après ,(1.2.3.4), on a

^^(^xW) =^)B^(^xW).

où m' : G^ ^ XjfeA' -^A' est défini par m\u^ x ' ) == u~~1 .x\ d'où la conclusion par res-
triction à G^^ xj 1'}(!'e A'(A) étant défini par x ' == 1), puisque Jf^'-1) =Jf^(^)
et^(^^W)i==G(x^).

2. Transformations de Fourier locales

(2.1) Représentations des groupes de Galois locaux : rappels ([Se 1] chap. IV, [Se 2] 19
et [Kal] chap. I).
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(2.1.1) Soit T un trait hensélien d'égale caractéristique p, à corps résiduel k :
T est donc le spectre d'un anneau de valuation discrète hensélien R. Si n est une uni-
formisante de R, on a k{-r:}CRCk[[n]], où k{n} est Phensélisé de Panneau local
^[^(TT) e^ où A[[rc]] est le complété de k{ n} et de R pour la topologie îr-adique (A est
supposé parfait, cf. (0.1)),

On note t, T) et ?, ^ les points ordinaires et les points géométriques usuels de T
(cf. [De 4] (0.6)) : suivant nos conventions (0.4), ?est le composé de Spec(A) -> Spec(^)
et de t et Y] se factorise par le point générique r^ du trait strictement hensélien
T^= Spec(A®^R). On pose

G = TT^TÎ, T})

1 ̂ ^T^)-

On a une suite exacte canonique

1 ->I ^G ->Gal(klk) ->1;

G est appelé le groupe de Galois de T et 1 son groupe d'inertie.
L'action de 1 sur les racines d'ordre premier à p d'une uniformisante TC dans A(^)

se factorise par un quotient canonique

1 ht Z(l) (A),

où Z(l) (k) :== Um ^(k)
N^l

(N, p) = 1

et où Vy(k) agit de manière évidente sur les îc1^ ([SGA 7] 1 (0.3)). Ce quotient est
appelé le quotient modéré de I. Le noyau de t est l'unique pro-p-sous-groupe de Sylow
de I; il sera noté P et appelé la partie sauvage de I.

Le pro-groupe 1 admet une filtration décroissante, indexée par R^.,

1 = I^ 3 1̂  D I^

(0^ À ^ X'). Chaque I^ est un sous-groupe distingué fermé de I, tout comme

I^)= (J I^+^CI^, V X e R . ;
e>0 1

on a I(o+) = P. D'autre part, cette filtration est continue à gauche, i.e.

H ia ')=i(X) V À > O ,
0<X'<X

et séparée, i.e.

n ^^{i}.
x^o ' )

Cette filtration est appelée la filtration par la ramification (en numérotation supérieure)
([Se 1] chap. IV, § 3).
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(2.1.2) Un G-module (resp. I-module, P-module) est par définition un ^-espace
vectoriel de dimension finie V, muni d'une action de G (resp. I, P) qui est définie sur
une extension finie de Q^ contenue dans Q^ et qui est continue pour la topologie Sadique.

On notera ^ (resp. ^, ^ la catégorie abélienne nœthérienne et artinienne des
G-modules (resp. I-modules, P-modules). On a des foncteurs restrictions

y ->^ ->y.

_ Remarque (2.1.2.1 ). — Le choix du point base Y) permet d'identifier la catégorie des
Q^-faisceaux sur TQ (resp. 7^) à ^ (resp. J^) via le foncteur fibre en 73.

Si V est un G-module, I-module ou P-module, on appellera rang de V et on notera
r(V) la dimension de V sur Q^.

Lemme (2.1.2.2). — Soit V un P-module. Alors l'action de P sur V se factorise à travers

un quotient fini et, four X > 0, 1^ agit trivialement sur V.

Preuve. — Voir par exemple [Se-Ta], page 515, pour la première assertion (P est
un pro-^-groupe, alors que V est Sadique pour t =|= p), puis [Se 1] chap. IV, § 3, pour
la seconde.

Corollaire (2.1.2.3). — Tout f-module V est semi-simple.

Si W est un P-module simple, il existe un unique X e R^. tel que
T<^)W =0 (si X > 0 )

et que W^^ == W;

on dira que À est la pente de W.
Pour un P-module V arbitraire, on notera A(V) l'ensemble des pentes des consti-

tuants simples de V; A(V) est donc un sous-ensemble fini de R^.. Les X eA(V) seront
appelés les pentes de V. En regroupant les constituants simples de V de mêmes pentes,
on obtient une décomposition canonique de V en somme directe de P-modules

(2.1.2.4) V== © V,
XGA(V) À

où V^ est purement de pente \ (i.e. A(V^) == { À }).
On appellera conducteur de Swan du P-module V et on notera j(V) le nombre réel

positif ou nul

(2.1.2.5) s(V) = S X.r(V,).
XGA(V)

Pour un I-module ou un G-module V, on appellera encore pentes de V les pentes
de la restriction de V à P; on notera toujours A(V) l'ensemble des pentes de V. Alors,
la décomposition canonique (2.1.2.4) de V en tant que P-module est en fait une décom-
position de V en tant que I-module ou G-module. On appellera encore conducteur de
Swan de V et on notera toujours s(V) le conducteur de Swan de la restriction de V à P.
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Le résultat suivant est une reformulation du théorème de Hasse-Arf ([Se 1]
chap. IV, § 3), voir [Ka 3], p. 211-215, pour plus de détails.

Théorème (2.1.2.6). — Soit V un ï-module. Alors les pentes \ de V sont des nombres

rationnels. Plus précisément^ pour chaque \ eA(V), le nombre X.r(V^) est un entier. En parti-

culier s(V) est un entier.

Il résulte des définitions que ce résultat est a fortiori vérifié par les G-modules.
Pour toute partie AC R^., on notera ̂ , ̂  et ̂  la sous-catégorie strictement

pleine de ̂ , ^ et ^ respectivement formée des V tels que A(V) C A. On a des projecteurs

^->^A. ^-^A et ^->^A.

notés V \-> V^ et définis par

v^ == e v,;
XGA(V)nA A

ces projecteurs commutent aux foncteurs restrictions. D'après (2.1.2.3), Sfi^ ^^ et
^ sont des sous-catégories abéliennes de ^, ^ et ^ respectivement, stables par sous-
quotients et extensions. Les projecteurs ci-dessus sont exacts et les fonctions r et s sont
additives sur les suites exactes courtes.

Proposition (2.1.2.7). — Soit L un ï-module de rang 1 et de conducteur de Swan 1. Alors,

pour tout ï-module V, on a :

(i) ,(V ® L) = r(V^ J + .(V, ® L) + sÇV^ ̂  J
(ii) ^(Vi ® L) < ^(Vi) avec égalité si et seulement si

(V^L^^O

pour au moins un e e [0, l/r(Vi)[.

Preuve. — On a

V®L=(V^^®L)e(V,®L)©(V^^^L).

Or, pour tout P-module simple W de pente X, le P-module W®L est encore simple
de pente Sup(l, X) si X 4= 1 et de pente (JL^ 1 si X == 1. Ceci démontre (i) et l'inégalité
dans (ii).

Supposons maintenant que .?(V\ ® L) = ^(Vi), alors, pour tout P-module simple W
intervenant dans V^, on a aussi ^(W®L) = r(W) (additivité de r et s et inégalité

j (W®L)^r (W) déjà démontrée). Par suite A ( V i ® L ) = = { l } et (Vi® L)^'^ = 0
pour tout e ̂  0.

Réciproquement, si {V\®L)1 e =0 pour un e e [0, l/r(Vi)[ et si W est un

sous-P-module simple de la restriction de V^ à P, on a (W®L)1 ==0 pour un
e e [0, l/r(W)[; par suite, si (JL est la pente de W®L, on a p. ̂ 1 — e> 1 — l/r(W).

20
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Or, (x.r(W) est entier, d'où (A > 1 et donc (A = 1, puisque (JL ^ 1 (comme on Pa vu
ci-dessus). Mais alors, ^(W®L) == r(W) et, par additivité, J(VI®L) == r(Vi).

Exemple (2.1.2.8). — Fixons une uniformisante TC de T et soit

R/ = WW9 + TC . T^ -1 - n)

(I/TC' est donc solution de l'équation d'Artin-Schreier

(l/TCy - (1/7T') = (1/7T)).

R' est aussi un anneau de valuation discrète hensélien, de corps résiduel k, et TC' est une
uniformisante de R'. Si T]' est le point générique de T' = Spec(R'), T]' ->T] est un revê-
tement fini étale galoisien de groupe de Galois Fy (a e Fy agit sur TC' par TC' H- 7r7(l + OCTC')).
Le caractère ^~1 : Fy ->Q^ (cf. (0.2)) du groupe de Galois de ^/Y] définit alors un
G-module de rang 1 et de conducteur de Swan 1 ([Se 1], chap. IV, § 2, exercice 5) que
l'on notera L^(l/7r) (ou même simplement L(l/7c) si aucune confusion n'en résulte).

(2.1.3) On note ̂  le dual J^m(V, Q^) deV. On a r^) = r^.A^) = A(V),

(V7)^ = (Vx)" pour tout X eR^ et ^V7) = j(V).
On a (L^I/TT))^^ ^L^(I/TC).

(2.1.4) Un I-module V est dit modéré s'il vérifie les conditions équivalentes sui-
vantes :

(i) P agit trivialement et donc l'action de 1 sur V se factorise par le quotient modéré
I-Z(1)(A),

(ii) V est purement de pente 0 (V eob.^r^),
(iii) .(V) = 0.

Gomme Z(l) (k) est un groupe profini abélien, tout I-module modéré simple

est de rang 1 et sa classe d'isomorphie est donnée par un caractère / : Z(l) (k) ->Q^.
Un G-module V est dit modéré si le I-module sous-jacent l'est; il revient au même

de dire que l'action de G sur V se factorise par le quotient G"̂  := G/P. Ge quotient
est une extension de Gal(^/A) par Z(l) {k) et l'action de Gal(^) sur Z(l) (k) par auto-
morphisme intérieur dans G"̂  est l'action naturelle.

(2.1.5) Un G-module V est dit géométriquement constant ou non ramifié si I agit
trivialement sur V.

Pour un G-module V les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) V n'a pas de sous-quotient géométriquement constant non trivial,
(ii) ^==0,

(iii) V, == 0.

En outre, ces conditions ne portent que sur la partie de pente 0 de V (elles sont
automatiquement vérifiées si Vo = 0).
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On notera ^o.oo[ ^ sous-catégorie strictement pleine des V 6 ob ̂  qui vérifient
les conditions équivalentes ci-dessus. Pour À e R4", on pose

ce _ ce r\ ce
•"(O.Xl —^[O.Xl " ^(O.oot

et ^0,X]=^O.X]^(0.oo[.

Toutes ces catégories sont des sous-catégories abéliennes de ^S stables par sous-quotients
et extensions.

La dualité VH^ envoie ^^ dans elle-même.

(2.2) Ramification des <^rf sceaux sur les courbes : rappels ([Ra], [SGA 51 X et
[Ka2] 1).

(2.2.1) Soit X une courbe connexe et lisse sur k. Pour tout x e | X |, on note
G, le groupe de Galois du trait hensélien X^, !„ son groupe d'inertie et P^ la partie
sauvage de 1 .̂

Si F est un Q^-faisceau, pour tout x e | X |, F^ est un G^-module (cf. (2.1.2))
que l'on appelle la monodromù locale de F en x. Le rang de F^ est indépendant du point
x e \ X | et est égal au rang générique r(F) de F. Pour tout x ^ | X |, on pose

r,(F) = dim^(F,)

^(F)==^)
^(F) == r(F) + s^F) - r,(F)

(le lecteur vérifiera que ces entiers ne dépendent que de F | X^ et non des choix des
points géométriques x, ̂  faits en (0.4)).

Si KeobD^X,^), on définit les entiers r(K), r,(K), ^(K) et û,(K) (pour
x e 1 ̂  I) P^ additivité à partir du cas des Q^-faisceaux. On appellera les entiers r(K),
^W? ^(K) Gt ^(K) respectivement le rang générique de K, le rang en x de K, le conducteur
de Swan en x de K et la chute totale du rang en x de K.

Si K est un Q^-faisceau pervers sur X, pour tout x e [ X [, K^ est concentré en
degré — 1 et on appellera encore monodromie locale en x de K le G^-module H-^K- ).

Lemme (2.2.1.1) .— Soient K e ob Perv(X, Q^) et x e | X |. Alors on a les inégalités

^(K) ^ r(K) - r,(K) ^ 0

et les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) ^°(K), == 0 et J^-^K) est lisse en x,

(ii) a,(K) == 0,
(iïi) r,(K) == r(K).

Preuve. — ^f°(K) est à support ponctuel, Jf-^K) n'a pas de sections à support
ponctuel, les autres Jf^K) sont nuls ([B-B-D] (4.0)).
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On appellera ouvert de lissité de K (K eob Perv(X,Q^)) Pouyert défini par les
conditions équivalentes de (2.2.1.1).

On utilisera aussi ^formule de Grothendieck-Ogg-Safarevid ([Ra] et [SGA 5] X 7) :

Théorème (2.2.1.2). — Supposons de plus X projective sur k et soit K e ob D^(X, Q^).
Alors

x(X®^,K)=5c(X®,A,Q,).r(K)- S degM.^(K),
_ — »eW

avec X(X®^,Q,)-G.(2~2^),

oà G est le nombre de composantes connexes de X ®^ k et où g est le genre de Vune quelconque d^ entre
elles.

(2.2.2) Pour démontrer des résultats locaux (î.e. sur un trait hensélien), il est
souvent nécessaire de passer du local au global pour se ramener à des résultats globaux
(i.̂ . sur une courbe projective). Pour ce passage du local au global, nous utiliserons le
résultat de prolongement de Gabber et Katz ci-dessous ([Ka2]) (1.4)).

Considérons la droite projective P^ complétion de la droite affine

A^=PÎ.-{o)}=Spec(^]).

Notons k { u } Phensélisé de Panneau local k[u]^, de sorte que (A^ = Spec(À{î<}),
et k{u}\u~l'\ son corps des fractions, de sorte que ^ == Spec(é{ u}[u~1]) est le point
générique de (Aj^. L'inclusion

k\u,u-l~\^k{u}\u-l}

induit un morphisme de schémas

S-^G,,,=A^-{0}.

Fixons un point géométrique | localisé en Ç.
Si 7Ti(Ç,Ç) -> 7Ti(Ç, Ç)^ est le quotient modéré (cf. (2.1.1)) et si

î(G^ I) - ̂ (<V.> I)"10''00 - ̂ i(G^ I)"10'

sont les quotients qui classifient les revêtements finis étales de G^ ^ qui sont respective-
ment modérément ramifiés en oo et modérément ramifiés en 0 et oo, on a un diagramme
commutatif

^^^^l(Gm.^Ç)

)̂̂ <^ , ̂ ,̂ ..

1 4
^ l)^ ——^__^ ^(G ,̂, 1)^
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Passant de k a k, on a de même un diagramme commutatif qui s'envoie naturellement
dans le précédent

î^^^^l)

^ ̂  ̂  ç) —iï̂ L» ̂ (G -̂,, çr0^

^(S^çr1 ———i£!——^^(G^,,Ç)^

Lemme (2.2.2.1). — Les homomorphismes Ç^ et Ç100 sont des isomorphismes.

Preuve. — II suffit de montrer que f^ est un isomorphisme. Or n^ ®^ A, I)"1^

et ^(G^^,!)"1^ sont canoniquement isomorphes à Z(l) (k) (cf. (2.1.1) et (1.1.3.7))

et ces isomorphismes identifient Ç^ à l'identité de Z(l) (A) : le revêtement de Kummer
de G^ jfc d'équation v^ == u induit le revêtement de Kummer de Ç ®^ k de même équation.

Le théorème de Gabber et Katz est une extension de ce résultat. Plus précisément,
il s'énonce :

Théorème (2.2.2.2). — Uhomomorphisme ç10'1'00 est injectif et admet une unique rétrac-

tion continue r. De plus ç10^00 est aussi injectif et il existe une unique rétraction continue r de

çiod.oo ̂  prolonge la rétraction r.

Il résulte de ce théorème que les homomorphismes t, et î, sont injectifs et admet-
tent des rétractions continues canoniques (mais non nécessairement uniques).

Si V est un 7Ti(Ç, I)-module (cf. (2.1.2)), on appellera, suivant Gabber et Katz,
prolongement canonique de V le Q^-faisceau lisse F sur G^ ^, modérément ramifié en oo,
tel que Fç = V et que l'action de ^i(G^, ç)"1^'00 sur Fç soit la composée de la rétrac-
tion r et de l'action de TT^ÇÇ, Ç) sur V. Une propriété immédiate mais importante du
prolongement canonique est la suivante : si V est à monodromie géométrique finie, i.e. si
^(S ®k ^51) ^ë^ a travers un quotient fini sur V, il en est de même de son prolonge-
ment canonique F, i.e. n^G^^y Ç) agit à travers un quotient fini sur F^. Il est d'autre
part clair que le prolongement canonique est fonctoriel en V et est un foncteur exact.

(2.3) Monodromies locales de ^"(K) pour K un Q^f-faisceau pervers sur A.

(2.3.1) On reprend les notations de (1.4.1). Soit K eob Perv(A, Q^). Alors,

d'après (1.3.2.3), K' :== ^(K) est un Q^-faisceau pervers sur A'. On note j : U ̂  A
(resp. f : U' c-» A') l'ouvert de lissité de K (resp. K') (cf. (2.2.1.1)) et i:S^A

(resp. i' : S' <-^A') le fermé réduit complémentaire; on note F (resp. F') le Q^-faisceau
lisse JT-^K) | U (resp. ^-1{K/) | U').
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(oo, (T) (00, 00')

Proposition (2.3.1.1). — Avec les notations ci-dessus, on a les formules suivantes :

(i) r(K') = S deg(.).a.(K) + r((F,,J,^) -.((F^,^,
a G S

(i)' r(K) = S deg(/).a.,(K') + r((F^^) - ̂ ((F^),^),
8 G S

(ii) /»<w tout s ' e | A' | — { 0' },

r.,(K') == r(K') + r((F,J,) - .((F,J,® ̂ (^..'),J,

(ii)' /w«r fouf ^ e | A | — { 0 }

r.(K) = r(K) + r((F^,)i) - s{{T^® ̂ s.x')^,),

(iii) ro,(K') ==r(K') + r((F,J^) -.((F,,J^«),
(iii)' ro(K) = r(K) + r((F^,)^,«) - ̂ (F^,)^«).

Preuve. — D'après le théorème de changement de base propre, on a, pour tout
s ' e j A' |,

r,,(K') = - x,(A®»A,K®^(^.r))
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et donc, d'après la formule de Grothendieck-Ogg-Safareyic (2.2.1.2), on a

r^(K') == - r(K) + î. deg{x).a,(K) - sÇ-F^ ® ̂ (x.s^J.

Ceci démontre la formule (iii), ainsi que la formule (ii), compte tenu de (2.1.2.7) (i).
D'autre part, pour a[, a^ e k distincts, on a

(^(^^®(JSf(^^jV)tô^o,

puisque ^(x.{a[ - a^))^ est de pente 1 (cf. (2.1.2.8)); par suite, pour presque tout
a! ek, on a

((F^)i®^(^^)^=0.

Ceci achève la preuve de la formule (i), compte tenu de (2.1.2.7) (ii).
Les formules (i)', (ii)' et (iii)' se déduisent des formules (i), (ii) et (iii) respecti-

vement par involutivité de la transformation de Fourier-Deligne (1.3.2.3).

Corollaire (2.3.1.2). — L'ouvert V ne dépend de K que par P intermédiaire du

F'^-module (F^)ro, n. Plus précisément s' e | A' | est dans V si et seulement si l'une des conditions
suivantes est réalisée :

a) s' + 0' et il existe e e [0, l/r((F^)i)[ tel que

((F^^.^jrô-^O,

b).'=0' et (F,J^=0.

Preuve. — C'est une conséquence immédiate de (2.2.1.1) et de (2.3.1.1).
Les cas particuliers suivants de (2.3.1.1) et (2.3.1.2) nous seront plus spéciale-

ment utiles :

Corollaire (2.3.1.3). — (i) Si le î'^-module F^ est non nul et purement de pentes < 1,
alors on a

U'=A'-{0 '} ,

r(K') = S deg(^.a,(K)
•es

et r^K') = r(K) + r(F,J - .(F,J.

(ii) Si le P^-module Fç est purement de pentes > 1, alors on a

V = A'

et r(K')=-r(K)+^deg(.).a.(K)-,(F,J.

(2.3.2) Pour tout .y'eS', on a d'une part un triangle distingué

sp^K' | s ' ) -> K' | T)., -> RO^, (K') ^
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dans D^^Ç^) (cf. [SGA7] XIII (1.4.2.2)) qui induit une suite exacte longue de
G,»-modules

... ->^(K^) ->^(K^) -^^(K') ̂ ^W) ->... ,

où G,» agit sur ^(K^) à travers son quotient Wi(^',7'). Comme K' est pervers, cette
suite exacte longue se réduit à la suite exacte

0 ->.^-1(K^) ->F^ ^R^d^K') -^(IÇ) ->0,

les autres termes étant tous nuls. D'autre part, on a les cycles évanescents

R(D^(pP(a, K) ® ̂ ,( '̂) [1]) e ob D^D x, ̂ , %,)

pour la projection pr': D X^A^ ->A;^ (cf. [SGA7] XIII (2.1.1)).

Proposition (2.3.2.1). — Avec les notations ci-dessus,

(i) la restriction de R0^(p?(ai K)®J^.A:') [1]) à A x^ est nulle,

(ii) pour tout entier i 4= — 1, le G ̂ module

^^^(pr^K)®^.^)^])^.,

^ w ,̂

(iii) on a un isomorphisme fonctoriel en K e ob Perv(A, Q^)

R-1 <Î ,(K') ^ R-1 0,,,(pr*(», K) ® ̂ (^.^) [1]) ,̂;,,

rf^ G^-modules.

preuve. — Puisque S{x.x'} est lisse sur A X^A^p (i) résulte de [SGA 4^]
[Th. Finitude] (2.16). D'après [SGA7] XIII (2.1.7.1), on a alors des isomorphismes
canoniques de G,»-modules

R^K') ^ R-O^^pr^a, K) ® ̂ (^) [1])^,,

pour tout ieZ, d'où (ii) et (iii).

Remarque (2.3.2.2). — Compte tenu de l'assertion (i), l'assertion (ii) ci-dessus
est un cas particulier du théorème de Artin et Gabber sur la ^-exactitude des foncteurs RY
et R$ (cf. [B-B-D] (4.4)).

Corollaire (2.3.2.3). — Le rang du G^module R-1 <I>^(pr*(a, K) ® ^{x.x') [1])^^

est donné par les formules suivantes :

(i) r{{î^) - s^J, ® ̂ .s'),J si s' + 0',

(")r((F^,J-.((F,,J^) «.'=0'.

Remarque (2.3.2.4). — C'est un cas particulier du théorème de semi-continuité
du conducteur de Swan prouvé par Deligne (cf. [Lau 3] (5.1.1)), compte tenu de
(2.1.2.7) (i).
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(2.3.3) Considérons maintenant d'une part le G^-module F- , et d'autre part
les cycles évanescents

R<D^(p?(a, K)®^(^) [1]) eobD;(D X,^,Q,)

pour la projection pr':D X^D('^ ->D^ (cf. [SGA 7] XIII (2.1.1)).

Proposition (2.3.3.1). — Avec les notations ci-dessus,

(i) la restriction de RO^pr^a, K) ^ ^ { x . x ' ) [1]) à U X^oo' ^ ^^
(ii) /WMf tout entier i + — 1, ^ Gy^ .-modules

R-O^pr^ K)®^.^) [1])̂

(j" e S) ^ ^ G^-module

^^(^(a, K)®^.^') [l]),,,,,,

^•OTÎ^ TZM ,̂

(iii) 071 fl ^ isomorphùme fonctoriel en K eob Perv(A,Q^^)

^ 2: .?, Ind^,-o.(R-l ̂ .(^(^ K) ® ̂ ^.^) [l]),.,»,,)

® R-1 0^,(pr*(a, K) ® ̂ .^) [1])̂ ,,

A G^,-modules.

Preuve. — L'assertion (i) résulte aussitôt de (1.3.1.2) pour Ai = A', Di = D',
Aa=A. Gomme, d'après [SGA 7] XIII (2.1.7.1), on a

K^ = Rr(D ®; oo\ RY^ (pr^a, K) ® ̂ .^) [1])),

les assertions (ii) et (iii) résultent de l'assertion (i) et du fait que RY- = R<1>- dans\ / \ / \ / A loo7 "loo'

notre situation, puisque

(pP(a, K) ® ^ { x . x ' ) [1]) | D X^ oo' = 0,

par définition de oSf(A:.^').

Remarque (2.3.3.2). — Même remarque qu'en (2.3.2.2).

Remarque (2.3.3.3). — Une comparaison de (2.3.1.1) (i) et de (2.3.3.1) (iii)
suggère les formules suivantes :

r(R-1 <r^,(pr*(a, K) ®^{x.x') [l]),^,,) = a.(K),

pour s e S, et

^-^(pi^ K) 0 J^.O [1])^,, = r((F^)^J - .((F^)^^).

Nous les démontrerons plus loin (cf. (2.4.3) (i) b), pour s == 0, et (2.4.3) (iii) b)).

(2.4) Transformations de Fourier locales : définitions et énoncés des propriétés fondamentales.

21
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(2.4.1) Soient T et T' deux traits henséliens d'égale caractéristique p, à corps
résiduel k, munis d9 uniformisantes -K et n1 respectivement. On notera pr et pr' les projec-

tions canoniques de T X^ T' sur T et T' respectivement. On a les Q^-faisceaux JS^TT/TC'),
^(^V^) et -^(l/^') sur T X^', 7] X^T' et 7) XfcT}' respectivement, où T) et T/ sont
les points génériques de T et T' respectivement; on notera ^(TT/TC'), -S^TC'/^) et

oSf^(l/7Ç7r') les prolongements par zéro de ces Q^-faisceaux à T X^T' tout entier.
On utilisera librement les notations de (2.1) (sans modification quand elles sont

relatives à T et affectées d'un exposant / quand elles sont relatives à T').

Pour tout V e ob ̂  (resp. V e ob ^'), identifié à un Q^-faisceau sur T] (resp. T)'),

on notera V, (resp. VI) le prolongement par zéro de ce dernier Q^-faisceau à T (resp. T')
tout entier.

(2.4.2) Pour V eob ^, on a les cycles évanescents

R^P^)0^/^))
R<Mpr-(V,) ®J§WTC))

et RO^(prTO®^(l/7nr'))

dans D^T X^^), relatifs à pr': T x^T' ->T' (cf. [SGA 7] XIII (2.1.1)). Le
lemme suivant est immédiat :

Lemme (2.4.2.1). — Soient V eob ̂  et K e ob Perv(A,Q^).

(i) Si TT : T -> A et n' : T]' -> r^^ sont les k-morphismes définis par n }-> x et n' }-> \fx1

respectivement^ alors tout isomorphisme de Ç^f-faisceaux pervers TC* K ̂  Vi[l] sur T induit un

isomorphisme de

(TT X Tt')* R<I>^(pr*(a, K) ® ^{x.x') [1])

^r RO,,(pr*(V,) ® ^(Tt/ît')) [2]

rfa^ D^(TX,T)',%/).
(ii) Si 7t : T ^- D et v.' :•»)'-»• '>)o'» wn^ •̂y k-morphismes définis par TV \-> \fx et v.' \-> x '

respectivement, alors tout isomorphisme de ^(-faisceaux pervers TC* K ̂  V[l] sur t\ induit un iso-

morphisme de _
(n X n')' R0^(pî*(a, K) ® ̂ {x.x') [1])

sur RO,,(pr*(V,)®^'/7t))[2]

dansJ)^ X^',Q/).
(iii) iS't 7t : T —>• D et TC' : T)' ->• ï]no> w»f ^ k-morphismes définis par TT l-> 1/x rf 7t' l-> 1/A;'

respectivement, alors tout isomorphisme de ^(-faisceaux pervers 7t* K s: V[l] sur r\ induit un iso-

morphisme de _
(7t X 7t')* R<D,,,(pr*(a, K) ® ̂ {x.x') [1])

RO,,(pr*(V,)®.S?,(l/7t7t'))[2]

dans D^T X^',Q/).
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Proposition (2.4.2.2). — Soit V eob .̂ Alors les cycles évanescents

R(D^(pr-(V,)®^(7r/7t'))

RO^piTO 0^(7^))

^ RO^(prTO 0^(1/7^'))

•ro^ concentrés sur t X^T) ' C T x^' ^ yiW ^ cohomologie non nulle qu^en degré 1.

Preuve. — Compte tenu de (2.2.2.1) et (2.4.2.1), la proposition résulte aussitôt
de (2.3.2.1) (i) et (ii) et de (2.3.3.1) (i) et (ii).

Définition (2.4.2.3). — On appellera transformation de Fourier locale chacun des fondeurs

ÛZ"(0, oo^) ûZ"(oo,0') (JE'{ oo, oo') . û» . ^i
"^ ï ^ ^ ï ^ ^ • .y -> .y

définis par

.^^(V) == R1 0^(pr-(V,) ® ̂ (^'))^^,

.^•^(V) = R1 d^(pr-(V,) 0 ̂ (^^))^^,

^,co,(v) „ RI (D^(pr-(V,) ® ̂ (l/̂ ')),̂ ,.

En échangeant les rôles de (T, n) et (T', TC'), on définit de même trois foncteurs
^T(0', oo) ^•(oo', 0) ûp-(oo', oo) . (Wi ^
^ ^ 5 ^ 4 » ? t y ^ . y —> y.

Dans la suite, on laissera tomber l'indice ^ des notations ̂  et oS^p quand cela
ne prête pas à confusion. On notera a : T -> T Pautomorphisme défini par TC l-> — n

Théorème (2.4.3). — Les transformations de Fourier locales ont les propriétés suivantes.

(i) a) Le Joncteur ^'(o'oo'ï est exact.
b) Pour to^it V e ob ^, on a

r^^ÇV)) ==r(V) +^(V),

y(^o, 00')^)) =^(V),

^ jor^ ̂  ̂ ^{^C y'^.

c) Le fonceur ^'(0»00') : ̂  -> ̂  ̂  ̂  une équivalence de catégories abéliennes de quasi»

inverse a* ^(ooy»o)(-) (1).

d) On a un isomorphisme fonctoriel

j^co^V ^ ^oo')(vV) (1)

pour VGob^ (cf. (2.1.5)).

(ii) a) Le fondeur ^'(00»0') ̂  ̂ .̂
b) Pour tout Veob^^, ow a

^r(oo.o^v) ==o
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et, pour tout V e ob ^o.ii? on a

^^-(oo.o^v)) =r(V) -^(V),

^^r(oo,o^v)) =^(V).

c) Le foncteur ^•(00»0') : ̂  ̂  -> ̂ ' ̂  une équivalence de catégories abéliennes de quasi»

inverse ^j^00^-) (1).

d) On a un isomorphisme fonctoriel

^^W ^ ^-^^(V^ (1)

^r Veobâ^ (cf. (2.1.5)).

(iii) a) Le foncteur ^(001^ est exact.
b) P(W ^OM^ V e ob ^^ ^, o% û

^•(00,00-)^) =0

et, pour tout V eob ^]i,oo[? on a

r(^00. °°')(V)) = J(V) — r(V),

^(^r(^^)(V)) =^(V),

^^^^^^^(^^C^^.

c) Z^ foncteur ^r(00'oof) : ̂ ^ ^^ -> ̂  ̂  est une équivalence de catégories abéliennes

de quasi-inverse a' j^00^00^—) (1).

d) On a un isomorphisme fonctoriel

^^(V^ ̂  ̂ ^(V^ (1)

r̂ V eob ^i,oo[-

La démonstration du théorème ci-dessus sera donnée en (2.5).

Remarques (2.4.3.1). — Katz a défini et étudié un produit de convolution géo-
métrique sur G^ ^ et une variante locale de celui-ci (cf. [Ka] V et VI). Le produit
de convolution avec JS^ | G^ ^ est relié à ̂  et une partie des résultats de (2.4.3) (i) b)
et (ii) b) peut se déduire de loc. cit. VII et VIII.

(2.4.3.2) Nous verrons en (3.5.2) comment sont reliés, dans le cas où k = Fç,
le caractère central (ou déterminant) et la constante locale d'un objet V dé ^ et de
ses transformés de Fourier locaux.

(2.4.3.3) Dans les assertions (i) d) et (ii) d), on doit écarter les V qui admettent
des sous-quotients géométriquement constants non triviaux car le foncteur V \-> V, ne
commute pas à la dualité pour ceux-ci. Par contre, si V eob ^(o,oo[? V; coïncide avec
le prolongement intermédiaire V, de V à T qui, lui, commute à la dualité.
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(2.5) Transformations de Fourier locales : démonstration du théorème (2.4.3).

(2.5.1) Les assertions (i) a), (ii) a) et (ni) a) de (2.4.3) résultent immédiate-
ment de (2.4.2.2). Pour démontrer les assertions (i) b), (ii) b) et (iii) b) de (2.4.3),
on peut, par conséquent, se limiter au cas où le G-module V est simple.

(2.5.2) II résulte aussitôt des définitions que les transformations de Fourier
locales commutent aux changements de base k ̂ k^ (Ai extension de k contenue dans k) :

pour/: T] ®k^i -> ^ et/': ̂  ®k^i "^ 7Î' les projections canoniques et pour ( . , . ) = = ( ( ) , oo'),
(oo, 0') ou (oo, oo'), le carré de foncteurs (avec les notations évidentes)

as y^9 •) . wi

/»| /-

-i—^—^^x

est « commutatif». Ceci ramène la preuve des assertions (i) b), (ii) b) et (iii) b) de (2.4.3)
au cas où k est algébriquement clos.

(2.5.3) Montrons maintenant les assertions (i) b), (ii) b) et (iii) b) de (2.4.3)
pour un G-module ^modérément ramifié.

D'après (2.5.1), (2.5.2) et (2.1.4), il suffit pour cela de montrer la proposition
suivante :

Proposition (2.5.3.1). — (i) Pour le G-module trivial Q^, on a canoniquement

^(olw')(^)=^

^^W =%(-!).

^•(co'00^^) ==0.

(ii) Pour tout (^(-faisceau de Kummer non trivial Jf^ sur G^^ = Spec{k[u, u~1]),

notons V^ {resp. Vy) le G-module ^^) (resp. G-module jf^(Tr')), où n : ̂  -^ G^ (resp.

TT' : T]' -> G^ ^) est le morphisme qui envoie n sur u {resp. TT' sur u\ (cf. (1.1.3.7)) . Alors,

on a canoniquement

^^'W ==V,®G(x^),

^^W -V^OOG^-i^

^.^(V^) =0,

où G(x^)=H^(G,,,,jr,®^)

est vu comme un G-module non ramifié.
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Preuve. — On a vu d'une part que

•^(Q/, J =%/.(o-}(- !)[-!],

^(%/.(0})=Q/,A.[1],

•̂ (.;. ̂ xW) =^ -^-i^) 0 G(X, +)

(cf. (1.2.3.1) et (1.4.3.2) (iii)) et d'autre part que, pour TC' : f\ ->-f[w, it'\->x',

^R0^,^^)^^".»''^/)

7t'*R°<^,(^0..3r^))) ^ ^•°''(Jf,(7r-1))

et que, pour TC' : t\ ->• •>)„,, v.' |-> I f x ' = î'',

"'WQ/.Jhoo^.^^W,
"'*( '̂(%/, A-(0)) l^oo.) =^'(0• "''(%/) ®^'(°°'°0')(%/)

^•(^(j.^W) 1 ^•) ^ ^o•°o'>(^•^))e^a)•co')(Jr,(TC-l))
(cf. (2.3.2.1), (2.3.3.1) et (2.4.2.1)). On en déduit aussitôt l'assertion (2.5.3.1) (i)
et les isomorphismes canoniques suivants

^^''(V^V^GOc^)

y^' "'TO ® ̂ ' "''(Vr-i) ^ ̂  0 GCx, +)•
II ne reste plus qu'à montrer que ^°0' "''(V^) = 0, t.?. que

^U )̂ ® ^(i/y.î"))<oo,«-) = o,
où les cycles évanescents sont relatifs à la projection pr' : (D — { 0 } ) x^D^ -> D^oo'
et où ^(3?) (resp. ^(l/y.î")) est le prolongement par zéro à (D — { 0 } ) X^D^
du Q^-faisceau lisse de rang un JT^) (resp. ^(1/^.3?')) sur (D --{ 0, oo }) X^D^^
(resp. (D — { 0 , oo }) X^T^) (on rappelle que 3?= I/A:, y = l/^'). Or, on peut fac-
toriser pr' en

(D-{0}) x,D^,^Ai x.D^-^D:»,,
\ r/^^ f^/\ i f^ f*^ i ^/f\

OÙ h[X, X ) = (.V.A: , A: )

est une carte affine de l'éclatement de AJ^ X^D^») le long de (0, oo') et où, par suite,
h^ , : (D — { 0 } ) X^^lao' -^A^ Xjfc7]oo< est un isomorphisme. De plus

(A,J, (^(y) ® ̂ (i/y.y')) ^ ̂ (^) ® ̂ (IM ®jf,(i/y')
où maintenant ^x(-^) et ^(^) sont ^es prolongements par zéro à Aj^ = Spec(è[jy])
de ^^(j^) et JS^p(l^) sur A^—{0} . On remarque enfin que (oo, oo') est un point de
non locale acyclicité isolé dans ^"'^((O, oo')) === ( D — { 0 } ) X {oo'} pour pr' relative-

ment à ^(î?) ® ̂ (1/y.y') (cf. (1.3.1.2)) et que pr^ est universellement localement
acyclique relativement à ^^y) ® S^\\y} ®^(l/î"), où ^(1/î") est le prolonge-
ment par zéro de ^(l/î") à D;̂  (cf. [SGA4 i] [Th. Finitude] (2.16)). Par suite la
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nullité de J^00'00'^) et l'assertion (2.5.3.1) (ii) résultent du lemme suivant,
appliqué à

/:==pr', ,?:=pi2, A : = A , x:== (00,00')

et K:=^(^ /)®^(l/y.^) |(D-{0}) x,^ :

Lemme (2.5.3.2). — Soient (S, s, f\) un trait strictement hensélien,

X—* -y

\ /

un triangle commutatif de morphismes séparés de typefiniy x un point fermé de X, dî'image y dans Y\

et K e ob D^(X^pQ^). On suppose que h est compactifiable, que h^ : X^ -> Y^ est propre et

que x est un point isolé dans Â""1^) = Xy de V intersection du support de RY-(K) avec Xy. Alors,

pour tout point géométrique x localisé en x d^image y dans Y, RY^K)^ est facteur direct de

RY,(RA,,. K), dans D^Q/).

Preuve. — On peut supposer h propre et alors RT^(RA^ K) = RA, RY_(K)
([SGA7] XIII (2.1.7.1)), d'où R^RA,. K), == Rr(X,, R^(K)). Or *RY,(K),
est facteur direct de Rr(X^, R1F^(K)) par hypothèse, d'où la conclusion.

(2.5.4) Montrons que ^'(00' ̂ (V) = 0 pour V e ob ̂  ̂  et que ^r<oo> ̂ ÇV) == 0
pour V e ob ^o ^.

Dans les deux cas, il existe, d'après (2.2.2.2), un Q^-faisceau F lisse sur A —{0},
modérément ramifié en 0 et tel que

T^F^V

où TC : 7) -> A — { 0 } est le ^-morphisme qui envoie n sur \fx.
La nullité de ^'^(V) pour Veobâ^^ résulte alors de (2.3.2.3) (ii) et

(2.4.2.1) (ii).
Pour V e ob ^o. i] ? on ^ d'après (2.3.1.1) (i),

^0. F)) = ^(J, F) = r(F | ^)

où ̂  : A — { 0 }^-> A est l'inclusion, et la nullité de ^^^(V) dans ce cas résulte alors
de (2.3.3.1) (iii), (2.4.2.1) et (2.5.3) par un comptage de dimensions.

(2.5.5) Terminons maintenant la preuve des assertions (i) b), (ii) b) et (iii) b)
de (2.4.3).

Soient V e ob ^ et F un Q^-faisceau lisse sur A — { 0 }, modérément ramifié
en oo et tel que

7T*F^V
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(où 7t : •») ->A —{0} est le A-morphisme qui envoie TC sur x) (cf. (2.2.2.2)). On a,
d'après (2.3.1.3) (i),

rWj, F)) = fl,(j,F) = r(V) + .(V),

o ù j ' : A — { 0 } < - ^ A est l'inclusion, et on a, d'après (2.3.3.1) (iiï), (2.4.2.1) (ii) et
(iii) et (2.5.3),

"'Wji^hoo-)^^0'00'^)
(pour TC' : Y)' -»• •»)<„,, TC' !->• l/^' = y') de sorte que l'on a

r(^-(o,"')(V)) == r(V) + ^(V).

D'autre part, on sait que ^(j) F) | A' — {0 ' } est un Q,/-faisceau lisse (de rang
r(V). + ^(V) ), placé en degré 0 (cf. (2.3.1.3) (i)),que r^{j, F)) = s{\} (cf. (2.3.1.3)
<i)) et que ^(j\ F) 1 ^o' est modérément ramifié (cf. (2.3.2.1), (2.4.2.1) et (2.5.3)).
Par suite, comme

Rr,(A'®,A,^-0-,F))=0

par involutivité de la transformation de Fourier-Deligne et changement de base propre,
la formule de Grothendieck-Ogg-Safarevic implique que

,(^-<o,°°')(V))=^(V)

et (2.4.3) (i) b) est démontré.
Soient V e ob ^g ^ (resp. V e ob ̂ i „]) et F un Q,/-faisceau lisse sur A — { 0 },

modérément ramifié en 0 et tel que

TC*F^V

(où 7 t : - » ) - ^ A — - { 0 } est maintenant le ^-morphisme qui envoie TT sur Î^I/A;)
(cf. (2.2.2.2)). On a, d'après (2.3.1.3) (i) (resp. (ii)),

Wj, F)) = ''(V)

et ro(^0, F)) - .(V)

(resp. Wj,F))=.(V)),

o ù y : A — { 0 } < - ^ A est l'inclusion, et on a, d'après (2.3.2.1) (iii) (resp. (2.3.3.1)
(iii)) et (2.4.2.1) (i) (resp. (ii) et (iii)),

7t'* R°<I)^,( '̂(j, F)) ^ ^-«'"•"''(V)

(resp. ^{y{j^)\^)^yw^'\ï\^@y('s'x'\V})

(pour TC' : 7)' —> f\y, •K'\-> x ' (resp. TT' : •»/ -^ ï)no>, TC' \-> \fx' = î?')) de sorte que l'on a

,.(^-(",o')(V)) = r(V) -\r(V)

(resp. ^^•"''(V)) =^(V)-r(V),

d'après (2.5.3)). D'autre part, on sait que ^{j, F) | A' — { 0' } (resp. ^'(j, F)) est un

Q^-faisceau lisse (de rang r(V) (resp. ^(V))), placé en degré 0 (cf. (2.3.1.3) (i) (resp. (ii)))
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et que ^-(j\ F) | ̂  (resp. ^-«^(F | ̂ )) est modérément ramifié (cf. (2.3.3.1) (iii),
(2.4.2.1) (ii) et (ni), (2.5.3) et (2.5.4) (resp. (2.5.3))). Par suite, comme

Rr,(A'®,A,^F))=0

par involutivité de la transformation de Fourier-Deligne et changement de base propre,
la formule de Grothendieck-Ogg-Safarevic implique que

^^T(co.O')(V)) ^(V)

(resp. ^^^(V)) ==^(V))

et (2.4.3) (ii) b) (resp. (iii) b)) est démontré.

(2.5.6) Définissons un isomorphisme fonctoriel

a" y^'^ o ̂ '^(V) (1) ^ V

pour V e ob ^. Pour cela, considérons le prolongement canonique F d e ^ V à A — { 0 }
(où TC : T] -> 7]o est le À-morphisme qui envoie n sur x) (cf. (2.2.2.2)). Alors, par involu-
tivité de la transformation de Fourier-Deligne on a un isomorphisme fonctoriel en F
et donc en V

^^o^FKl^F

oÙJ:A—{0}^Aest^inclusion(cf.(1.2.2.3)).Or,d5après(2.3.2.1)et(2.4.2.1) (ii),
on a

^ RO '̂G^ F))) ^ ^^(Tr'Wj, F) | 7^))

(oÙ7T:':7/->^,TC'^l/A:' =y') et, d'après (2.3.3.1), (2.4.2.1) (i) et (iii) et (2.5.3),
on a

^wyîF)!^)^^0'00'^).
D'où Pisomorphisme cherché.

On construit de manière analogue des isomorphismes fonctoriels
^ ^(O-.oo) ^ ^(oo,0')^V) (1) ^ V

pour V e ob ^o ^ et

^ jr^^oo) o ^T(°O,^)(V) (l) ^ V

pour V eob^^.

Les assertions (2.4.3) (i) c), (ii) c) et (iii) c) sont conséquence immédiate de
l'existence de ces isomorphismes et des isomorphismes qu'on en déduit en échangeant
les rôles de T et T.

(2.5.7) Un argument parallèle à celui de (2.5.6) permet de déduire les asser-
tions (2.4.3) (i) d), (ii) d) et (iii) d) de la commutation à la dualité de la transformation
de Fourier-Deligne (cf. (1.3.2.2)). Les détails sont laissés au lecteur.

22
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(2.6) Transformations de Fourier locales : applications et exemples.

(2.6.1) Supposons k algébriquement clos et soit/: T\ ->T un revêtement fini,
galoisien de groupe de Galois H, de traits strictement henséliens, d'égale caractéristique j&,
à corps résiduel k. Le groupe fini H est le quotient du groupe de Galois G de T par le
groupe de Galois G^ de T^.

Le caractère d'Artin de H est la fonction centrale ûg : H -> Z définie par

( — »i(A(TCi) — TTi) si h 4= 1

aQW = - S OH(A') si h = 1
h'^1

où TCi est une uniformisante de T\ et v^ la valuation discrète de T^ (normalisée par
^1(̂ 1) = 1) (rf* [Se 1] VI, § 2). La fonction centrale a^ est en fait le caractère d'une
représentation linéaire de H (cf. loc. cit., Thm. 1) et Serre a montré que cette représen-
tation peut être définie sur Q^ (l 4= p) (cf. [Se 4] Thm. 2 ou [Se 2] (19.2), Thm. 44).
Ces résultats sont des énoncés d'existence : ils ne donnent pas de réalisation explicite
de la représentation d'Artin. Dans [We 2] (voir aussi [Se 1] VI, § 4), Weil pose le pro-
blème de trouver une réalisation explicite de Artg. Gomme me l'a fait remarquer Deligne,
jr(o.oo') donne une solution à ce problème (pour une autre solution basée sur le prolon-
gement canonique de (2.2.2.2) et la formule de Grothendieck-Ogg-Safarevic, voir
[Ka2] (1.6)).

Fixons donc une uniformisante TT de T et soient (T', TC') et ^'(o•oof) : <S -> ̂  ̂

comme en (2.4). Notons Sg : Q^[H] ->Q^ l'augmentation canonique (SX^.A^SXJ
— h h

et Ker gg son noyau. C'est un Q^-vectoriel de dimension | H | — 1, muni de deux actions
de H qui commutent entre elles, l'un à gauche et l'autre à droite (actions par trans-
lation). Composant l'action à gauche avec l'application quotient G-»• H, on munit
Ker £g d'une structure de G-module et H opère à droite sur ce G-module (en tant que

Q^-faisceau sur T], Ker s^ n'est autre que RO^/Q^) puisque Ker £g ^ Q^[H]/Q^,

où (L^Q^H], À h ^ S X . A ) . On peut alors former le G'-module ^^(Ker e^) et
h

ce G'-module est muni naturellement (par fonctorialité de ^'(0100')) d'une action à
droite de H. On posera

ATt^=^(ofool\Ker€^

vu comme H-module à droite (on oublie la structure de G'-module).

Théorème (2.6.1). — Artg a pour caractère a^ et est donc une réalisation surÇ^f {ration-

nelle sur Q^(^(l))î ou ^ '" Fp^QJ est le caractère additif non trivial utilisé pour construire

^r(o'oo')) de la représentation d'Artin de H.

Preuve. — Pour tout Q^[H]-module à gauche V, on a, d'après (2.4.3) (i) b),

,(^(o. ̂ (Ker^®^ V)) == r(Ker ̂ 0^ V) + s(Ker ̂ ^V).
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Or,
^(o."-)(Ker SH®^ V)) = dim^ArtH®^ V),

r(Ker ̂  ®,̂  V) = —— ̂  (Tr(l, V) - Tr(A, V))

et ^(Ker ̂  ®<^ V) = —— S s^h) Tr(A, V),

f 1 — »i(A(TCi) — wi) si A + 1
où .VH(A) = .

| — 2j JH^A ) si A = 1
l 1.' -L 1»'*!
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(cf. [Se 2] (19.2)), d'où

dim^ArtH®,̂  V) = —— Sa^A) Tr(A, V)

et la conclusion.

(2.6.2) Dans ce numéro, on suppose que k = Fç et que T est un trait hensélien,
d'égale caractéristique p, à corps résiduel k. Gomme me l'a fait remarquer Kazhdan,
les transformations de Fourier locales permettent de construire les G-modules irréduc-
tibles primitifs.

Rappelons qu'un G-module irréductible V est dit induit (par un G^-module V^)

s'il existe une extension finie séparable non triviale ̂  -> T} et un Gi-module (irréduc-
tible) V\ tel que V soit isomorphe à^Vi. Les G-modules irréductibles non induits,
appelés encore pîimitifs, sont les pièces de base dans la classification des G-modules irréduc-
tibles : en effet tout G-module irréductible est clairement induit par un G^-module irréduc-
tible primitif. Rappelons aussi que, si Ve st un G-module irréductible primitif, le P-module
sous-jacent est encore irréductible (P est la partie sauvage du groupe d'inertie ICG),
par conséquent, le rang de V est une puissance de p (cf. [Ko 2] (2.2)); en particulier,
tout G-module irréductible de rang premier èip est monomial, i.e. induit par un G^-module

Vi de rang 1, pour t\^—>T\ de degré r(V).
Nous allons illustrer la construction des G-modules irréductibles primitifs V par

transformation de Fourier locale dans le cas particulier suivant : V satisfait

r(V) = pn pour un entier n > 1
(2.6.2.1)

.(V) = 1.

La première remarque est que :

Lemme (2.6.2.2). — Tout G'module irréductible V vérifiant (2.6.2.1) est primitif.

Preuve. — On raisonne par l'absurde. Supposons qu'il existe une extension finie

séparable non triviale 7]i -> Y] et un G^-module irréductible V\ tel que V ^ f^ V^. Si k^
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est le corps résiduel du normalisé de T dans 7]i, k^k est une extension finie galoisienne
(Gal(À/^) est abélien) et on peut factoriser / en

• l̂ —> ^ ®k A! -fl> 7)

où T) ®^ Ai —> Y] est l'extension non ramifiée associée à ^i/À.
Montrons tout d'abord que k^ = k. En effet, on a V ^ ̂ // V\, de sorte que

^(V)==[^]</;Vi),

et, comme ^(V) = 1, cela implique que [k^ : k~\ = 1.
Maintenant, d'après [Se 1] VI, § 2, on a

,(V)==.(Vi)+r(V,) .(/,%,)

et donc J(V) = 1 implique soit .î(/,Q^) == 0 et ^(Vi) = 1, soit ^(Vi) == 0, r(Vi) = 1

et</,Q,)=l.
Le premier cas est clairement impossible puisque le degré de f\^f\ est une puis-

sance non triviale de p (ce degré divise r(V) et est non trivial par hypothèse). Il reste
donc à montrer que le second cas mène à une contradiction. Or, on a le diagramme
commutatif

1 — PX —— Ii —— II/PI —— 1î \ (
1 —^ P —^ 1 -— I/P —^1

où les lignes sont exactes et les flèches verticales sont injectives (P^ C P car P^ est un sous-
pro-^-groupe de 1 et P n I^C P^ car P n I^ est un sous-pro-p-groupe de Ii, de sorte
que Pi = P n Ii). Par suite, comme l'indice de I^ dans I, égal au degré de 7)i sur T]
(^i = k), est une puissance de p (r(V) = ^w), la flèche II/PI ̂  I/P est un isomorphisme
(I/P est un pro-groupe d'ordre premier à p). Il s'ensuit que Vi^ /*W pour un
G-module W modérément ramifié de rang 1. Ceci contredit l'irréductibilité de V ̂ f^f* W
puisque alors W est un sous-G-module de V. D'où le lemme.

Ceci étant, fixons une uniformisante n de T, et un autre trait hensélien, d'égale
caractéristique p, à corps résiduel k, T', lui aussi muni d'une uniformisante TT'. On dis-
pose alors de la transformation de Fourier locale <^(0'œl} qui induit une bijection entre
les ensembles des classes d'isomorphie des modules suivants (cf. (2.4.3) (i)) :

— les G-modules irréductibles V avec r(V) = p^ pour un entier n ̂  1 et s(V) = 1 ;
— les G'-modules irréductibles V avec ^(V') == pn -{- l pour un entier n ̂  1 et ^(V) = 1.

Or ces derniers G'-modules sont monomiaux puisque (p1* + l , p ) == 1 pour tout
entier n ̂  1, donc faciles à construire, d'où la construction cherchée des G-modules
irréductibles primitifs avec r(V) = pn et ^(V) == 1. Par exemple, si q == p2, si f}[ ->t\'
est l'extension de Kummer définie par Tc^4'1 == n et si V[ == 1^(1/TT^) (cf. (2.1.2.8)),
on a V =//Vi qui est un G'-module irréductible avec r(V') = p + 1 et ^(V) = 1,



TRANSFORMATION DE FOURIER 173

de sorte que V = (f ̂ -^(V) (1) (cf. (2.4.3) (i) c)) est un G-module primitif de
rang p et de conducteur de Swan 1.

Remarque (2.6.2.3). — En utilisant les transformations de Fourier locales, il est
aussi possible de démontrer la conjecture de Langlands locale numérique (cf. [Ko 1]) pour
un corps local F d'égale caractéristique p > 0. C'est ce que vient de faire Henniart
(cf. [He 2]). Son résultat précis est le suivant. Soient n ^ l e t j ' ^ 0 deux entiers et soit
€„ j le nombre des orbites sous l'action du groupe des caractères non ramifiés de Gai (F/F)
de classes d'isomorphie de représentations a complexes, continues et irréductibles de
Gal(F/F) vérifiant : r(o) divise n, s{a)lr{c) ^ jjn et la restriction de cr au groupe d'inertie
de Gai (F/F) est encore irréductible. Alors

G^=^(?-l),

i.e. G^ ^ est égal au nombre des orbites sous l'action du groupe des caractères non rami-
fiés de Fx de classes d'isomorphie de représentations p complexes, admissibles, irréduc-
tibles et donc de dimension finie de D^ telles quej(p) < j et que p | Q^ soit encore irré-
ductible. On a noté D^ l'algèbre à division centrale sur F de degré réduit n et 3)^ son
groupe des unités. Si F = F,((7r)), on a D^ = F^((r)) avec T'* == TT et a.r = T.^ pour
tout a eF^, on a Q^ = F^[[r]] et le groupe des unités admet la filtration

^ D 1 + TF^[[T]] 3 1 + T2 F^[[r]] D ... ;

une représentation comme ci-dessus est automatiquement triviale ;.ur 1 + T^ Fçn[[ï]]
pourj > 0 etj(p) est le plus grand entier j tel que

P|(I+^F^[[T]])+ 1

(avec la convention j(p) == 0 si p |(1 + TFgn[[ï]]) == 1).

(2.6.3) Dans ce numéro, on suppose k algébriquement clos et on considère deux
traits complets T et T, d'égale caractéristique p > 0, à corps résiduel k, munis d'unifor-
misantes n et TC' respectivement.

Pour tout couple d'entiers r, s ̂  1, premiers à p, et toute série de Laurent en ̂
à coefficients dans k

a(7c) = S a, ̂ 'r

i=- s

avec fl-^ 0, on note L^(a(7r)) le G-module irréductible de rang r et de conducteur

de Swan s défini comme suit : soit Y)i -> T) l'extension finie galoisienne modérément
ramifiée donnée par n[ = TC, alors L^(a(7T^)) est un G^-module de rang 1 et de conduc-
teur de Swan s (cf. (2.1.2.8)) et on pose

W^-^W^)).
Des calculs classiques de développements asymptotiques liés à la phase stationnaire

et qui m'ont été expliqués par Malgrange, suggèrent, pour p > r, s, la méthode suivante
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pour calculer les transformés de Fourier locaux de L^(a(TC)). Supposons, tout d'abord,
que s > r et que l'on veuille calculer

^^(L,(a(7.)));

alors, on élimine la variable TT du système d'équation suivant, où a'(TC') est l'inconnue

/ a(Tc) + ̂  = a'(TT')
7t7T

<fa 1

^OT)-^=0

et on obtient une série de Laurent en n11^ à coefficients dans k

a'(TT') = S; < TC^
<=-<'

avec r' = r — s et .?' = ^; .^•^(L^O^TC))) doit être isomorphe à L^(a'(7T')). Pour
^^(L^TT))) (resp. j < r et ^^(L^o^Tr)))) la méthode est la même à cela près

1 1 n 1 / TT' ^'\ , , ^ ».
qu il faut remplacer —; et — —— par -7 et — ( resp. — et — — dans le système d équa-

7T7C TC 7T TT TC ^ 7C TT y

tions ci-dessus.
Pour r = 1 et (J, p) == {s — 1,^) == 1, Katz a vérifié effectivement que

^^^(L^o^Tc))) est bien donné par la règle ci-dessus (cf. [Ka4]).

(2.7) Produit de convolution (additive) local et transformations de Fourier locales.

(2.7.1) Le produit de convolution pour A = Spec(^[A:]),

* :D^(A,Q,) x D^(A,Q,) -^(A,Q,),

(cf. {1.2.2.6)) admet une variante locale.
Soit T un trait hensélien d'égale caractéristique j&, à corps résiduel A, muni d^une

uniformisante n. On a alors le diagramme de ^-morphismes

T^L(Tx,T)^ J^T

j re x w

(A Xjb A) (o^o)

1-
-̂ (0)

t-
T

où s : A X f e A ->A est la loi d'addition, et, pour V\, V^ eob ^, on peut former les
cycles évanescents

R^,(prî(Vi,)®prS(V,,))
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dans D^((J o {n X n))-1 (0) X^o, Q/), relatifs à s o {n X n) : (T X^ T)^, ^ -> A^
(cf. [SGA7] XIII (2.1.1)), où Vi. et Va i sont les prolongements par zéro à T tout
entier des Q^-faisceaux Vi et Vg sur Y],

Lemme (2.7.1.1). — Soient Fi, Fg deux Ç^rf^caux lisses sur A — { 0}, modérément

ramifiés à l'infini de A. On note j : A — { 0 } <-> A l'inclusion. Alors :

(i) Ui F!) * (Ji ^2) e ob D;:(A, Q )̂ ^ û cohomologie lisse sur A — { 0 } et modé-
rément ramifiée à l'infini de A,

(ii) R<t>^((j. Fi) * (j, F^)) eobD^(7îoîQ^) ^û ûk cohomologie qu'en degré 1,

(iii) fc ^/^ évanescents

^M Fi)[21, (j, F,)) eobD^-^O) X^o,^),

r̂ û^ û ^ : A x^ A -> A (cf. [SGA 7] XIII (2 .1 .1 ) ) , sont concentrés au point fermé (0, 0)
de s~l(0) et en degré 1 et on a un isomorphisme bifonctoriel en F^, Fg

R^((J- Fi) HI, (j, F,)),,,,, = R<D^((j, Fi) * (j, F,))

^ GQ-modules.

Preuve. — Pour prouver (i) et (ii), utilisons la transformation de Fourier-Deligne

^:D^(A,Q,) ->D^(A',Q,). On a vu (cf. (2.3.1.3), (2.3.2.1), (2.3.3.1), (2.4.2.1)
et (2.4.3) (i) b) et (ii) b)) que J^(j. F,) | A' — { 0'} est à cohomologie lisse et concen-
trée en degré 0, que ^(^(j. F,)^) est modérément ramifié et que ^°(^(j. FJ^,)
a toutes ses pentes < 1 (î = 1, 2). Par suite

(^(j.Fi)®^0,F,))|A'-{0'}

est aussi à cohomologie lisse et concentrée en degré 0, ^°((^'(^ F^) ® ̂ '(j. F^))^ ,)
est aussi modérément ramifié et ^((^(j, Fi) ®^(j, F^))^ ,) a aussi toutes ses pentes
< 1 (avec les notations de (2.1.2), si W^ et Wg sont deux P-modules simples, on a tri-
vialement A(Wi®W2)C [0, Sup(X(Wi), ^(W^))] car I^ agit trivialement sur W^
et Wg et donc sur W^Wg si X > Sup(X(Wi), X(Wg))). Or, d'après (1.2.2.7) et Pinvo-
lutivité de la transformation de Fourier-Deligne, on a

U, Fi) <c (j. F^) = ^ ̂ '(^(j. Fi) ® yU\ F,)) (1) [- 1]

et, comme on peut dévisser ^(j, F^) ® ̂ '(j. F^) dans D^(A', Q^) en

j;yWj\Fj®^F,))

et en un objet à support { 0 ' } (on a noté f : A' — { O ^ ^ A ' Pinclusion), les asser-
tions (i) et (ii) résultent de ce qui précède, de (2.3.2.3) (i), ( 1.4.2.1 ) et de (2.3.3.1 ) (iii),
(2.4.3) (i) b) et (iii) b).
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Pour prouver (m), on commence par compactifier s : A x ^ A ->A en

A X » A , (ld•" - - —— -

Le Qy-faisceau

(a X id);, (id, s), (pr^, F, ® pr -̂, EQ

est lisse sur D X ^ A — (A^ u { 0, oo } X^A) , où A^ est la diagonale de A x^ A, et il
est modérément ramifié le long de { oo } Xj^ A

Par suite les cycles évanescents

R<D^((a X id). (id, .), (pr^ F,®pr^, F,))

relatifs à la projection pr^ : D X^A^ -> A^ sont concentrés en (0, 0) ([SGA 7] XIII
(2.1.5) et (2.1.11)) et, d'après [SGA 7] XIII (2.1.8.9), on a

R^o^' F!) 13. 0. F^o.o ^ R^o^ Fi) * (J! Fa))

d'où l'assertion (iii).

Remarque (2.7.1.2)., — Pour une démonstration de (2.7.1.1) qui n'utilise pas la
transformation de Fourier-Deligne, voir [De 2] et [Lau 1] 7.

Corollaire (2.7.1.3). — Pour tous V\, Vg eob ̂ , /<?.? cycles évanescents

R^P^VJ^pr^VJ)

JOT^ concentrés en (f, ^) ^^ ^ degré 1.

Pr<?t^?. — Compte tenu de (2.2.2.2), ce corollaire résulte aussitôt de
(2.1.7.1.1) (iii).
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Définition (2.7.2). — Pour Vi, Vg e ob ̂ , on appellera produit de convolution (additive)

local de Vi et Vg le G-module

^^(P^^)0?^^)).

On a donc un foncteur

(-)* (~-):^ X 9 -^y

et il résulte aussitôt de (2.1.7.3) que ce foncteur est exact en chacun de ses arguments.
On laisse le soin au lecteur de formuler et de démontrer des énoncés de commutativité
et d'associativité pour ce produit de convolution ainsi que le fait que le G-module tri-
vial Q^ est une unité.

Proposition (2.7.2.1). — Soient V^Vgeob^. Alors

r(Vi * Va) == r(Vi) r(Vg) + r(Vi) s(V^) + sÇV^ r(Va) - sÇV^ [- ly V^

et ^(Vi*V,)=,(Vi).(V,)+,(Vi®[-irV,),

où [— 1] : T] -> T] est le k-automorphisme de i\ induit par n l-> — n. En particulier

r(Vi * V,) + s{V, » V,) == (r(Vi) + ̂ (V,)) (r(V,) + ̂ (V,)).

Pr^^. — On utilise un argument global basé sur (2.2.2.2). Avec les notations
de (2.1.7.1), on a, pour V, ^ ^(F, | ̂  (t = 1, 2),

V^V^^R<D^((y,F,)*(j,F,))

et les autres RO^ (i =f= 1) sont nuls. Par suite on a

r(V,*V,)=ro(K)-r(K),

^(Vi * V^) == ~ ^o(K),

où on a posé K == (j, Fi) * (j. Fg). Or, d'après la formule de Grothendieck-Ogg-
Safarevië, on a

ro(K)=-.(Vi®[-irV,)

r(K) = - r(V,) r(V,) - r(V,) .(V,) - .(V,) r(V,)

et Xc(A®,A,K)==ro(K)-.o(K)

(on utilise la compactification de A X,;A introduite dans la preuve de (2.7.1.1) pour
les deux premières formules et l'assertion (2.7.1.1) (i) pour la dernière). Enfin

^(AOO.A, K) = Xc(A<MJi Fi).Xc(A®^J, F )̂

(suite spectrale de Leray et formule de Kùnneth pour la cohomologie étale, cf. [SGA 4])
et donc

^(AOO^, K) = (- ,(Vi)). (- s{V,)) = ,(Vi) ..(V^)

(une nouvelle application de la formule de Grothendieck-Ogg-Safarevië).

23
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Proposition (2.7.2.2). — Avec les notations de (2.4.3), on a :

(i) un isomorphisme fonctoriel en (V^, Vg) eob(^ x ^)

^(ot ̂ (Vi * V^) ^ ̂  ̂ (Vi) ® ̂ (ot ̂ (V^)

ûk G'-modules,

(ii) ^ isomorphisme fonctoriel en (Vi, Vg) eob(^^ x ^o.i[)

^(00,0-)^® Vg) ^ ^"^(Vi) * ̂ ^(Vs)

A G'-modules.

Preuve. — D'après (2.4.3) (i) c) et (ii) c), il suffit de montrer l'assertion (i). Pour
cela on utilise l'existence du prolongement canonique, (2.7.1.1), ( 1 2 2 7 ) et
(2.4.2.1) (i).

3. Formules du produit pour la constante de Inéquation fonctionnelle
des fonctions L

(3.1) Fonctions L et constantes locales : rappels ([Gr], [SGA 5] XV, [SGA4^] [Rap-
port], [Del], [De 2] et [Go-Ja]).

(3.1.1) Soient X une courbe projective et lisse sur le corps fini F et

K eobD^(X,Q^). La fonction L de Grothendieck associée à (X, K) est par définition la

série formelle (à coefficients dans Q^) développement du produit infini

L(X, K; t) == II ______1______v ' / ^6|x| det(l - ^^.Frob^, K)

(cf. (0.9)); on a même L(X, K; t) e 1 + t^[[t]].
Un résultat fondamental de Grothendieck assure que L(X, K; t) est en fait le

développement d'une fraction rationnelle à coefficients dans Q^ :

Théorème (3.1.1.1) (Grothendieck, [Gr] et [SGA 5] XV). — La série L(X, K; t)
est le développement de la fraction rationnelle {a coefficients dans Q^)

det(l - ̂ .Frob,, Rr(X®p A, K))--1.

Remarque (3.1.1.2). — L'énoncé ci-dessus vaut bien entendu dans un cadre beau-
coup plus général (X de type fini sur FJ ; il est équivalent à la formule des traces de
Grothendieck pour Frobenius rappelée en (1.1.1.3).

Maintenant si Dx/p/K) est le dual de K (cf. (0.5)), la dualité de Poincaré
([SGA 5] I et [SGA 4 y [Dualité]) fournit un accouplement parfait

Rr(X®,^,K)®Rr(X®^A,D^(K))->Q,.
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On en déduit que la fonction L(X, K; t) satisfait l'équation fonctionnelle ([De 1] § 10)

(3.1.1.3) L(X, K; t) = e(X, K^^.HX, D^(K); r1)

où le conducteur û(X, K) eZ et la constante e(X, K) eÇ)^ sont donnés par

(3.1.1.4) û(X, K) == - ̂ (X, K)

(3.1.1.5) e(X, K) = det(~ Frob,, Rr(XO^A, K))~1

(on a, pour tout a e Qj, l'égalité

• »(-.)-..-,_j
l - oc^ v / •' •l-a-1^1;'

Si K' ->K -»K" ->K'[1] est un triangle distingué dans D^(X,Q^), on a

L(X, K; t) = L(X, K'; ^) .L(X, K"; t)

(3.1.1.6) û(X, K) == û(X, K') + û(X, K")

s(X,K) ^^(X^K^.^X^K").

Par dévissage pervers, on voit donc que l'étude des fonctions L(X, K; t) peut se ramener
à deux cas particuliers : le cas trivial où K est à support ponctuel et le cas essentiel où

^ =J\^ pour j :U ->X un ouvert (non vide) et F un Q^-faisceau lisse (non nul)
sur U. Dans ce dernier cas on notera encore L(X, F; t), û(X, F) et e(X, F) la fonction L,
le conducteur et la constante correspondant à (X,^ F).

D'autre part, on a, pour tout K e ob D^(X, Q^) et tout n e Z,

L(X,K(^)=L(X,K;r^)
(3.1.1.7) û(X,K(7î)) =a(X,K)

e(X,K(7^))=y-w•a<X .K).e(X,K).

Par suite, pour F un Q^-faisceau lisse sur un ouvert de X, de dual naïf F^ == e^m(F, Q^),
l'équation fonctionnelle pour L(X, F; t) peut se réécrire

(3.1.1.8) L(X,F;^) ^(X.F^^HX.F^^r-1)

(DxyF^F)==^FV[2](l)).

(3.1.2) Pour X connexe, de corps des fonctions K, on peut aussi attacher des
fonctions L aux représentations automorphes sur K et ces fonctions L ont des propriétés
tout à fait similaires à celles des fonctions L de Grothendieck. Rappelons leur définition
dans le cas cuspidal ([Go-Ja]).

Notons A l'anneau des adèles de K et fixons un entier n ̂  1 et un caractère

X^/K^Q?

L'espace des formes automorphes cuspidales sur GLJA) à valeurs dans Ç)^, de caractère
central ^, est le Q^-espace vectoriel

Lo(GL^(A)/GL^(K),x)
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des fonctions

/:GL,(A)^Q,

ayant les propriétés suivantes :

(i) / est invariante à droite sous GL^(K),

(ii) /est invariante à gauche sous un sous-groupe compact ouvert assez petit de GL^(A),

(iii) f{z.g) == ̂ )f(g) pour tous z e Ax et g e GL^(A),

(iv) pour tout sous-groupe parabolique propre P de GL^, de radical unipotent noté Up,
et tout ^eGL^(A), on a

f f{gu)du==0
JUptAVTTpdCr'6 /

(l'intégrale ci-dessus se réduit à une somme finie d'après (ii) de sorte que le fait que/

soit à valeurs dans Q^ ne pose pas de problème : la topologie de Q^ ne joue aucun rôle
dans la définition de Lo).

Le groupe GL^(A) agit linéairement par translation à gauche, sur le Q^-espace
vectoriel Lo(GL,,(A)/GL^(K), %) et cet espace est somme directe dénombrable de sous-
représentations admissibles irréductibles de GL^(A), chacune intervenant avec mul-
tiplicité 1 (cf. [Bo-Ja], [Pi 2]).

Définition (3.1.2.1). — Une représentation automorphe cuspidale de GL^(A), de carac-

tère central ,̂ est une représentation -K admissible irréductible de GL^(A) qui intervient dans la

décomposition ci-dessus de L()(GL^(A)/GL^(K), /).

A la décomposition de GL^(A) en produit restreint II' GLJKJ (K^ est le
a s e l x j

complété local de K en la place x) correspond une décomposition de chaque représen-
tation automorphe cuspidale TC de GL^(A) en produit tensoriel restreint

^ ^xem x

de représentations admissibles irréductibles T^ de GL^(KJ. A chaque TC^ est attachée
une fonction L (locale) (relative à FJ

(3.1.2.2) L(T^)-———,
^V^î t)

où P(^;^) eQ^[(] a pour terme constant 1 et est de degré < », avec égalité sauf pour
au plus un nombre fini de x e | X |. Le produit infini

(3.1.2.3) L(X,7r;^)= II U^i t^)
x G |X|
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qui converge clairement dans 1 + ̂ [p]], est appelé la fonction L (globale) attachée
à la représentation automorphe TC. La fonction L(X, n; t) est aussi le développement

en série d'une fraction rationnelle à coefficients dans Q^ et satisfait V équation fonctionnelle

(3.1.2.4) L(X, TT; t) == e(X, n) t^^ L(X, %; q-1 r1)

où e(X, n) eQJ est appelé la constante, û(X, n) eZ est appelé le conducteur et où % est
la représentation automorphe cuspidale de GLJA), de caractère central %~1, contra-
grédiente de TT (cf. [Go-Ja] (13.8)).

(3.1.3) A la différence de l'équation fonctionnelle (3.1.1.8) pour L(X, F; t)
qui est obtenue par voie cohomologique globale, l'équation fonctionnelle (3.1.2.4)
est obtenue comme « produit » d'équations fonctionnelles locales pour les L(TC ;^).

Fixons un x e | X | et rappelons d'abord comment Godement et Jacquet obtiennent
V équation fonctionnelle locale pour une représentation irréductible admissible (rr , V )
de GL,(KJ ([Go-Ja] (3.3)).

Notons fl^C K^ l'anneau des entiers de K^, m., l'idéal maximal de 0^ q^ = y'16^
le nombre d'éléments du corps résiduel k Çx) == (PJm^ de K^ v^:K^->Z la valuation

discrète (y^a) =1 si a e m^ - m^) et ^(MJKJ) le Q^-espace vectoriel des fonc-

tions sur MJKJ (matrices carrées d'ordre n à coefficients dans KJ à valeurs dans Q^
qui sont lisses (i.e. localement constantes) et à support compact.

Notons End,(VJ C End^(VJ l'idéal bilatère formé des Q^-endomorphismes

de Y, de rang fini. Soit u eEnd,(VJ. Le coefficient de 7^ associé à u est la fonction
/,:GL^(KJ->Q, définie par

/^)=Tr(^o7r^)).

Si (îr^, V^) est la contragrédiente de (^, V^) et si u est l'endomorphisme de V^ transposé
de u, u est aussi de rang fini et le coefficient^ de 7^ associé à u coïncide avec la fonc-
tion g^->f^{g~1) (cette généralisation de la notion de coefficients m'a été signalée par
Deligne).

Fixons une racine carrée p112 de p et donc une racine carrée de toute puissance
de p (par exemple, de q et yj et fixons une mesure de Haar dx g sur GLJKJ. Alors
Godement et Jacquet associent à u e End/VJ la distribution sur MJKJ à valeurs
dans Q^((^)) définie par

Z(ç, u; t) === f 9(5) f^g) {tq^y^ i- g
^GL^(K^)

== ̂ ^^k^ ^f^d-g
~ »,(deto)=°CT

(9 6^(M,(KJ)). Ils montrent que l'idéal formé des P(f) eQ/[f] tels que

P(f)Z(y,a;f)eQ/[f,r1],
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pour tout ^eEnd/VJ et tout <pe^(M^(KJ), est non trivial et ils définissent
P(^;^) =L(^;^)~"1 comme le générateur, normalisé par P(^; 0) == 1, de cet idéal
([Go-Ja] (3.3)). Enfin Godement et Jacquet montrent que, pour tout caractère additif

non trivial T^K^-^Q^, Z(<p, M;^)/L(^; t) satisfait l'équation fonctionnelle (loc.
cit.)

Z^.gî^r1) _ ^ , y. —.^ Z(y,t^)
T /- . » 1 ^-1\ ~ Ya? -^V^ ^J r T / . .X 3
•M71^ 9x t ) L•(7^.«;»&}

où ^(YJ eZ est le conducteur de Ya; (i.^. le plus grand entier c tel que y^ | m^"0 = 1 )
et où

w-L^Mê^wgg^^g•» JxL^^&.^;

est la transformation de Fourier sur ^ (M^(KJ) relative à Yg,, normalisée par
ç(^r) == <p(—^r) pour tout 9 e^(M^(K^)) (ûtç est la mesure de Haar autoduale sur
MJKJ et

f ^==^2C(^2).
jMn(^) ° yx )

'Le facteur local L(TC^; t) ne dépend que de TC^ et ^, le conducteur local fl(^, Y^) e Z

ne dépend que de TC^ et ^(YJ et la constante locale e(7^, Y^) eQ? ne dépend que de 7^3

Y^ et qJ. Plus précisément, on a ([Go-Ja])

^,,YJ=^)+^(YJ,

où ^(^35) ^N ne dépend que de T^ et est appelé le conducteur de TC^, et

^,Y,)=x,(è).C'((".^,YJ,

où Y^ est le caractère de K^ défini par

Y;(a) = T.W

et où /^ est le caractère central de TC^.

Remarques (3.1.3.1). — Godement et Jacquet notent plutôt s(^, T^, TJ le produit

^^q^^^'2^8^^.

(3.1.3.2) Pour n == 1, T^ coïncide avec son caractère central ^ et les résultats
rappelés ci-dessus sont en fait dus à Tate {[Ta 1]). De plus, on a des formules explicites
pour LOc,;^), û(/J et e(^,YJ (cf. loc. cit. ou [De 1] 3) :
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1
où o,(a) =1 si /, | ̂  a 1

si X« | ^x ^ 1

L(x.;f)= 1-^)
1

et

a(xj=

^,^)=

0 s i / J (^=l

le plus petit entier a > 1 tel que %, | (1 + m") = 1 si /J ̂  ^ 1

^(^)) y«^> si xj ̂ x = 1

L^OOT^)^ sixj^ ^ 1

où Y« = ï(x;«,ï«) e^x est un élément arbitraire de valuation a(^) + c(Y,) et où la

mesure de Haar dz sur K,; est normalisée par f dz = 1.

(3.1.3.3) Soient ai,...,a,e^ et ^^B^KJ^Q? le caractère du Borel
de GL,,(KJ des matrices triangulaires supérieures défini par

X«W -a^"'... ̂ .

La représentation induite

Ind^^X,) = {/: GLJK^) -> Q/ lisses | pour tous g e GL,(K,)

et b eB,,(KJ, on a/(^) == 8(6)* ̂ (b)f(g) }
n

(où 8{b) = n^——1^^ est le module de B,(KJ et où GLJKJ agit par transla-

tion à gauche) n'est pas nécessairement irréductible mais admet un unique sous-quotient
irréductible 7^(a) non ramifié (i.e. ayant un vecteur fixe non nul sous GL^J). Pour

presque tout x e | X |, ^ est équivalente à ̂ (aj pour un %-uple (a^, . . ., a^J e (Q?)"
uniquement déterminé à l'ordre près et alors ([Go-Ja])

L(7r,; t) = L(7r,(aJ; ̂  = A - z .
( '1 (1 -°^)

û(^) = û(7r,(aj) = 0

et ^ YJ = £(^(a,), YJ = ̂  (y, a^) .̂

Finalement, Godement et Jacquet fixent un caractère additif non trivial

Y:A/K^

induisant, pour chaque x e \ X |, un caractère T, : K,, ->Qj, et montrent en utilisant
la théorie de Fourier sur M^(A) l'équation fonctionnelle (3.1.2.4) avec comme conduc-
teur global

(3.1.3.4) <Z(X,TT)= S degM.^TJ
a î£ |X |
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et comme constante globale

(3.1.3.5) e(X,7^)==<7no(l-^ H e(^ YJ
»e|x|

où G est le nombre des composantes connexes de X ®p k etg le genre de l'une quelconque
d'entre elles (G. (1 - g) = )c(X, 6^)) ([Go-Ja] (13.8)).

Remarque (3.1.3.6). — Comme on a fixé en (0.2) un caractère additif ^ : Fy -^Q^

non trivial, les caractères additifs non triviaux T^ : K^ -^Q^ (resp. T : A/K ->Q^)
sont paramétrés par ti^ -- {0} (resp. Q^ ~~ {0}) : a ^x (^sp. ̂  o1! associe Y^ (resp. Y)
défini par

Y,(û)=^(Tr^^(Res(a.coJ))

(resp. Y((^e|x|) =^(^^^Tr,^(Res,(a,.œJ)),

où <x>^ 6 Q^ — { 0 } est l'image de co; la formule des résidus assure que ^(K) =1).
Si Ya, correspond à œ^, on a

,(YJ == ^(œj

(où v^{adb) = v^a) si û, é 6 K^ et ^(è) = 1). Si Y correspond à <o, la restriction ̂
de Y à K^ correspond à l'image c^ de ù> dans Q^ — { 0 } et on a

S degW..(YJ= S deg(^(œj == G(2^ - 2).
a?e|x| a;e|x|

(3.1.4) Soit T un trait hensélien d'égale caractéristique p et de corps résiduel
fini k et soit K( le complété du corps des fonctions de T. La théorie du corps de classe
abélien locale ([Se 1] XIII) fournit un homomorphisme continu, injectif et d'image
dense, dit de réciprocité^

^:K^ ^Gal^/K^^G^,

où G est le groupe de Galois de T (cf. (2.1)). On adopte la normalisation de Deligne
([De 1] (2.3)) : ÎK envoie les uniformisantes (i.e. les éléments de K< de valuation 1)
sur les Frobenius géométriques {i.e. les éléments de G^ dont l'image dans Gal(^)
est le Frobenius géométrique relativement à k).

La théorie du corps de classe abélien globale ([Ar-Ta]) fournit quant à elle un
homomorphisme continu, injectif et d'image dense, dit encore de réciprocité

i^A^K^ ^Ga^K/K)^

et, pour tout x e | X [, le carré

A^ ——ÎS——- Ga^R/K^

K^ ———^——^ G?

où les flèches verticales sont les flèches évidentes, est commutatif (ceci normalise i^).
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(3.1.5) D'après une conjecture de Langlands, à tout Q^-faisceau lisse et irré-
ductible de rang n ̂  1, F, sur un ouvert dense U de X, doit correspondre une repré-
sentation automorphe cuspidale TTp sur GLJA), de telle sorte que

L(X, 7^) = L(X, F;^)

(cf. [Lan2], [Bo], [De 2]).
Pour n == 1, cette correspondance est celle induite par l'homomorphisme de réci-

procité (F est donné par un caractère de Ga^K/K^qui induit un caractère % de A^K"
et

l/det(l-^.Frob,J,F)=L(^)

pour tout x e [ X [, où j : U <-^ X est l'inclusion). Pour n == 2, cette correspondance a
été établie par Drinfeld ([Dr 2] et [Dr 3]; voir aussi (3.2.2)).

Cette conjecture de Langlands implique l'existence de conducteurs locaux et
de constantes locales associés à un tel Q^-faisceau F, ainsi que des formules analogues
à (3.1.3.4) et (3.1.3.5) pour le conducteur global û(X, F) et la constante globale s(X, F).

L'existence des conducteurs locaux est due à Artin et l'analogue de (3.1.3.4)
est une variante de la formule de Grothendieck-Ogg-Safarevic. L'existence des cons-
tantes locales a été démontrée tout d'abord au signe près par Dwork ([Dw]) puis incon-
ditionnellement par Langlands ([Lan 1]). La preuve de Langlands est purement locale;
Deligne l'a considérablement simplifiée par l'introduction d'arguments globaux ([De 1]).
L'analogue de (3.1.3.5) pour e(X, F) est le résultat principal de ce chapitre et sera
énoncé au numéro suivant.

Plus précisément, considérons les triplets (T, K, co) constitués :

— d'un trait hensélien T d'égale caractéristique p, à corps résiduel fini k D F ;
— d e KeobD^T.Q,);
— d'une 1-forme méromorphe <o non identiquement nulle sur T (<x> e t2^ » — { 0 }).

On note K, le complété du corps des fonctions k{-r\) de T et ^ : K^ -> Z sa valua-
tion discrète naturelle. On note q^ = ^deg(() le nombre d'éléments de k. On note encore
v^ : t2^ — { 0 } -> Z l'application définie par v^a.db) == v^a) si a, b e K^ et v^b) = 1.

A tout triplet (T, K, <o) on associe son conducteur local û(T, K, œ) e Z défini par

(3.1.5.1) <T,K,(O) ==<T,K) +r(K,).^(œ),

où

(3.1.5.2) û(T, K) = r(K^) + s{K^ - r(K<)

(cf. (2.1.2) et (2.2.1)). La formule de Grothendieck-Ogg-Safarevic admet la variante
immédiate suivante, où l'on suppose X connexe :

(3.1.5.3) Pour toute 1 -forme méromorphe co non identiquement nulle sur X (co e û^ — { 0 })

et tout K GobD^X.Q^), on a

û(X,K)= S degM.a(X^K|X^co|XJ.
x £ | X|

24
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D'autre part, l'énoncé de Langlands-Deligne d'existence des constantes locales
(dans le cas d'un trait d'égale caractéristique p > 0) admet la variante suivante ([De 1]
(4.1), [De 2] et [Ta 2]).

Théorème (3.1.5.4),. — II existe une et une seule application e^ (^ est le caractère additif
non trivial de Fy fixé en (0.2)) qui associe à chaque triplet (T, K, co) comme ci-dessus

s^(T, K, œ) eQJ et qui vérifie les axiomes (i) à (v) ci-dessous.

(i) e^(T, K, œ) ne dépend que de la classe d'isomorphie du triplet (T, K, œ).
(ii) Pour tout triangle distingué

K/ ->K^K" ->K'[1]

dans D^(T, <^), ^ a

^(T, K, co) = £^(T, K', co) .^(T, K", co).

(iii) &" K est supporté par le point fermé t de T (î.c. K^ == 0), alors

e^(T, K, œ) == det(- Frob,, K)-1

(cf. (0.9)).
(iv) Si Y]i/7] ̂  une extension finie séparable, sif: T^ -> T ̂  ^ normalisé de T </û^ 7)i

^ ^ Ri eobD^(Ti,^) ^ ̂  y^ ^i.^) = 0, on û

^(T,/,Ki,œ)=^(Ti,Ki,/*œ).

(v) &' V est un ̂ (-faisceau (lisse) de rang 1 sur ̂  qui induit un caractère ^ : K^ -> ̂

^û l'homomorphisme de réciprocité ̂  : K^ ^ G^ (cf. (3.1.4)) et si j : 73 <-̂  T ̂  l'inclusion,

on a

^(T,^V,œ)=e(^Y)

oà ^ caractère Y = Y^ : K( -> Q^ ^ rf^ni j&ûr

y,=^oTr^(Res(^.(o))

et a pour conducteur ^(Y) == ^(co), et où e(%, Y) ̂  la constante locale de Tate (cf. (3.1.3.2)).

Dans la suite, on notera simplement e(T, K, co) la constante locale e^(T, K, œ)
quand aucun risque de confusion n'en résulte.

La constante locale e(T, K, co) a en outre les propriétés suivantes ([De 1] 5) :

(3.1.5.5) Pour tout aek(^Y, on a

e(T, K, û.œ) = ^(û) .^W^.e(T, K, co),

oà ̂  : K^ -^Q^ ̂  ̂  caractère induit par le ^-faisceau (lisse) de rang 1, det(K | 73), sur T),
via l^homomorphisme de réciprocité (cf. (3.1.4)).

(3.1.5.6) Si F est un ^{-faisceau lisse de rang r(F) sur T, on a

e(T, K0F, œ) == det(Frob<, F)0^3^.^, K, co)^.
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Pour V un Q^-faisceau (lisse sur T] [i.e. un G-module, cf. (2.1.2)), on posera encore
(suivant Deligne, [De 1] 5)

s(T,V,œ) =e(TJ,V,û>)

et eo(T, V, œ) = e(TJ, V, œ)

où j : T] -» V est l'inclusion.

Remarque (3.1.5.7). — Si 0 ->V -^V ~^V" -^ 0 est une suite exacte courte
de G-modules, on a

So(T, V, <o) = eo(T, V, œ) .eo(T, V", œ)

mais en général

e(T,V,œ)+£(T,V\(o).s(T,V'',œ);

cela ne contredit pas cependant [De 1] (4.1) (1) puisque dans cet énoncé les G-modules
considérés sont supposés I-semi-simples.

On posera aussi

<T,V,co)==<rj,V,œ)

<T,V)=<TJ,V)

et ûo(T, V, œ) = a(TJ, V, <o)

ûo(T,V)=<rj,V)

(avec les notations ci-dessus).

Remarque (3.1.5.8). — Dans [De 1] (4.1), la constante e définie par Deligne
dépend en outre du choix d'une mesure de Haar dx sur K( . Nous avons implicitement

choisi comme dx la mesure standard, i.e. celle qui est normalisée par f dx = 1, où
fl^C K( est l'anneau de la valuation ^. '

(3.2) Formule du produit pour e(X, K) : énoncéet conséquence pour la conjecture de Langlands.

(3.2.1) L'énoncé ci-dessous a été conjecturé par Deligne ([De 2]). C'est le résultat
principal de ce chapitre.

Théorème (3.2.1.1) . — Soient X une courbe projective, lisse et connexe sur F , œ une

l-forme méromorphe non identiquement nulle sur X et K eobD^(X,Q^). Alors la constante

globale s(X, K) de Inéquation fonctionnelle ( 3 .1 .1 .3 ) vérifie la formule du produit

.(X, K) = <f{l-9)^\^ ̂ , K | X,,,, <o 1 XJ

où C est le nombre des composantes connexes de X®p k et g le genre de Vune quelconque d} entre

elles.
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Remarques (3.2.1.2). — On a aussi

^ tfHO(X, gj
y W(X,^)

(3.2.1.3) Le second membre de la formule du produit est bien indépendant du
choix de <o (cf. (3.1.5.5) et la formule des résidus sous la forme

S degM.^(û) ==0, VûeK).
xew

(3.2.1.4) La formule du produit pour s(X, K.) contient la formule (3.1.5.3)
pour û(X, K) : si l'on remplace K par K(w) (w eZ), on a

^x.K^^r^^^K)
alors que, pour tout x e |X|,

e(X^ K(^) | X^, œ | XJ

= ^——^)^l^)^l^)).e(X^, K | X^, œ | XJ,

d'après (3.1.5.6).

(3.2.1.5) Pour K à support fini, la formule du produit est triviale.
Compte tenu de cette dernière remarque, la formule du produit est équivalente

(par dévissage) à son cas particulier suivant : soit F un Q^-faisceau lisse sur un ouvert
dense U de X, alors

(3.2.1.6) e(X, F) = ̂ -"^ II e(X,,,, F | ̂ , (. | X,J
x G |X|

(avec les conventions de (3.1.1) et (3.1.5)).

Proposition (3.2.1.7). — Si F est à monodromie géométrique finie, i.e. s'il existe un revê-

tement fini étale U' de U tel que F | U' soit géométriquement constante alors la formule du produit

ci-dessus pour e(X, F) est satisfaite.

Preuve. — Soit G un groupe profini qui est extension de Z par un groupe fini,
alors toute représentation Sadique irréductible p de G est la forme p == pi.%, où pi est
une représentation /-adique de G qui se factorise par un quotient fini de G et où ^ est
un caractère Sadique de G qui se factorise par le quotient G -»- Z (on a un homomor-
phisme continu central Z c-^ G tel que le composé Z ̂  G -> Z soit de conoyau fini).
On peut donc supposer F de la forme F^ ® L où F^ est un Q^-faisceau lisse sur U à
monodromie finie et où L est un Q^-faisceau lisse de rang 1 sur U qui est géométrique-
ment constant. Compte tenu de (3.1.5.6), (3.1.5.3) et de l'égalité

Rr(X®p AJ,(F®L)) ==Rr(X®p A J.F)® M

où M est le Q^-faisceau (lisse) de rang 1 sur Spec(Fg) dont L est l'image réciproque

sur U, on est ramené au cas où L = Q^ ^j, i.e. où F est à monodromie finie. Par suite,
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(3.1.1.6), (3.1.5.4) (i), (3.1.5.4) (iv), la suite spectrale de Leray pour un revêtement
fini de X et la théorie de Brauer, nous ramènent au cas où F est lisse de rang 1 sur U
et à monodromie finie. Ce dernier cas résulte de la thèse de Tate ([Ta 1]), compte tenu
de (3.1.5.5) (v) et de la théorie du corps de classes abélien.

Remarques (3.2.1.8). — Deligne a aussi donné une démonstration géométrique
de la proposition (3.2.1.7) ([De 6] et [De 1] (10.12.1)), basée sur le corpsde classe
abélien géométrique de Serre ([Se 3]).

(3.2.1.9) Outre la proposition (3.2.1.7), les cas particuliers suivants de (3.2.1.6)
sont déjà démontrés :

a) F fait partie d'un système compatible infini de Q^-faisceaux (/" =(= p) lisses
sur U : ce cas est dû à Deligne ([De 1] (9.3)),

b) F est modérément ramifié le long de X — U : ce cas est aussi dû à Deligne
([De 2]),

c ) F est de rang 2 : ce dernier cas est conséquence de la théorie de Hecke pour GL^
([We 1] ou [Ja-La]) et de la correspondance de Langlands pour GLg sur les corps de
fonctions établie par DrinfePd ([Dr. l], [Dr. 2] et [Dr. 3]).

(3.2.2) On a vu que Renoncé (3.2.1.1) est motivé par la correspondance de
Langlands entre représentations de Galois et formes automorphes (cf. (3.1.5)). Réci-
proquement, l'application la plus importante du théorème (3.2.1.1) est le principe
de récurrence, dégagé par Piatetski-Shapiro et Deligne, pour établir cette correspon-
dance ([De 2]).

Soit n un entier ^ 1. Langlands considère les deux ensembles ^\ et ^„ suivants :

— ^\ est l'ensemble des classes d'isomorphie de représentations automorphes cuspi-

dales de GL^(A) (à coefficients dans Q^) dont le caractère central K^A" ->Qj
se prolonge de façon continue à Ga^K/K)^ via l'homomorphisme de réciprocité i^
(cf. (3.1.2) et (3.1.4));

— ^ est l'ensemble des classes d'isomorphie de Q^-faisceaux (lisses) irréductibles de

rang n sur le point générique de X, qui se prolongent en un Q^-faisceau lisse sur un
ouvert dense de X {i.e. des représentations Sadiques irréductibles de Gal(K/K)
presque partout non ramifiées).

La correspondance de Langlands pour GL^ sur le corps de fonctions K s'énonce
alors ainsi ([Lan2], [Dr l], [De 2]).

Correspondance (conjecturale) de Langlands (3.2.2.1).

(!)„ // existe une application

F.:<->^, 7Th>F,,
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telle que, pour tout n e ̂ /^, on ait

det(l ^Frob,;FJ = P(7r,; t)

pour presque tout x e | X [ (cf. ( 3 . 1 . 1 ) et (3.1.2.2)).

(ii)^ II existe une application

7T.: ̂  ->.<, Fh-^TTp,

fo/^ que, pour tout F e ̂ , <w ûtï

P(7^^)=det(l^Frob,,F)

j&^r /wj^ ̂  ^ e 1 X | (cf. (3.1.1) et (3.1.2.2)).

Remarques (3.2.2.2). — II résulte du théorème de densité de Gebotarev ([Se 5]
Thm 7) que l'application F. est unique si elle existe et il résulte du théorème fort de
multiplicité un pour GL^ ([Pi 2]) que l'application TT. est unique si elle existe. De plus
F, et TT. sont automatiquement des bijections réciproques l'une de l'autre dès qu'elles
existent simultanément (3.2.2.3). Pour n = 1, les assertions (i)^ et (ii)^ de (3.2.2.1)
sont tautologiques. Pour n == 2, l'assertion (!)„ a été établie par Drinfel'd via sa théorie
des stukas ([Dr 1]). Le principe de récurrence ci-dessous permet alors d'en déduire les
assertions (ii)^ pour n == 2 et 3. Signalons cependant que Drinfel'd a donné une démons-
tration de (ii)^ pour n == 2 totalement différente .([Dr 2] et [Dr 3]).

Principe de récurrence (3.2.2.3) (Deligne, [De 2]). — Soit n un entier ^ 2. Supposons

que :
a) Les assertions (i)^ et (ii)̂  de (3.2.2.1) soient établies pour tout entier ^'< n — 1,

b) Pour tout F e ̂ , tout entier n' < n — 1 et tout Y e ̂  à ramification disjointe de F,

s(X, F ® F') vérifie la formule du produit (3.2.1.6).

Alors F'assertion (ii)̂  est vérifiée.

Corollaire (3.2.2.4). — Soit n un entier ^ 2. Supposons que l'assertion (!)„. est établie

pour tout entier n' < n — 1. Alors; l'assertion (ii)^ est vérifiée pour tout entier n' ^ n.

Preuve. — Compte tenu de (3.2.1.1), le corollaire est conséquence immédiate du
principe de récurrence ci-dessus.

Esquisse de la preuve du principe de récurrence. — Soit F e ̂ . Pour tout n' < n — 1
et tout TC' e ̂ ^, à ramification disjointe de F, on peut former la fonction L

L(X,F,7T' ;^)= II UF,7T';^)
se G | -X.I

avec L,(F,7t';f) =n(l-a.p,<)-1

i,i

SI det(l - t Frob,, F) = II (1 - a, t)

et P«;f)=n(l-^).
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D'après la théorie de Hecke inverse pour GL^ ([Pi 1]), pour démontrer l'existence
de Trp il suffit de vérifier que L(X, F, TC'; /) satisfait, pour tout entier n' ^ n - 1 et tout
Tt:' e ̂ ^, aux conditions suivantes :

(a) L(X, F, TT'; t) est le développement en série formelle d'une fraction rationnelle,

((3) L(X,F,7r';^) vérifie une équation fonctionnelle

L(X, F, TT'; t) = c(X, F, TT') .^^.UX, F^ TT'; y-1 r1)

où le conducteur <X, F, TC') et la constante e(X, F, n ) vérifient des formules analogues
à (3.1.5.3) et (3.2.1.6).

Or, par hypothèse, F^ existe, de sorte que

L(X,F,7r';^) ==L(X,F®F^)

à un nombre fini de facteurs locaux près, d'où la conclusion.

(3.3) Formule du produit pour e(X, K) : une première réduction.

(3.3.1) Soient A == Spec(F^]) une droite affine sur F^, de complétion pro-
jective D == A u { oo }, COQ = — dx la 1-forme différentielle méromorphe, holomorphe
sur A et admettant un pôle double en oo, qui est induite par x, S C A un fermé fini réduit

et F un Q^-faisceau lisse de rang r ^ 1 sur U : = A — S. On notera j : U <-> A et
a : A <-^ D les inclusions et on fait l'hypothèse suivante :

(3.3.1.1) F est non ramifié en oo, i.e. (a [ U), F est un ̂ -faisceau lisse sur U U { oo }.

On notera simplement F^ la fibre de (a | U), F au point géométrique oo.

Théorème (3.3.1.2). — Avec les notations et hypothèses ci-dessus^ on a

det(- Frob,, RI\(U®p^, F))-1.^^- Frob,, F,)

-^(D^FI^coJDJ

(cf. (0.9) et (3.1.5)).

La preuve de (3.3.1.2) sera donnée en (3.5.2). Pour le moment, montrons que
la formule du produit pour e(X, K) est conséquence de (3.3.1.2). Plus précisément :

Proposition (3.3.2). — Les énoncés (3.2.1.1) et (3.3.1.2) sont équivalents.

Preuve. — Tout d'abord (3.3.1.2) est le cas particulier suivant de (3.2.1.1) :
X = D, œ = coo et K == aj, F. En effet, on a d'après (3.1.5.5), (3.1.5.6) et
(3.1.5.4) (v)

<D^, F | ̂  ̂  | D^) == q-^ det(- Frob,, F,)-2

et ^(pFj^œJDJ = 1, V ^ e | A | - S .
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Inversement montrons la formule du produit pour e(X, K) en admettant (3.3.1.2).

Gomme la formule du produit pour s(X,Q^) est déjà démontrée (cf. (3.2.1.7)), on

peut supposer que r(K) == 0 (remplacer K par KeQ'/^^- e], où s = r(K)/ | r(K) |,
si r(K) + 0, cf. (3.1.1.6) et (3.1.5.4) (ii)). Gomme il suffit de démontrer la formule
du produit pour e(X, K) pour une quelconque des 1-formes œ (cf. (3.2.1.3)), on peut
alors supposer que X = Pp (choisir une fonction méromorphe /: X —Pp qui fasse
de X un revêtement fini, génériquement étale de Pp , choisir pour œ une 1-forme qui
provient via f* d'une forme sur Pp et remplacer K par f^ K, cf. (3.1.5.4) (iv) et
l'égalité

£(P^,/ ,K)=£(X,K)

donnée par la suite spectrale de Leray poury). Par dévissage sur K, on se ramène ensuite

au cas où K est un Q^-faisceau lisse sur un ouvert dense de Pp , prolongé par 0 à Pp
tout entier (cf. (3.1.1.6), (3.1.5.4) (ii) et (iii)). Si cet ouvert dense de Pp contient
un point rationnel sur Fg, on a terminé (on prend ce point comme point oo), sinon on
conclut par le lemme suivant :

Lemme (3.3.2.1). — Soient X, co et K comme dans (3 .2 .1 .1 ) ; on suppose de plus X

géométriquement connexe et on note X^, œ^ et K^ les objets déduits de X, œ et K par le chan-

gement de base de fq à F ,̂ pour tout entier m ̂  1. Alors; si la formule du produit est démontrée

pour e(X^, K^) et s(X^, KJ avec m et n deux entiers ^ 1 premiers entre eux, elle Vest aussi

pour e(X, K).

Preuve. — On peut supposer que r(K) = 0 (cf. (3.2.1.7)). Puisque le Frobenius
géométrique relatif à fyrn est la puissance w-ième de celui relatif à Fg, on a clairement

e(X^, KJ = (- I)<»-»«'X,K) ,(x, K)».

Alors, pour prouver le lemme il ne reste plus qu'à montrer la formule analogue

<?'^Y V /\ \ — ( 1 \(w—l)o(X,K) (-'/Y V ,.\me (^m? -•S»? ^m) — l— A ) £ [^ Jsk•5 (0) 5

où maintenant e'(X, K, œ) désigne le second membre de la formule du produit (3.2.1.1).
Or, s i /^:X^->X est la projection canonique, il résulte de (3.5.1.4) (iv) et de
r(K) = 0 que

c'(X,, K,, 0 = £'(X,/^ K,, œ).

Mais on a, par la formule des projections,

/^K^=K®/,.%/,

avec y,,, Q,/ qui est un Q^-faisceau lisse sur X de rang m, et on a

det(Frob,,/^.Q/) = (- 1)"»-"<^>,
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pour tout x e \ X |. Par suite, il résulte de (3.1.5.6) que

^(X,/,, K,, co) = (~ I)^-^X.K) ,/(x, K, ̂

d'où la conclusion.

(3.4) Localisation de det(RI\(U ®^, F) [1]).

(3.4.1) Considérons de nouveau un corps k arbitraire (k parfait et de caractéris-
tique p, cf. (0.1)). Soient A la droite affine Spec{k[x]), S un ensemble fini de points

fermés de A, j : U c-^ A l'ouvert complémentaire et F un Q^-faisceau lisse sur U. On
note a : Ac-^ D la compactification naturelle de A (D == A u { oo }) et on fait l'hypothèse
suivante :

(3.4.1.1) F est non ramifié à F infinie i.e. (a | U)^ F est un ^{-faisceau lisse sur

Uu{oo}.

On notera simplement F^ la fibre au point géométrique oo de (a | U), F.
Soient k { n } l'hensélisé de l'anneau local ^[ir]^ et T = Spec(^{ n }) le trait hen-

sélien correspondant, muni de son uniformisante TT. Pour chaque s e S, le trait A(^
est muni canoniquement d'une uniformisante TC, et donc d'un À-morphisme fini
étale TT, : A(,) ~> T, TT^ (-> n : si

^® ^ === U s,,
i e HomjfcWa), Jfc)

on pose

n^îl(x^s,)ek[x]C(P^

(pour s e S n A(^), TT, == x — s et TC, : A(^ ~> T est un isomorphisme). Alors TC^(F | 7]J

est un Q^^-faisceau (lisse) sur le point générique T] de T, de rang deg(^).r(F | T},) et de
conducteur de Swan deg(j').^(F [ T],).

Maintenant, si T'== Spec(A{ TC'}), muni de l'uniformisante TT' et si
^(O.oo');^_^^

est la transformation de Fourier locale définie en (2.4) (on a fixé ip : Fy ->Q^ 3 cf. (0.2)),
on peut former, pour chaque s e S, le G'-module

-̂"'."'̂ ..(Fh,))

de rang deg(J) (r(F [ T^) + ^(F | T],)) et de conducteur de Swan deg(^).^(F [ T]J
(cf. (2.4.3) (i) b)).

Lemme (3.4.1.2). — La puissance extérieure maximale

det^^fj^F | 7^)))

de . '̂̂ ^(^(F | T},)) est un G'-module de rang 1 modérément ramifié.

25
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Preuve. — On a det^0'00^^ | T],))) e ̂ ^ et donc le lemme résulte aussitôt
de (2.1.2.6).

Soit enfin A' = Spec(A[Y]) la droite vectorielle duale de A et a' : A' <-> D' sa
compactification naturelle (D' = A' u { oo' }) ; on a un A-morphisme

TC':T-.D', 7r'h>l/A:'

qui induit un isomorphisme TÏ' :T'-^D^. Pour chaque G-module V, le G'-module

de rang 1, de^e^'^'^'^V)), admet un prolongement canonique en un (^-faisceau
lisse de rang 1 sur A' — { 0' } qui est modérément ramifié en 0' (et en oo') (cf. (2.2.2.1)).
On notera

(3.4.1.3) detG^^V))^

le Gai (À/A)-module de rang 1 fibre de ce prolongement canonique au point géométrique 1'
de A' ( rëA'(A) ==A).

Théorème (3.4.2). — Pour tout sous-ensemble fini S C [ A | de complémentaire U dans A

et pour tout ^{-faisceau lisse F sur U qui vérifie (3 .4.1.1) , on a un isomorphisme de Gai (A/A) -

modules de rang 1

det(Rr,(U®,A,F) [l])®det(F,(- 1)) ^ 0 det^0.00^^ | ^)))^
ses

fonctoriel en F,

Remarques (3.4.2.1). — Pour tout K eobD^(Spec(A), Q^), on a posé

det(K) === ® detG^K))^-^
<ez
r(V)

et det(V) == A V

pour tout Gai (A/A)-module V.

(3.4.2.2) Bien qu'il ne soit pas vrai en général que chacun des G'-modules
den^0'00'^?!:,^ | ^3))) soit séparément non ramifié, on verra au cours de la démons-
tration de (3.4.2) que

^^(^-«'''(^.(Flv).)))
ses

est un G'-module non ramifié, de sorte que le second membre de la formule (3.4.2)
est indépendant du choix de TT' et par conséquent de la coordonnée affine x sur A.

Preuve de (3.4.2). — Considérons le transformé de Fourier global

K' := ^0, F[l]) e ob Perv(A', Q,)

du Q^-faisceau pervers j, F [1] sur A (cf. (1.3.2.3)). On sait, d'après (2.3.1.3) (i),
que

K' |A'-{0'}=F'[1],
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où F' est un Q^-faisceau lisse sûr A'—{0'}. De plus, d'après (2.3.2), (2.4.2.1) et
(2.5.3.1) (i), on a la suite exacte canonique

0 ^^-^K^) ^F^, ^F,(-1)->Jf°(K5,)-^0,

avec K.5,=RI\(U®^,F) [2]

par changement de base propre, et on a, d'après (2.3.3.1), (2.4.2.1) (iii) et (2.4.3)
(iii) b), un isomorphisme canonique

^'^S^^^1^^^^®^-^^^

(avec les notations de loc. cit.). En outre, sur s X^A X^A', on a canoniquement

S(X.X'} 2: S{(X - S) .X') ® S(S.X'}

(cf. (1.1.3.2)), de sorte que

R-1 ̂ ,(pr*(a, K)® ^ ( x . x ' ) [1])<;,»,,

£'{s.x')^, ® R-1 <î>^,(P?(a, K) ® S{{x - s ) . x ' ) [1])<;,^.

On déduit alors des résultats précédents que la puissance extérieure maximale de F\

de^F'), qui est un Q^-faisceau lisse de rang 1 sur A' — { 0' }, a les propriétés suivantes :

a) det(F') est non ramifié en 0', i.e. j^ det(F') est un Q^-faisceau lisse sur A' (où
j ' : A' — { 0' }<->• A' est l'inclusion), et (j, det(F'))^ est canoniquement isomorphe

au Q^-espace vectoriel de rang 1

det(Rr,(U0^, F) [I])®det(F,(- 1)),

b) La monodromie de det(F') en oo' est donnée par l'isomorphisme canonique

det(F')^ ^ ̂ ^) ® 0 det^^'^^F | 73,)))
1 , ! . . i: 9 G 0 : . !

où Von a posé

8p= S ^F).tr(.)e^
ses

avec tr(J) = S s^ek
i6Homjfc(Jfc(a),fc)

(on rappelle que

^ ® , A = = II s,).
ieHomjfc(*<<).t)

Par suite, le Q^-faisceaû lisse de rang 1

^(-~8^^)®j;det(F')

sur A' a pour monodromie à l'infini

^det^^^^^FI^)))
•es
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et donc est modérément ramifié à Pinfini d'après (3.4.1.2), Comme tout Q^-faisceau
lisse sur A^, qui est modérément ramifié à l'infini, est en fait géométriquement constant
et que l'on a canoniquement

.S?(-V^,^Q/

(cf. ( 1 .1 .3 .1 ) ) , il suit de ce qui précède que

Çtdet^^^Tt.^FI^)))
8 ç 8

est un G^-module non ramifié et que, en tant que Gai (A/é)-module, il est canonique-
ment isomorphe à

det(RI\(U®,A, F) [1]) ®det(F,(- 1)).

D'où la conclusion.

(3.5) Interprétation cohomologique des constantes locales et fin de la preuve de la formule

du produit pour e(X, K).

(3.5.1) Soient T et T' deux traits henséliens d'égale caractéristique p, à corps
résiduel k 3 F^ fini, munis d'uniformisantes TC et TC' respectivement; on considère la trans-
formation de Fourier locale

^r(o^);^ ̂ ^^

définie en (2.4) (relative au caractère ^ fixé en (0.2)).
Pour tout V e ob ^, on dispose alors de deux nombres /-adiques

a) La constante locale modifiée (cf. (3.1.5))

eo(T,V,Ar)6Q?,

b) La valeur en TC' e K^ du caractère de K^ déduit de det^^^V)) via l'homo-
morphisme de réciprocité i^ : K^ -> G'^ (cf. (3.1.4)) que l'on notera simplement

det^^V)) (TT') eq?.

On a alors l'mterprétation cohomologique suivante des constantes locales :

Théorème (3.5.1.1). — Pour tout G'module V,

eo(T, V, dn) = (- l^^^.det^^CV)) (w).

(3.5.2) Admettons provisoirement (3.5.1.1) et terminons la preuve de la for-
mule du produit pour e(X,K). D'après (3.3.2), il suffit de démontrer le théorème
(3.3.1.2). Or on a montré l'existence d'un isomorphisme canonique de Gal(A/Fg)-
module de rang 1

det(Rr,(U®^, F) [1]) ®det(F,(- 1)) ^ ̂  det(^<°. "''(^.(F | ,).)))„
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(cf. (3.4.2)) et on a

- /.(U ® k, F) + r(F,) = S deg(.). a,{j, F)
• *ea

(cf. (2.2.1.2)), de sorte que

det(- Frob,, RI\(U ®^ k, F))-1 qr det(- Frob,, F,)

== H (-l)deB(•)•o^^^)tr(F^ob„det(^'(o•°o')(7r,.(F|ï).)))„,).
< ç S

II suffit donc de montrer que, pour tout s e S, on a

So(D(.), F | 7]., (Oo 1 D^)

== (~ l)^^ tr(Frob,, det^-^T^F | ^)))J.

Or, e,(D^, F | 7]., ̂  | DJ = eo(T, 7r,,(F | 73.), - dn)

(d'après (3.1.5.4) (iv), il suffit de vérifier cette formule pour F | T), = % ; dans ce
cas, le premier membre de la formule vaut trivialement — 1 et le second membre se
calcule par (3.1.5.6)); par suite, pour achever la preuve de (3.3.1.2), il suffit d'appli-
quer (3.5.1.1) et le lemme suivant :

Lemme (3.5.2.1). — Pour tout G'-module V de rang 1 et modérément ramifié, on a

t^Frob^KO^V^-TT')

où V^ est la fibre en ï' du prolongement canonique de ^ V {n : T -> D('̂ , 7t' H- l/^) en
un Q^ÛÎ^ÛM lisse de rang 1 sur A' — { 0' } qui est modérément ramifié en 0' (cf. (2.2.2.1))
et où V^— TT') est la valeur en — TC' eK^ A caractère de K^ Afrf^ A? V par l'homomor»
phisme de réciprocité ̂  : K^ -> G'^ (cf. (3.1.4)).

Preuve. — Par l'homomorphisme de réciprocité global pour K =î F^),

i^:AX|KX -^GalÇK/K)^

le prolongement canonique induit un caractère ^ : A^K^ ->Q,? tel que /(^x) == 1,
pour tout ^/ e | A' | - {0'}, ̂ (l + m,.) = 1, ^(1 + m,,) = 1 et x(- (l/^)oo') = V(- TT')
(on a noté (-)g' le plongement de Kx dans K^). Or

ï =^(i -^') = n ^((i -^).)
^^ ^ a'ejD'l7 '" / s /

et ^ ( ( l ^ ^ ) = i ^ V . ' e | A ' | - { r }

xai-^^-^Frob^V,,)

X((1-^)^)==X(-(1^)^)-1

(puisque 1 - x ' = - (1 - (l/^')) (l/^')-1), d'où le lemme.
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(3.5.3) Preuve de ( 3 .5 .1 .1 ) .

(3.5.3.1) Cas où V est modérément ramifié.

On peut supposer V irréductible : les deux membres de la formule à démontrer
sont multiplicatifs sur les suites exactes courtes en V (cf. (3.1.5.7) et (2.4.3) (i) a)).

On peut supposer V de rang 1. En effet, tout G-module irréductible modérément
ramifié est de la formel, V^ pour \ une extension finie séparable de k contenue dans k,
pour/: TI == T ®fe^i -> T le morphisme non ramifié de traits correspondant et pour V\
un Gi-module modérément ramifié de rang 1 (/^ : ̂  = T) ®^i -> 73 et Gi = Gal(^/ï]i)).
Or, si TCI est l'uniformisante de T\ induite par TC, on a

^(^^^-^(T^Vi;^)

(d'après (3.1.5.4) (iv), il suffit de vérifier cette formule pour V\ = Q^; dans ce cas,
les deux membres de la formule valent — 1 : trivialement pour le second et d'après
(3.1.5.6) pour le premier) et on a, avec des notations évidentes,

^•(0,co^ y) ̂ /^^-^(Vi),

où/' : TI = T®^ -^T est la projection canonique (cf. [SGA 7] XIII (2.1.7.1)),
de $orte que

det^o.^V)) (TT) == (~ l)1^-1 det{^^{V^) (TT;),

où TÇ^ est l'uniformisante de T[ induite par TC'. D'où l'assertion, puisque r(V) === [̂  ;A],
r(Vi) = 1 et .(V) = ,(Vi) = 0.

Onpeut supposer V de la forme V^ = JT^(7r) pour un caractère ^c:^ -^QJ
(les notations sont celles de (2.5.3.1)). En effet, tout G-module modérément ramifié

de rang 1 est de la forme V = V^ ® W pour un ^ : kx -^Q^ et pour un G-module non
ramifié de rang 1, W. Or

eo(T, V^® W, dn) == det(W) (7r).£o(T, V^ ̂ )

(cf. (3.1.5.6)) et

^^^(V^^W) ^ ̂ ^(V^) ®W,

où W est l'unique G'-module non ramifié de rang 1 correspondant au même Gai (kfK) -
module que W, de sorte que

det^'^V^W)) (TC') = det(W) (^.det^0'00'^)) (TC')

(^(o.co^y^ ^ ^ d'après (2.5.3.1)). D'où l'assertion.

Plaçons-nous donc dans le cas V = V^. Alors, d'après (2.5.3.1), on a, pour
^ trivial,

y^\v^ == ̂
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et, pour ^ non trivial,

^^')(V,)==V;®G(x^)

(avec les notations de loc. cit.). Or

— 1 sl X GSt trivial
£,(T,V,,AT)

X(— 1) S %(a) ^(û) sinon
oe^

où ^ == ^ o Tr^ : en effet, compte tenu de (3.1.5.4) (v), il suffit de remarquer que

le caractère ^K^-^QJ induit par V^ via l'homomorphisme de réciprocité
^ : K^ -> G^ (cf. (3.1.4)) est donné par les formules

^)=X-1^) si û e ^ C R ^

^O-x^l)
^ ( l + m , ) = = { l }

(on applique la théorie du corps de classes abélien globale au Q^-faisceau de KummerjT
sur G^^; les détails sont laissés au lecteur). Par suite, (3.5.1.1), pour V == V^, est
trivial, si ^ est trivial, et résulte de la formule des traces de Grôthendieck

tr(Frob,, G(^, ^)) = - S x(^) W\
açk^

si ^ est non trivial (V^TT') == %(— 1)).

(3.5.3.2) Câ^ ^^ra/.

On peut supposer V irréductible (voir (3.5.3.1)) et donc que le groupe d'inertie
1 CG agit à travers un quotient fini (d'après le théorème de monodromie de Grôthen-
dieck ([SGA7] 1 et [De 4] (1.7)), un sous-groupe ouvert IiCI, qu'on peut supposer
distingué, agit de façon unipotente; alors V11 + 0 et comme V11 est I-stable, V11 = V).

Soient D la complétion projective naturelle de A =^ Spec(k[x]), •n::^->^Q\e
A-morphisme qui envoie TT sur xf{\ — x) et F le prolongement canonique de TT, V à

D — { 0, 1 } : F est un Q^-faisceau lisse sur D — { 0, 1 } à monodromie géométrique finie,
modérément ramifié en 1 et tel que F | 7]o ^ TC, V (cf. (2.2.2.2)).

D'après (3.2.1.7), on a la formule du produit (cf. (3.3.1.2))

det(~ Frob,, RI\(A ®,k - { 0, T }, F))-1 q^ det(- Frob,, F,)

= £o(T, V, - dn) .^(D^, F | ̂ , - dx \ D^).

D'autre part, d'après (3.4.2) et (3.5.2.1), on a

det(- Frob,, RI\(A ®,k - { 0, T }, F))-1 q^ det(- Frob,, F,)

= (_ l)^)+^)det(^r(o'oo')(V)) (-Tr').(- lî^det^^-^^^F]^))) (-TT').
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Or, d'après (3.5.3.1), on a

So(D^, F | TÎ,, - dx | D^) = (- 1)^ det^-^JF 173,))) (- TT')

(^ = dn^ où TTi = x — 1). D'où le théorème ( 3 . 5 . 1 . 1 ) .

(3.6) Constantes locales et transformations de Fourier locales.

(3.6.1) Soient T, T' deux traits henséliens d'égale caractéristique p, à corps
résiduel fini k == F^, munis d'uniformisantes TC, TT' respectivement, comme au numéro (2.4)
dont on reprend les notations.

Alors, à tout G-module V, on peut associer deux entiers, a savoir sa dimension r(V)
sur Q^ et son conducteur de Swan ^(V), et trois nombres /-adiques non nuls, à savoir :

(3.6.1.1) Son déterminant 8(V) défini par

S(V)^(^iy^det{V){n)e^,

(3.6.1.2) Son signe (r(V) défini par

o ( V ) = d e t ( V ) ( - l ) e { ± l } C Q ?

(3.6.1.3) Sa constante So(V) définie par

eo(V) =£0(^,^)6^

(on a identifié det(V) à un caractère det(V) : K^ -> QJ via l'homomorphisme de réci-
procité ZK^K^ -^G^, cf. (3.1.4), et eo(T, V, dn) est la constante locale modifiée de
Deligne, cf. (3.1.5)).

Bien entendu, ces notations valent aussi pour V e ob ̂  (on remplace T par T',
TC par TC' et V par V).

Théorème (3.6.2). — (i) Soient V eob ̂  et V == ̂ '^(V), alors on a les formules

suivantes :

a) 8(V')=eo(V),

b) aÇV') = <r(V),

c) ^(V')-^»^)-1^^)2.

(ii) Soient V eob ̂ ^^ et V = ̂ '""•"''(V), alors on a les formules suivantes :

a) 8(V') = q^ 8(V)2 <r(V)-1 eo(V)-1,

b) (T(V') = o(V),

C) £o(V')=?r(v)CT(V)8(V).

(iii) Soient V e ob ^<»( ^ V = .^"-"''(V), afor^ on a les formules suivantes :

a) W-^'SC^-^V^V),

b) CT(V') = CT(V),

c) eoCV')^^'-2^^)-3^)2.
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Preuve. — Remarquons tout d'abord qu'il suffit de démontrer les assertions (i) a),
(ii) a) et (iii) a). En effet, les formules (i) b), (ii) b) et (iii) b) s'en déduisent en échan-
geant TT en — TT et donc n en — n (8(V) et 8(V) sont transformés en (r(V) 8(V) et
a(V') 8(V) respectivement alors que £o(V) est transformé en CT(V) SoC^)? cf- (3.1.5.5)).
D'autre part, les formules (i) c), (ii) c) et (iii) c) se déduisent des formules (i) a), (ii) a)
et (iii) a), compte tenu des propriétés « d'involutivité » des transformations de Fourier
locales (cf. (2.4.3) (i) c), (ii) c) et (iii) c)); les détails sont laissés au lecteur.

La formule (i) a) n'est autre que ( 3 . 5 . 1 . 1 ) puisque r(V') = r(V) + J(V)
(cf. (2.4.3) (i) b)).

Prouvons maintenant (ii) a). Nous utiliserons un argument global. Soient

A = Spec(A[A:]) et F un Q^-faisceau lisse sur A — { 0 } tel que

7T*(F | TîJ ^ V

où TT : T] —^•y^, TCH- 1/.V == n^ (un tel F existe d'après (2.2.2.2); nous ne supposons
pas F modérément ramifié en 0 car c'est inutile pour notre argument). On note

j : A — { 0 } < - ^ A l'inclusion et K' le Q^-faisceau pervers sur A' == Spec(è[^']) trans-
formé de Fourier de j, F[l] (cf. (1.4) pour les notations). D'après (2.3.2) et (2.4.2.1) (ii),
on a un triangle distingué dans D^T^,, Q^)

K-^K^-^V'm^

où TC' : T]' -> 7]o», TC' l-> x ' = -KQ. . Par suite, puisque

K5,=RI\(A(M-{0},F)[2]

(changement de base propre), on a l'égalité

8(V) = (- ^^''detCFrob,, Rr,(A®^ - {0}, F)) (det(K^) (^,))-1.

D'autre part, la formule du produit (3.2.1.1) étant maintenant démontrée, on peut
l'appliquer à notre situation (X = D, (û = dx et K = a, y, F) et on obtient la formule

det(- Frob., RI\(A®,À -{0}, F) [1])

= q^ e<,(D«,,, F | ̂ , d^) .JD^,, F | ̂ , - ̂ °l

où TCO == x. Gomme

X«(A ®,k - { 0}, F) = - ,(F | ï),) - ̂ (V),

d'après (2.2.1.2), que r(F) == r(V), que

eo(D(o,, F 1 ̂  ^o) = (- l)f<F'l'•>+•<]^l^det(^-<o•t6')(F | 7)0)) (^,)

où TC^, == l l x ' et où ^'(0•°0'' est la transformation de Fourier locale de (D((»), 7to) à
(D(«,,,TCj, d'après (3 .5 .1 .1 ) , et que

JD<,,, F 1 ̂ , - ̂  = y-2^' 8(V)-2 a(V) .,(V)

26
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d'après (3.1.5.5), on en déduit que

det(Frob,, RI\(A ®, k - { 0 }, F))

== (_ I).(V)-KV)^V, §(V)^(V)-1 ^Cvr^det^'0-00'^ | ̂ ))(<o))-1.

Par conséquent, pour achever la preuve de (ii) a), il ne reste plus qu'à démontrer
l'égalité

det(Jr'o."')(F | ^)) (^,) = (det(K^) (7t,,))-1

(onar(V') == r(V) - sÇV) d'après (2.4.3) (iï) b)). Or, on sait que K' | A' -{0'}= F'[l]

pour un Q/-faisceau lisse F' sur A' — { 0' } (cf. (2.3.1.3) (i)) et que

F^^^Fho),

d'après (2.3.3.1), (2.4.2.1) et (2.4.3) (iii) b). Par suite, l'égalité qu'il reste à démon-
trer se réécrit

(det(F')^) (TC,,) == (det(F')^,) (^)

où det(F') est maintenant un Q^-faisceau lisse sur A' — { 0' }. Cette dernière formule

résulte du corps de classes abélien : en effet, si K = k{x') et si % : A^K ->-Q,^ est le
caractère déduit de det(F') via l'homomorphisme de réciprocité i^ : AX|'K. ->• Ga^K/K)'11'
(cf. (3.1.4)), on a

i =^n^,x((^).-) =x(^).x(i/^'),
où (—)g, est le plongement de Kx dans Kg^ pour tout s ' e \ D' |. Ceci achève la preuve
de (ii) a).

Prouvons finalement (iii) a). De nouveau, nous utiliserons un argument global.

Soient A = Spec(^[A:]) et F un Q^-faisceau lisse sur A — { 0 } tel que

^(F | TÎJ ^ V,

où TC : 7) -^f]aoï 7r^ ^ l x == ^oo (un te^ F existe d'après (2.2.2.2) et, comme dans la
preuve de (ii) a), nous ne supposons pas F modérément ramifié en 0). On note

j : A — { 0 } < - > A l'inclusion et K' le Q^-faisceau pervers sur A' == Spec(^[.v']) trans-
formé de Fourier dej, F[l] (cf. (1.4) pour les notations). D'après (2.3.3.1) et (2.4.2.1),
on a canoniquement

K^^^v'Elie^.^Fl^El],

où ^ : T)' ->7}oo», TT' l-» l|xf == TT^» et où ^(0»00') est la transformation de Fourier locale

de (D(op TTç) à (D^»p TC^) (7ro = x). De plus, on sait que K' = F'[l] pour un Q^-faisceau
lisse F' sur A' (cf. (2.3.1.3) (ii)), avec

F^=Rr,(A®^-{0},F)[l]
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(théorème de changement de base propre). Par suite

(det(F')^,) (TT,,) = (- 1)- '̂' 8(V) det(^°- "''(F | ^)) (^,)

^ (det(F')^,) (TT,,) = det(Frob., RI\(A ®^ - { 0 }, F))-1.

Comme

S(,(D(,,, F | 7)o, d^) = (- l^Fh.l+.Wl^det^-^F | T)o)) (7^,),

d'après (3.5.1.1), que r(F | ̂  = r(V) et que r(V') = .?(V) - r(V) (cf. (2.4.3) (iiï) b)),
la première des formules ci-dessus se réécrit

(det(F')^) (7^) = (~ l)-(V)-^l.o) 8^) e,(D^, F | ̂  dn,).

D'autre part, la formule du produit (3.2.1.1) étant maintenant démontrée, on peut
l'appliquer à notre situation (X == D, œ = dx et K = a '̂i F) et on obtient

det(~ Frob,, Rr,(A®^ - { 0 }, F) [1])

= ̂  eo(D^, F | ^, ̂ ) .ejD^, F | ̂ , - ̂ ,
\ ^00 /

où 71:00 = Ifx. Comme

/,(A®^ -{0}, F) = - .(F | Tîo) - .(V),

d'après (2.2.1.2), que r(F) == r(V) et que

^^ F hœ5^ ̂ ) = r2r(v) 8(v)"2 (y(v) eû(v)5

d'après (3.1.5.5), la seconde formule ci-dessus se réécrit

(det(F')^) (^)
= (- l)-^-^ r^ 8(V)-2 a(V) c,(V) So(D^ F | ^, ̂ ).

On conclut la preuve de (iii) a) et donc du théorème (3.6.2) en remarquant que l'argu-
ment de corps de classes abélien dégagé à la fin de la preuve de (ii) a) implique ici aussi
que

(det(F')^) (TTJ = (det(F'),J (7^).

4. Une autre démonstration du théorème principal de Deligne dans « La
conjecture de Weil. II »

(4.1) Rappel de V énoncé ([De 4]).

(4.1.1) Fixons un isomorphisme de corps t:Q^^C et notons | [ la valeur
absolue usuelle de C (| z \ = {z.z)112).
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Définition (4.1.2). — Soient X un schéma de type fini sur Fg. Un ^-faisceau lisse F

sur X est dit ^-pw s'il existe un nombre réel w tel que, pour tout point fermé x de X et toute valeur

propre a de Froba; agissant sur F (cf. (0.9)), on ait

| t(a) | = ̂ )w/2^

le nombre réel w est alors appelé le ^-poids de F.

En particulier, un Gai (A/Fg)-module H est dit i-pur de i-poids w e R si, pour toute
valeur propre a de Frobg agissant sur H on a | i(a) | = q^2.

Rappelons renoncé du théorème principal de Deligne ([De 4] (3.2.3)) :

Théorème (4.1.3) (Deligne). — Soient X une courbe projective et lisse sur F^, j : U <->- X

un ouvert dense et F un Q^ -faisceau lisse et ^-pur de L-poids w e Z sur U. Alors le Gal(À/Fg)-

module H^X®? k,j^ F) est L-pur de ^-poids w + i pour tout entier i.

Rappelons aussi que ce résultat entraîne la partie suivante des conjectures de
Weil ([De 4] (3.3.9)) :

Corollaire (4 .1.3.1) (Deligne). — Soit X une variété propre et lisse sur Fg. Pour chaque

entier i, le polynôme caractéristique det{t — Frob^H^X®? ^Q^)) €st à coefficients entiers

et indépendants de t {t =t= p). Les racines complexes a de ce polynôme sont de valeur absolue

|a|=^2.

Le bat de cette partie IV est de donner une autre démonstration de (4.1.3) en
utilisant la transformation de Fourier-Deligne.

(4.2) Un critère de pureté et monodromie locale des Q^-faisceaux purs : rappels ([De 4]).

Nous utiliserons de manière essentielle deux outils dus à Deligne.

(4.2.1) Le premier (et le plus profond) est un critère de pureté qui est prouvé
et utilisé par Deligne aussi bien dans « La conjecture de Weil. I » ([De 3] (3.2)) que
dans « La conjecture de Weil. II » ([De 4] (1.5.1)).

Définition (4.2.1.1). — Soient X un schéma de type fini sur Fg. Un ̂ -faisceau lisse F
sur X est dit L-réel si, pour tout point fermé x de X, le polynôme

tdet(l -^Frob^F) e C[t]

est à coefficients réels.

Remarque (4.2.1.2). — Tout Q^-faisceau lisse F, qui est t-pur de i-poids entier w,

est facteur direct d'un Q^-faisceau lisse i-réel, à savoir FOF^— w).
Réciproquement ([De 4] (1.5.1)) :



TRANSFORMATION DE FOURIER 205

Théorème (4.2.1.3) (Deligne). — Les sous-quotients lisses irréductibles de tout Q^ffaù-

ceau lisse ^-réel sur une courbe lisse et géométriquement connexe sur F sont \.-purs.

^ (4.2.2) Le deuxième de ces outils est l'étude de la monodromie locale des
Q^-faisceaux L-purs sur les courbes faites par Deligne dans [De 4] (1.8). Nous utilise-
rons plus précisément les résultats suivants :

Lemme (4.2.2.1) (Deligne). — Soient X une courbe lisse et géométriquement connexe

sur Fç et j : U <-̂  X un ouvert dense, complément d'un ensemble fini S de points fermés de X. Si

F est un Q -faisceau lisse t-pur de ^-poids w e R sur U, alors, pour tout s e S et pour toute valeur

propre a de Frob, agissant sur {j\ F), (resp. (R ,̂ F),), on a l'estimation

\ t(a) | ^ ̂ w/2

(resp. \ i(a) | ̂  ^eg«)(w+2)/2^

Preuve. — La partie relative à (j\ F), n'est autre que [De 4] (1.8.1); la partie
relative à (R1^ F), résulte de celle relative à (j\ JF), et de la dualité locale ([SGA 5] 1 5)
qui fournit un accouplement parfait

( j, F), ®(R^ F), ->%,(-1).

Lemme (4.2.2.2) (Deligne). — Soient XJ:U<->X et S comme dans (4.2.2.1).

Fixons un point s e S. Si F est un ^-faisceau lisse \rpur de ^-poids w e R sur U tel que l'action

de ï^ sur F^ soit unipotente d'échelon 2, i.e. que ly agisse trivialement sur le quotient

W1,'
alors, pour toute valeur propre a de Frob^ agissant sur ce quotient, on a

] ̂  ] ^ ^deg«)(w+l)/2^

Preuve. — II s'agit d'un cas particulier de [De 4] (1.8.4).

Lemme (4.2.2.3) (Deligne). —Soient X,j:U<-^X et S comme dans (4.2.2.1).

Si F est un ^{-faisceau lisse \-pur de L-poids w e Z, alors, pour tout x e | X |, on a

idet(l - ̂ Frob^(FeF(~ w))) eR[t].

Preuve. — Pour x fS, c'est la remarque (4.2.1.2). Pour x e S, cela résulte de
[De 4] (1.8.4) et (1.6.14). En effet, avec les notations de loc. cit., P,(F-) est i-pur
de i-poids w — i et

P^^F,;^);

donc, si a est valeur propre de Frob^ agissant sur {j\ F)^, il existe un entier i ̂  0 tel
que | i(a) | = ^(x)(w-i)/2 ^ q^ç ^-i ^deg^(w-i) g^ valeur propre de Frob,, agissant sur
O* F(— w))^ d'où la conclusion puisque

^-lydeg^(w-^ ==^(a) .
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(4.3) Réductions.

(4.3.1) Le théorème (4.1.3) admet le corollaire suivant :

Corollaire (4.3.1.1). — Soient A = Spec(F^]) une droite vectorielle sur F^j : U ̂  A

un ouvert dense et F un ^-faisceau lisse ^pur de t-poids w e Z sur U. On suppose en outre que

F est irréductible, non ramifié à V infini (cf. (3 .3 .1 .1 ) ) et non géométriquement constant. Alors,

pour toute valeur propre a de Frob^ agissant sur H^(A®p k,j\ F), on a l'estimation

\^)\^q(w+l){2.

Preuve. — Si a : A <-^ D est la complétion projective naturelle de A (D = A U { oo }),
on a la suite exacte courte

0 -̂  F, -̂  HÎ(A 0^ k,j\ F) -^ W(D ®^ é, aj, F) -> 0

où F,==(aJ,F),.

Or, d'après (4.1.3), H^D ®p^, aj, F) est i-pur de i-poids w + 1 et, d'après (4.2.2.1),
pour toute valeur propre a de Frob^ agissant sur F^, on a | i(a) [ ^ q"12 (en fait, on peut
montrer que F^ est i-pur de i-poids w), d'où la conclusion.

(4.3.2) Réciproquement, on a :

Proposition (4.3.2.1). — Le corollaire (4.3.1.1) implique le théorème (4.1.3).

Preuve. — On peut supposer X = D en projetant j\ F sur D à l'aide d'une fonc-
tion méromorphe non constante /: X ->D.

On peut supposer que le point rationnel oo e D(F^) est dans U : il suffit de démon-
trer (4.1.3) après une quelconque extension finie des scalaires F ->Fn.

Il suffit alors de vérifier que pour toute valeur propre a de Frob^ agissant sur
ïfçD^k.j^'F) (î'eZ), on a l'estimation

|t(a) l^^/2 :

en effet, la dualité de Poincaré sur les courbes ([SGA 4^] [Dualité] et [SGA 5] I) fournit
des accouplements parfaits (i e Z)

H i(D®F^,^F)®H2- i(D®F^,^F) ->Q,(- 1).

De plus, comme on a la suite exacte longue de cohomologie

0 -> H^(A ̂  k,j\ F) -> H°(D ®^ k,j\ F) -> F,

-̂  HÎ(A ®^ kj, F) -> H^D ®^ U F) -> 0

-> H^(A ®^U F) -^ H^D 00^ U F) -^ 0,

il suffit de^ vérifier la même estimation pour les valeurs propres a de Frob agissant sur
H:(A®,UF) (ieZ).
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On notera encore par j :U <->• A l'ouvert U — { oo } de A et par F la restriction
de F à U - { oo }.

On peut supposer F irréductible. En effet, si on a une suite exacte courte de
Q^-faisceaux lisses sur U

0 -> F' -> F -> F" -^ 0

avec F i-pur de i-poids w e Z, F' et F" sont aussi i-purs de t-poids w et on a la suite
exacte longue

0-^F' -^F^F"-^R1^F /.

Or, d'après (4.2.2.1), ^ == 0, de sorte que l'on a les suites exactes (î eZ)

HUA ®p, U F') ^ H^A ®^ U F) -̂  H;(A ®^ U F") ;

d'où l'assertion.
Enfin, si F est géométriquement constant de valeur le Gai (A/F^)-module M, on a

H;(A®^UF) =0, si î 4 = 2,

et H^A^U^-M^l);

d'où la conclusion dans ce cas.
Le théorème (4.1.3) résulte donc bien de son corollaire (4.3.1.1).

(4.4) Preuve du corollaire ( 4 . 3 . 1 . 1 ) à Vaide de la transformation de Fourier-D cligne.

Considérons la transformation de Fourier-Deligne y de A vers A' == Spec(Fg[A:'])
relative au caractère ^ fixé en (0.2) (cf. (1.4)). D'après (1.4.2.1) (ii) et (2.3.1.3) (i),
on a

^(^iTO-^Fm
où j ' : A' — { 0'} ̂  A' est l'inclusion et où F' est un Q^-faisceau lisse irréductible
sur A' - { 0' }.

De plus, d'après (2.3.2), (2.4.2.1) (ii), (2.5.3.1) (i) et le théorème de change-
ment de base propre, la monodromie de F' en 0' est décrite par la suite exacte de
G^-modules

0 -> HÎ(A (x^ U F) -> F^ -> F,(- 1) -> 0,

où IQ, agit trivialement sur H^(A®p k,j\F) et F^(— 1) (Go, agit donc à travers
Gai (À/F J sur ces espaces) et où

(F^o- =H^A®F^,^F)

(on a en effet

^^^CFI^J-F,®^^0 '^ .

si ^(oo»(n est la transformation de Fourier locale de (D^p I f x ) vers (D^p ^'))»
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Par suite, si l'on sait par ailleurs que F' est i-pur d'un certain i-poids w' e R, on
est dans les conditions d'application de (4.2.2.2) :

^O^1^)1" = Foo(-- 1)

est i-pur de t-poids w' + 1. Or, d'après (4.2.2.1) (appliqué à F et à F^, F^ est t-pur
de i-poids w, par suite

w' = w + 1

et on achève la preuve de (4.3.1.1) par une dernière application de (4.2.2.1).
Il suffit donc de démontrer que F' est i-pur ou encore, en utilisant le critère de

pureté (4.2.1.3), que F' est constituant d'un Q^-faisceau lisse i-réel G' sur A' — { 0' }.
Or on dispose d'un candidat naturel pour G' : ̂ (j\ F[l]) est facteur direct de

^(^(Feï(-^)) [i])e^-.(j,(F®F(-^) [i])
et ce dernier Q^-faisceau pervers est de la forme

^G'[l]

pour un ç^-faisceau lisse G' sur A'- { 0'}, d'après (1.4.2.1) (ii) et (2.3.1.3) (i).
Il suffit donc maintenant de démontrer que ce G' est i-réel : en effet, comme F' est irré-
ductible et que F' est facteur direct de G', on aura terminé.

Or l'interprétation cohomologique des fonctions L due à Grothendieck (et rap-
pelée en (3.1)) dorme, pour tout x ' e [ A' | — { 0' }, la formule du produit

.det(l ^Frob,,G') = ̂ J^ ̂ .(^Q^^r

OÙ QU )̂ == P.W(t^)/F,(^^')))

et P^) = tdet(l - ̂ Frob,J,(F®F(- w)))

(on a yfe(A:)3À(^')3Fy). Gomme P^) eR|>], pour tout x e \ A [, d'après (4.2.2.3),
on en déduit que

idet(l -^Frob^,G') eR[<],

pour tout x ' e | A' | — { 0 ' }, et le corollaire (4.3.1.1).
Ceci achève notre démonstration du théorème (4.1.3) (cf. (4.3.2.1)).
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