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o. Introduction

Soit X un schéma affine, de type fini sur Z, qui est lisse, purement de dimension
relative m^ o sur Z[i/N], pour un certain entier N^ i, et soient/i, ...,/,. (r^ i)
des fonctions sur X qui définissent un morphisme fini vers Pespace affine A^/N]?

f == {fi) - • • )fr) : ̂  -> AZ[I/N]

(par exemple, si h e TL\x^ ..., Xy] est tel que l'idéal jacobien

/ 8h 8h\
^^•••^J

dans Z[;q, ..., Xy] soit principal, engendré par un entier N ̂  i, et si k^ i, ..., ky > i
sont des entiers, on peut prendre pour X Phypersurface de A^^ d'équation h = o
et prendre /i = x^, ...,/,. = ^r).

Étant donnés X et^, ... ,fr comme ci-dessus, pour chaque r-uple (û^, ..., ûy) e V
et pour chaque nombre premier p, ne divisant pas N3 on peut former la somme trigo-
nométrique

C / A \ dfn V (2nl V fl \S{p; a^ ..., a,) = 1, exp —— 1, a^{x) .
xe^p) \p j=i /
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146 N I C H O L A S M . K A T Z E T G É R A R D L A U M O N

Plus généralement, pour chaque fonction g sur X qui est inversible sur X et pour
tout caractère multiplicatif du corps Fp

Y • Fx ->CX
/.p • *p —^^

on peut former la somme trigonométrique

SQ&; ûi, ..., a/, g, Yp) df? 2^ exp [2TCt 2;̂ .̂ )) Xp(^W)-

Alors, nous prouvons (cf. (5.2), (5.2.1)) l'existence d'un polynôme non nul

F(jl, •••^r) ^ZD^ •••^r]

et l'existence d'une constante d (qui ne dépend que de la topologie algébrique de la
variété complexe Xç munie de l'application fç : Xç -> Aç et qui est facilement calculable)
ayant la propriété suivante : si

F(ûi, ....a,) =(= o(mod^)

alors, pour toute fonction inversible g sur X et pour tout caractère ^p de F^, on a l'esti-
mation

is^;^,...,^;^^,)!^^^)'
(nous énonçons et prouvons en fait (cf. (5.2)3 (5.2.1)) un résultat légèrement plus fort,
où Z[i/N] est remplacé par n'importe quel sous-anneau R C C qui est de type fini
sur Z et (en (5.7)) où X n'est plus supposé lisse, ce dernier cas en suivant une suggestion
de Deligne).

Comme on peut s'y attendre, de telles estimations sont obtenues comme conséquence
d'une analyse précise de la cohomologie /-adique qui donne lieu à de telles sommes et
des résultats fondamentaux de Deligne sur les « conjectures de Weil ». La possibilité
de faire cette analyse cohomologique repose sur deux idées.

La première est celle de la transformation de Fourier en cohomologie ̂ -adique (cf. n° 2),
une opération qui existe « indépendamment » en chaque caractéristique p > o. Grâce
à l'interprétation cohomologique des sommes exponentielles et au théorème de chan-
gement de base pour la cohomologie à support propre, cette opération est directement
reliée aux sommes trigonométriques. Une découverte récente, due à Brylinski, Deligne,
Verdier et au second auteur de cet article, est que, bien que cela apparaisse assez étrange
a priori, la transformation de Fourier commute à la dualité (cf. (2.1.3) et (2.1.5)).
Une fois armé de ce résultat inattendu, il suffit de le combiner avec les résultats fonda-
mentaux de Deligne (cf. [8]), à travers le formalisme de la perversité (cf. [i], [6] et n° i),
pour contrôler assez bien la situation en chaque caractéristique p> o (cf. (5.5)).

La deuxième idée est la suivante : bien que l'on ne puisse pas espérer regrouper les
transformations de Fourier pour les caractéristiques p > o en une seule transformation
de Fourier sur Z (sur F , il y a p — i transformations de Fourier, une pour chaque
caractère additif non trivial ^ : F - > Q^ et il n'y a pas de façon raisonnable de choisir
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TRANSFORMATION DE FOURIER ET MAJORATION DE SOMMES EXPONENTIELLES 147

de manière compatible un tel ^ pour chaque p > o), tout se passe du point de vue topolo-
gique comme si une telle transformation sur Z existait (tous les ^ pour tous les p > o
ont un comportement topologique identique, ce qui les distingue est de nature purement
arithmétique). Plus précisément, nous démontrons (cf. (4.1)) un énoncé du type Riemann-
Roch pour « la » transformation de Fourier en se servant d'un argument délicat de
balance entre la ramification sauvage et la ramification modérée (cet argument est
d'ailleurs déjà à la base des résultats du cours à Orsay du premier auteur, cf. [n]).
Gomme intermédiaire à la preuve de (4.1), nous obtenons aussi un théorème du type
Riemann-Roch pour /: X ->Y un morphisme de type fini entre schémas de type fini
sur Z et pour les Q^-faisceaux (cf. (3.1.2)) (*).

Une autre transformation, celle-là en caractéristique o, mérite aussi le nom de trans-
formation de Fourier (cf. [5] et (7. i)) : il s'agit d'une transformation pour les ^-Modules.
Cette transformation est tout à fait similaire aux transformations de Fourier Sadiques
considérées ci-dessus (tout comme ^ : Fp -> Q^ est similaire au caractère t h> ^Ri

de R, tout comme les sommes de Gauss sont similaires aux valeurs de la fonction F (s)
aux s e Q, .. . ). Cette similitude et le dictionnaire « Riemann-Hilbert » entre ̂ -Modules
holonomes réguliers singuliers et faisceaux constructibles (en géométrie analytique) nous
amène tout naturellement à conjecturer un énoncé du type Riemann-Roch commun aux
transformations de Fourier en caractéristique p > o et en caractéristique o. Malheureu-
sement, pour formuler correctement un tel énoncé, il nous manque à l'heure actuelle
un outil fondamental, à savoir la notion de cycle caractéristique pour un Q^-faisceau,
analogue au cycle caractéristique d'un ^-Module; aussi plutôt que d'énoncer une conjec-
ture générale sous une forme plus ou moins étriquée, nous nous limitons à en formuler
les conséquences « pratiques » dans la détermination de la constante d et d'un poly-
nôme F(j^, ...,j\.) « optimal » faisant marcher les estimations ci-dessus des sommes
trigonométriques (cf. Conjecture (7.4.2)).

Nous traitons aussi une deuxième sorte de sommes exponentielles au n° 6. On
considère encore un schéma affine, de type fini sur Z, X, qui est lisse, purement de
dimension relative m sur Z[i/N], pour un certain entier N^ i, et on considère des
fonctions/i, . . .,/,. (r^ i) sur X et une fonction inversible g sur X telles que le mor-
phisme

(/;^) = (/i, • • -,frïg) ^ X -^AZ^ x G^z^

soit fini (par exemple, si on part d'une situation (Xo,/i, . . . , /y+i) comme au début
de l'introduction, i.e. avec X^ affine, lisse et purement de dimension relative m sur Z[i/N]
et avec (/i, ...,/,. 4-1) : X^ -^A;^ fini, alors on peut prendre

X == Xo[i//^J,

i.e. l'ouvert d'inversibilité de fy 4.1 et

(/l. - - J r ï g ) î== (/!> ••-./rî/r+l)-

(*) Dans un esprit déjà envisagé par A. Grothendieck il y a vingt ans.
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148 N I C H O L A S M . K A T Z E T G É R A R D L A U M O N

Étant donnés X et /i , . . . , /y,^ comme ci-dessus, pour chaque r-uple
(^lî • • • î ^) eZ^ pour chaque nombre premier p ne divisant pas N et pour chaque
caractère ^p : F^ -> C^ on peut former la somme trigonométrique

s(/s ̂ ..., ̂ ; x,) ̂ J^ exp ̂ s ̂ (^ x^W).

Alors, nous prouvons (cf. (6.2), (6.3)) l'existence d'un polynôme non nul

F(J^ ...^r) ^ZD^ ...^rL

l'existence d'une constante d (qui ne dépend que de la topologie algébrique de la variété
complexe Xç munie de l'application /ç : Xç -> Aç et qui est facilement calculable)
et l'existence d'un ensemble fini y d'entiers ^ i (lui aussi de nature topologique) ayant
la propriété suivante : si

F(ûi, . . . ,û,) ^ o(mod^)

et si ord(^) i Y,

où ord(^p) est l'ordre exact du caractère %p, alors, on a l'estimation

|S(^i,...^;x,)|^(vy.
Comme auparavant, ces estimations sont conséquence d'une analyse cohomologique.

On se sert d'une expression cohomologique de telles sommes comme étant la fibre
en (ûi, ..., dy) du transformé de Fourier d'un objet qui vit en caractéristique o et qui
« contient » le caractère 7^. C'est alors pour garantir la perversité de cet objet qu'il
faut exclure les /p de certains ordres. Plus précisément, l'ensemble y est déterminé par
le polynôme caractéristique de la monodromie agissant sur certains faisceaux de cycles
évanescents ou encore par le polynôme de Bernstein-Sato correspondant. Nous laissons au
lecteur le soin de se convaincre que la détermination de F, d et y peut se faire aussi
bien via les ^-modules que via la cohomologie Sadique, i.e. d'énoncer pour ces dernières
sommes une conjecture analogue à (7.4.2).

Pour des exemples qui illustrent les résultats généraux de cet article, nous ren-
voyons à [n] et à [13] (voir aussi (5.6)).

Nous remercions chaleureusement Brylinski, Deligne, Malgrange et Verdier pour
de fructueuses discussions sur « la » transformation de Fourier sous toutes ses formes.
Nous remercions aussi Madame Bonnardel qui a réalisé avec grand soin la frappe du
manuscrit.

i. Dualité^ perversité et pureté relatives

(1.0) Dans tout cet article, par « schéma », on entendra toujours un schéma
séparé et noethérien; de plus, on dira qu'un schéma est bon s'il existe un morphisme de
type fini, X -> S, avec S un schéma régulier de dimension ^ i (pour tout entier N^ i,
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TRANSFORMATION DE FOURIER ET MAJORATION DE SOMMES EXPONENTIELLES 149

un bon Z[i/N]-schéma est donc un bon schéma sur lequel N est inversible, ce qui ne
signifie pas que ce schéma est de type fini sur Z[i/N]; même remarque pour un bon
F^-schéma).

Fixons un nombre premier t et une clôture algébrique Q^ de Q^. Pour tout bon
Z[i/^-schéma, on dispose (cf. [8] (1.1.3) et [18]) de D^(X,Q^), muni des opérations

L
internes RJ^OW et ®. Pour tout morphisme de type fini

/: X-^Y

entre bons Z[i/f| -schémas, on dispose (cf. [8] (1.1.2)) des foncteurs

R/Î.R/,: DS(X,Q,)-^D;(Y,%,)

/V: W.Q^D^X,^)

qui satisfont au formalisme habituel de la dualité (cf. [SGA4], XVIII, § 3).

(1.1) Soit S un bon Z[i//']-schéma, pour tout S-schéma de type fini

7T: X ->S

on définit le complexe dualisant relatif K.x/g comme étant l'objet

K-x/s == ^ Q^

de D^(X, Q^) ; le foncteur

Dx/s(-) = R^^(-, Kx/s) : D^(X, %,)° ^^(X, Q,)

est, par définition, le foncteur dualisant relatif.

On vérifie facilement les propriétés suivantes de K.x/s et Dx/g :

(i. i. i ) Dx/s(K è M) == R J^m(K, Dx/s(M))

et, si f : X -> Y est un S-morphisme entre S-schémas de type fini,

(1-1.2) Kx/s^Ky/s

(1 .1 .3) R/,Dx/s(K)=Dy/s(R/iK)

(1.1.4) /^(^^Dx/s^N)

(K, M G ob D^(X, Q^) et N e ob D^(Y, Q^) ; (1.1.3) n^est autre que la dualité de
Verdier).

Par contre, pour TT : X -> S et K donnés, il n'est pas vrai en général que la flèche
canonique

(1.1.5) K->Dx/soDx/s(K)

soit un isomorphisme. On a cependant les résultats suivants :
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i50 N I C HO L A S M. K A T Z ET G É R A R D L A U M O N

Proposition (1 .1 .6 ) . — Soit n : X -> S un morphisme de type fini, soient K e ob D^(X, Q )̂

et K' = Dx/s(K). Si la formation de Dx/s(K) et Dx/g(K') commute à tout changement de

base S' -> S, azw S' é<w, la flèche canonique ( 1 . 1 . 5 ) est un isomorphisme.

En effet, pour S le spectre d'un corps, Dx/s n'est autre que le foncteur dualisant
absolu et dans ce cas (1.1.5) est un isomorphisme (cf. [SGA 4^], [Th. Finitude] (4.3)).

Proposition (1 .1 .7 ) . — Soit n : X -> S un morphisme de type fini et soit K e ob D^(X, Q^).

Il existe un ouvert dense U C S tel que la formation de Dx/g(K) commute à tout changement de

base S' -> U C S, avec S' bon (U dépend de n et de K).

En effet, cela résulte de [SGA 4^], [Th. Finitude] (2.9) et (2. lo).

Définition (1 .1.8) . — Soit n : X -» S un morphisme de type fini. Nous dirons qu'un objet K

de D^(X, Q )̂ est réflexif relativement à S s'il vérifie les hypothèses et donc la conclusion de (i. i. 6).

Remarques (1.1.9). — (i) Par définition, la propriété de réflexivité relativement
à S est stable par dualité relativement à S et par tout changement de base S' -> S,
avec S' bon.

(ii) D'après (1.1.7), pour tout objet K de D^(X,Q^), il existe un ouvert dense
U C S tel que K | 7T~1(U) soit réflexif relativement à U; en particulier, si S est le spectre
d'un corps, tout objet de D^(X, Q^) est réflexif relativement à S.

(iii) Si TT : X -> S est lisse et si les faisceaux de cohomologie de K sont lisses
sur X, K est réflexif relativement à S (pour y un Q^-faisceau lisse sur X, la formation
de R^ow^, Q^) = J?W(^, Q^) [o] commute à tout changement de base S' -> S,
avec S' bon).

(iv) Si f: X -> Y est un S-morphisme lisse, purement de dimension relative ûf,
entre S-schémas de type fini, il résulte de (1.1.4) que f*{—)[d] ==/'(—) [— d] (— d)
préserve la réflexivité relativement à S.

(v) Soit f: X ->Y un S-morphisme entre S-schémas de type fini et soit K un
objet de D^(X, Q^) qui est réflexif relativement à S. Supposons que, pour tout chan-
gement de base S' -> S, avec S'bon, transformant (/: X -> Y, K) en (/' : X' -> Y', K'),
les flèches d'oubli des supports

R/i'K'-^R/:'^
R//Dx^(K')->R/;Dx^(K')

soient des isomorphismes. Alors, il résulte de (1.1.3) et du théorème de changement de
base pour un morphisme propre (cf. [SGA 4] XII (5.1)) que R/, K ̂  R/, K est
un objet de D^(Y, Q^) réflexif relativement à S.

En particulier, si^est un morphisme propre, R/.. préserve la réflexivité relativement
à S.

(vi) Tout facteur direct d'un objet réflexif relativement à S de D^(X, Q^) est
aussi réflexif relativement à S.
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TRANSFORMATION DE FOURIER ET MAJORATION DE SOMMES EXPONENTIELLES 151

(i.a) Soit S un bon Z[i/^-schéma et soit n : X ->• S un S-schéma de type fini.
Pour tout fermé Z de X, on appelle dimension de Z relativement a S et on note dimg(Z)
le maximum des dimensions des fibres géométriques de n | Z : Z -> S.

Définition (i.a.i). — Nous dirons qu'un objet K de D^(X, Q )̂ est pervers relativement

à S s^il vérifie les conditions suivantes :

(i) K est reflexif relativement à S,

(ii) pour tout entier i, on a

(A) dimg(Suppjr(K)) ^ - i

(B) dimg(Supp JT(Dx/s(K))) ^ - i

où, pour tout Ç^f-faisceau y sur X, Supp y désigne son support.

Remarques (1.2. a). — (i) Par définition, la propriété de perversité relativement
à S est stable par dualité relativement à S et par tout changement de base S' -> S,
avec S' bon.

(ii) Si S est le spectre d'un corps, un objet K de D^(X, Q^) est pervers relati-
vement à S si, et seulement si, c'est un faisceau pervers pour la perversité intermédiaire
au sens de [6] (2.3) ou [i] § 4. Par suite, pour S de nouveau un bon Z[i/^-schéma,
un objet K de D^(X.Q^), qui est reflexif relativement à S, est pervers relativement
à S si, et seulement si, sa restriction à chaque fibre géométrique de TT : X -> S est un
faisceau pervers pour la perversité intermédiaire.

(iii) Si n : X -> S est lisse, purement de dimension relative rf, et si K est un objet
de D^(X, Q^) de la forme ^[d], où y est un Q^-faisceau lisse sur X, K est pervers rela-
tivement à S (cf. (1.1.9) (iii)).

(iv) Si /: X ->Y est un S-morphisme lisse, purement de dimension relative rf,
entre S-schémas de type fini, le foncteur f*(—)[d] = = / ' ( — ) [ — d ] ( — d ) préserve
la perversité relativement à S (cf. (1.1.9) (iv)).

(v) Soit /: X —^Y un S-morphisme affine entre S-schémas de type fini et soit K
un objet de D^(X, Q^) pervers relativement à S. Supposons que, pour tout changement
de base S'->S, avec S' bon, transformant ( / :X-^Y,K) en (/' : X' -^Y', K'),
les flèches d'oubli des supports

R/i' K' -> R/; K'

R^Dx^(K /)->R/;D^(K /)

sont des isomorphismes. Alors R/, K ̂  R/, K est un objet de D^(Y, Q^) pervers
relativement à S (en effet, d'après ( i . i .9) (v)), R/, K ^> R/, K est reflexif relativement
à S et d'après (1.2.2) (ii), on est ramené au cas où S est le spectre d'un corps algébri-
quement clos, auquel cas la conclusion résulte de [i] (4.1.1) et (4.1.2)).
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152 N I C H O L A S M . K A T Z E T G É R A R D L A U M O N

En particulier, si y est fini (affine et propre), le foncteur R/^ ==f^ préserve la
perversité relativement à S.

(vi) Tout facteur direct d'un objet pervers relativement à S de D^(X, Q^) est aussi
pervers relativement à S.

(1.3) Supposons maintenant que S est un schéma de type fini sur Z[i//'] et soit
TT : X -> S un S-schéma de type fini.

Définition ( 1 .3 .1 ) . — Soit m un entier. Un objet K de D^(X, Q )̂ sera dit pur, de poids m,

relativement à S s^il vérifie les conditions suivantes :

(i) K est reflexif relativement à S,

(ii) pour tout entier i, le faisceau de cohomologie

(A) <^(K) est mixte de poids ponctuels ^ i + m

(B) ^(Dx/gCK-)) est mixte de poids ponctuels ^ i — m.

Remarques (1.3.2). — (i) Par définition, la notion de pureté, de poids m, relative-
ment à S est stable par dualité relativement à S et par tout changement de base S' -> S
avec S' de type fini sur Z[i//'].

(ii) Si S est le spectre d'un corps fini, un objet K de D^(X, Q^) est pur, de poids m,
relativement à S si, et seulement si, il est pur, de poids m, au sens de [8] (6.2.4). Par
suite, pour S de nouveau un schéma de type fini sur Z[i/^] arbitraire, si K est un objet
de D^(X, Q^) qui est reflexif relativement à S et qui est mixte ainsi que Dx/s(K), alors K
est pur, de poids w, relativement à S si, et seulement si, sa restriction à la fibre de
TT : X -> S, en chaque point fermé de S, est pure, de poids m (on fera attention au fait
que « mixte » (cf. [8] (i .2.2) et (6.2.2)) ne se teste pas fibre à fibre mais est une pro-
priété absolue de K sur X).

(iii) Si n : X -> S est lisse, purement de dimension relative d, et si K est un objet
de D^(X, Q^) de la forme <^[û?], où y est un Q^-faisceau lisse sur X, ponctuellement
pur de poids w, K est pur, de poids m + d, relativement à S (cf. (1.1.9) (iii)).

(iv) Si / : X -> Y est un S-morphisme lisse, purement de dimension relative d,
entre S-schémas de type fini, alors le foncteur /*{—) [d] ==/'(—) [— d]{— d) trans-
forme objets purs, de poids m, relativement à S en objets purs, de poids m + d, rela-
tivement à S (cf. (1.1.9) (iv)).

(v) Soit f: X ->Y un S-morphisme entre S-schémas de type fini et soit K un
objet de D^(X, Q^) pur, de poids w, relativement à S. Supposons que, pour tout chan-
gement de base S' -^ S avec S' de type fini sur Z[i/^], transformant {f: X ->Y, K)
en (/' : X' ^Y', K'), les flèches d'oubli des supports

R/i' K' -> R/; K'

R^DXV^K^^R/.'DXY^K')
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TRANSFORMATION DE FOURIER ET MAJORATION DE SOMMES EXPONENTIELLES 153

soient des isomorphismes. Alors R/, K ̂  R/, K est un objet de D^(Y, Q^) pur, de
poids m, relativement à S (en effet, d'après (1.1.9) (v), R/; K ̂  R/, K est réflexif
relativement à S et, d'après [8] (3.3. i ) et (6.2.3), R/; K et Dy^R/, K) == R/; Dx/s(K)
sont mixtes, donc, d'après (1.3.2) (ii), on est ramené au cas où S est le spectre d'un corps
fini; dans ce cas la conclusion résulte de [8] (6.2.3)).

En particulier, si f est propre, le foncteur R^, préserve la pureté, de poids m, rela-
tivement à S.

(vi) Tout facteur direct d'un objet pur, de poids w, relativement à S de D^(X, Q^)
est aussi pur, de poids m, relativement à S.

(1.4) Soit S un bon Z[i/^-schéma.

Proposition (1.4.1). — Soit TT : X -> S un morphisme lisse, de type fini, purement de

dimension relative d, et soit EL un objet de D^(X, Q^) dont les faisceaux de cohomologie sont lisses

sur X et que l'on suppose pervers relativement à S. Alors K est de la forme ^[d], où ̂  est un

^-faisceau lisse sur X; de plus Dx/s(K) == ̂ fom(^, Q^) [d] (d). Si l'on suppose en outre

que S est de type fini sur Z et que K est pur, de poids m, relativement à S, alors y est ponctuellement

pur de poids m — d sur X.

En effet, les hypothèses de perversité relativement à S de K et de lissité des Jf^K)
sur X assurent que Jf^K) == o si i > — d. D'autre part, comme TC est lisse, purement

de dimension relative d, Kx/g === Q^[2ûG {d) et donc

^(Dx/g(K)) -^(R^m(K,Kx/s)) - ̂ m^——^K), Q,) {d).

On déduit de ce qui précède que les ̂ (Dx/s(K)) sont lisses et l'hypothèse de perversité
relativement à S de K assure alors que jrCDx^K)) ^ o si i> — d. Par suite,
^f*(K) ==o si — i — 2d > — rf, i.e. si i < — d et la cohomologie de K est concentrée
en degré — d, donc K === ^"^(K) [ûf]. Les autres assertions sont maintenant faciles.

2. La transformation de Fourier pour les Q^ -faisceaux

(a.o) Soit F un corps fini de caractéristique^ et soit i un nombre premier / =(= p.

Pour tout caractère additif non trivial

+:F^%Î

on note ̂  le ̂ -faisceau d'Artin-Schreier sur A^ associé à ^ (cf. [SGA 4 4], [Sommes trig.]

(1.7)); si x est la coordonnée de A .̂ , c'est le Q^-faisceau lisse de rang i sur A^ déduit
du F -torseur sur Ap d'équation

y — t === x

par extension du groupe structural via ^-1.
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Pour tout bon F^-schéma S -^ Spec(F^), on note encore ̂  le Q^-faisceau lisse
de rang i sur A^ déduit de JS^ par image réciproque via (id, a) : A^ -> A .̂ .

Soient TT : E -> S un fibre vectoriel de rang constant r ^ i sur un bon F -schéma S;
on note T^ : î^ -> S son fibre vectoriel dual,

E <P1L E Xg Ev -pr^ Ev

les deux projections et

^ E X s E ^ ^ ->A^

la flèche d'évaluation (pour E = A^ de coordonnées x^ ..., x, et Ev == A^ de coor-
r

données A?^, ..., ̂ , (Ji(x, xv) == 2 x,x^).
i-i

(a.i) Deligne a associé à 7 r : E - » S e t à ^ comme ci-dessus, deux foncteurs
« méritant » le nom de transformation de Fourier :

^, et ^:D^(E,Q,) -^D^E^Q,),

définis par

(2.1.1) ^(-) -Rpr^pr^-)^^^)^]

(2.1.2) ^.<t,(~) -Rpr^pr-Mè^^lr].

En fait un résultat fondamental pour notre propos est qu'il n'y a qu'une seule
transformation de Fourier; plus précisément, on a (cf. l'Appendice à ce numéro pour une
démonstration) :

Théorème (2.1.3). — La flèche naturelle d'oubli des supports

^(-) ->^{-)

est un isomorphisme de foncteurs.

Nous noterons donc simplement

(2.1.4) ^(-) = ̂ (-) = ̂ (-)

le foncteur transformation de Fourier associé à n : E -^ S et au caractère additif non
trivial ^.

Corollaire (2.1.5). — (i) La formation de e^^—) commute à tout changement de base

S' -> S, avec S' bon.

(ii) Soit ^ = ip"1 ^ caractère inverse de ^, 0% û

DEV/S o ̂ (-) = ̂  o DE/S(-) (r).

(iii) 5i K est un objet de D^(E, Q )̂ réflexif relativement à S (r̂ . ̂ r^r^ relativement

à S), ^(K) ̂  ̂  oè;̂  ̂  D^E^ Q^) ̂  a /a même propriété.
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En effet, la propriété (i) se vérifie grâce au théorème de changement de base pour
un morphisme propre (cf. [SGÂ4] XII (5.1)) sur l'expression ̂  ^ de Fourier.

Pour la partie (ii), il résulte facilement de (1 .1 .1)3 (1.1.3) et (1.1.4) que

DEV/S o ̂ (-) = R P^ R^m(^ J§^, pr' DE/S(-)) [- r]

or ^^ est un Q^-faisceau lisse sur E Xg E^ de dual Jfom^* -S^, Q^) = (A* JSf^
et pr est lisse, purement de dimension relative r, de sorte que

R^m(^ ̂ , pr^-)) == pr^-) ® ̂  JS^[2r] (r)

d'où la conclusion, compte tenu de (2.1.3).
Pour la partie (iii), on remarque que le foncteur pr*(—) [r] respecte la réflexivité

et la perversité relativement à S (cf. (1.1.9) (iv) et (1.2.2) (iv)) et qu'il en est de même
L

du foncteur (—) ® (JL* oS^. Maintenant, la conclusion résulte de (1.1.9) (v) et
(1.2.2) (v) : en effet, p^ est affine et, grâce à (2.1.3) et à l'égalité

DE xs Ev/sÇp^-) ê ̂  W) == pr^D^-)) I) ̂  ̂ [r] (r)

prouvée ci-dessus, on voit que les hypothèses de (1.1.9) (v) et (1.2.2) (v) sont satisfaites.

(a. a) Supposons maintenant que S est de type fini sur Fç. Si l'on conjugue le
résultat fondamental de Deligne [8] (6.2.3) et le théorème (2.1.3) on obtient :

Théorème (2.2.1). — Si K est un objet de D^(E, Q^) pur, de poids m, relativement à S,
alors <^'^(K) est un objet de D^E^ Q^) pur, de poids m + r, relativement à S.

En effet, le foncteur pr*(—) [r] transforme objets purs, de poids w, relativement à S
en objets purs, de poids m + ^ relativement à S (cf. (1.3.2) (iv)) et le foncteur

L
(—) ® p.* -S ,̂ préserve la pureté, de poids m + T) relativement à S.

Maintenant, la conclusion résulte de (1.3.2) (v) : en effet, grâce à (2.1.3) et à
l'égalité L L

DE xsEv (pr'(-) ® ̂  J2,[r]) = pr-(DE/s(-)) 00 ̂  JS?,[r] (r),

déjà utilisée dans la preuve de (2.1.5), les hypothèses de (1.3.2) (v) sont satisfaites.

(2.3) Soit S un bon F^-schéma. Pour tout objet K de D^(E, Q^), il existe un ouvert
dense U^ C Ev au-dessus duquel les faisceaux de cohomologie de .^(K) sont lisses
(tout simplement parce que e^(K) eob D^E7, Q^)). On retiendra surtout, des résultats
ci-dessus relatifs à Fourier, le scholie suivant :

Scholie (2.3.1).— Soit K un objet de D^(E, Q )̂ pervers relativement à S et soit L^ C Ev

un ouvert au-dessus duquel les faisceaux de cohomologie de « ,̂(K) sont lisses. Alors :

(i) la cohomologie de e^(K) | l̂  et de y^(D^(K)) \ L^ est concentrée en degré — r;

(ii) ̂ -^(K) | l̂ ) et ^-^(DE^K)) | L )̂ sont des ^-faisceaux lisses de même

rang; de plus, si S est de type fini sur le corps fini fy et si K est pur, de poids m, relativement

à S, ces ^{-faisceaux sont ponctuellement purs de poids m et — m respectivement^
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(iii) .„ deux ^-faisceaux lisses sur Uv sont en dualité : on a un accouplement parfait

JT-WK) | U") x ̂ -(^(D^K)) \ U^ -> Q/

^ ^.rf^ceaux lisses sur Uv.
Gela résulte aussitôt de (1.4.1), (2.1.5) et (2.2.1).

Appendice (2.4) : démonstration de l'égalité ^ ^ = ̂

J)ans cet appendice, nous travaillerons avec des faisceaux de torsion plutôt qu'avec

des Q/-faisceaux. L'énoncé (2.1.3) que nous voulons démontrer résulte par les argu-
ments standard de passage à la limite, du théorème (2.4.1) ci-dessous.

Soient S un F,-schéma, E ̂  S un fibre vectoriel de rang constant r^ i A un

anneau local commutatif fini de caractéristique résiduelle t, t ̂  p et A - F ^ Ax

un caractère additif non trivial. On définit ̂ , ̂  et ̂ . , comme en (2.0),' main-
tenant ̂  est un faisceau localement constant constructible de A-modules libres de
rang i sur Ag et -̂, ̂ , y^ sont des foncteurs de D^(E, A) vers D^E^ A).

Théorème (2.4.1). — La flèche d'oubli des supports

^(-) ̂ ^(-)

est un isomorphùme de foncteurs.

Prouvons (2.4.1). Remarquons tout d'abord que l'énoncé (2.4.1) est local pour
la topologie de Zariski sur S, ce qui nous permet de supposer E = Ag.

D'autre part, en « s'inspirant » de la relation

^..^/^•••'^^^

=j^('r'rv).,...,ie./('l'•••'^<s^<^

on vérifie facilement que la flèche J^(-) ̂ ^(-) se calcule variable par variable,
ce qui nous ramène par récurrence sur r, au cas où r = i.

Nous prouverons donc (2.4.1) sous les hypothèses supplémentaires : r == i et
E == Ag.

Fixons les notations par le diagramme

Ai-^,

't
A^XgA^^—^P^XgA^
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et soient x (resp. j) la coordonnée de la première (resp. seconde) copie de Ajg dans
A^ Xg A^ (de sorte que \^(x,y} = xy). Gomme

Rpr^i = Rpr^oj,

Rpr^, =Rpr2,oRj,

il suffit de montrer que la flèche canonique de foncteurs

(a) J\ (prî(-) ^A ^ ̂ ) -> R^(prî(-) ^A ^ ̂ )

est un isomorphisme. Au-dessus de A!g Xg Alg c'est trivialement le cas, il n'y a de pro-
blème qu'au-dessus de oog Xg Aig où oog est la section à l'infini de A^.

Nous allons voir maintenant qu'il suffit de montrer que (a) est un isomorphisme
au-dessus de oog Xg G^ g c-^ oog Xg A^. Notons en effet, pour tout a e A^(S),

\a\ \ Ag Xg Ag —>• Ag Xg Ag

la translation par a sur le second facteur {(x,y) h> [x^y + û)) et

(û^A^Ai

la multiplication par a, alors

[a]- ̂  ̂  = ̂  JS^®A Pi-î <û>t -^

(en vertu du caractère additif de oS ,̂ et de l'égalité x(jy + a) == ̂  + ^û); donc, si ^a^
est un isomorphisme au-dessus de oog X g G ^ g , c'est aussi un isomorphisme au-dessus
de oog Xg Og, où Og est la section nulle de A^ (prendre pour a la section constante de
valeur i, ig, de Ajg pour ramener ce qui se passe sur oog Xg Og en ce qui se passe
sur oog Xg ig).

Pour montrer que (a) est un isomorphisme au-dessus de o o g X g G ^ g , consi-
dérons le carré cartésien

• 3 . -ni s^ r'<P^XgG^g-^S ̂  ®w,S

prx pri

ĝ ^ ^ P1.

on en déduit un carré commutatif de morphismes de foncteurs

^ ^* T> .•
pr^i(-)®AJ!^^ —> prîR^M®^^

w w

Y Y

J'i(prî(-)®A^^) -^ R;.(prî(-)^^^)
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où les flèches horizontales sont les flèches d'oubli des supports et où les flèches verticales
sont des flèches de changement de base relative au carré cartésien ci-dessus. Il résulte
de la formule des projections pourj,

j\{r{~) ^A ̂  ̂ )= (-) ̂ j\ ̂  ̂
que (b) et ( c ) sont des isomorphismes de foncteurs. Il reste à montrer que ( d ) est un
isomorphisme au-dessus de oog Xg G^ g.

Pour cela, considérons le revêtement d'Artin-Schreier

X c_^ A^A^XgG^g)\ /
-^S XS ^m.S

d'équation t^ — t == xy et son prolongement

X c——r———, x ^-> Pg Xg(P| XgG^g)

, /
"-S XS ^1,8 <——> ^PS ^S ^m.S

d'équation Xo TÎ - XQ T, TF1 = X^ Tg^, avec Ti/To = t, Xi/Xo == ^; / est fini,
galoisien de groupe Fç, totalement ramifié au-dessus de oog Xg G^ g et étale au-dessus
de A J g X g G ^ g ; de plus, X est lisse sur S.

Lemme (2.4.2). — On a un isomorphisme canonique

APsXs^se(^l^^)^A5

où ^f : F^ -> A^ parcourt les caractères additifs non triviaux.

En effet, puisque/est fini, étale, galoisien de groupe Fç, on a la décomposition

^x^®^*^)^/^.

D'autre part, il est facile de définir la flèche et, pour montrer le lemme, il reste à vérifier
que cette flèche est un isomorphisme au-dessus de oog Xg G^ g, ce qui résulte aussitôt

/^/
du fait que f est totalement ramifié au-dessus de oog Xg G^ g.

D'après (2.4.2) la flèche ( d ) est facteur direct de la flèche de changement de base

( d
1
) prî R^(-) l)^Ax -> Rj.(prî(-) ê^ Ax),

flèche qui se réécrit encore, grâce aux formules des projections pour f et /,

( d ' ) ^ prî Rt.(-) -^R;:/* pr;(-).
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Par suite, pour terminer la démonstration de 2.4.1, il suffit de montrer que la flèche
de changement de base

( d " ) (pi-i o/r R^(-) -> R/:(pri o/r (-),
relative au carré cartésien

X <-̂ -> X

priof priof

Y Y

Ai ̂  P^

est un isomorphisme.
/^/

S1 P1! °/ ^talt l^î la conclusion résulterait aussitôt du théorème de changement
de base par un morphisme lisse (cf. [SGA4] XVI (1.2)). En fait, ce n'est pas le cas,
mais nous allons voir que, au-dessus d'un voisinage U de oog Xg G^ g dans P^ Xg G

/^/ '
on peut factoriser pr^ of en un morphisme radiciel surjectif suivi d'un morphisme lisse
et, comme la topologie étale est insensible aux morphismes radiciels surjectifs, cela suffit
à prouver que ( d " ) est un isomorphisme.

Prenons comme voisinage U de oog Xg G^g, la carte X^ =h o de P| Xg G^ g,

de coordonnées (Ç == Xo/Xi,j/); sur /^(U) C 5e, Ti 4= o et

(T - To/T^) ^(U) -^ Ai Xg G,,g

est une immersion ouverte dont le fermé complémentaire a pour équation ^~1 == i.
/v fv

Alors pli oy|y~"l(U) a pour expression

pr, o/l.f-^U) : (T,J) ̂  î, = ̂  ^_,

et se factorise en un morphisme radiciel surjectif,

(̂ ) ̂  «y) = (̂  7-r̂ -i)-

suivi d'un morphisme lisse (y + o),

(r',y) ^ç == </,

d'où la conclusion.

Remarque (2.4.3). — Rappelons qu'un morphisme /: X -> S est dit fortement
localement acyclique relativement à un objet K de D^( (X, A) si pour tout point
géométrique x de X, d'image s dans S, toute spécialisation t -> S^ et tout A-module M,
la flèche de restriction

K, ̂  M -> RF(X^, (K | X^) ̂  M)
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est un isomorphisme (cf. [SGA4^], [Th. Finitude] (A. 2.9)). On dira que/est univer-
sellement fortement localement acyclique relativement à K si / est fortement localement
acyclique relativement à K et s'il le reste après tout changement de base S' -> S.

Les arguments développés ci-dessus montrent en fait le résultat plus fort suivant :

Théorème (2.4.4). — La projection Pp Xp Ap -»Pp est universellement fortement

localement acyclique relativement à [L* oS ,̂ prolongé par o à Pp Xp Ap tout entier.

3. Stratifications et théorème d'uniformité pour les foncteurs R/i, Dx/s et R/.

(3.0) Stratifications des schémas. Si X est un schéma, une stratification ^ = { X ^ }
de X est une partition finie

x^^îix^
a

de X^ par des sous-schémas réduits localement fermés de X (le symbole U est pris ici
au sens ensembliste et non au sens schématique; les X^ ne sont supposés ni irréductibles
ni même connexes et peuvent être éventuellement vides). Si /: X' -> X est un mor-
phisme de schémas et si SC =={X^} est une stratification de X, la stratification image
réciproque de SK par/est la stratification, notée SK^, o\if* 3e ou même simplement 9C'^
de X' définie par

(X')^ed=^(/-l(XJ)^ed.
a

Soient X un bon schéma et SK une stratification de X. On dira qu'une fonction
constructible

< p : X ->Z

est adaptée à 2£ si elle est constante sur chaque strate X^; pour tout bon X-schéma
f\ X' —»-X, la fonction constructible

<po/:X' ^Z,

notée encore <px' ou ? °f ou même simplement 9', est adaptée à f* 3£.
Soient de plus i un nombre premier et Q^ une clôture algébrique de Q .̂ On dira

qu'un objet K de D^(X[i/^],Q^) est adapté à SE si tous ses faisceaux de cohomologie
J^(K) sont lisses sur chaque strate X^i/f).

On notera

X(K) et | |K| |:X[i//]->Z

les fonctions constructibles définies par

X(K)W =ï(-l)idi^[^(K),]

et ||K||M=Sdim^[jr(K),],
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où x est un point géométrique arbitraire au-dessus de x eX[i/<]; on dira que K est
j-adapté à 9; si K est adapté à X et si la fonction constructible ^(K) : X[i/<] -> Z est
adaptée à la stratification X\\\f\ de X[i/<|.

Remarques (3.0.1). — Si K est adapté à S£, les fonctions ̂ (K) et 11 K 11 sont constantes
sur les composantes connexes des strates XJi/<], aussi bien que chaque fonction
x \-> dimQjJ^K)^], mais, pour des raisons techniques, nous n'avons pas supposé les

strates connexes, de sorte qu'il nous faut distinguer entre « adapté » et « /-adapté ».

(3.0.2) Pour tout n eZ, on a

X(K[^) = (- i)^(K) et | |KM||=| |K| | ;

pour tout « triangle » (cf. [8] (1.1.2))

K' ^K->K" ->K'[i]

dans D^X[i/<],Q,), on a

%(K) =^K') +x(K/') et | |K||^ || K'|| + || K" ||;

enfin, on a

||K|| = o o K = o .

Stratifications et R/, (3.1).— Soient Y un bon schéma et /: X -> Y un morphisme
de type fini.

Une [-stratification de f: X -> Y est un quadruple (^, ̂ , G,/.), composé d'une stra-
tification S'=={X^] de X, d'une stratification < ^ = { Y p } de Y, d'un entier G^ i
et d'une application additive

f fonctions constructibles} f fonctions constructibles}

' (X -> Z adaptées à S: ) \Y ^Z adaptées à ^ |

et possédant la propriété suivante : pour tout nombre premier f, pour tout
K e ob D^XCi/O, Q^) adapté à X, pour tout bon Y-schéma g : Y' -> Y et pour tout
facteur direct L de ^(K) dans D^(X'[i/<], Q^), où on a formé le carré cartésien

X' -̂ > X

"1 1'y y

Y' -^> Y

on a
(i) l'objet R//L de D^(Y'[i/<], Q^) est adapté à ^ ̂  et on a l'inégalité

l |R / i ' (L ) l l (y )^C.Sup ( I IL l l (^ ) ) ,
fOc')"!/'
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(ii) si L est ^-adapté à 5; -^ ̂ s R/l' L est ^-adapté à g* W et

X(R/.' L) =/ îc(L)

au sens suivant : pour toute fonction constructible 9 : X -> Z adaptée à ^ induisant
%(L) sur X'[i/<|, / <p : Y ^Z induit ^(R/,' L) sur Y'[i/<|.

Remarque (3.1.1). — L'application /, si elle existe, est uniquement déterminée
par le morphisme /: X -» Y; de plus, si (^, W, G,/) est une !-stratification de/, / est
donnée par la « recette » suivante : choisissons, pour chaque (3, un point géométrique
arbitraire j/p de Yp, puis, pour chaque a tel que /"^(j^) n X^ soit non vide, choisissons
un point géométrique arbitraire ^ p de /"^(jg) n X<, et enfin choisissons un nombre
premier t distinct des caractéristiques résiduelles desjp, alors/, 9 est la fonction dont la
valeur constante sur Yp est donnée par

{fl(?){^= S <P(^a.p)Xa,p
a tels que

f-^nXa^

avec ^p = S (- i)1 dim^H /̂-1^) n X,, Q,)].

Pour / :X->Y comme ci-dessus, on dira qu'une i-stratification (^, ̂ , G,/)
est universelle si, pour tout bon Y-schéma g : Y' -> Y qui est plat, le morphisme /' : X' -» Y'
déduit de/par le changement de base

X' ^-> X

Y' -^ Y

admet (^x ̂  ̂  ̂  G, ̂ "/) comme i-stratification.

Théorème (3.1.2). — Soient Y ^ bon schéma, /: X ->Y ^ morphisme de type fini

et SC =={X<J MT^ stratification deX. Alors, il existe un entier N^ i, une stratification W =={Yp}

A Y[i/N], MTÎ ̂ ^r G ̂  i et une application additive / tels que (^[i/N], 3 ,̂ G,/) soit une

[-stratification universelle du morphisme

/:X[I/N]^Y[I/N]

déduit de f: X -> Y ^ inversant N.

La démonstration de ce théorème sera donnée en Appendice à ce numéro
(cf. (3.4-2))-

Stratifications et dualité relative (3.2).

Théorème (3.2.1). — Soient S un bon schéma, /: X ->S un morphisme de type fini

et SE une stratification de X. Alors, il existe un entier N^ i, un ouvert dense U C S[i/N] et

378



TRANSFORMATION DE FOURIER ET MAJORATION DE SOMMES EXPONENTIELLES 163

une stratification SK de Xy ayant la propriété suivante : pour tout nombre premier ^ pour tout mor-

phisme étale X' -> Xu[i /<| et pour tout objet K de D^(X', Q^) ̂  ̂  adapté à la stratification ̂ ,
on a :

(i) l'objet Dx'/u(K) A? D^X', Q^) est adapté à la stratification ̂
(ii) la formation de Dx'/uÇ1^) commute à tout changement de base T->U[i//], avec T ^

èo7î schéma.

La démonstration de ce théorème sera donnée en Appendice à ce numéro
(cf. (3.4.3)).

Corollaire (3.2.2). — Soient S un bon schéma, /: X -> S un morphisme de type fini

et SE == {X^ } une stratification de X. Alors il existe un entier N ̂  i, un ouvert dense U C S[i /N]

et une stratification S£ de Xy ayant la propriété suivante : pour tout nombre premier /', pour tout

morphisme étale X' -> Xu[i/0 et pour tout objet K de D^X', Q )̂ adapté à ̂  K ̂  r ï̂m/

relativement à V et Dxyu^) est adapté à la stratification ̂ .

En effet, on applique (3.2.1) deux fois : d'abord à (/: X -> S, SF), ce qui produit
un entier Ni ̂  i, un ouvert dense Ui C S[i/Ni] et une stratification ̂  de X^ , puis

/^/
à (/Ui : XUl -> ̂ î ^1)5 ce qui produit un entier N3 ̂  i, un ouvert dense Ug C U^i/Ng]

(et une stratification que l'on oublie). Alors N = N^Na, U = Ug et ^ = ̂  font
marcher (3.2.2).

Stratifications et R/, (3.3). — Soient S un bon schéma, X et Y des S-schémas de
type fini,

/ :X-^Y

un S-morphisme, X =={X<J une stratification de X et ^ = { Y p } une stratification
de Y. On dira que ( ,̂ W) est une ^-stratification def relativement à S si, pour tout morphisme
étale Y'-> Y fournissant le carré cartésien

X' —> X

Y' —> Y

le couple de stratifications (^ 5 ^Y') a la propriété suivante : pour tout nombre pre-
mier i et pour tout objet K de D^(X'[i/<], Q^) adapté à ̂  ^bjet R/; K
de D^(Y'[i//'],Q^) est adapté à ^y7 et sa formation commute à tout changement de
base S' -> S, avec S' un bon schéma.
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Remarque (3.3.1). — II résulte de [13] ( i . i) que les fonctions ^ des objets R/; K
et R// K, pour K comme ci-dessus, coïncident (faire des changements de base S' -> S,
avec S' le spectre d'un corps).

Théorème (3.3.2). — Soient S un bon schéma, X et Y des S-schémas de type fini, f : X -> Y
un S-morphisme et SE = {XgJ MT^ stratification de X. ^4forj, i/ existe un entier N ̂  i, un ouvert

dense U de S[i/N] ^ ̂  stratification ^ de Yy ̂  ?^ (̂ xip ̂ ) ̂  ̂  ^-stratification de

fy : Xy -> YU relativement à U.

En effet, montrons que (3.3.2) résulte de (3.1.2), (3.2.1) et (3.2.2).
Par (3.2.2)3 il existe un entier N^ i, un ouvert dense UiCS[i/NJ et une

stratification S[ de X^ tels que, pour tout nombre premier l, pour tout morphisme
étale Y' ->Y^[i/<] et pour tout objet K de D^X', Q^) adapté à 3:^, K soit réflexif

et Dx'/ui(K) soit adapté à (^i)x'; grâce à la réflexivité de K, on déduit de (1.1.3) que

R/; K = R/;(Dx^(Dxvu,(K))) = D^(R/i'(Dxvu,(K))).

On applique alors (3.1.2) à (/^ : X^ -^Y^, ̂ ) ce qui produit un entier N3^ i
et une stratification <^ de Y^i/Ng] tels que R/i'ÇDx'/u^1^)) ^^ adapté à ^, dès que
Y'->Y^[i/<| se factorise par Yy^i/Na^] -^Y^[i/0; enfin on applique (3.2.1) à
Yy^i/NJ -^U^i/Ng] et à ^, ce qui produit un entier N 3 ^ 1 , un ouvert dense

^C Ui[i/NaN3] et une stratification ^ de Y^. Maintenant, il est clair que

N=N^N3, U = Û3 (vu comme ouvert dense de S[i/N]) et ^=^ font
marcher (3.3.2).

Prenant un raffinement commun des stratifications produites par (3.1.2) et (3.3.2),
on obtient finalement :

Corollaire (3.3.3). — Soient S,X,Y,/:X ->Y et X comme dans (3.3.2). Alors,

il existe un entier N ̂  i, un ouvert dense U de S[i/N], une stratification W de Yy, un entier

G ̂  i et une application additive f^ tels que :

(i) (^xu? ̂  ̂ 5/î) sott une ^'-stratification universelle de f: Xy ->Yy;
(ii) (^xuî ^) soî^ une ^-stratification de y: Xy ->Yu.

Appendice (3.4) : preuve des théorèmes (3 .1 .2) et (3.2.1).

(3.4.1) Lemmes d''existence de stratifications.

Lemme (3.4.1.1). — Soient Y un bon-schéma et SK une stratification de A^ == Y[T],

Alors, il existe un entier N> i, une stratification W = {Yp} de Y[i/N], à strates Yp normales,

connexes et plates sur Z, et, pour chaque (3, une décomposition de A^ en

A^ = (A^ - Dp) u Dp, Dp = U Dp,,,
Kv<np
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avec Dp (resp. D^J un diviseur de A^, fini étale sur Yp, de degré ûfp (resp. d^), défini par

un polynôme unitaire Fp(T) (resp. Fp^(T)) de degré d^ (resp. ̂ J, à coefficients dans F(Yp, (Py ),
dont le discriminant est inversible sur Yp, et avec

Fp(T) = A F^(T),
v=l

^ y^ /a stratification de A^r^iî

A^^U^AÎ, -Dp)u( U Dp,,)},
P l<vï$np

soit plus fine que la stratification ̂ [i/N].

En effet, cela résulte, par récurrence noethérienne sur Y, de [n] (4.2).
Nous dirons qu'un morphisme /: X ->Y est très élémentaire s'il est Y-isomorphe

soit à
D^Y,

soit à A^ - D -> Y,

où D C A^ est soit vide soit fini étale de degré d ̂  i sur Y et défini dans A^ par un
polynôme unitaire de degré rf, à coefficients dans F (Y, ^y) dont le discriminant est inver-
sible sur Y.

Nous dirons qu'un morphisme / :X->Y est une fibration très élémentaire (de
longueur ^ n) s'il admet une factorisation en une suite finie (d'au plus n) morphismes
très élémentaires.

Lemme (3.4.1.2). — Soient Y un bon schéma, /: X ->Y un morphisme de type fini

et 3£ une stratification de X. Alors, il existe un entier N^ i, une stratification W =={Yo}
de Y[i/N], à strates Y? plates sur Z, et, pour chaque (3, une stratification

f-W- îl x^
l^v^n»

^/"W» tels 9«e

(i) la stratification de X[i/N],

xci/Nr^ux^,
3,v

est plus fine que la stratification ^[i/N],

(ii) pour tout (î et tout v, i < v ̂  w?, le morphisme f: X? ̂  -^ Y? ^ MW<? fibration très élé-

mentaire.

En effet, on peut supposer que/est la restriction de la projection canonique A^ -> Y
à un sous-schéma fermé X C A^ (dévissages usuels : couper Y en morceaux, couper X
en morceaux, factoriser/). Alors, ou bien X = A^ et la conclusion résulte aussitôt
de (3.4. i. i), ou bien X =)= A^. Dans ce dernier cas, on peut supposer de plus Y normal,
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connexe et plat sur Z, de point générique T] (récurrence noethérienne sur Y). Au-dessus
de Y], qui est le spectre d'un corps de caractéristique nulle, (X^)^ est soit A^ tout entier,
soit un sous-schéma de A^ fini, étale sur 73, défini par un polynôme unitaire à discriminant
inversible. Cette situation se propage au-dessus d'un voisinage de T] dans Y et on conclut
par récurrence noethérienne sur Y.

(3.4.2) Démonstration du théorème (3 .1 .2) .

Grâce au lemme (3.4.1.2), il suffit de démontrer (3.1.2) pour /:X — Y un
morphisme très élémentaire, avec Y plat sur Z, et pour la stratification SK triviale,
or _ r y •»^ — \ -A.J»

Le cas X == D -^ Y est trivial (/est fini étale de degré d^ o) : on prend N = i,
^ == {Y}, G == d et, si 9 : X -^ Z est adaptée à SK, i.e. constante de valeur a, on
prend pour /; 9 : Y -> Z la fonction constante de valeur ad (la platitude de Y sur Z
ne sert pas dans ce cas).

Il reste le cas X = A^ — D -> Y (D est fini étale de degré d ^ o) : on prend
alors N = i , ^ = {Y}, G = rf + i, et pour 9 : X -> Z adaptée à ^, i.e. constante
de valeur û, on prend pour /; 9 : Y -» Z la fonction constante de valeur (i — d) a;
pour voir que N, ̂ , G,/; font marcher (3.1.2) dans ce cas, on remarque que, Y étant
plat sur Z, tout objet K de D^(X[i//'], Q^) qui est à cohomologie lisse est automatiquement
à cohomologie modérément ramifiée le long de D[i/^] et le long de la section à l'infini
de A^ (cf. [n] (4.7.1)). Après, tout changement de base Y' -^Y[i^], tout facteur
direct L de Ky est encore à cohomologie lisse sur Xy, et modérément ramifié le long
de Dy'î et de la section à l'infini de A^,. Il en résulte (cf. [n] (4.7. i)) que les faisceaux
de cohomologie de R/j' L sont lisses sur Y' et que la fonction ^ de R// L est donnée par

x(R/'L)(y)=(i-rf)îc(L)(^)

pour tout x1 eX' d'image y dans Y'.

Pour contrôler 11 R/,' L [ | on utilise les faits suivants : pour un Q^-faisceau lisse SF
sur (A^ — Dy) [i/^], seuls R1/;' 3^ et R2/,' y peuvent être non nuls et le rang de R2// y
en y eY'[i/f| est borné par le rang de ^r sur A^ — Dy.. Soit donc y ' un point de
Y'[i/^] et x ' un point de (A^, — Dy/) [i/<] au-dessus dey, i.e. un point de A^ — Dy,;

on a alors

11 R/i'(L) I I (Y) = S dim^[R«y,'(L)^] < 2 dim^R-./i'^L)),,]

(suite spectrale d'hypercohomologie), donc

I I R/i'(L) I I (Y) < S (S^ dim^R'/^^L)^]),
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or, pour y un quelconque des JP(L), on a

^dim^RVi' j^] = - ̂ (R// ^) (y) + 2 dim^[(R2^ ̂ ]

= {d - i) dim^) + 2 dim^RVi' ̂ ]

^ (rf - i) dim^^) + 2 dim^(^),

d'où | |R/i 'L| |(y)^ ( r f+ i ) | |L | | ( 0 ,

ce qui achève la preuve de (3.1.2).

(3.4.3) Démonstration du théorème (3 .2 .1) .

On peut remplacer X, S par X^, S^ sans rien changer. Pour tout bon schéma
réduit, il existe un entier N ^ i et un ouvert dense U de S[i/N] qui est normal et plat
sur Z, et donc réunion disjointe de ses composantes irréductibles; travaillant séparément
sur chaque composante irréductible, on est donc ramené à montrer le théorème (3.2.1)
dans le cas où S = Spec(R), avec R un anneau intègre, normal, de corps des fractions k
de caractéristique o.

On procède maintenant par récurrence sur la dimension de X ®^ k.

Si dim(X®RÀ) == o, XO^è est fini étale sur è, ainsi que X^®^ P0113" chaque
strate X^ de la stratification donnée SK de X. Cette situation se propage sur un ouvert

dense U de S; alors N == i, U et ^=={(XJu} font marcher (3.2.1).

Si dim(X®Rè) > o, soient x^ ..., Xy les points maximaux de X. Quitte à rem-
placer S par un ouvert dense de S, on peut supposer que, pour chaque i = i, . . ., r,
l'anneau local de X en ^ est un corps de type fini sur k (rappelons que X est réduit),
de sorte qu'il existe un voisinage ouvert V^ de ^ dans X lisse sur R et contenu dans
la strate de 3K passant par x^ Posons alors

V=U^V,, Y^X-V)^;

V est un ouvert de X et dim(Y ®R k) < dim(X ®^ k) ; de plus, tout complexe K adapté
à 3£ est aussi adapté à la stratification S K ' de X donnée par

X==VuU(X,nY).
a

Par récurrence, le théorème (3.2.1) est démontré pour Y muni de la stratification
^Y = {Xa n Y}, donc il existe U^ C S ouvert dense et une stratification ̂  de Y fai-
sant marcher (3.2.1) pour (Yy -> U^, SC^).

Le point central de la démonstration est alors le suivant : par la résolution des
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singularités appliquée à V®^k^>X®^k (cf. [10]), on sait qu'il existe un ouvert
dense Ug C U^ C S et un diagramme dont chaque carré est cartésien

V c_^ x <——^ D

(3-4-3- ï )

^ CJ- X^ <^ Y^

avec n propre, X lisse sur Ug et D un diviseur dans X à croisements normaux relati-
vement à Ua.

Désignons par 2 la stratification canonique de D (localement pour la topologie

étale, D^ = U D,, avec D, irréductible et lisse sur Ug, et Q est décrite comme la

famille des différences successives dans la suite décroissante de fermés

D^=UD,3^U(D,nD,)3^U^(D,nD,nD,)D....

Le théorème (3.1.2) appliqué à {n^ : D -^Y^, Q) nous fournit un entier N^ i
et une stratification ^ de Yyji/N] tels que (^[i/N],^) soit une i-stratification uni-
verselle pour TCD (on oublie G et TT^).

Nous prétendons maintenant que ce N ^ i , Rouvert dense U == L^i/N]
de S[i/N] et la stratification

S == {V^[i/N], ((^)uJ:i/N]) n ̂ }

font marcher (3.2.1).

Notons d'abord que, pour X' -> X étale, le diagramme déduit de (3.4.3.1)
par le changement de base X' —^ X vérifie toujours les mêmes conditions; ceci nous
permet dans la suite de nous limiter au cas X' == X.

Soit donc K un objet de D^(X[i/^], Q^) adapté à la stratification

^ '={V,{X,nY}}.

La « suite exacte », où Ky == K | Xu[i/^],

O^^KU-^KU-^^KU^O

donne un « triangle »

Dxu/u(î'.î*Ku) ^Dxu/u(Ku) ^^/uUJ^v)

(cf. [8] (i. i. 2) pour la notion de « triangle » ou « suite exacte »), dans lequel on a, par
dualité de Verdier (cf. (1.1.3)),

fD^u(î.i*Ku) =i.D^c(î*Ku)

[ ̂ vU\r Ku) = R/. Dvu/u(j* Ku).
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Par hypothèse de récurrence, DYU/U^* Ky) est adapté à la stratification (^i)u[1/^]
de Yu[i/^] et sa formation est compatible à tout changement de base T ->U[i/f|,
avec T bon. Il résulte trivialement de ceci, puisque i est une immersion fermée, que

Dxu/u(1*t* K-u) est adapté à la stratification SE de Xy et que sa formation est compatible
à tout changement de base T -> U avec T bon.

f>j
II reste donc à prouver que R/*Dvu/u(j* K-u) est adapté à SE et que sa formation

commute à tout changement de base T ->U[i/^], avec T bon.
Sur V^i/y], j*Ky est à cohomologie lisse et, Vy/U étant lisse, Dvu/u(j*Ku) est

aussi à cohomologie lisse et sa formation commute à tout changement de base T -> U[i/^],
avec T bon.

Pour contrôler ce qui se passe sur Xy — Vy, on se sert de la factorisation j' = TT oj
(cf. (3.4.3.1)), ce qui donne

R;. Dvu/uO" K-u) = R^ ̂ L Dvu/u(^ Ku)

puis, comme TT est propre, le théorème de changement de base propre (cf. [SGA 4] XII
(5.i)) dit que

i- Rj\ D^{f KJ = RTT^ Rj: Dy,/u(^ Ku)).

Par (3.1.2), appliqué à TCJ), on est ramené, pour achever la preuve de (3.2.1), à vérifier
le point suivant : si L e ob D^V^i//], Q^) est à cohomologie lisse (ici L = Dvu/u(*7* Ky))?
l'objet i* R/, L de D^(Du[i//'], Q^) est adapté à la stratification Q^ de Dy et de formation
compatible à tout changement de base T ->U[i/^] avec T bon.

Or, ceci est bien connu : U étant irréductible avec point générique de caracté-
ristique o, les faisceaux de cohomologie de L sur (Xy — Du) [i/^] sont automatiquement
modérément ramifiés le long de Du[i/^] (cf. [SGA i] XIII) et on peut appliquer [SGA 4^],
[Th. Finitude] (A. 1.3.3).

4. Un théorème cTuniformité pour la transformation de Fourier

(4.0) Soient S un schéma de type fini sur Z, E "> S un fibre vectoriel de rang

constant r> i, Ev "^ S son fibre vectoriel dual et [L : E Xg Ev ->At l'accouplement
canonique.

Pour tout corps fini F , pour tout nombre premier i inversible dans F^ et pour
tout caractère additif non trivial ^ : F^ --> Q^ on dispose du foncteur transformation
de Fourier (cf. (2.1.4))

^S®F,,, : D^Eg^, Q,) -> D^(E^, Q,);

plus généralement, si T -> S est un morphisme avec T un bon Fg-schéma, on dispose du
foncteur transformation de Fourier

^,,:D^,Q,)->DS(EÏ,Q,).
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Théorème (4.1). — Soit, de plus, § ={EoJ une stratification de E. Alors il existe un

entier N ̂  i, une stratification ^ == {E^} de E î/N], û ̂ rû^y E^ ̂  zÀfcy ̂ ^te^ ̂ r Z,
MTÎ ^^r G ̂  i et une application additive

fonctions constructibles

E[i/N] ->Z adaptées
à ^[i/N]

fonctions constructibles

E^i/N] -.Z adaptées
à ^[i/N]

û^û^ la propriété suivante : pour tout nombre premier t, pour tout morphisme étale S' — S[i/N/],
pour tout corps fini Fç tel que S' ® F^ + 0, pour tout î^-morphisme T -> S' ® F^ ûzw T
^ &o% T ̂ -schéma, pour tout caractère additif non trivial ^ : F^ ->- Q^, ^r ^^^ o^^ K ^
^(ES^Q^) ûûf^ a ^g, ^^r tout facteur direct L âfe K^ dans D^(ET,Q^), & transformé
de Fourier

^(L^obD^Q,)

^ ûrfûĵ ^ û §^ et, pour tout point t e T, î7 y^r^ l'inégalité

Sup ||^T.,(L)ll(^)^C.Sup||L||(.);
^GE/ eeE<

déplus, si L ̂  ̂ -adapté à ê^, ^T^ÇH est ^adapté à ̂  et on a [au sens de (3. i) (iii))

X(^T,,(L)) = (XW)7.

Remarque (4.1.1). — L'application 9 \-> ̂ y, si elle existe, est uniquement déter-
minée par E -> S. De plus, pour ê, ê^ comme ci-dessus, elle est donnée par la « recette »
suivante : pour chaque a, soit x^ un point géométrique de E<,[i/N], pour chaque (3,
soient j/p un point géométrique de E^, ^ le point géométrique de S en dessous de y a
(i.e. jp == -^(j/p)) et u^ un point géométrique générique de A - , soit t un nombre premier
distinct des caractéristiques résiduelles des SQ, alors

9^) -Sç^J.C^p-^p]

avec

et

X,,p == S(- ̂ dirn-^^)^,^)]

Xa,p = S(~ ^^^^[^((EJ^nH^^^Q,)]

où Hy est l'hyperplan géométrique de Eg d'équation (A(A:,j^p) = u^.

Corollaire (4.2). — OTZ suppose déplus S intègre, avec point générique de caractéristique zéro,

et soit encore ê = {E<J une stratification de E. ^4for^, il existe un ouvert dense L^ C Ev de Ev

vérifiant la condition suivante : pour tout nombre premier t, pour tout morphisme étale S' -> S[i/f],

pour tout corps fini F^ tel que S' ® Fç 4= 0, pour tout T^morphisme T -> S' ® F^ azw T un

bon T y-schéma et U^ + 0, ĵ r ^OM^ caractère additif non trivial ^ : F -> Q^, j&o^r ^^^

oé;̂  K ̂  D^Eg,, Q^) ̂  ̂  oâ?^ à <?g, ̂ ^r tout facteur direct L de Ky dans D^(ET, Q^),
o% û :
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(o) les faisceaux de cohomologie de

^(L)|U^ et ^T,Î(D^/T(L))|UÏ

sont lisses,

(i) si K est pervers relativement à S, ces faisceaux de cohomologie sur U^ sont tous nuls sauf
éventuellement ceux en dimension - r; les JT-' sont lisses sur U^ et en dualité parfaite à
valeurs dans le faisceau constant Q^ sur U^ ;

(ii) si K est pervers relativement à S et si L est -^-adapté à ^3 alors le rang commun des ^?-r

est constant sur U^ ;
(iii) si K est pervers relativement à S et si on suppose que T est de type fini sur F et que'L est pur,

de poids m, relativement à T, alors les ^-r sont ponctuellement purs de poids m et — m
respectivement sur U^.

Remarque (4.2.1). — Pour L comme en (4.2) (ii), le rang commun des ̂ -r est
donné par la recette suivante : soit Ï un objet quelconque de D^(E[i/<], Q^) qui est
^-adapté à ê et dont la fonction ^ induit celle de L sur E^; notons T] un point géomé-

trique générique de S, u un point géométrique générique de A^ ety un point géométrique
générique de E^; notons Hy^ Phyperplan générique géométrique de E^ d'équation
^{x,y) = M, alors

rang^f- = (- 1)^^, t) - Xc(H^, t)].

(4.2.2) Preuve du corollaire. — Prenons une stratification ^v de E^i/N], pour
un certain N ̂  i, faisant marcher (4. i) et prenons pour Uv un ouvert de Ev qui contient
le point générique 8V de Ev et qui est contenu dans l'unique strate E^ qui contient 8^
L'énoncé est maintenant une conséquence formelle de (4.1) et de (2.3.1); de même la
remarque (4.2.1) résulte formellement de la remarque (4.1.1).

Lemme (4.2.3). — Dans (4.2), on peut choisir l'ouvert dense V^ C Ev homogène, i.e. on

peut supposer que le complément Z = Ev — Uv est défini dans î^ par un idéal homogène.

Preuve de (4.2.3). — Soit L^ C Ev un ouvert dense faisant marcher (4.2) et soit
Z = V^) C Ev un sous-schéma fermé tel que Uv = Ev — Z. Après le changement
de base T->S'®Fç, les ^r,<iXL) sont lisses sur U^ pour tout caractère additif non
trivial ^ de Fg. Pour a e F^, on peut donc remplacer ^ par ^{a~1 x) = ̂  : les ̂  ̂  (L)
sont encore lisses sur U^; cela revient à dire que les ^^(L) sont lisses sur û.U^, pour
tout a eF^. Par conséquent, les ^r,^1') sont lisses sur l'ouvert

U a^
ae^q

de E^.

Le complément de cet ouvert est défini par le plus petit idéal qui contient ̂
et qui est « gradué mod q — i », appelons-le ^T.ç-r Remarquons alors que si ̂
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est engendré par des éléments de degré < q — 2, alors ^r,q-i nîest autre que le plus
petit idéal gradué <^r,homog ci111 contient J^r- ^ en résulte que, si ^ est engendré par
des éléments de degré ^ 8, alors l'ouvert dense homogène

EV-V((S+I)!J^),

où e^homog est ^e P^ petit idéal gradué qui contient <^, fait marcher (4.2).

(4.3) Preuve du théorème (4.1). — On se sert de l'analogue cohomologique de la
formule classique (factorisation de la transformation de Fourier par la transformation
de Radon) :

f f y ) ̂  f f(x) ̂ v> dx = f e2^ [ f f(x) dx\ du.
J ^^) jRr^ ' JR lJ<a;,y>=uJV / J

Désignons par pr : E Xg Ev -> E, prv : E Xg î^ -> E7 les deux projections, par
v : A^v -> A^, p : AEV -> Ev les morphismes canoniques et par

Y^XsE^A^ =A lsXsEV

le morphisme défini par ^(x,y) = (p-O^jOîjO? on a alors un diagramme commutatif
de S-schémas

E.^J^ EXsE 7

et, par la formule des projections, on a

(4 .3 -1 ) ^T^(L) = RpT.KRïTiprTL)®^^];

c'est l'analogue cohomologique voulu.
Pour se servir de (4.3.1) pour démontrer (4.1), on applique d'abord (3.1.2)

au morphisme y : E Xg Ev -> A^v et à la stratification pr* € de E Xg E^ ceci nous
donne un entier Ni ^ i et une stratification SC de AEV[I/NJ qui contrôle R^pr^.
Pour contrôler ̂  ̂ (L) on applique alors (3.4.1) à Y = E^i/NJ et à la stratifi-
cation 3C de AEV[I/NJ; ceci nous donne un entier N 3 ^ 1 et une stratification ^v de
^^N2] == E^i/Ni N3]. Que N = Ni N2 ̂  i et ^v (stratification de Ev à strates nor-
males connexes et plates sur Z) fassent marcher (4.1) résulte alors du lemme suivant :

Lemme (4.3.2). — Soient Y un schéma de type fini et plat sur Z et

^={Ay-D,D,,...,D,}, D= ÛD,
i==l

une stratification de A^, avec D^, ..., D^ des diviseurs dans A^-, finis étales sur Y, de rangs constants

rfj, . . . ,<4. Pour tout corps fini Fç, pour tout F^-morphisme T->Y®Fç, avec T un bon
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T^-schéma, pour tout nombre premier t inversible dans Fç, pour tout caractère additif non trivial

^ ^ F^ ->Qj, pour tout objet K de D^(A^[i/<], Q )̂ adapté à X et pour tout facteur direct L

de KT ûfa^ D^(A^Q^), on a alors :

(i) l'objet RpTi(L®^) ^ D^T,^), ̂  p^ : A^ -> T ^ la projection canonique et ̂

Ie Qr/^^ d'Artin-Schreier associé à ̂  sur A^ (cf. (2.0)), est à cohomologie lisse sur T;
(ii) pour tout t e T, ow û l'inégalité

|[Rp^(L®^)||(^^2rfSup||L||M
a; 6 Aï

rô rf ^/ ^ degré constant de D ->Y;

(iii) si on suppose que L est -^adapté à SF^, alors la fonction ^ de RpT,(L®^) sur T est
constante de valeur [pour tout t e T)

a) X(RPT!(L® -S?,)) (^ = X(RP! Ï) (^) - X(Ï) M

/w^r ̂  ^AOÎA: arbitraire d'un t. eob D^(A^[i//'], Q^) -^-adapté à S£, dont la fonction ^
induit celle de L, ^ de points x eA^[i//'], jy €Y[i/^] (^ particulier, on peut prendre

^eA^(C), ^eY(C)); OTZ û

b ) ^(RpT, (L ® JS^)) (t) = - da + ̂  d, a,

où a (resp. a^) est la valeur constante de ^(L) sur A^, — D^ (resp. D^ ^ pour i = i, . .., w)
n

^ oà rf = S rf, est le degré constant de D sur Y.

(4-3-3) ̂ ^ de (4.3.2). — La platitude sur Z de Y assure que K est modéré-
ment ramifié le long de D[i/^] et de la section à l'infini de A^[i/^j (cf. [8] (4.7.1));
par suite, L sur A^ est aussi modérément ramifié le long de D-j, et de la section à l'infini
de A^. D'autre part, oS ,̂ est lisse de rang i sur A^, avec conducteur de Swan constant i
le long de la section à l'infini de A^, (Swan^(oS^ | A}) = i, pour tout point géométrique t
de T). La lissité des faisceaux de cohomologie de Rpr^L®-^) sur T est donc un cas
particulier du théorème de semi-continuité du conducteur de Swan, démontré par
Deligne (cf. [12] (2 .1 .2)) .

Les formules pour %(RpT,(L® oS^)) résultent de la formule de Grothendieck-
Ogg-Safarevic ([15] et [n] (4.8.2)) : pour t un point géométrique de T et ^ un point
géométrique générique de A}, on a par modération des ^(L),

x(RpT!OTL) ® J^)) (t) == ^(RpT, ̂ '(L)) (t) - Swan^(^) .x(^'(L)) (7;)

= X(RPTI ̂ '(L)) {t) - X(^'(L)) (Tî)

d'où X(RPTI(L 00 ̂ )) (t) = X(RPTÎ L) W - X(L) (ÏD

ce qui achève la démonstration de (iii).

389



174 N I C H O L A S M . K A T Z E T G É R A R D L A U M O N

Pour démontrer (ii), on utilise les faits suivants (cf. [i i] (4.8)) : pour un Q^-faisceau
SF sur A} qui est modérément ramifié et adapté à (A} — D(, D^ ^, . . . , D^(), on a

H2^1,^®^) =o

et dim^(HS(A}, ̂  00 ̂ )) ^ dim^(H^D,, ̂  ® ̂ ))

^ S dimQ (J^),
a;6D< (

et, par suite, on a

Sdim^(H:(^,^®^))

== - ̂ (A}, ^®J^) + 2 dim^(A?, ̂ ®^))

== rf.dim^(^) - S dim^(^) + 2 dim^H^Aî, ̂ ®^))
a;6D<

^ rf.dimQ (^) + S dimQ(^).
1 a;eD( t

Pour ^ e T» on a donc

I I Rp^L ® Jâ^) I I {t) ̂  S dim^(H:(A^, ̂ '(L) ® ̂ ))
»,i

^S[rf.dimQ/^'(L),) + S dim^(^(L)J]

d'où ||RpTi(L®^)||(^ S [||L||^)+[|L||W]
a;eD<

et la conclusion. Ceci achève la démonstration de (4.3.2) et par conséquent celle de (4. i)
et de la remarque (4.1.1).

5. Une première application du théorème cPuniformité
de la transformation de Fourier aux sommes trigonométriques

(5.0) Soient R C C une sous-Z-algèbre de C de type fini, r un entier > o,
AR l'espace affine standard de coordonnées x^, . . . , X y sur R, X un R-schéma affine,
lisse, purement de dimension relative m, et

/=( / i , . . .^) :X->Aî,

un R-morphisme fini. Fixons d'autre part une clôture algébrique Q, de %.
Les données ci-dessus sont les données « fixes »; à ces données fixes, nous adjoin-

drons des données « mobiles » :

— une fonction inversible g sur X (éventuellement 5 = 1 ) qui sera aussi vue comme un
R-morphisme g : X -» G^ R,

— un quintuple (F , 9, a, 4», ^) composé d'un corps fini F^, d'un homomorphisme d'an-
neaux y : R ->F^ avec 9(1) == i, d'un élément a == {a^ ..., a^) de (Fg)^ d'un
caractère additif non trivial ^ : Fg -> Q^ et d'un caractère multiplicatif (éventuel-

lement trivial) x : ̂  -> Q/'-
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Nous noterons /c^-^Ac et ^:Xc->G^c les morphismes de C-schémas
/®B C et ,?®R C; plus généralement, pour tout homomorphisme d'anneaux 9 : R ->k,
avec 9(1) = i, nous noterons /^ :X^->A^ et ^ : X^ G^, les morphismes de
^-schémas f®y^k et g®^k.

(5.1) Le R-morphisme /: X -> A.^ étant fixé comme en (5.0), à toute fonction
inversible g sur X et à tout quintuple (F^, 9, a, ^, ^) comme en (5.0), on associe la famille
de sommes trigonométriques (SJ^i (n entier), avec

Sn = S,(̂ , F,, y, a, ̂  x) = 2 k( S a^(x)) x^W),
a; G X(p(F^n) i == 1

où +n = ^ o Tr^ et ^ = ^ o Nrrç^,

et on associe la fonction L définie par

L(T) = L(̂ , F,, ç, a, ̂  r> T) = exp ( S Tn s V
\n^i n /

Théorème (5.2). — Pour tout R'morphisme /: X ->AR com^ en (5.0), î7 ̂ ^ MW
polynôme homogène non nul F(j^, .. .,ĵ ,) e R[j/i, .. .,̂ ] ^a^ /a propriété suivante : pour

toute fonction inversible g sur X et pour tout quintuple (F^, 9, a, ^, ̂ ), ^mw<? ^ (5.0), tel que

(9F)(^, . . . , ^ )+o ,

la fonction L(T) = L( ,̂ F ,̂ 9, a, ̂ , ̂ ; T) ^ ̂  la forme

L(T) = P(T)(-1)W+1

rô P(T) = ft (i -oc,T)
x==i

est un polynôme, avec P(o) = i, vérifiant :

(i) les (a^)^^^ ^ ^o^ âky ^^r^ algébriques tels que

\^\=qml2

pour tout À == i, ..., d et pour toute valeur absolue archimédienne \ \ sur Q,

(ii) le degré d de P(T) est indépendant des choix de g et de (F^, 9, a, ,̂ %) et est donné par la

formule topologique

^=(-i)'"[x(Xc)-%(Hc)]

où Hç est l^hypersurface de Xç inéquation

r

^ifi,cW -b

pour n'importe quels a^ ..., a^ b dans C qui sont algébriquement indépendants sur R.
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Déplus, la fonction L(T) = L{g, F,, <p, a, iji, %; T) pour <p = <1/-1 c< X == x~1 ^»<

L(T) = [ n (i - ?»• o^1 T)]'-1'""1.
x == i

Corollaire (5.2.1). — Pour toute fonction inversible g sur X, pour tout quintuple

(Fg, 9, a, ^, %), comme en (5.0), ̂  ̂

(çF)(^ ...,û,)+ o,

^o^r ̂  entier n^ î et pour toute valeur absolue archimédienne \ \ sur Q, on a la majoration

| S ,̂ F,, 9, a, ̂  îc) | ̂  (- i)- ^(Xc) - x(Hc)] ̂ n/2,

ay^ HC ^ww^ ^ (5.2).

(5.3) Nous allons déduire (5.2) d'un énoncé cohomologique.
Etant donné ^eI^X,^)" et un quintuple (Fç, 9, a, ̂  ̂  comme en (5.0),

choisissons un nombre premier £ inversible dans F et un plongement Q^Q^; Phomo-
morphisme 9 : R -> fy se prolonge en un homomorphisme, noté encore 9, de
R[i/^-i)] dans F,. ^

Le revêtement 7^ : Xy -> Xy, déduit par image réciproque par gy du torseur de
Lang de G^,

X. = Xj-^] -> G,^

<p 2. g?-1

Y _______^y .̂
^ ———————————————^ ^m,?,

est fini étale et encore un F^-torseur; on note -S^(&p) le Q ̂ -faisceau lisse de rang i sur Xy

image réciproque par gy du Q^-faisceau -S^ lisse de rang i sur G^ p déduit du F^-torseur
de Lang par extension du groupe structural via

F^Q^Q?

(cf. [SGA4i], [Sommes trig.] (1.7)). Alors on a une décomposition

^Q,=©^(^

la somme étant étendue aux q — i caractères / de F^ à valeurs dans Q^.
r

De même, on note -S^( 2 a^f^ ̂ ) le Q ̂ -faisceau lisse de rang i sur Xç image
réciproque par

2^:X,-.A^

du Q^-faisceau d'Artin-Schreier oS^ sur A^ (cf. (2.0)).
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r

Les faisceaux ^Qfcp) et ,S^( 2 fl^çp) sont ponctuellement purs de poids o et
i-l

lisses sur un schéma affine et lisse X<p sur Fç, purement de dimension m. Compte tenu de
l'interprétation cohomologique des sommes exponentielles (cf. [n] 3 ou [SGA4^],
[Sommes trig.] (1.9)) et des résultats de Deligne (cf. [8] (3.3.1)), le théorème (5.2)
résulte aussitôt du théorème suivant :

Théorème (5.4). — Soient R, X et f'.X. ->AR comme en (5.0). Alors il existe un

polynôme homogène non nul F(j^, .. .,jy,.) eR[^, . ..5^] tel que, pour toute fonction inver-

sible g sur X, pour tout quintuple (F^, y, a, <p, /) tel que

(<pF)(^, . . . ,^)+o

et pour tout nombre premier t inversible dans Fg, on ait :

(i) les groupes de cohomologie t-adique

Ht == Hi(X, ®r, F,, -S^S a,f^) ® ̂ (^))

sont nuls pour tout j 4= m, et l^ accouplement défini par le cup-produit et la trace

H^H» -^(X^F ,Q/) ^-Q/(- m)

où H^ est défini comme H^ mais avec ^3 ^ à la place de 4', /, est une dualité parfaite^

(ii) si on pose

W = IP-(X,®^F,, ̂ (S^./,,)®^^)),

/(ï flèche d'oubli des supports

Hi-^w
est un isomorphisme pour tout j\

(iii) pour toutj, H^ -^ Jî3 est pur de poids j , et même nul si j + m,

(iv) la formule

X,(X,®^F,,^(S^^,,)®J^(^)) =x<(Xc,Q,) -x.(Hc,Q,).

Remarque (5.4.1). — Les assertions (i) et (ii) de l'énoncé ci-dessus sont équivalentes
et (iii) en résulte (cf. [SGA 4^], [Sommes trig.] (1.2.0)).

(5.4.2) Prouvons (5.4). — Construisons d'abord un candidat pour F(j^, .. .,j^.).
Pour cela, appliquons d'abord (3.1.2) au morphisme fini X -> AR et à la stratification
triviale SC = = { X } de X, ceci nous fournit un entier N^ i et une stratification €
de AR[I/N]. Puis appliquons (4.2) et (4.2.3) à S = Spec(R[i/N]), E = A^, ë\
ceci nous fournit un ouvert dense homogène L^ de Ev == A^ et donc un ouvert dense l^
de A^ == Spec(R[j^, .. .,j^J). On prend pour F(j^, .. .3^) un polynôme homogène
non nul qui s'annule sur Spec(R[j^, .. .,^]) — UV3 de sorte que

Spec(RD^...^][I/F])CUV.
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Pour voir que F fait marcher (5.4), on considère pour chaque fonction g inversible
et chaque corps fini le revêtement

7 r :X ->X[ilq- i]

déduit par image réciproque par g du (Aç_^-torseur de Kummer de G^^, ^,

:x ———————————> ^mWq-î.]

z t-> ZQ-1

X[i^~i] ̂  G^^

c'est un revêtement fini étale de degré q -— i, de sorte que, pour tout nombre premier t
inversible dans F^, le Q^-faisceau T^Q^ sur X[i/^(çr -- i)] est lisse de rang q —- i,
ponctuellement pur de poids o.

Parce que X[i/^ — i)] est lisse sur R[i/^(y — i)], purement de dimension
relative m, l'objet

Ki-^Q^m]

de D^(X[i/^r— i)],Q/), qui est adapté à la stratification triviale S =={X} de X,
est pervers et pur, de poids w, relativement à Spec(R[i/^(y-— i)]) (cf. (1.2.2) (iii)
et (1.3.2) (iii)). Parce que /:X -^AR est fini, l'objet

K = (/.^Q,[m]) | A^Mq- i) N]

de D^(Aa[i^(<jr — i)N],Q^) est encore pervers et pur, de poids m, relativement à
Spec(R[i//(^ — i )N]) ; de plus, par choix de N, K est adapté à la stratification
W(y-i)] de E[i/^~i)].

L'hypothèse

(9F)(^, . . . ,û ,)+ o

nous permet de prolonger 9 à R[i/^(y — i) N] de sorte que l'on dispose de l'objet Kç
sur Ap déduit de K par le changement de base

Spec(F,)->Spec(R[i/^~i)N]).

On a
K,==(/,,^Q,)[m],

où TCç coïncide avec le revêtement du même nom considéré en (5.3) (identification du
torseur de Lang et du (J^_i-torseur de Kummer de G^ y ); par suite, K<p se décompose
en

K,-©/^(^)[m]

où ^ parcourt les q — i caractères F^ -> Q^ <-> Q^.
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II ne reste plus qu'à appliquer (4.2) à S' == Spec(R[i/^(y — i) N]), T = Spec(F^),
T -» S' ® Fg induit par 9, ^, K et

L-/^(^)[m]

qui est facteur direct de Krp == Ky dans D^(ET,Q^). L'hypothèse

(9F)(û,, .. . ,â,)=t= o

assure que le point a = (â?i, ..., ûy) se trouve dans U^ et, par application en ce point
de U^ des énoncés (4.2) (i), (ii), (iii) et de la remarque (4.2.1)5 on obtient (à un déca-
lage près) les assertions (5.4) (i), (iii) et (iv).

(5.5) La situation en égale caractéristique p > o. Que deviennent (5.2) et (5.4) si
l'on permet à l'anneau R d'être un anneau intègre de type fini sur un corps fini Fç?

Théorème (5.5.1). — Soient R un anneau intègre, de type fini sur un corps fini Fç, X un

T^-schéma affine et lisse, purement de dimension relative m, r> i un entier,

/=(/l,...,/r):X^AR

un R-morphisme fini,

g:X^G^

une fonction inversible sur X, ^ : F^ ->• Q^ un caractère additif non trivial, ^ : F^ -> Q^ un

caractère multiplicatif (éventuellement trivial), t un nombre premier inversible dans Fç et Q,̂  Q,̂

un plongement fixé. Alors, il existe un polynôme non nul F (^5 • • • î j ^ r ) E^L^l3 • • •?J^r ] ^
un entier d^ o ^ y ,̂ j&oî r to^ ^nj&^ (Fgv, 9, a) composé d^une extension finie F^v rf^ F^,

rf'M7î F' ̂ homomorphisme ç : R -> F^y oy^ 9(1) == i ^ rf't/^ élément a == (a^, ..., a,.) e (F^)7^

^/ ^M^

(<pF)(^, ...,û,)+o,

ow fltï :

(i) la fonction L associée aux sommes exponentielles

S, - S <U S ̂ ») zAW)
a;eX<p(F<yvn) 1=1

(TÎ^ i) ^ ûf̂  la forme

d

L(T) = [n (i -a^T)^-1^1

x = i

où les (x.^ (X = i, .. . 5 d) sont des entiers algébriques dont toutes les valeurs absolues archi-

médiennes satisfont

KI== r^
395



180 N I C H O L A S M. K A T Z ET G É R A R D L A U M O N

(ii) en cohomologie l-adique, pour tout entier j, Inapplication d ) oubli des supports

H^(X, ®^ F,, ̂ 2 a./,,) ® ̂ (^))

-> ÏP-(X, ®^ F,, .S^S û../,,) ® ̂ (^))

est un isomorphisme {de sorte que îî[ ^> HP est pur de poids j, pour toutj, et nul pour j 4= m)

et on a la formule

X<(X,®^F,,^(2^^,,)®^(^)) == (- ird.

En effet, cet énoncé résulte immédiatement de (2.3.1) appliqué à ^(f^ ^{g) [m])
et de (2.1.5) (i) (commutation de Fourier aux changements de base).

Remarque (5.5.2). — Une grande différence entre (5.5.1) d'une part et (5.2),
(5.4) d'autre part, est qu'en (5.5.1)5 le polynôme F et le degré d dépendent a priori
des choix de g, ^, ^, t\ l'interprétation de d comme degré de la fonction L montre cepen-
dant que d ne dépend pas de t et son interprétation comme caractéristique d'Euler-

r

Poincaré de Xy à coefficients dans oS^p ( 2 û^y) ® oS?̂  (^p) montre de plus que d

ne dépend pas de g et ^ (cf. [i i] (5.5.2), cor. 2) ; d ne peut donc dépendre que du choix
de ^ (pour R, X et/fixés bien entendu). Est-ce que d dépend vraiment de ^? On n'en
sait rien. Est-ce que, pour un ^ donné, on peut choisir un polynôme F^ qui « marche »
pour tous les g, ^, /? Existe-t-il un seul ^ pour lequel un tel F^p existe?

(5.6) Remarques à propos des applications concrètes de (5.2) et (5 .2 .1) .

(5.6.i) Pour y :X->A^ donné comme en (5.0)3 les démonstrations (4.3)
et (5.4.2) fournissent une condition suffisante, que l'on peut expliciter, de pureté
géométrique des sommes trigono métriques S^(Fç, y, a, ^, /), à savoir (<pF) (û^, ..., ây) 4= o.

Par exemple, pour les sommes trigonométriques étudiées en [n] (5.1.1), on
vérifie aisément que la condition (<pF) (û^, . . . , f l ^ ) 4= o s'exprime, avec les notations
de loc. cit., de la manière suivante : le pinceau d'hypersurfaces de degré d de P, engendré
par H et V, induit sur X <-> P un pinceau de Lefschetz. On peut constater d'autre part
sur cet exemple que la condition (çF) (^, . . ., ây) 4= o est en général plus restrictive
que les critères de pureté que l'on peut dégager par une analyse précise des sommes
trigonométriques considérées (toujours dans loc. cit., le critère de pureté est simplement :
H est transverse à X n L, autrement dit l'axe du pinceau engendré par H et L^ est
transverse à X, ce qui n'est qu'une seule des conditions exigées pour que le pinceau
induit sur X soit de Lefschetz).
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(5.6.2) L'hypothèse que X est fini sur AR est moins innocente qu'on peut le
penser. Bien sûr, si l'on part d'un sous-schéma fermé X C AR, qui est lisse sur R, il y a
beaucoup de façons de trouver des morphismes finis

/-(^...^X-^AR.

La façon la plus simple est de restreindre à X des polynômes /^, .. .,/r qui définissent
un endomorphisme fini de AR; par exemple, ceci est automatique si l'on a

f /i eRM, /i unitaire de degré d^ i

fi e ̂ i? • - - î ^-i] [Ah fi unitaire en x, de degré d, ̂  i

^

Par contre, si l'on part du sous-schéma ouvert

X = Spec(Z[>, x-1]) == G^ C Az = Spec(ZM),

alors « on n'a pas le droit » de considérer X muni de la fonction / = x et nos résul-
tats (5.2), (5.4), ne disent donc rien sur les sommes de Gauss

S ^)zW.
^£F,

Nous allons combler en partie cette lacune dans le prochain chapitre.

(S-fi-S) Considérons X = G^z, muni du morphisme / :G^z->Az défini
par un « vrai » polynôme de Laurent,

f{x)= S a^
t--di

avec d^d^ i et a^ = a_^ == i ; alors/ est un morphisme fini et nos résultats disent
donc quelque chose sur les sommes correspondantes,

S,= S WWïnW (^1),
^ef^n

à savoir que la fonction L associée est, pour p > o, un polynôme de degré d^ + rfg,
pur de poids i.

Mais une analyse détaillée de ces sommes montre qu'en toute caractéristique p
première à d^d^, c'est en fait le cas : L(T) est un polynôme de degré d^ 4- rfg, pur
de poids i.

Cet exemple illustre la limitation fondamentale de nos résultats : ce sont des résul-
tats génériques en j&, i.e. pour p > o. Bien sûr, nos résultats sont aussi génériques en
(ûi, ..., ^), mais alors que nos méthodes permettent de contrôler la restriction à AR^Q
de l'ouvert {F(j/i, .. .,j^.) 4= o}, elles ne permettent en rien de contrôler la restriction
de ce même ouvert à A^p pour un nombre premier^ donné.
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(5.7) La situation quand X n'est plus supposé lisse sur R. — La variante suivante
de (5.2) nous a été suggérée par Deligne :

Théorème (5.7.0). — Soient R C C une sous-Z-algèbre de C de type fini, r un entier > o,
AR l'espace affine standard de coordonnées x^ . . ., x, sur R, X un ^schéma affine, de dimension
relative < w, ^

/-(/l....,/r):X->AR

^ R-morphisme fini. ̂ forj- il existe un polynôme homogène non nul F(j^, • • . ,J/r) e KO 5 • • • ̂  1
^ ̂  entier G ̂  i û^^ la propriété suivante : pour toute fonction inversible g sur X, pour tout

quintuple (Fç, 9, a, ( ,̂ ^) ^ww<? en (5.0) ^ ̂

(?F)(^, . . . ,a , )+o,

^r ̂  <?7^r % ^ i et pour toute valeur absolue archimédienne \ \ sur Q, on a la majoration
{avec les notations de (5.1))

|S^,F,,<p,a,^)|^ G.<T1/2.

Module l'interprétation cohomologique des sommes exponentielles et les résultats
de Deligne sur les poids des H^ le théorème (5.7.0) résulte aussitôt de la variante sui-
vante de (5.4).

Théorème (5.7.1). — Dans la situation de (5.7.0), il existe un polynôme homogène non
nul F(j^, .. .,^) e R[^i, .. .,^] et un entier G ^ i tel que, pour toute fonction inversible g
sur X, pour tout quintuple (Fç, 9, a, ip, ^) tel que

(yF)(^, ...,a,) + o

et pour tout nombre premier i inversible dans F , on ait :

(i) les groupes de cohomologie i-adiques

Hî = H|(X, 0^ F,, ̂ 2 aj^ 00 ̂ ))

.yo^ nuls pour j > m,

(ii) l'inégalité

2dim.(H^C.
j t

Preuve de (5.7.1). — Tout comme dans la démonstration (5.4.2) de (5.4), on
applique d'abord (3.1.2) au morphisme fini /: X ->AR et à la stratification triviale
de X; ceci nous fournit un entier N^ i, une stratification ê de AR[I/NJ et une
constante G^ i. Puis on applique (4.1) à S = Spec(R[i/NJ), E == Ag et à ë\
ceci nous fournit un entier N^> i, une stratification ^v de A^i/N^Ng] et une cons-
tante Gsj ̂  i. On prend alors un ouvert homogène L^ de AR contenant le point géné-
rique de AR et contenu dans l'unique strate de ^v qui contient ce point générique (que
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l'on puisse prendre un tel U7 homogène se démontre comme en (4.2.3)), on prend pour
F(j^i3 • • • î j ^ r ) un polynôme homogène non nul à coefficients dans R quelconque qui
s'annule sur le complémentaire de V^ dans A^ et on prend pour G le produit C^C^.

Avec ces choix de F et G, l'estimation (ii) résulte immédiatement de (3.1.2)
et (4.1). Il reste à prouver (i). Pour toute fonction inversible g sur X et pour tout
(F<p 9, ̂  x) tel q^ (V11) (^13 • • •^r) + °5 les groupes de cohomologie, pour j fixé et
a variable.

Hf(a) = H^(X, ®^ F,, .Sf̂ S aj^) ® ̂ (^)),

sont les fibres d'un Q^-faisceaux lisse ̂  sur U^ (cf. la démonstration (5.4.2) de (5.4));
il nous faut démontrer que J^ est nul sur U^ dès que j> m.

Or, par le « miracle » fondamental e ,̂ ̂  ^ S^^ ̂  (cf. (2.1.3)) et le théorème
de changement de base générique de Deligne (cf. [SGA4^], [Th. Finitude] (1.9)),
il existe un ouvert dense W de U^ tel que la flèche d'oubli des supports

H^-(a) -^ÏP-(a)

est un isomorphisme pour tout a e W. De cela et du théorème de Lefschetz affine
(cf. [SGA4] XIV (3.2)), on déduit la nullité des H^'(a) pour tous j> m et a eW,
i.e. la nullité des Q^-faisceaux J '̂ | W pour tout j> m (X<p®^F^ est un Fç-schéma
affine de type fini de dimension < m). Gomme les Q^-faisceaux e^ sont lisses sur U^,
qui est connexe, il s'ensuit que ^ == o sur tout U^, pour tout j > m, ce qu'il fallait
démontrer.

6, Sommes trigonométriques que l'on peut rendre pures
par adjonction d'un caractère multiplicatif auxiliaire d'ordre assez grand

(6.0) Nous avons étudié au n° 5 des sommes trigonométriques où interviennent des
caractères multiplicatifs, mais dont la pureté n'est en rien liée à la présence de ceux-ci.
Dans ce numéro, nous allons au contraire étudier des sommes trigonométriques qui, a
priori^ ne sont pas (géométriquement) pures mais qui le deviennent après adjonction d'un
caractère multiplicatif supplémentaire d'ordre assez grand; l'exemple type est celui
des sommes de Gauss : les sommes

S W = - i,
»eî'ï»

où ^ : F -> Q^ est un caractère additif non trivial, ne sont pas (géométriquement)
pures, mais, si / : F^ -^Q^ est un caractère multiplicatif non trivial {i.e. d'ordre > i),
les sommes

S +nWXnW,
»eF^

elles, sont (géométriquement) pures.
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(6.1) Soient R C C une sous-algèbre de C, de type fini sur Z, r un entier ^ i,
AR l'espace affine standard de coordonnées x^ . . . ,A:, , X un R-schéma affine, lisse,
purement de dimension relative m, et

(/;5) = (/l, ••.,/r;^) :X->ARXRG^R

un morphisme fini (par exemple, r = i, X = G^R de coordonnée t, f== g == t).
Fixons d'autre part une clôture algébrique Ç[ de %.

A tout quintuple (Fç, 9, a, +, ^) composé d'un corps fini T^ d'un homomor-
phisme d'anneaux 9 : R -^ F^ avec 9(i)j= i, d'un élément a = (^, . . ., a,) de (Fç)',
d'un caractère additif non trivial ^ : F^ -> Qx et d'un caractère multiplicatif ^ : F^ -> Qx,
nous attachons la famille des sommes trigonométriques (SJ^^^ définies par

S, == S^(F,, <p, a, ̂  îc) = S ^( S ̂ /^W) x^(^W)
a; 6 X(p(Fg») i == 1

et la fonction L correspondante

L(T) = L(F,, 9, a, +, ̂  T) = exp ( S Tn SA
\n^l W /

Théorème (6.2). — ̂ ^ R, X, (/; g) : X ->AR X^G^ comme en (6.1). ^for^

il existe un polynôme non nul F(j^, .. .,j/,) e R[^, .. .,̂ J et un ensemble fini y C N'

d'entiers strictement positifs ayant la propriété suivante : pour tout quintuple (Fç, 9, a, ^, ̂ ),
comme en (6.1), tel que

f ( 9 F ) ( ^ . . . , ^ ) + o

lord(x)^

oà ord(/) est F ordre exact du caractère ^, on a :
(I) La fonction L(T) = L(F^, 9, a, ^, ^; T) est de la forme

L(T) = P(T)(-1^+\

^ P(T) = n^( i -a ,T)

^^ ^% polynôme^ avec P(o) = i, ^î vérifie :

(i) fc^ a^ sont des entiers algébriques tels que

\^\==qm/2

pour tout ^ = i, . .., rf et toute valeur absolue archimédienne \ \ sur Q,
(ii) le degré d de P(T) est donné par la formule topologique

d = (- inx(Xc) - ̂ (Hc)]

oà Xç ^^ ^ yan '̂ complexe X ®^ C ^ où Hç est Vhypersurface de Xç d'équation

r

^ifi^W = b

pour n'importe quels a^, ..., a^ b dans C qui sont algébriquement indépendants sur R,
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(iii) la fonction L(T) associée à (Fç, y, a, ^, ^) j&^r ^ == ^-\ ^ = ̂ -\ s'écrit

L(T) == [ n (i - ̂ a^T)^-1^1;

(II) Pour tout entier n ̂  i et toute valeur absolue archimédienne sur Q, on a la majoration

IW, 9, a, ̂  x)l ^ (- ir[x(Xc) - x(Hc)] r72.

Les mêmes arguments qu'en (5.3) montrent que le théorème (6.2) résulte de
l'énoncé cohomologique suivant :

Théorème (6.3). — Soient R, X, (/; g) : X ->AR XR G^ ^mm^ ^ (6.1). ^m,

z7 ̂ ^ un polynôme non nul F(^, ...,^) eR[^, ...,^] ^ un ensemble fini y C N*

rfW^ strictement positifs ayant la propriété suivante : /^r ^^^ quintuple (Fç, 9, a, ^, /), comme
en (6.1), ^/ y^

f(?F)(^. . . ,^)+o

lord(x)^^

^^o^r toM^ nombre premier t inversible dans î^ on a les assertions (i), (ii), (iii) et (iv) de (5.4).

(6.4) Z^ îW^ de la démonstration de (6.3). — Fixons d'abord un quintuple
(F^ ?? a, ^, x) et un nombre premier i inversible dans F^. Gomment calculer les

Hî = Hi(X, ®^ F,, ̂ 2 ̂ AJ ® ̂ (^))

(les notations étant celles de (5.3))?
On considère le diagramme

;x.^

^F XF GmF ———^ G^p -J^r^ r^ m,Fy p^ m,Fg x

(6.4.1)

-^ Spec(F,)

où ^ : X -» Spec(R) et p : AR -> Spec(R) sont les morphismes structuraux et où J§^
et ̂  sont les Q^-faisceaux lisses de rang i définis en (2.0) et (5.3) respectivement.
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Alors, la formule de projection et la définition de la transformation ̂  (dans sa
version ^4,, cf. (2.1.1)) montrent que

RM (̂ s ̂ ifi^ 0 •%.)) [̂  + ̂»-i

est la fibre au point a == (a^, . . . , a,.) de Ap de

(6.4.2) ^(Rpr,,(K^®pr^))

avec K^== (/,;^),Q^[m|.

Le point important est alors que, mis à part le ̂  qui intervient dans ̂ , toutes
les autres données dans (6.4.2) « proviennent de la caractéristique nulle ». Précisons
ceci. Pour tout entier v ^ i, considérons le revêtement de Kummer de degré ^ de
^zEl/vj. ^- le (i^zEi/vftorseur

^m.Ztl/v]

[v] : z H- ̂

^Vz[l/v]

c'est un revêtement fini étale de degré v qui, par le changement de base

Z[iM-.Z[i/v,Çj=Z[i/v,T]/<D,(T)

où $y(T) est le v-ième polynôme cyclotomique, devient un revêtement fini étale galoisien,
de groupe de Galois

G,=(JL,(Z[I/V,Î,]),

cyclique d'ordre v. Pour tout nombre premier i, on a donc, sur Grn^w ^ ]? une décom-
position

M^=©^x

étendue aux v caractères ^ : G^ -> Q^, où chaque Jf^ est un Q^-faisceau lisse de rang i
(cf. [SGA4^], [Sommes trig.] (4.7)). Mais on voit immédiatement que, pour chaque
diviseur v^ de v, la somme

ffî ^ ds£. ^r
w ^X — ^[vx.v]

ord(x) ̂  vi

se descend canoniquement en un Q^-faisceau lisse de rang cp(vi) (9 = indicateur d'Euler)
sur G^ z[i/v]î Q^-fai^^11 encore noté ^r^^ et on voit que, pour v^ fixe et v un mul-
tiple variable de v^, on a l'identification canonique

^1,^] == ̂ i.vi] 1 ®n»,Z[l/v]-

Nous noterons simplement JT^j le Q^-faisceau lisse de rang 9^1) Jfr^ ^ i sur G^^i/v]*
Reprenons alors la moitié supérieure de notre diagramme (6.4.1), mais cette

fois-ci au-dessus de R :
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^.K

et posons, pour tout nombre premier />,

K/=(/; 5). 9.iW
c'est un objet de D^((AR X^G^^) [i/^],Q^) qui est pervers et pur, de poids w, rela-
tivement à Spec(R[i//']) (cf. (1.2.2) (v) et (1.3.2) (v) : X est lisse sur R purement
de dimension relative m et (f; g) est fini) ; de plus, à torsion à la Tate près, il est autodual
(pour la dualité relative à Spec(R[i//])).

Par (3.1.2) appliqué à {f;g) :X - ^ARX^G^R et à la stratification triviale
S£ ==={X} de X, il existe un entier Nj^ et une stratification ^ de (A^ XR G^ ,R)[i/Ni]
à laquelle K^ est adapté pour tout t.

Par (3.3.3) appliqué à pr^ : (AR XRG^) [i/NJ ^A^i/Ni] et à la strati-
fication j^, il existe un élément é e R — { o } , une stratification § de A^i/Ni.è]
et un entier G ̂  i tels que

(1) (»a/, < ,̂ G, pr^) soit une i-stratification universelle de pr^;
(2) (^, S} soit une «-stratification de pr^.

Grâce à l'énoncé (4.2) d'uniformité de la transformation de Fourier, notre théo-
rème (6.3) est maintenant conséquence immédiate de l'énoncé suivant :

(6.4.3) II existe un ensemble fini y C N* tel que, pour tout entier v ^ y et pour tout

nombre premier /, V objet

Rprn(K,®pr^)

de D^(Aa[i/Ni è^v], Q )̂ est pervers et pur, de poids m, relativement à Spec(R[i/Ni è/v]).

Remarque. — Bien entendu, on utilise le fait que pour (Fç, 9, a, ip, %) et t fixé,
Rprii(K^(p®pr*JS^) est un facteur direct de (Rprii(K^®pr^JT^j))<p, pour v = ord(/) :
cela résulte du théorème de changement de base propre (cf. [SGA4] XII (5.1)) et de
l'identification du torseur de Lang de G^ p avec le torseur de Kummer de degré q — i
de G^ (cf. [SGA4Î], [Sommes trig.]'(4.9)).

Pour prouver (6.4.3), nous allons appliquer les critères (1.2.2) (v) et (1.3.2) (v) :
l'objet K^Opr^JTr^ étant pervers et pur, de poids m, relativement à R[i/Nié/v],
et autodual (à torsion à la Tate près), son Rpr^ est pervers et pur, de poids m, relati-
vement à R[i/Niè/v] si, après tout changement de base

T->Spec(R[i/Ni^v]),
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avec T bon, la flèche d'oubli des supports

(*) Rprii(K^T ® pr^ ̂ r) -> Rpr^(K^ ® pr; ̂ r)

est un isomorphisme.

Gomme (^ <^) est une •-stratification de pr^, la formation de Rpr^(K^ ® pr^ Jfr^)
est compatible aux changements de base T —^ Spec(R[i/Ni bh~\) ci-dessus; d'autre
part, il en est de même de la formation de Rpr^(K^®pr^ JT^-.) d'après [SGA4] XII
(5.1). Par suite, pour montrer que (*) est un isomorphisme pour tout T, il suffit de mon-
trer que (•) est un isomorphisme pour T == Spec(R[i/Ni &A/]).

Comme (e^, <^) est aussi une !-stratification de pr^, la source et le but de (•) pour
T == Spec(R[i/N\ è/V|) sont tous deux adaptés à la stratification <?; donc, pour vérifier
que (•) pour T == Spec(R[i/Ni é/v]) est un isomorphisme, il suffit de le faire en chaque
point maximal de chaque strate de <?. Mais quitte à rétrécir R[i/Ni é^v], i.e. à « agrandir »
é, on peut supposer que chaque point maximal de chaque strate de ë s'envoie sur le
point générique de Spec(R); par suite, pour vérifier que (*) est un isomorphisme pour
T = Spec(R[i/Ni é^]), il suffit de vérifier que (*) pour T == Spec(C), R[i/Ni bh} ̂  C,
est un isomorphisme.

Enfin, la comparaison avec la cohomologie transcendante et le fait que nos données
de départ (le faisceau constant Q^ et les JT^ sur X ®R C et G^ c respectivement) se
déduisent par (—) ®Q%/ à partir de systèmes locaux de Q^-vectoriels sur (X®!^)^
et sur (G^ c)^ montrent que, pour un v donné, le morphisme (*) pour T = Spec(C)
est un isomorphisme soit pour tout /', soit pour aucun l.

La discussion ci-dessus montre clairement que (6.4.3) (et par suite notre théorème
(6.3)) est conséquence de l'énoncé suivant :

Théorème (6.5). — Soient Y un C-schéma de type fini, t un nombre premier et y un

Ç^f-faisceau sur Y X ç G ^ c - Notons

YXcG^c -^ G^c
Pri

y

Y

les projections et, pour tout v eN*, ^f^ le facteur direct du Ç^ffaisceau lisse [v]»Q^ sur G^ç

défini en (6.4). Alors, il existe un ensemble fini y C N* tel que, pour tout v ^ y, la flèche

d^oubli des supports

Rpr^ ® pr̂  ̂ ) -> Rpr,̂  ® pr̂  ̂ )

soit un isomorphisme.
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(6.5.1) Preuve de (6.5). — On a la compactification suivante de pr,

Gm.Y <-̂  P^ ̂  {0, 00} X Y

P\ [fit

Y

et, pour vérifier que la flèche d'oubli des supports de l'énoncé est un isomorphisme, il
suffit de vérifier que

î*Rj.(^-®pr^^) =o

dans D^({o,oo}xY,Q/) (on a Rpr^ = Rpîi.j,, Rpr^. = Rpr^. R;. et le triangle
y,^R/,^i*R/.).

Considérons alors la « situation de cycles évanescents »

Gm,Y c-^ P^ -̂3 { 0 , 0 0 } X Y

pr. pri

<Vc ̂  PC ̂  {o,w}

et, pour a = o, oo, le complexe des cycles évanescents (cf. [SGA 7] XIII (2.1) et
[SGA4i], [Th. Finitude] (3.2))

RY,^ ® pr^ ̂ ) e ob D^({a} X Y, %/)

muni de l'action du groupe d'inertie !„ = Gal(^/-»],) du localisé strict (P^)^) de P^
en a (ï), est le point générique de ce localisé strict et ̂  un point géométrique au-dessus
de ï),).

Si on note i^ :{a} x Y <-»-PY l'inclusion, on a (cf. [SGA4i], [Th. Finitude],
( 3 .11 ) )

i: R;.(^ ® pr^ ̂ ) = Rr(I,, RY,J^ ® prS ̂ 1)) ;

or, d'après [SGA 7] 1 (0.3), on a

la^^m^^a) ^•HmtAn(C),
n n

de sorte que 1^ est (non canoniquement) isomorphe à Z. Par suite, si on choisit un géné-
rateur topologique T^ de 1 ,̂ l'isomorphisme ci-dessus dans D^({a} x Y, Q^) se traduit
plus concrètement par le triangle de D^({a} X Y, Q^) suivant :

RY^®pr^)

+!/ \Ta-l

i;R;,(^®pr^jr^) —^ RY^(^®prÏ^)

(c'est la version « catégorie dérivée » du calcul par Serre des ïî\Z, —), cf. [16] chap. I,
P- 3i).
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Enfin, on a la formule de projection

(RY^®pr^), TJ = (RY,,^), T») ® (W-^, TJ,

où (-^[v])^ est un Q^-espace vectoriel de dimension finie <p(v) sur lequel T^ agit avec,
pour valeurs propres, les racines primitives v-ième de i dans Q^.

Maintenant, par « constructibilité » de RY^ (t^)? il existe un polynôme unitaire
Pa(TJeQ,[TJ tel que

P,(TJ | RY,^) = o (a-o,o)).

Soit alors y C N* l'ensemble (fini) des entiers v ^ i tels que P() ou Poo admette au
moins un zéro qui soit une racine primitive v-ième de i dans Q ;̂ y fait marcher (6.5) :
en effet, pour un v ^ <^, T^, agissant sur une quelconque des fibres d'un des faisceaux
de cohomologie de R^ (^"Opr^Jf^), n'admet jamais la valeur propre i, donc
T^ — i est un isomorphisme de RY^, (^®P^^), c.q.f.d.

Remarque (6.5.2). — Essentiellement la même démonstration montre le même
théorème où l'on a remplacé C par un corps, disons algébriquement clos, de caractéris-
tique p ^ o (avec bien entendu i =t= p) et où l'on ne considère que des v premiers à p.

7. Lien avec la transformation de Fourier pour les ^-Modules
et application (conjecturale) à la détermination d'un « gros » ouvert
de pureté géométrique des sommes trigonométriques

(7.0) Commençons par des rappels sur les ^-Modules dans le cadre algébrique
(cf. [2], [3] et [4]).

Dans tout ce numéro, k désignera un corps de caractéristique zéro, une variété X
sera un À-schéma quasi projectif, lisse, purement de dimension d^ et un morphisme entre
variétés sera un À-morphisme.

Pour X une variété, on note

^'px^aû^n^x
le fibre cotangent, muni de sa structure symplectique naturelle, et (@x, •^xi) l'Anneau
des opérateurs différentiels sur X (relatifs à À), muni de la filtration par l'ordre des opé-
rateurs; on a un isomorphisme canonique de ^x"Algèbres

(7.0.1) T^T*X ^g^x-

Si ̂  est un ^"Module (à gauche) cohérent, la variété caractéristique de *̂  et
le cycle caractéristique de ̂  sont respectivement le fermé réduit

|Gar(^)| == UA,CT*X

et le cycle
Car(^) == S w,[AJ

»'€l
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de T* X définis comme suit : on munit Ji d'une filtration croissante exhaustive (^), „
par des sous-<Px-Modules quasi cohérents, faisant de (^,^) un (^x^x,»)-Module
filtré et telle que gr^ soit ungr Q^Modu\e cohérent (une telle filtration existe toujours) ;
alors gr^ définit, via (7.0.1), un (!}^~Mod\ile cohérent dont le support réduit

U A, C TP X
» e i '

et les longueurs m, au point générique des composantes irréductibles A, (î e I) de ce
support ne dépendent que de Ji et non de la filtration (^)^ choisie.

Chaque composante A, de | Car(^) | est conique et involutive (d'après Kashiwara,
cf. S-K-K, Lecture Notes, 287, et Gabber, cf. Amer. /. of Math., 103 (1981), 445-468) et,
en particulier, on a l'inégalité de Bernstein :

dim(A,)^ ûfx ( V z e l ) .

Un Q^-Module (à gauche) Ji est dit holonome s'il est cohérent et s'il vérifie les
conditions équivalentes suivantes :

a) êxt^^Jl^ ^x) == o pour tout i < d^,
b) dim|Gar(^)|^ d^.

En particulier, si «^ est un Q^-Module holonome non nul, chaque composante A
de | Gar(^) [ est conique et lagrangienne et coïncide donc avec T'y. X où Y, est le fermé
réduit 7r(A,) de X (par abus de notation, on désigne encore par Ty. X l'adhérence
dans T* X du fibre conormal à la partie lisse de Y, dans X).

Pour k = C et Jl holonome, on a une interprétation topologique de Car(^)
essentiellement due à Kashiwara (cf. [7] II) : soit J( un ^x^0^^ holonome de cycle
caractéristique

Car(^) - S m,[T^X];
iei l

notons (—V le foncteur « passage à l'analytique », alors le complexe de de Rham

DR^") = [̂ an -> ̂ an ®^ ̂ an -.„--> 0^ ®^ ̂ ]

(où JK^ est placé en degré — d^) est un objet pervers de la catégorie D^X^, C) des
complexes bornés de faisceaux de C-vectoriels sur X^ à cohomologie algébriquement
constructible; de plus, DR^^) est adapté à toute stratification de Whitney ^an = {X^}
de X^ pour laquelle chaque Y^ {i e I) est réunion de strates X^ et la fonction
/(DR^")) est donnée par

^(DR^-))^) = S (~ ^"^•Euy.M.m,
iei *

(EU^.(A:) désignant l'obstruction d'Euler de Y^ en x).
Nous noterons D^i(^x) la catégorie dérivée des complexes bornés de ^x^0^!^

(à gauche) quasi cohérents à cohomologie holonome. Les définitions et énoncés qui
suivent sont empruntés à Bernstein et Kashiwara (cf. [3] pour plus de détails).
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La catégorie D^i(^x) est munie de trois opérations internes, D, §i, J^wi définies par

D(M) = R ̂ m^(M, ̂ ) ®^ û^x]

M ® N = ( M Ô ^ N ) [ - r f x ]

^m(M,N) = = D ( M ) ® N

pour tous M, N e ob D^i(^x)- En outre, pour tout morphisme de variétés /: X -> Y,
on dispose des foncteurs

f^f, :^m^^w
Ar:^w-^^w

où ^M-R/.^y^^^

/' N = (^Y ̂ /- N) [4 - rfy]

et yi-D/.D, /^D/'D

avec ^^x -/'(^Y ®^ «>Y1) ®f.^ û>x

et ^x-^y-^x^^/^Y.

Ces opérations et foncteurs satisfont le formalisme usuel, à cela près que §! et,

donc J^om, ne jouent pas les rôles des ® et J^om usuels : en fait §) joue le rôle
de D(D(-—) ®D(—)) (ce qui justifie le « tilda »); en particulier, on a la bidualité et
pour tout carré cartésien de morphismes de variétés

X' -̂ > X

Y' -3-. Y

on a les isomorphismes de changement de base

(7.0.2) ^f.-f:^

(7.0.3) yf.-f^^

Nous dirons, suivant Bernstein (cf. [3]), qu'un ^-Modvtle holonome J( est à
singularités régulières ou est RS s'il vérifie

— pour rfx == I? ^ propriété suivante : il existe un ouvert dense U C X tel
que Ji \ U soit un ^-Module localement libre de rang fini à connexion (intégrable) et
que ^ | U soit à singularités régulières au sens classique en tout point de U — U,
U étant la complétion non singulière de U,

— pour d^> i, la propriété suivante : i*(JK\o\) est à cohomologie RS pour toute
courbe lisse localement fermée i : Y <-> X dans X.
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Remarque (7.0.4). — La condition RS ci-dessus porte aussi bien sur les singularités
de Jt à distance finie que sur celles « à l'infini de X ».

Nous noterons D^x) la sous-catégorie pleine de D^x) formée des complexes

à cohomologie RS; D^g(^x) est stable par les opérations D, 0, ^mn et/, f, /•' /•* pré-
servent D^CDt>i.

Pour k = C, le foncteur DR^—)"1) induit une équivalence de catégories entre
^ssW et D^X" C) et envoie un ^x-Module holonome RS placé en degré o sur
un objet pervers de D^X" C). Cette équivalence de catégorie transforme les opéra-

tions D,^, 3^om et les foncteurs /„ /, f\ /• sur D^g en les opérations et foncteurs du

même nom sur D^ (avec, bien entendu, ( — ) § ) ( — ) = D ( D ( — ) ® D ( — ) ) sur D*
et idem pourJ^wi, cf. [20]).

Exemple (7.0.5). — Soit E = A^ Spec(^, ..., ̂ ]) avec r^i, alors

r(E, ̂ ) = k[x^, . . . , ̂ , ôl8x,, ..., ôl8x,]

(algèbre de polynômes non commutatifs) ; si / est un ^-Idéal (à gauche), Jl = Q^
est un ^-Module (à gauche) cohérent que l'on peut filtrer par les

^ = ̂ 1{/ ̂  ̂ ,i) (»eN),

de sorte que gr^ est l'Annulateur de gr^; alors, si Pi(x, Ç), ..., P.(x, Ç) sont des géné-
rateurs homogènes en les ^ , . . . ,Ç, (images de B/B^, ..., 9f9x, dans gr F(E, ̂ ))
de l'idéal gradué r(E,gr^), |Car(^)| est définie par l'annulation des polynômes
PI, ..., P, dans T* X = Spec(^, ..., x,, ̂ , ..., ̂ ]).

En particulier, soit fek\x^, ..., x,~\ tel que X ^-^o) 4> E soit une hyper-
surface lisse et soit / l'Idéal (à gauche) de ̂  engendré par / et les

f^ôlôx,-f/.ôlôXi (Kt<y^r),

où y;.' est la dérivée partielle de/par rapport à x,, alors J( == Ql^/ n'est autre que

^=Jfx(^)=^x[o]);

^ est holonome RS, on a

Gar(^) = [Tx E]

et, si k = C, on a

DR(̂ ) = Cxan[rfx].

(7.1) La transformation de Fourier (dite aussi « de Laplace ») pour les équations
différentielles est bien classique, cf. Ince ([19] (8. a), p. 187). Pour une présentation
dans le langage des ^-Modules, cf. [2] (3.3), et [5] (7.i6).
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Fixons un corps k de caractéristique o et un entier r ^ i; soient

E = Spec(è[^, ...,A-,])

Pespace vectoriel type de dimension r sur k et Ev = Spec(A[j^, •••^r]) l'espace
afFine dual.

La transformation de Fourier pour les ^-Modules est l'équivalence de catégories,
notée ^r, entre la catégorie des ^-Modules (à gauche) quasi cohérents et celle des
^v-Modules (à gauche) quasi cohérents, définie comme suit : on a un isomorphisme de
A-algèbres

(7.1.1) F : F{E\ ̂ v) ̂  r(E, ̂ )

défini par

F(A)=â/^
(î == i, .. ., r)

F(W = - ̂ ,

et, si ̂  est un ^-Module quasi cohérent, 9^'(«^) est le ^v -Module quasi cohérent
caractérisé par

r{E\^w =P(r(E,^))

(le A-vectoriel r(E,^f) « vu» comme 1̂ , ^v)-Module via F).
Si ^rv est défini comme 3^ mais en échangeant les rôles de x et y, E et E^ on a

^-V ^- / - \* r̂ '̂V / - \*
e^ o e^ == [— IgJ ^f o ^r == [— ÏEV; »

D'autre part, il est clair sur la définition de y que 9^ respecte la cohérence sur Q
et Pholonomie (cf. la définition homologique de Pholonomie). Par contre^ 9^ ne respecte
pas en général la condition RS (pour r == i, Q^Q^{x — i) est holonome RS, mais
y^^Q^x — i)) == ^EV/^EV(a/^ + I) est holonome, irrégulier à l'infini).

Exemple (7.1.2) (cf. [5] (8.2)). — Soit fek[x^, ...,A:J définissant dans E une
hypersurface lisse X ^/-^o), alors le ^-Module ^(6^) (cf. (7.0.7)) admet pour
transformé de Fourier

^WE)) == ^EV/^

où ^v est le ^Y"^^ a gauche engendré par

/(â/^,...,^)

et les
^'(8^, . . ., ôlë^.y, -//(â/^, .. ., a/^)^ (i ^ t<^ r).

3^ se dérive trivialement et induit une équivalence de catégories, notée encore ̂ ,

entre D^i(^) et D^(^v). ,
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Lemme (7.1.3). — Fourier « commute » à la dualité; plus précisément, on a un isomorphisme

canonique de fondeurs

Do^-^ (- lEv)*o^"oD

de^W ^D^(^v).
En effet, on peut définir une transformation de Fourier ̂  pour les ^-Modules

à droite de manière analogue à ^ et de telle sorte que l'on ait trivialement

R^m^(^(M), ̂ v) = ̂ (R^^(M, ̂ ))

pour tout M e ob D^i^) ; u reste alors à vérifier que pour tout ^-Module à droite./T,
on a canoniquement

^(^^^^^(-i^)-^

ce que nous laissons au lecteur.

On trouvera en (7.5) une démonstration du lemme « bien connu » suivant :

Lemme (7.1.4). — Notons pr : E x^ Ev -> E, p^ : E x^ Ev -> E7 /^ projections

canoniques et < , > : E x^ ->A^ = Spec^p]) la flèche dévaluation; soit J§f le Q^-Module

défini par
r(A^)=^]

et (â^.P^^p'^-p^)

^ ^^ L = ^E- I] eo^>PSol(^)•
^4/or^, on a un isomorphisme canonique de fondeurs

^(-) ^ Pr^pr^-) ̂  < >' L) [2 - r]

^D^(^) rf^D^(^v).

Remarque (7.1.5). — Ce lemme met en évidence une analogie entre la transfor-
mation de Fourier ^ci-dessus et les transformations de Fourier ̂  définies au n° 2.
Cette analogie est renforcée par les faits suivants :

(1) On a, pour 3P\, la formule

^(-)=Rpr;(pr!(-)®< >'^)[2-r](i--r)

où (-) ® (-) = D(D(-) I) D(~)) dans ̂ (-, Q,).
(2) Pour k = C, DR^") est lisse de rang i concentré en degré o (en fait égal

au faisceau constant C sur (A^),
(3) On a le dictionnaire ci-dessous entre propriétés de oSf et de .K,

^ libre de rang i sur 0^ JS^ lisse de rang i sur A^,

<^ a pour irrégularité i à l'infini eS^ a pour conducteur de Swan i à l'infini
A(^) ==^ A(^) =^

où A(-) == ^(-) ̂ pr^-)-1®?^^)-1, avec pr, : A1 x A1 -> A1 (i = i, 2) les
deux projections canoniques et s : A1 x A1 -> A1 le morphisme somme.
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Plus généralement, si S est une variété sur k (au sens de (7.0)) et si E "> S est

un fibre vectoriel de rang constant r ^ i et de fibre dual E^ "-> S, on a un isomorphisme

¥:(^).^^n.^

généralisant (7.1.1) qui permet de définir une équivalence de catégories

^:D£ol(^E)->D^(^v),

encore appelée transformation de Fourier; les lemmes (7.1.3) et (7.1.4) s'étendent tels quels
à cette situation relative.

(7.2) Soient X une variété (au sens de (7.0)) sur un corps k de caractéristique o
et SC ={XoJ une stratification de X (cf. (3.0)), à strates lisses sur k; pour chaque a,
on note i^ : X^ c-^ X l'inclusion.

On dira qu'un objet M de D^i(^x) est ^dpté à 2£ si, pour chaque a, tous les
faisceaux de cohomologie de i^ M sont cohérents sur 0^ C Qf^ et, donc a fortiori^
sont (P^-locsilement libres de rang fini.

On notera %(M) : X -> Z la fonction constructible définie par

x(M)M=S(- i )^dim^H^M)

où i^ : {x} ̂  X est l'inclusion et k(x) le corps résiduel de x\ on dira que M est /-adapté
à X si M et /(M) sont adaptés à 3F (cf. (3.0)).

Remarque (7.2.1). — En remplaçant les i^, i^ par des i^, i^, on obtient les notions
!-adapté à ^, fonction /!, et %-!-adapté à 2K\ M est alors adapté (resp. ^-adapté) à 2£
si et seulement si D(M) est !-adapté (resp. %-!-adapté) à 3£ et ^(DÇM)) == 5c(M).

Soient J( un 2^- Module holonome et M=^[o] eobD^i(^x)- Si M est
^-adapté à une stratification SE comme ci-dessus et si X^ e 2£ est une strate ouverte dans X,
Jl \ X, est localement libre de rang fini constant m^ sur <B^ (m^ est la valeur de )c(M)
sur XJ et

Car^iTT-^XJ^^.CT^XJ.

Réciproquement, si U C X est un ouvert tel que

Gar(^) | TT-^U) == m. [T^ U]

pour un entier m ̂  o, ^ | U est ^-localement libre de rang constant m.

Remarque (7.2.2). — Si ̂  est un ^"Module holonome RS, la donnée du cycle
caractéristique Gar(^) est essentiellement équivalente aux données de x(^[°]) et

d'une stratification 3K de X comme ci-dessus à laquelle ^[o] est ^-adapté; de plus,
pour k == C, DR^^) est adapté (resp. ^-adapté) à ^an dès que JK[6\ est adapté
(resp. ^-adapté) à 9£ et ^(DR^^)) = x^E0])- Mais tout ceci tombe en défaut dès
que ^l n'est plus RS.
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(7.3) Soient S un schéma de type fini sur Z, E-Î-S un fibre vectoriel de rang
constant r ^ i et Ev ̂  S son fibre vectoriel dual.

Pour toute variété T sur un corps k de caractéristique o (comme en (7.0)) et pour
tout morphisme T -> S, on dispose du foncteur transformation de Fourier

^T:^ol(^)->D^(^).

Alors, le théorème (4.1) et son corollaire (4.2) admettent les prolongements
suivants :

Théorème (7.3. i). — Soit, de plus, ê = {E<J une stratification de E à strates E, lisses

sur S. Alors, il existe un entier N ̂  i, une stratification ê^ == {E^} de E î/N], à strates E^

non vides, lisses sur S[i/N] et plates sur Z et une application additive

fonctions constructibles fonctions constructibles
L <p !-»• <û^

E[i/N] ->Z adaptées ——> E^i/N] -> Z adaptées
à <^[i/N] à ^[i/N]

ayant les propriétés suivantes :

a) il existe un entier G ̂  i tel que N, ê^, G et 9 h» ̂ v fassent marcher (4.1);

b) pour toute variété T {comme en (7.0)) sur un corps k de caractéristique o, pour tout morphisme

T -> S et pour tout objet M de D^g(^Er) adapté à ̂ , le transformé de Fourier

^(M)eobD^(^v)

est adapté à ̂  et si, de plus, M est j-adapté à S^, ̂ (M) est aussi -^-adapté à ̂  et on a

XWM)) == {^M))\

Corollaire (7.3.2). — On suppose de plus S intègre, avec point générique de caractéristique

zéro, et soit encore ê = {E^} une stratification de E à strates E^ lisses sur S. Alors, il existe un

ouvert dense U^ C Ev de Ev satisfaisant aux conditions suivantes :

a) LP^ fait marcher (4.2);

b) pour toute variété T {comme en (7.0)) sur un corps k de caractéristique Q, pour tout morphisme

T -> S avec U^ =t= 0 ^ pour tout 2^-Module holonome RS^?, avec JK\o\ adapté à ^y,

y^) | U^ et (- î v )- ̂ (^) | U^,

où Jt* =^f°(D(^[o])), .yo^ AJ Q^-Modules localement libres de rang fini à connexions

intégrables en dualité parfaite9^ de plus, siJK\o\ est -^-adapté à S^ le rang commun de ces deux

0^-Modules est constant sur U^.

Remarques (7.3.3.1). — Nous n'avons pas eu le courage de développer une théorie
de dualité relative (cf. i) pour les ^-Modules; dans (7.3.2 b), on utilise la dualité
absolue, mais cela revient au même car on suppose T et donc Erp lisses sur k.

(7.3.3.2) L'hypothèse essentielle est l'hypothèse RS; elle correspond à la modé-
ration dans le cadre /-adique.
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(7.3.3.3) On aimerait pouvoir formuler et démontrer un énoncé analogue à (4.2)
(iii) pour les ^-Modules, la pureté étant comprise au sens de la théorie de Hodge.

(7.3.4) Preuve de (7.3.1) et (7.3.2). — Compte tenu du formalisme rappelé
en (7.0)3 de (7.1.4), de (7.2.1) et du théorème de changement de base (7.0.2), par
des arguments en tout point parallèles à ceux de (4.3), on ramène ces énoncés au
lemme (4.3.2) et à son analogue suivant pour les ^-Modules :

Lemme (7.3.4.1). — Soit T une variété (cf. (7.0)) sur un corps k de caractéristique o

et soit

^^{AÏ-D.A, ...,D,}, D = Û D , ,
»=i

une stratification de A^, avec D^, . . . , Dy» des diviseurs dans A ,̂ finis étales sur T, de rangs cons-

tants d^y ..., d^. Pour tout objet M de D^g^^r) '"û^^ à ̂  Ç^9 ( 7 * 2 - ^ î ? on a afors '-

(i) l'objet PT*(M ̂  a!r L) de D^(^r), où prp : A^ -> T et a^ : A ,̂ —> A^ sont les projec-

tions canoniques et où L = oS^[— i] est défini en (7.1.4), est à cohomologie 0 ̂ -localement

libre de rang fini,

(ii) si on suppose que M est -^-[-adapté à 3C (cf. (7 .2.1)) , alors la fonction •^ de p^ (M 0 a^ L)

est constante sur T de valeur

n

— da + .S d^ û,

où a (resp. a^) est la valeur constante de •)c(M) sur A^ — D Çresp. D,, i = i, ..., n)
n

et où d === S ̂  ^ ^ ûk̂  constant de D .w T.
• • .<==i . .

(7.3.4.2) Prouvons (7.3.4.1). — Soit

A^ c^ P^ <^ 00^ - P^ - Ai

T

la compactification naturelle de prr, alors

PT,(M ® air L) = p^ ̂ .(M ® air L)

et il suffit de montrer, pour la partie (i), que la variété caractéristique de chaque faisceau

de cohomologie de j^{M. 0 ay L) e ob D^i(^p^.) est contenue dans

T^ P^ u T^ P^ u ̂ .U T .̂ P^ C T P^
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(en effet, cela implique, puisque p^ est propre, que la variété caractéristique de chaque

faisceau de cohomologie de ^j^(M ® o4 L) est contenue dans la section nulle du
cotangent à T). Or, au-dessus de A^ C P^, c'est clair puisque

| Car(^(M)) | C Tl̂  u U T .̂ A^

pour tous j e Z (M est RS et !-adapté à S ' ) ; d'autre part, localement pour la topologle
étale le long de 00^, M est de la forme a^N avec N e ob D^g(^A1) et : sl j : ̂ l<-^ ̂
est l'inclusion et a-r : P^ -> P^ la projection canonique,

^(oir N ® aip L) = ai^(N ̂  L),

ce qui entraîne la conclusion.

Pour la partie (ii), la preuve est la même que celle de (4.3.2) (iii) à condition
de remplacer la formule de Grothendieck-Ogg-Safarevic par la formule de l'indice de
Deligne (cf. P. Deligne, Equations différentielles à points singuliers réguliers. Lecture
Notes in Mathematics, n° 163, Springer-Verlag, formule (6.21.1)).

Remarque. — La preuve de (7.3.4. i ) (i) ci-dessus nous a été suggérée par Mebkhout.

(7.4) Comme nous l'avons déjà remarqué en (5.6.1), les démonstrations (4.3)
et (5.4.2) fournissent des conditions suffisantes de pureté des sommes trigonométriques
S^(Fg, 9, a, ^, %) définies en (5.0), conditions que l'on peut expliciter mais qui sont en
général plus restrictives que les critères de pureté que l'on peut dégager par une analyse
géométrique précise. On peut alors se demander s'il existe une « recette » générale four-
nissant les critères de pureté « optimals » des sommes S^(Fç, y, a, ^, ^). Nous apportons
ci-dessous une réponse conjecturale à cette question.

Reprenons les notations de (5.0). De plus, notons K le corps des fractions de R
et (~)K 1e changement de base ( — ) ® R K . Alors

YK.^XK

est un ^^-Modnie holonome RS (cf. (7.0); /K* est l'image directe au sens des ^-Modules),
et son transformé de Fourier (cf. (7.1))

^(A^xJ
est un ^AK" Module holonome. Par suite, il existe un plus grand ouvert dense U^ de A^
tel que

(7.4.1) CaW^ ̂ )) 1 ^-W) - rf.[T^ U ]̂

où d est un entier ^ o et TC : T* Ag -> AK est le cotangent à A^; cet ouvert est homogène
(c£ (4.2.3)). Soit

F,,... ,F,eR[^,...,^]

un système d'équations homogènes du fermé réduit Ag — U^ de AK.
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Conjecture (7.4.2). — I I existe p e R — {0} tel que pour tout quintuple (F^, 9, a, ^5 x)
vérifiant

cp(pFi)(ûi, ...,û,)+o

pour au moins un i'. e {i, ..., s}, toutes les conclusions de (5.2) sont satisfaites avec pour d l''entier

défini par (7.4. i).

Commentaires (7.4.2.1). — On trouvera dans [5] (8.7) une démonstration de
l'égalité des entiers d définis en (5.2) et (7.4.1); une autre démonstration est fournie
par (7.3-4-1) (i1)-

(7.4.2.2) Dans le cas où X est une hypersurface lisse de A^ définie par une
équation /eR[^, ... ,A:J, les considérations développées en (7.0.5) et (7.1.2) per-
mettent en principe une détermination explicite de l'ouvert U^ et donc d'un système
de polynômes F^, ..., Fg.

(7.4.2.3) Le critère conjectural de pureté (7.4.2) est meilleur que le critère que
l'on peut expliciter à partir des démonstrations (4.3) et (5.4.2) (cf. (5.6.1)) et coïncide
pour p e R — { o } assez divisible avec les critères de pureté que l'on peut dégager
d'analyses géométriques précises (cf. [5] (8.7), [n] et [14]); cependant, notre conjecture
ne dit rien sur le p e R — {0} (mis à part son existence!).

Appendice (7.5) : preuve de (7.1.4).

On donnera la démonstration pour r == i (c'est le cas essentiel) et pour simplifier
les notations on posera &g = ^/^, ôy === Blôy.

Les foncteurs/,,/' et ® s'étendent naturellement à D^ ^ D^i, tout comme <^,
et on montrera en fait (7.1.4) pour les ^-Modules quasi cohérents. Soient ^ un
Q^- Module quasi cohérent et M === r(E,^). On a alors

F(E x,E\pr^[- i]) = M®^[j]

en tant que k [x,jy] -module et

a,.(m®P(jO)=(â,.m)®P(jO

^.(m®P(jO) ==m(x)P'(jO;

on a de même

rÇEx.E^ , ̂ L)^^]

en tant que k \x^y\ -module et

â,.P(^^)==P;(^)-^P(^)

^.P(^) = P;(^) - xî(x^).
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Par suite,

nEx.E^pr'^^ , >'L[i]) =MOO^]

en tant que è[^,j/]-module et

^.(m®P(j/)) = (â,.w)®P(jQ -m®(^P(jp))

^.(W®P(J/)) =W®P' ( j / ) - (A:.W)®P(J/);

enfin, on obtient que

I^pr^pr^^ , >!L)[I]) = [M^k[y]^M^k[^]]

dans D6^^ BJ) (complexe concentré en degré — i et o). Il ne reste plus qu'à remarquer
que la suite de ^-vectoriels

o -> M ̂ kk[y] -^ M ̂ ÂO] -> M -> o

S m.f^ S %.w,
i^o '•' i^o aî l

est exacte et que la multiplication par y (resp. ^) sur [M®j,k[jy] ̂  M®^[^]]
induit la multiplication par ^ (resp. — x) sur M.
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