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Transformation des Fonctionnelles Analytiques
\‘a Porteurs non Compacts

Patrick SARGOS et Mitsuo MORIMOTO
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Le but de cet article est d’\’etendre en dimension $n\geqq 1$ la th\’eorie

des fonctionnelles analytiques \‘a porteurs non compacts d\’ej\‘a \’etudi\’ee en
d\’etails en dimension un par le deuxi\‘eme auteur dans [7] et [8].

Ces fonctionnelles ont \’et\’e introduites par $Sebastiaoe\sim$ Silva ([13]) sous
le nom de “ultra-distributions de type exponentiel”. On \’etend \’egale-

ment en dimension $n\geqq 1$ les r\’esultats de Morimoto et Yoshino ([11])

concernant la transformation introduite par Avanissian et Gay dans [1].

L’espace de base que l’on consid\‘ere, not\’e $Q(L;K’)$ , o\‘u $L$ est un
convexe ferm\’e de partie imaginaire born\’ee de $C^{n}$ , et $K$ ’ un convexe
compact de $R^{n}$ , est form\’e des fonctions holomorphes sur les $\epsilon$-voisinages

de $L$ , \‘a d\’ecroissance exponentielle de type $h_{K^{\prime}}$ . Son dual $Q^{\prime}(L;K^{\prime})$

s’identifie \‘a un sous-espace de $Q_{0}^{\prime}$ des Fourier ultra-hyperfonctions d\’efinies

par Zharinov dans [16], et \‘a un sur-espace des fonctionnelles analytiques

(au sens de Martineau ([6])) portables par un convexe compact de $L$ .
Des rappels sont faits dans le \S 1 sur la transformation de Fourier

dans les espaces $Q(R^{n}+iK;K’)$ et $Q_{0}$ . Dans le \S 2, on d\’emontre la densit\’e

de $Q_{0}$ dans l’espace $Q(L;K^{\prime})$ (th\’eor\‘eme 2.3.1.). Au \S 8, on d\’efinit une
notion de valeur au bord dans $Q_{0}$ , et on d\’emontre dans ce cadre, par une
m\’ethode directe, un th\’eor\‘eme du type “the edge of the wedge”, et qui

contient le th\’eor\‘eme du \S 1.3 de [16].

Le \S 4 est consacr\’e \‘a la transformation de Cauchy des fonctionnelles,

limit\’ee au cas o\‘u $L=F+iK$ est de type produit, pr\’eparant ainsi une
d\’efinition plus g\’en\’erale de cette transformation, par une m\’ethode d\^ue \‘a

Martineau ([6]), et qui sera donn\’ee dans un travail ult\’erieur. On repr\’e
sente l’espace $Q^{\prime}(F+iK;K^{\prime})$ comme un quotient d’espaces de fonctions
holomorphes, ou comme une limite projective de tels quotients; ce dernier
cas pr\’epare l’\’etude de la transformation de Laplace, faite au paragraphe

suivant.
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On d\’efinit au \S 5 la transformation de Fourier-Borel qui \’etablit un
isomorphisme entre l’espace $Q^{\prime}(\Gamma^{*}+S+iK)$ et l’espace $Exp(R^{n}+i\Gamma;K+iS)$

des fonctions holomorphes dans le c\^one $ R^{n}+i\Gamma$ . Ce th\’eor\‘eme a \’et\’e

d\’emontr\’e dans un cadre plus g\’en\’eral par de Roever ([12]). L’injectivit\’e
de cette tranformation, qui est donn\’ee dans [12] par une m\’ethode longue

et difficile, peut, dans notre cas, \^etre d\’emontr\’ee simplement par des
moyens de valeurs au bord et de transformation de Fourier, gr\^ace au
th\’eor\‘eme de densit\’e du \S 2.

Enfin, au \S 6, on etudie la transformation d’Avanissian-Gay, et on
d\’emontre, entre autre, que le th\’eor\‘eme de Yoshino ([15]) sur le prolonge-

ment analytique des fonctions arithm\’etiques se g\’en\’eralise au cas de $n$

variables.
Nous tenons \‘a exprimer ici notre profonde reconnaissance au Pro-

fesseur R. Gay qui a bien voulu inviter le deuxi\‘eme auteur \‘a Bordeaux
et lui donner l’occasion de connaitre le premier auteur. Sans ses encoura-
gements, la distance g\’eographique nous aurait g\^en\’es dans la r\’ealisation

du pr\’esent article.

\S 1. Pr\’eliminaires.

1.1. Notations.
On d\’esigne par $z=x+iy$ ou par $\zeta=\xi+i\eta$ les \’el\’ements de $C^{n}=R^{n}+iR^{n}$ ,

par $\Vert z\Vert=(\sum_{\dot{g}=1}^{\iota}|z_{j}|^{2})^{1/2}$ la norme hermitienne dans $C^{n}$ , par $i\Vert x\Vert=(\sum_{\dot{g}=1}^{*}x_{\dot{f}}^{2})^{1/2}$

la norme euclidienne dans $R^{n}$ . On pose \’egalement $\langle\zeta, z\rangle=\sum_{g=1}^{:}\zeta_{j}z_{j}$ pour
$\zeta$ et $zeC^{n}$ ou $R^{n}$ , et $ z^{2}=\langle z, z\rangle$ . $S^{n-1}$ est la sph\‘ere unit\’e dans $R^{n}$ , et $B=$

$\{x\in R^{n};|x_{j}|\leqq 1, j=1, \cdots, n\}$ est la boule unit\’e ferm\’ee de $R^{n}$ pour la
norme produit. On pose, pour $z\in C^{n},$ $|z|=\sum_{\dot{g}=1}^{n}|z_{j}|$ .

Si $A\subset R^{n}$ (resp. $C^{n}$) et $\epsilon>0,$ $A_{e}=A+\epsilon B^{o}$ (resp. $A+\epsilon\{z\in C^{n};|z_{j}|<1,$ $j=$

$1,$
$\cdots,$ $n$}) est $ 1’\epsilon$-voisinage ouvert de $A$ dans $R^{n}$ (resp. $C^{n}$) au sens de la

norme produit. En particulier, si $A=A_{1}\times\cdots\times A_{n},$ $A_{\epsilon}=A_{1,\epsilon}\times\cdots\times A_{n,\epsilon}$ .
Comme $R^{n}\subset C^{n}$ , si $A\subset R^{n}$ , le contexte expliquera s’il faut consid\’erer $A_{\epsilon}$

comme un voisinage r\’eel ou complexe de $A$ . On d\’esignera par $\partial A$ la
fronti\‘ere de $A$ , et si $A$ est un ensemble produit, par $\partial_{0}A$ sa fronti\‘ere

distingu\’ee. Enfin, pour $A\subset R^{n}$ , on pose $A_{-\epsilon}=\{x\in A;x+\epsilon B\subset A\}$ ; si $A$ est
ferm\’e, $A_{-\epsilon}$ est encore ferm\’e.

On consid\‘ere deux ensembles produit de $C^{n},$ $A=A_{1}\times\cdots\times A_{n}$ et $A^{\prime}=$

$A_{1}^{\prime}\times\cdots\times A_{n}^{\prime}$ , avec $A’\subset A$ . On pose $A\# A^{\prime}=\Pi_{g=1}^{:}(A_{j}\backslash A_{\dot{f}}^{\prime})$ et $A\# jA’=$

$(A_{1}\backslash A_{1}^{\prime})\times\cdots\times(A_{j-1}\backslash A_{\dot{f}1}^{\prime}-)\times A_{j}\times(A_{j+1}\backslash A_{\dot{J}+1}^{\prime})\times\cdots\times(A_{n}\backslash A_{\iota}^{\prime})$ . Dans le cas o\‘u

ces ensembles sont r\’eguliers, la fronti\‘ere distingu\’ee $\partial_{0}(A\# A^{\prime})$ sera
toujours orient\’ee selon les conventions habituelles.
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Soit $K$ un convexe compact de $R^{n}$ ; la fonction $h_{K}$ est d\’efinie pour
$x\in R^{n}$ par $h_{K}(x)=\sup\{\langle t, x\rangle;t\in K\}$ . On rappelle que $h_{K}$ est une fonction
convexe et que, pour tout scalaire $\lambda>0,$ $h_{K}(\lambda x)=\lambda h_{K}(x)$ . Enfin on remarque
que $h_{K_{8}}(x)=h_{K}(x)+\epsilon|x|$ .

Si $\Gamma$ est un c\^one de $R^{n}$ (de sommet z\’ero), son c\^one dual $\Gamma^{*}=\{\xi\in R^{n}$ ;
$\langle\xi, x\rangle\leqq 0,$ $ x\in\Gamma$} est un c\^one ferm\’e de $R^{n}$ . Si $\Gamma$ est un c\^one convexe de
$R^{n}$ , ouvert ou ferm\’e, de sommet l’origine, tel que $\Gamma$ et $\Gamma^{*}$ soient tous
deux d’int\’erieur non vide, on dira que $\Gamma$ est un c\^one propre. Si $\Gamma$ est
un c\^one propre, $\Gamma^{**}=\overline{\Gamma}$ ; de plus $(\Gamma_{1}\cap\Gamma_{2})^{*}=co(\Gamma_{1}^{*}\cup\Gamma_{2}^{*})$ , o\‘u $co(A)$ est
1‘enveloppe convexe de $A$ .

Soient $\Omega$ un ouvert de $C^{n}$ tel que $\frac{Q}{\Omega}=\Omega$ et $\gamma$ une fonction continue
sur $C^{n}$ \‘a valeurs r\’eelles. On d\’esigne par cf“ le faisceau des fonctions
holomorphes, et par $H_{b}(\overline{\Omega};\gamma)1$ ‘espace des fonctions $f\in P(\Omega)$ , continues
sur $\overline{\Omega}$ et v\’erifiant l’in\’egalit\’e

sup { $|f(z)|$ exp $(-\gamma(z));z\in\overline{\Omega}$} $<+\infty$

Muni de la norme correspondante, $H_{b}(\overline{\Omega};\gamma)$ est un espace de Banach. Les
limites inductives et les limites projectives de tels espaces ont \’et\’e \’etudi\’ees
par plusieurs auteurs (cf. par exemple [18], \S 5.6 et 5.7). Dans les cas
qui nous int\’eressent, les espaces obtenus sont du type Dual-Fr\’echet-
Schwartz ou du type Fr\’echet-Schwartz; nous affirmerons, sans les d\’e-
montrer, les r\’esultats de ce genre, qui sont maintenant tr\‘es classiques.

1.2. L’espace de base $Q(L;K^{\prime})$ .
DEFINITION 1.2.1. Soient $L$ un convexe ferm\’e de $C^{n}$ , de partie im-

aginaire born\’ee, et $K$ ’ un convexe compact de $R^{n}$ . On pose

$Q(L;K^{\prime})=\lim_{l},$ $in_{0}dH_{b}(\overline{L}> ,; -h_{K^{\prime}}(x)-\epsilon^{\prime}|x|)$ .

Cet espace de “fonctions-test” a \’et\’e d\’efini en [7] et est du type Dual-
Fr\’echet-Schwartz. Son dual $Q^{\prime}(L;K’)$ est du type Fr\’echet-Schwartz et
est r\’eflexif; il constitue l’espace des fonctionnelles analytiques dont nous
allons \’etudier les propri\’et\’es et les transformations. On remarque que si
$L$ est compact, $Q(L;K^{\prime})$ est l’espace $\rho(L)$ des germes de fonctions holo-
morphes au voisinage de $L$ , muni de sa topologie habituelle; si $L=R^{n}$ et
si $K’=\{0\},$ $Q^{\prime}(R^{n})=Q^{\prime}(R^{n};\{0\})$ coincide avec l’espace $(a(D^{n}))\sim$ des Fourier-
hyperfonctions qui a \’et\’e d\’efini dans [4], o\‘u $D^{n}$ est le compactifi\’e radial
de $R^{n}$ ; enfin, si $L=R^{n}+iK$, o\‘u $K$ est un compact convexe de $R^{n},$ $H_{b}(R^{n}+$

$iK;h_{K^{\prime}}(x))$ coincide avec l’espace $\Phi(K, K’)$ \’etudi\’e dans [16] et [17].

On d\’efinit \’egalement. l’espace
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$Q_{0}=\lim_{K.K}p_{R^{l}}rojH_{b}(R^{n}+iK;-h_{K^{\prime}}(x))$

( $\text{\‘{u}}\frac{o}{o}K\subset R^{n}$ signifie: $K$ est compact dans $R^{n}$ et a en plus la signification

$K=K$ \‘a cause de la d\’efinition de $H_{b}$). Cet espace est un Fr\’echet-Schwartz
et son dual $Q_{0}^{\prime}$ est un Dual-Fr\’echet-Schwartz; il a \’et\’e d\’efini dans [16] et
les \’el\’ements de $Q_{0}^{\prime}y$ sont appel\’es les Fourier ultra-hyperfonctions.

1.3. Transformation de Fourier dans $ le\epsilon$ espaces $Q_{0}$ et $Q(R^{n}+$

$iK;K’)$ .
On s’int\’eresse plus particuli\‘erement aux espaces $Q(L;K’)$ lorsque $L$

est de la forme $L=F+iK$, o\‘u $F$ est un convexe ferm\’e et $K$ un convexe
compact dans $R^{n}$ ; on peut alors \’ecrire de fagon tr\‘es simple, quand elles
sont d\’efinies, les transformations de Fourier et de Fourier-Borel (cf. \S 5).
On prend ici $L=R^{n}+iK$ et on rappelle la d\’efinition et les propri\’et\’es,
donn\’ees dans [7], de la transformation de Fourier.

Soit $\varphi\in Q(R^{n}+iK;K’)$ ; pour un $\epsilon>0$ et un $\epsilon’>0,$ $\varphi$ est dans $H_{b}(R^{n}+$

$i\overline{K}_{\epsilon};-h_{K_{g}}\cdot,(x))$ . Alors I’int\’egrale

$\int_{R^{b}},\varphi(x+iy)\exp(-i\langle\zeta, z\rangle)dx$

est d\’efinie pour tout $\zeta\in R^{n}+iK_{\epsilon}^{\prime}$ , et ne d\’epend pas de $ye\overline{K}_{\epsilon}$ . La fonction

$\zeta\rightarrow\int_{R^{\hslash}}\varphi(z)\exp(-i\langle\zeta, z\rangle)dx$

est not\’ee $\mathscr{G}^{\rightarrow}\varphi$ . On d\’efinit de m\^eme

$\mathscr{J}\varphi(\zeta)=\int_{R^{n}}\varphi(z)\exp(i\langle\zeta, z\rangle)dx$ .

On a le r\’esultat donn\’e dans [7]:

TH\’EOREME 1.3.1. Les applications $\mathscr{F}^{\rightarrow}et$ $\overline{\pi}$

$Q(R^{n}+iK;K^{\prime})\rightarrow^{F}Q(R^{n}+iK’;-K)$ ,

$Q(R^{n}+iK;K’)\rightarrow^{F\overline}Q(R^{n}-iK’;K)$

sont des $isomor\cdot phismes$ topologiques. On a de plus la formule de r\’eci-
procit\’e de Fourier

$\mathscr{G}^{\rightarrow}\overline{\mathscr{F}}^{-}\varphi=\overline{\mathscr{G}}^{-}\mathscr{G}^{-}\varphi=(2\pi)^{n}\varphi$ .
Les applications transpos\’ees seront not\’ees $t\mathscr{G}^{-}$ et $\iota\overline{\pi}$ :
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$Q^{\prime}(R^{n}+iK;K^{\prime})\rightarrow Q^{\prime}(R^{n}-iK^{\prime} ;{}^{t}F K)$ ,

$Q^{\prime}(R^{n}+iK;K’)\rightarrow Q^{\prime}(R^{n}+iK^{\prime};{}^{t}\overline{F}-K)$ .

On d\’efinit de la m\^eme fagon la transformation de Fourier dans $Q_{0}$ , et on
a les isomorphismes ([16], \S 2.3)

$Q_{0}\rightarrow^{\ovalbox{\tt\small REJECT}^{-}}Q_{0}$ ,

$Q_{0}\rightarrow^{\ovalbox{\tt\small REJECT}^{--}}Q_{0}$ .

\S 2. Propri\’et\’es g\’en\’erales des espaces $Q$ et $Q^{\prime}$ .
Dans tout ce paragraphe, $L$ est un convexe ferm\’e de partie imaginaire

born\’ee dans $C^{n}$ , et $K^{\prime}$ est un convexe compact de $R^{n}$ .

2.1. Repr\’esentation des fonctionnelles par des mesures.
Selon un proc\’ed\’e classique, le r\’esultat ci-dessous nous permettra,

dans la suite, d’utiliser, et sans avoir \‘a le mentionner, les op\’erations

usuelles de l’int\’egration.

PROPOSITION 2.1.1. Soit $TeQ$ ’$(L;K‘)$ . Pour tous $\epsilon$ et $\epsilon^{\prime}>0$ , il existe

une mesure born\’ee $\mu$ sur L. telle que

$\langle T, \varphi\rangle=\int_{\overline{L}_{e}}\varphi(\zeta)$ exp $(h_{K^{\prime}}(\xi)+(\epsilon’/2)|\xi|)d\mu(\zeta)$

pour $\varphi\in H_{b}(\overline{L}_{\epsilon};-h_{K^{\prime}}(\xi)-\epsilon^{\prime}|\xi|)$ .

D\’EMONSTRATION. Pour un ouvert $\Omega$ de $C^{n}$ , tel que $\Omega=^{\frac{o}{\Omega}}$ , et pour

une fonction $\gamma$ continue sur $C^{n}$ et \‘a valeurs r\’eelles, on d\’esigne par
$C_{0}(\overline{\Omega};-\gamma)$ l’espace des fonctions $g$ , continues sur $\overline{\Omega}$ , et telles que les

fonctions: $\zeta\rightarrow g(\zeta)$ exp $(\gamma(\zeta))$ tendent vers z\’ero \‘a l’infini (i.e., pour tout
$\delta>0$ , il existe un compact $M$ de $\overline{\Omega}$ tel que $|g(\zeta)|\exp(\gamma(\zeta))\leqq\delta$ pour $\zeta\in\overline{\Omega}\backslash M$);

on munit cet espace de la norme

$||g||=\sup\{|g(\zeta)|\exp(\gamma(\zeta));\zeta\in\overline{\Omega}\}$ .

On d\’esigne par $H_{0}(\overline{\Omega};-\gamma)$ le sous-espace ferm\’e de $C_{0}(\overline{\Omega};-\gamma)$ form\’e

des fonctions $g$ qui sont en outre holomorphes dans $\Omega$ . D’apr\‘es un r\’esultat

classique d’analyse, les formes lin\’eaires continues sur $C_{0}(\overline{\Omega})=C_{0}(\overline{\Omega};0)$ sont
les mesures born\’ees sur $\overline{\Omega}$ .

On choisit ici $\gamma(\zeta)=h_{K^{\prime}}(\xi)+(\epsilon’/2)|\xi|$ , et $\Omega=L_{\epsilon}$ . Comme la topologie de
$H_{0}(\overline{\Omega};-\gamma)$ est plus fine que celle induite par $H_{b}(\overline{\Omega};-\gamma)$ , la restriction de
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$T$ \‘a $H_{0}(\overline{L}_{\epsilon};-\gamma)$ est continue et admet un prolongement $T_{1}\in(C_{0}(\overline{L}_{\epsilon};-\gamma))$ .
On v\’erifie que la forme lin\’eaire $\exp(-\gamma(\zeta))T_{1}$ est d\’efinie et continue sur
$C_{0}(\overline{L}_{\epsilon})$ , et donc est repr\’esentable par une mesure born\’ee $\mu$ sur $\overline{L}.$ ; on a

$\langle T_{1}, g\rangle=\int_{\overline{L}_{e}}g(\zeta)$ exp $(h_{K^{\prime}}(\xi)+(\epsilon^{\prime}/2)|\xi|)d\mu(\zeta)$

pour $g\in C_{0}(\overline{L}_{0};-\gamma)$ , donc pour $g\in H_{b}(\overline{L}_{\epsilon};-h_{K^{\prime}}(\xi)-\epsilon’|\xi|)$ , d’o\‘u le r\’esultat.

2.2. Approximation de la fonction $z\rightarrow-h_{K}(x)$ par des fonctions
plurisousharmoniques.

(p.s.h’ sera l’abr\’eviation de plurisousharmonique).

PROPOSITION 2.2.1. Soit $\Omega$ un ouvert born\’e de $R^{n}$ . Etant donn\’es un
compact convexe $K$ de $R^{n}$ et $\epsilon>0$ , il existe des fonctions $\psi_{1},$ $\cdots,$ $\psi_{*}$ holo-
morphes dans $ R^{n}+i\Omega$ , et une constante $C>0$ telles que

$h_{K}(x)\leqq\inf_{1\leqq k\leqq n}{\rm Re}\psi_{k}(z)\leqq h_{K}(x)+\epsilon|x|+C,$
$ z\in R^{n}+i\Omega$ .

LEMME 2.2. Soient $a>0,$ $\alpha$ et $\beta$ deux re\’els. Il existe une fonction
$\psi_{\alpha,\beta}\in P(R+i]-a, a[)$ telle que

$\lim_{x\rightarrow+\infty}\psi_{\alpha,\beta}(z)=\beta$ et $\lim_{x\rightarrow-\infty}ab\alpha,\beta(z)=\alpha$ ,

ces deux limites \’etant obtenues uniform\’ement en $ye$ ] $-a,$ $a[$ .

D\’EMONSTRATION. On se ram\‘ene au cas o\‘u $\alpha=\pi/2$ et $\beta=-\pi/2$ en
posant

$\psi_{\alpha,\beta}(z)=\alpha+\frac{\beta-\alpha}{\pi}[\pi/2+\psi_{-\pi/2,\pi/2}(z)]$ .

Par une homoth\’etie de centre $0$ , on peut supposer $a<1$ . L’extension
holomorphe de la fonction Arctg $x$ convient alors.

LEMME 2.2.3. Pour tout $\epsilon>0$ , on peut trouver des parall\’elotopes
$P_{1},$

$\cdots,$
$P_{m}$ de $R^{n}$ qui contiennent $K,$ de faqon que

$\inf_{1\leq k\leq n}h_{P_{k}}(x)\leqq h_{K}(x)+\epsilon|x|,$
$x\in R^{n}$

(Par parall\’elotope, on entend l’image lin\’eaire d’un ensemble de $R^{n}$ ,

produit d’intervalles compacts.)

D\’EMONSTRATION. Pour tout $\xi\in S^{n-1}$ , on d\’esigne par $H_{\xi}1$ ‘hyperplan

de $R^{n}$ d’\’equation $\langle x, \xi\rangle=h_{K}(\xi)$ , et on choisit un parall\’elotope $P_{\epsilon}$ contenant
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$K$ et dont l’une des faces est port\’ee par H\’e. Notons que, comme $H_{\xi}\cap P_{\epsilon}$

est dans la fronti\‘ere du convexe $P_{\epsilon}$ , celui-ci est enti\‘erement contenu
dans le demi-espace $\{x\in R^{n};\langle x, \xi\rangle\leqq h_{K}(\xi)\}$ . En particulier, $h_{P_{\xi}}(\xi)=h_{K}(\xi)$ .

Choisissons \’egalement un voisinage $V_{\text{\’{e}}}$ de $\xi$ dans $S^{n-1}$ de fagon que

$\xi^{\prime}\in V_{\text{\’{e}}}-\sup\{|\langle t, \xi^{\prime}-\xi\rangle|;t\in P_{\text{\’{e}}}\}<\epsilon$ .

Par compacit\’e de $S^{n-1}$ , on peut trouver $\xi_{1},$
$\cdots,$

$\xi_{m}$ de $S^{n-1}$ tels que les
$V_{\epsilon_{k}}(1\leqq k\leqq m)$ recouvrent $S^{n-1}$ . Montrons que les parall\’elotopes $P_{\epsilon_{1}},$

$\cdots,$
$P_{\epsilon_{m}}$

r\’epondent \‘a la question (on pose $P_{k}=P_{\epsilon_{k}}$).

Soit $x\in R^{n},$ $x\neq 0$ . Pour au moins un $k,$ $x^{\prime}=x/\Vert x\Vert\in V_{\text{\’{e}}_{k}}$ et $ h_{P_{k}}(x)\leqq$

$h_{P_{k}}(x^{\prime}-\xi_{k})+h_{P_{k}}(\xi_{k})$ . Par construction de $V_{\epsilon_{k}},$ $ h_{P_{k}}(x’-\xi_{k})\leqq\epsilon$ ; de plus,

$h_{P_{k}}(\xi_{k})=h_{K}(\xi_{k})\leqq h_{K}(\xi_{k}-x^{\prime})+h_{K}(x’)$ .
Comme $h_{K}\leqq h_{P_{k}}$ , on a finalement montr\’e $ h_{P_{k}}(x)\leqq h_{K}(x)+2\epsilon\Vert x\Vert$ , ce qui
d\’emontre le lemme.

LEMME 2.2.4. Soit $P$ un parall\’elotope de $R^{n}$ . Etant donn\’e $\epsilon>0$ , il
existe une fonction $\psi_{P}\in\ovalbox{\tt\small REJECT}(R^{n}+i\Omega)$ telle que

$h_{P}(x)\leqq{\rm Re}\psi_{P}(z)\leqq h_{P}(x)+\epsilon|x|+C^{te},$ $ z\in R^{n}+i\Omega$ .

D\’EMONSTRATION. 1) On suppose d’abord $n=1,$ $P=[\alpha, \beta]$ et $\Omega\subset$

$]-a,$ $a$[. On choisit une fonction $\nu(z)=\psi_{\alpha-\epsilon/2,\beta-\epsilon/2}(z)$ donn\’ee par le lemme
2.2.2. Soit $A>0$ tel que

$|\nu(z)-(\beta+\epsilon/2)|\leqq\epsilon/2$ pour $x\geqq A$ et $|y|\leqq a$ ,

et

$|\nu(z)-(\alpha-\epsilon/2)|\leqq\epsilon/2$ pour $x\leqq-A$ et $|y|\leqq a$ ,

et soit $M_{1}=\sup\{|{\rm Im}\nu(z)|;z\in R+i]-a, a[\}$ .
Pour $x\geqq A$ , on a

$\alpha x\leqq{\rm Re}(z\nu(z))+aM_{1}\leqq\alpha x+\epsilon|x|+2aM_{1}$ pour $x\leqq-A$ ,

$\beta x\leqq{\rm Re}(z\nu(z))+aM_{1}\leqq\beta x+\epsilon|x|+2aM_{1}$ pour $x\geqq A$ .

Si maintenant on pose $\psi_{P}(z)=z\nu(z)+M$, o\‘u $M$ est une constante convenable,
on obtient

$h_{P}(x)=\alpha x\leqq{\rm Re}\psi_{P}(z)\leqq\alpha x+\epsilon|x|+C^{te}$ pour $x\leqq 0$ ,

$h_{P}(x)=\beta x\leqq{\rm Re}\psi_{P}(z)\leqq\beta x+\epsilon|x|+C^{te}$ pour $x\geqq 0$ ,

et $\psi_{P}$ r\’epond \‘a la question.
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2) On suppose ensuite $n$ quelconque, $P=P_{1}\times\cdots\times P_{n}$ et $\Omega\subset$ ] $-a,$ $a[$ .
Comme $h_{P}(x)=\sum_{j=1}h_{P_{j}}(x)$ et $|x|=\sum_{g=1}^{:}|x_{j}|$ , il suffit de choisir $\psi_{P}=\sum\psi_{P_{j}}$ ,
o\‘u les $\psi_{P_{j}}$ sont d\’efinis comme ci-dessus.

3) On se place maintenant dans le cas o\‘u $P$ est un parall\’elotope:
$P=uP^{\prime}$ , o\‘u $u$ est un isomorphisme de $R^{n}$ et $P^{\prime}$ un produit d’intervalles
compacts. On d\’esigne par $u^{*}$ l’adjoint de $u$ , et par $\tilde{u}^{*}1’ isomorphisme$

de $C^{n}$ , complexifi\’e de $u^{*}$ . On prend un $\epsilon’>0$ assez petit pour que $\epsilon^{\prime}||u^{*}||\leqq$

$\epsilon$ , et un $a>0$ assez grand pour que $ u^{*}(\Omega)\subset$ ] $-a,$ $a[n$ ; on choisit une fonction
$\psi_{P^{\prime}}\in P(R^{n}+i]-a, a[n)$ qui v\’erifie

$h_{P^{\prime}}(x)\leqq{\rm Re}\psi_{P^{\prime}}(z)\leqq h_{P^{\prime}}(x)+\epsilon^{\prime}|x|+C^{t\epsilon}$

$pourz\in R^{n}+i]-a,$ $a[n$ On pose $\psi_{P}=\psi_{P^{\prime}}\circ\tilde{u}^{*}$ . Gr\^ace \‘a $1arelationh_{P^{\prime}}(u^{*}\xi)=$

$h_{P}(\xi)$ pour $\xi\in R^{n}$ , on v\’erifie que $\psi_{P}$ r\’epond \‘a la question. Le lemme est
d\’emontre.

La proposition 2.2.1 est une cons\’equence imm\’ediate des lemmes 2.2.3
et 2.2.4. On en d\’eduit le

COROLLAIRE 2.2.5. Soit $\Omega$ un ouvert born\’e de $R^{n}$ . Pour tout $\epsilon>0$ ,

il existe une fonction $\psi$ p.s.h. dans $ R^{n}+i\Omega$ telle que

$-h_{K}(x)-2\epsilon|x|\leqq\psi(z)\leqq-h_{K}(x)-\epsilon|x|+C^{t\epsilon}$ , $ z\in R^{n}+i\Omega$ .

2.3. Un th\’eor\‘eme de densit\’e.

TH\’EOREME 2.3.1. L’espace $Q_{0}$ est s\’equentiellement dense dans $Q(L;K)$ .

Ceci signifie que si $\varphi\in Q(L;K’)$ , il existe une suite $(\varphi_{\nu})\subset Q_{0}$ qui con-
verge vers $\varphi$ dans $Q(L;K’)$ . La d\’emonstration s’inspire du th\’eor\‘eme

2.3.5 de [2].

LEMME 2.3.2. Soient $P$ un compact convexe de $R^{n}$ et $\alpha\geqq 0$ . On a

$|h_{P_{\alpha}}(x+\xi)-h_{P}(x+\xi)|\leqq\alpha|x|+C^{t\epsilon}(|\xi|+|\xi^{\prime})$ , $x,$ $\xi,$ $\xi\in R^{n}$ .

D\’EMONSTRATION. D’apr\‘es les propri\’et\’es de la fonction $h_{P}$ , on a

$-\lambda(|\xi|+|\xi|)\leqq-h_{P}(\xi^{\prime}-\xi)\leqq h_{P}(x+\xi)-h_{P}(x+\xi)\leqq h_{P}(\xi-\xi)\leqq\lambda(|\xi|+|\xi|)$

pour $\lambda>0$ assez grand. On conclut en remarquant que

$h_{P_{\alpha}}(x+\xi)=h_{P}(x+\xi)+\alpha|x+\xi|$ .

LEMME 2.3.3. Soit $L$’ un convexe de $C^{n},$ de partie imaginaire $bor\cdot n\acute{e}e$ .
Pour tout $\epsilon>0$ , il existe $\psi_{\epsilon}\in C^{\infty}(C^{n})$ telle que
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(2.1) $\psi_{\epsilon}$ est strictement p.s.h. dans $C^{n}$ ,

(2.2) $\psi_{\epsilon}<0$ dans $L$
’ et $\psi_{\epsilon}>0$ hors de L. ,

(2.3) pour tout $\lambda>0$ et tout $\delta>0$ , la fonction $z\rightarrow\exp(-\delta z^{2}+\psi_{\epsilon}(z))$

est born\’ee dans $R^{n}+i\lambda B$ .

D\’EMONSTRATION. Soit $d$ la distance euclidienne dans $C^{n}\cong R^{2n}$ , et $U_{2n}$

la boule unit\’e associ\’ee. Pour tout $\alpha>0$ , l’ensemble $L^{\prime}(\alpha)=L^{\prime}+\alpha U_{2n}$ est
convexe et la fonction $g_{\alpha}(z)=d(z, L^{\prime}(\alpha))$ est convexe sur $C^{n}$ .

Soit $\chi\in \mathcal{D}(C^{n})$ ( $\mathcal{D}$ est l’espace des fonctions $C^{\infty}$ \‘a support compact)

v\’erifiant: $\chi\geqq 0$ , supp $\chi\subset U_{2n}$ et $\int_{c}nxdV=1$ , et qui ne d\’epend que de $|z_{1}|$ ,

. .
$.,$

$|z_{n}|$ . On pose $ h_{\alpha}(z)=\int_{c^{n}}g_{\alpha}(z-\alpha\zeta)\chi(\zeta)d\zeta$ . On fixe $\alpha$ assez petit pour

que $L’(2\alpha)\subset L_{e}^{\prime}$ . Par la proposition 2.6.3 de [3], on sait que $h_{\alpha}$ est $C^{\infty}$ et
p.s. $h$ . dans $C^{n}$ , et que $h_{\alpha}\geqq g_{\alpha}$ . On montre facilement que $ h_{\alpha}(z)\geqq\alpha$ hors
de $L_{\epsilon}^{\prime}$ , que $h_{\alpha}=0$ dans $L$’ et que $ h_{\alpha}(z)\leqq g_{\alpha}(z)+\alpha$ . Pour que les propri\’et\’es
(2.1) et (2.2) soient v\’erifi\’ees, on modifie l\’eg\‘erement $h_{\alpha}$ en posant

$\psi_{\epsilon}(z)=h_{\alpha}(z)-\beta+\gamma(\sum_{j=1}y_{j}^{2})$ ( $\beta$ et $\gamma>0$).

Soit $M=\sup\{\sum_{j=1}^{n}y_{j}^{2}; z=x+iy\in L_{\epsilon}^{\prime}\}$ . Il suffit de prendre $\beta<\alpha$ et $\gamma<\beta/M$.
Le lemme est d\’emontr\’e.

Soient $\omega$ un ouvert de $C^{n}$ et $\varphi$ une fonction continue sur $\omega$ , \‘a

valeurs r\’eelles. On pose, en suivant les notations de [2],

$L^{2}(\omega, \varphi)=\{u\in L_{1oc}^{2}(\omega);\int_{\omega}|u|^{2}e^{-\varphi}dV<+\infty\}$

et on d\’efinit $ H^{2}(\omega, \varphi)=L^{2}(\omega, \varphi)\cap$ ker $\overline{\partial}$ , muni de la topologie induite par
$L^{2}(\omega, \varphi)$ .

LEMME 2.3.4. Soient $L$’ un ouvert convexe de $C^{n},$ de partie imaginaire

born\’ee, $P$ un convexe compact de $R^{n}$ . Soient $\lambda>0$ et $\epsilon>0$ , avec $\lambda$ assez
grand pour que $R^{n}+i\lambda U_{n}\supset L_{2\epsilon}^{\prime}$ et $\lambda B\supset P_{2\epsilon}$ . Alors $H^{2}(R^{n}+i\lambda U_{n}, -\lambda|x|)$

est dense dans $H^{2}(L_{2\text{{\it \’{e}}}}^{\prime}, -h_{P_{2\epsilon}}(x))$ quand on munit ce dernier de la topologie

induite par $L^{2}(L^{\prime}, -h_{P}(x))$ .

D\’EMONSTRATION. On pose $\Omega=R^{n}+i\lambda U_{n}$ .
1) On veut construire une fonction $\varphi\in C^{\infty}(\overline{\Omega})$ , strictement p.s. $h.$ ,

v\’erifiant

(2.4) $-h_{P_{2\epsilon}}(x)\leqq\varphi(z)\leqq-h_{P}(x)+C^{te}$ dans $\Omega$ ,
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et

(2.5) $\sum_{jk=1}^{\prime}\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial z_{\dot{f}}\partial\overline{z}_{k}}t_{j}\overline{t}_{k}\geqq\tilde{\sum_{j=1}}|t_{j}|^{2}$

On construit, au moyen du corollaire 2.2.5, une fonction $\psi$ p.s.h.
dans un voisinage assez grand de $\overline{\Omega}$ , v\’erifiant dans ce voisinage,

$-h_{P_{2\epsilon}}(x)\leqq\psi(z)\leqq-h_{P}.(x)+C^{t\iota}$ .
On prend $\chi$ comme dans le lemme pr\’ec\’edent, et on pose, pour $\alpha>0$

$\psi_{\alpha}(z)=\int_{c^{n}}\psi(z-\alpha\zeta)\chi(\zeta)d\zeta$ .

Si $\alpha$ est assez petit, $\psi_{\alpha}$ est d\’efinie au voisinage de 9; d’apr\‘es la
proposition 2.6.3 de [3], $\psi_{\alpha}$ est $C^{\infty}$, p.s.h au voisinage de $\overline{\Omega}$ et

$ 0\leqq\psi_{\alpha}(z)-\psi(z)\leqq\int_{c^{n}}|\psi(z-\alpha\zeta)-\psi(z)|\chi(\zeta)d\zeta$

$\leqq\sup\{|\psi(z-\alpha\zeta)-\psi(z)|;\zeta\in U_{2n}\}$

$\leqq e|x|+C^{te}$ ,

d’apr\‘es le lemme 2.3.2.
Si on pose $\varphi(z)=\psi_{\alpha}(z)+\sum_{J^{*}=1}y_{\dot{f}}^{2},$ $\varphi$ r\’epond \‘a la question.
2) Soit $Te(H^{2}(L^{\prime};-h_{P}(x)))^{\prime}$ qui s’annule sur $H^{2}(\Omega, -\lambda|x|)$ et on

veut montrer que $\langle T, v\rangle=0$ pour toute $v\in H^{2}(L_{2*}, -h_{P_{2*}}(x))$ , en utilisant la
proposition 2.3.2 de [2], ce qui d\’emontrera le lemme 2.3.4.

Soit $u\in L^{2}(L’, h_{P}(x))$ qui repr\’esente $T$ en ce sens: si $w\in H^{2}(L^{\prime}, -h_{P}(x))$ ,
$\langle u, w\rangle=\langle T, w\rangle=\int_{L},uwdV$. En prolongeant $u$ par $0$ hors de $L^{\prime},$ $u$ devient

un \’el\’ement de $L^{2}(\Omega, h_{P}(x))$ , donc de $L^{2}(\Omega, -\varphi)$ d’apr\‘es (2.4).

Soit $\psi=\psi$. la fonction d\’efinie par le lemme 2.3.3. Si $\lambda^{\prime}>0$ est donn\’e
et si $w\in H^{2}(\Omega, \varphi+\lambda^{\prime}\psi^{+}),$ $\psi^{+}=\sup(\psi, 0)$ , on a encore $\langle u, w\rangle=0$ . Cela tient
au fait que, d’apr\‘es (2.3), $e^{-\delta z^{2}}w$ est dans $H^{2}(\Omega, -\lambda|x|)$ pour tout $\delta>0$ , et
que $\langle u, w\rangle=\lim_{\delta\rightarrow 0}\langle u, e^{-\delta z^{2}}w\rangle$ .

De la proposition 2.3.2 de [2], on d\’eduit qu’il existe $f=\sum_{j=1}f_{j}d\overline{z}_{j}e$

$L_{(0,1)}^{2}$ ( $\Omega$, loc), nulle hors de $L_{\epsilon}$ , telle que $u=-\sum_{j=1}^{\prime*}(\partial f_{\dot{f}}/\partial z_{j})$ (\’egalit\’e dans
$\mathcal{D}(\Omega))$ et

$\int_{\rho}\sum_{k,j=1}^{n}f_{\dot{f}}\overline{f}_{k}\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial z_{S}\partial\overline{z}_{k}}e^{\varphi}dV\leqq\int_{\rho}|u|^{2}e^{\varphi}dV$ .

D’apr\‘es (2.5), cette derni\‘ere in\’egalit\’e signifie que chaque $f_{j}$ est dans
$L^{2}(\Omega, -\varphi)$ .
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3) Il reste \‘a montrer que si $v\in H^{2}(L_{2}^{\prime},, -h_{P_{2\epsilon}}(x))$ , on a $\langle u, v\rangle=$

$\int_{\Omega}u\overline{v}dV=0$ .
On choisit dans $\mathcal{D}’(\Omega)$ une suite $(\theta_{\nu})$ v\’erifiant

$0\leqq\theta_{\nu}\leqq 1,$
$\sup_{\nu,z,\dot{g}}|\frac{\partial\theta_{\nu}}{\partial z_{j}}(z)|\leqq M$, supp $\theta_{\nu}\subset L_{2\epsilon}^{\prime}$

et $\theta_{\nu}\equiv 1$ sur $ L_{e}\cap$ { $z$ ; I $ z\Vert\leqq\nu$}.
Soit $v\in H^{2}(L_{2\epsilon}^{\prime}, -h_{P_{2\epsilon}}(x))$ ; par (2.4), $v\in H^{2}(L_{2\epsilon}^{\prime}, \varphi)$ . On remarque que,

comme $u$ est nulle hors de $L^{\prime},$ $\langle u, v\rangle=\lim_{\nu\rightarrow\infty}\langle u, \theta_{\nu}v\rangle$ . D’autre part, comme
$\theta_{\nu}v\in \mathcal{D}(\Omega)$ , on a

$\langle u, \theta_{\nu}v\rangle=\int_{\rho}u\overline{\theta_{\nu}v}dV=-\sum_{j=1}^{\iota}\int_{\Omega}\frac{\partial f_{j}}{\partial z_{j}}\overline{\theta_{\nu}v}dV=\sum_{\dot{g}=1}^{n}\int_{\Omega}\frac{\partial\theta_{\nu}}{\partial z_{\dot{f}}}f_{\dot{f}}\overline{v}dV$ .

Mais, pour tout $z\in L_{\epsilon}^{\prime},$ $\lim_{\nu\rightarrow\infty}(\partial\theta_{\nu}/\partial z_{j})(z)=0$ , et comme $f$ est nulle hors
de $L_{\epsilon}^{\prime}$ , on a, pour tout $z\in\Omega,$ $\lim_{\nu\rightarrow\infty}(\partial\theta_{\nu}/\partial z_{j})f_{\dot{f}}\overline{v}(z)=0$ . Enfin, les conditions
de croissance impos\’ees \‘a $(\partial\theta_{\nu}/\partial z_{j})$ , \‘a $f_{j}$ et \‘a $v$ permettent, par le th\’eor\‘eme

de Lebesgue, de montrer que $\langle u, v\rangle=0$ , d’o\‘u le lemme.

LEMME 2.3.5. On a les \’egalit\’es d’espaces vectoriels topologiques

$Q(L;K^{\prime})=\lim indH^{2}(L_{\epsilon};\epsilon>0-h_{K}.\cdot(x))$

$et$

$Q_{0}=\lim projH^{2}(R^{n}+ixU_{n};\lambda-2\lambda|x|)$ .

D\’EAONSTRATION. On traite le cas de $Q(L;K’)$ , en remarquant qu’on

a une injection continue \’evidente

$Q(L;K’)=\rightarrow\lim indH^{2}(L_{\epsilon};\epsilon>0-2h_{K_{\text{\’{e}}}}(x))$ .

Il suffit de montrer que pour tout $\epsilon>0$ et tout $\delta>0$ , on a une injection

continue

$H^{2}(L_{\epsilon+\delta}, -2h_{K_{\epsilon}}(x))=\rightarrow H_{b}(\overline{L}_{*}, -h_{K_{\epsilon}}(x))$ .

Comme la fonction $z\rightarrow|u(z)e^{\langle a,x\rangle}|^{2}$ est sous-harmonique dans $L_{\epsilon+\delta}\subset R^{2n}$ , o\‘u
$u\in H^{2}(L_{\epsilon+\delta}, -2h_{K_{\epsilon}},(x))$ , on a la majoration pour $z\in\overline{L}_{\epsilon}$

$|u(z)e^{\langle a,z\rangle}|^{2}\leqq\frac{1}{\delta^{2n}vo1(U_{2n})}\int_{z+\delta U_{2n}}|u(\zeta)e^{\langle a,\zeta\rangle}|^{2}d\zeta$ .

Comme $h_{K_{\epsilon}},(x)=\sup_{aeK_{\epsilon}^{\prime}}({\rm Re}\langle a, z\rangle)$ , il suffit de prendre la borne sup\’erieure
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des deux membres pour obtenir l’in\’egalit\’e

$\sup${ $|u(z)$ exp $(h_{K_{\epsilon}}(x))|;z\in\overline{L}_{e}$} $\leqq\frac{1}{\delta^{n}\sqrt{vo1(U_{2n})}}(\int_{L_{\epsilon+\dot{0}}}|u(\zeta)|^{2}$ exp $(2h_{K_{e}^{\prime}}(\xi))d\zeta)^{1/2}$ ,

qui est le r\’esultat cherch\’e.

D\’EMONSTRATION $DU$ TH\’EOR\‘EAE 2.3.1. Pour simplifier les \’ecritures,

on pose $\Vert u\Vert_{\epsilon}=(\int_{L}.|u|^{2}\exp(2h_{K_{\epsilon}^{\prime}})dV)^{1/2}$ et $||u\Vert^{\lambda}=(\int_{R+\lambda U}.|u|^{2}e^{2\lambda|x|}dV)^{1/2}$

On choisit une suite croissante convenable $(\lambda_{\nu})$ de r\’eels posilifs, qui tend
vers $+\infty$ .

Soit $v\in Q(L;K’)$ ; par le lemme 2.3.5, il existe un $\epsilon$ et un $\alpha>0$ tels
que $v$ soit dans $H^{2}(L_{\epsilon+\alpha}, -2h_{k_{e+\alpha}^{\prime}}(x))$ . Le th\’eor\‘eme sera d\’emontr\’e si on
prouve que, pour tout $\delta>0$ , il existe $v_{\delta}\in Q_{0}$ de fagon que 11 $ v-v_{\delta}||_{\epsilon}\leqq\delta$ .

On sait d’apr\‘es le lemme 2.3.4 qu’il existe $v_{1}$ dans $H^{2}(R^{n}+i(\lambda_{1}+\alpha)U_{n}$ ,
$-2(\lambda_{1}+\alpha)|x|)$ tel que 1 $v-v_{1}\Vert_{\epsilon}\leqq\delta/2$ . On construit alors par r\’ecurrence une
suite $(v_{\nu})_{\nu\geq 2}$ , o\‘u $v_{\nu}\in H^{2}(R^{n}+i(\lambda_{\nu}+\alpha)U_{n}, -2(\lambda_{\nu}+\alpha)|x|)$ v\’erifie $||v_{\nu-1}-v_{\nu}||^{\lambda_{\nu-1}}\leqq$

$ 2^{-\nu}\delta$ , l’existence d’une telle suite \’etant assur\’ee par le lemme 2.3.4. On
voit que la suite $(v_{\nu})$ converge dans chacun des $H^{2}(R^{n}+i\lambda_{\nu}v_{n}, -2\lambda_{\nu}|x|)$ ,

donc dans $Q_{0}$ , et sa limite $v_{\delta}$ v\’erifie 1 $ v-v_{\delta}\Vert\leqq\delta$ . Le th\’eor\‘eme 2.3.1
est enti\‘erement d\’emontr\’e.

REMARQUE 2.3.6. Si $L=R^{n}+iK$, la densit\’e de $Q_{0}$ dans $Q(R^{n}+iK;K’)$

r\’esulte imm\’ediatement des r\’esultats du \S 2.5 de [16]. La d\’emonstration
dans ce cas n’utilise que la transformation de Fourier (th\’eor\‘eme 1.3.1)

et l’existence du multiplicateur exp $(\delta z^{2})$ .

2.4. Notion de porteur.
Soient $L_{0}\subset L$ deux convexes de $C^{n}$ de parties imaginaires born\’ees,

$K_{0}^{\prime}\subset K^{\prime}$ deux convexes compacts de $R^{n}$ . Les injections continues

$Q_{0}=Q(L;K’)=Q(L_{0};K_{0}^{\prime})$

sont denses. Par transposition, on obtient les injections canoniques

$Q^{\prime}(L_{0};K_{0}^{\prime})=Q’(L;K’)=Q_{0}^{\prime}$ .

Dans toute la suite, on identifiera tous les espaces $Q^{\prime}(L;K’)$ \‘a des sous $\cdot$

ensembles de $Q_{0}^{\prime}$ . Remarquons, inversement, que $Q_{0}^{\prime}$ est la r\’eunion de
tous les $Q^{\prime}(L;K’)$ . Ceci nous am\‘ene \‘a poser la

D\’EFINITION 2.4.1. Une Fourier ultra-hyperfonction $T\in Q_{0}^{\prime}$ est portable
par $L$ s’il existe $K$ tel que $TeQ^{\prime}(L;K’)$ . Les \’el\’ements de $Q’(L;K’)$

sont les $T\in Q_{0}^{\prime}$ qui sont portables par $L$ et de type $h_{K^{\prime}}$ .
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En particulier, si $L_{0}$ est compact, $Q’(L_{0})$ coincide avec l’espace classique
$A’(L_{0})$ des fonctionnelles analytiques portables par $L_{0}$ selon la d\’efinition

usuelle (cf. par exemple, [3] \S 4.5, ou [1] \S 1.1), et $A’(L_{0})$ s’identifie \‘a

l’ensemble des $T\in Q_{0}$ qui sont portables par $L_{0}$ .

\S 3. Valeurs au bord dans $Q_{0}^{\prime}$ .
3.1. L’application $b$ .

DEFINITION 3.1.1. Soient $\omega$ un ouvert connexe de $R^{n}$ et $K^{\prime}$ un com-
pact convexe de $R^{n}$ . On $d\acute{e}finit$

,
l’espace:

$\mathscr{J}_{(R^{n}+i\omega;K’)=\lim_{\epsilon>0}p,P\in\omega}$
roj $H_{b}(R^{n}+iP;h_{K_{\epsilon}^{\prime}}(x))$ .

(Pour la signification de $ Pc\omega$ , cf. \S 1.2). L’espace $\rho\tilde{(}R^{n}+i\omega;K^{\prime}$) est

du type Fr\’echet-Schwartz. Dans le cas o\‘u $K^{\prime}=\{0\}$ , l’espace $\tilde{\beta}(R^{n}+i\omega$ ;

$\{0\})$ coincide avec l’espace $\tilde{P}(D^{n}+i\omega)$ d\’efini dans [4]. Dans ([16], \S 3.1)
l’espace $\rho\tilde{(}R^{n}+i\omega;K^{\prime}$) est not\’e $\Lambda(\omega;\leftarrow K^{\prime})$ .

D\’EFINITION 3.1.2. Soit $f\in\tilde{P}(R^{n}+i\omega;K’)$ . On d\’efinit une forme
lin\’eaire continue sur $Q_{0}$ en posant, pour $ y\in\omega$ ,

$\langle b(f), \varphi\rangle=\int_{R^{n}}f(x+iy)\varphi(x+iy)dx$

(Par le th\’eor\‘eme de Cauchy-Poincar\’e, cette int\’egrale ne d\’epend pas de
$y)$ . On l’appelle valeur au bord de $f$ dans $Q_{0}^{\prime}$ .

LEMME 3.1.3. Soit $ a\in\partial\omega$ ; alors $b(f)$ est dans $Q^{\prime}(R^{n}+i\{a\};K^{\prime})$ .

En effet, la fonctionnelle d\’efinie par $\varphi\rightarrow\int_{R^{n}}f(x+iy_{\varphi})\varphi(x+iy_{\varphi})dx$ , o\‘u

$y_{\varphi}$ est choisi dans $\omega$ , suffisamment voisin de $a$ , repr\’esente un \’el\’ement

de $Q^{\prime}(R^{n}+i\{a\};K’)$ qui prolonge $b(f)$ .
Remarquons qu’on a aussi l’\’ecriture, pour $\varphi\in Q(R^{n}+i\{a\};K’):\langle b(f), \varphi\rangle=$

$\lim_{y\rightarrow a,ye\omega}\int_{R^{n}}f(x+iy)\varphi(x+ia)dx$ , qui justifie, pour l’application $b$ , la d\’enomina-

tion d’ “application de valeur au bord”.

3.2. Un th\’eor\‘eme $du$ type “Edge of the wedge”.

TH\’EOREMJ 3.2.1. Soient $\Omega_{1}$ et $\Omega_{2}$ deux ouverts connexes de $R^{n},$ $\Omega=$

$co(\Omega_{1}\cup\Omega_{2})$ , et $f_{j}\in\rho\tilde{(}R^{n}+i\Omega_{j};K’$)$(j=1,2)$ . On suppose que $b(f_{1})=b(f_{2})$ .
Alors il existe $f\in\tilde{P}(R^{n}+i\Omega;K’)$ qui prolonge $f_{1}$ et $f_{2}$ .
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D\’EAONSTRATION. Il suffit de montrer la propri\’et\’e suivante:

(3.1) “Pour tout compact $P$ de $\Omega$ et tout $\epsilon>0$ , il existe une fonction
$f_{P}..eP(R^{n}+iP^{Q})$ , v\’erifiant

$sup\{|f_{P,\epsilon}(z)|\exp(-h_{K^{\prime}}(x)-2\epsilon|x|);z\in R^{n}+i\dot{P}\}<+\infty$

et qui coincide, pour $j=1,2$ , avec $f_{\dot{f}}$ sur $R^{n}+i(\Omega_{j}\cap\dot{P})$ .
En effet, la fonction $f$, obtenue par recollement des $f_{P,\epsilon}$ , sera n\’eces-

sairement dans $\mathscr{J}(R^{n}+i\Omega;K’)$ , et r\’epondra \‘a la question. On fixe un
compact $P$ de $\Omega$ et un $\epsilon>0$ jusqui \‘a la fin de la d\’emonstration.

Soient $a>0$ et $\omega=$ ] $-a,$ $a[n$ ; on choisit $a$ assez grand pour que $P$ soit
contenu dans $\omega$ et que $\omega$ rencontre $\Omega_{1}$ et $\Omega_{2}$ . On prend \’egalement deux
compacts connexes $P_{1}$ et $P_{2}$ de $\Omega_{1}$ et $\Omega_{2}$ respectivement, qui sont contenus
dans $\omega$ et tels que $P\subset co(P_{1}\cup P_{2})$ . On pose $\omega_{j}=\Omega_{j}\cap\omega$ .

Par la proposition 2.2.1, il existe des fonctions $\nu_{1},$ $\cdots,$ $\nu_{m}$ dans
$P(R^{n}+i\omega)$ v\’erifiant

$h_{K^{\prime}}(x)+\epsilon|x|\leqq\inf_{1\leq k\leq n}{\rm Re}\nu_{k}(z)\leqq h_{K^{\prime}}(x)+2\epsilon|x|+C^{te}$ , $ z\in R^{n}+i\omega$ .

On d\’efinit les fonctions $g_{k,j}\in d(R^{n}+i\omega_{j})$ par $g_{k,\dot{g}}(z)=f_{j}(z)\exp(-\nu_{k}(z))$ .
Pour tout $\delta>0$ , on peut trouver une constante $C(\delta, \epsilon/2)$ pour laquelle

$|g_{k,j}(x+iy)|\leqq C(\delta, \epsilon/2)$ exp $(h_{K^{\prime}}(x)+(\epsilon/2)|x|-{\rm Re}\nu_{k}(z))$

pour $z\in R^{n}+i\omega_{\dot{g}.-\delta}$ . Si on pose $g_{k,j,y}(x)=g_{k,j}(x+iy)(xeR^{n}, ye\omega_{j})$ , on
obtient la majoration:

(3.2) $|g_{k,j,y}(x)|\leqq C^{t\epsilon}\exp(-\frac{\epsilon|x|}{2})$ $(xeR^{n}, y\in\omega_{j.-\delta})$ .

Par la formule int\’egrale de Cauchy, toutes les d\’eriv\’ees de $g_{k,\dot{g},y}$

v\’erifient une majoration du type (3.2) avec une constante qui ne d\’epend
pas de $y\in\omega_{j,-\delta}$ ; autrement dit, pour tout $y\in\omega_{j},$ $g_{k,j},$, est dans $\mathscr{L}(R^{n})$ ,
et la famille $(g_{k.j,y})_{yeP_{j}}$ est born\’ee dans $\mathscr{L}(R^{n})$ . On pose, pour $\xi\in R^{n}$

$g_{k,\dot{g},y}^{\wedge}(\xi)=\int_{R^{\hslash}}g_{k,j,y}(x)$ exp $(-i\langle x, \xi\rangle)dx$ .

La fonction $g_{k,j,y}$ est dans $\mathscr{L}(R^{n})$ et on a la formule de r\’eciprocit\’e

$ g_{k,j}(z)=(2\pi)^{-n}\int_{R^{\hslash}}g_{k.j,y}(\xi)\wedge$ exp $(i\langle x, \xi\rangle)d\xi$ $(zeR^{n}+i\omega_{j})$ .
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Par le th\’eor\‘eme de $Cauchy- Poincar\acute{e}$ , l’int\’egrale

$h_{k,j}(\xi)=e^{\langle y,\xi\rangle}g_{k,j.y}^{\wedge}(\xi)=\int_{R^{n}}g_{k,j}(z)$ exp $(-i\langle z, \xi\rangle)dx$

est ind\’ependante de $y\in\omega_{j}$ . La formule de r\’eciprocit\’e s’\’ecrit

(3.3) $g_{k,j}(z)=(2\pi)^{-n}\int_{R^{n}}e^{-\langle y,\text{\’{e}}\rangle}h_{k,j}(\xi)$ exp $(i\langle x, \xi\rangle)d\xi$ $(z\in R^{n}+i\omega_{j})$ .

La d\’emonstration de (3.1) se fait en deux parties.

1) Supposons avoir montr\’e que $h_{k,1}=h_{k,2}$ , et notons $h_{k}$ cette fonction.

L’image par la transformation de Fourier de la famille $(g_{k,j,v})_{yeP_{j}}$ est un
born\’e de $\mathscr{L}(R^{n})$ , ce qui prouve l’existence d’une constante $M$ telle que

$|g_{k,j,y}(\xi)|\leqq M(1+|\xi|^{2})^{-n}\wedge$ $(\xi\in R^{n}, y\in P_{j})$ ,

d’o\‘u l’in\’egalit\’e

(3.4) $|h_{k}(\xi)|\leqq Me^{\langle y,\xi\rangle}(1+|\xi|^{2})^{-n}$ $(\xi\in R^{n}, y\in P_{1}\cup P_{2})$ .

Pour chaque $\xi$ fix\’e, l’ensemble des $y$ v\’erifiant (3.4) est un demi-espace

ferm\’e $\Pi_{\text{\’{e}}}$ , et l’intersection de tous les $\Pi_{\epsilon}$ est un convexe qui contient
$P_{1}\cup P_{2}$ . On en d\’eduit que (3.4) est encore vrai pour tout $y\in P$. Definis-

sons la fonction

$g_{k}(x+iy)=(2\pi)^{-n}\int_{R^{n}}$ exp $(-\langle y, \xi\rangle)h_{k}(\xi)$ exp $(i\langle x, \xi\rangle)d\xi$ .

D’apr\‘es la majoration (3.4), $g_{k}$ est definie, holomorphe et born\’ee dans
$R^{n}+iP^{o}$. Par (3.3), $g_{k}$ co ncide avec $g_{k,j}$ dans $R^{n}+iP_{j}^{o}$ . On pose $f_{P},.=$

$g_{k}$ exp $(\nu_{k});f_{P,\epsilon}co$ ncide avec $f_{\dot{f}}$ dans $\Omega_{j}\cap P$. Soit

$M^{\prime}=\sup_{1\leqq k\leqq m}\sup\{|g_{k}(z)|;z\in R^{n}+i\dot{P}\}$ .

On a la majoration, pour $zeR^{n}+iP^{Q}$

$|f_{P,\epsilon}(z)|\leqq M^{\prime}$ exp $({\rm Re}\nu_{k}(z))$ $(k=1, \cdots, m)$ ,

d’o\‘u

$|f_{P,\epsilon}(z)|\leqq M’\inf_{1\leqq k\leqq m}\exp({\rm Re}\nu_{k}(z))\leqq M$

’ exp $(h_{K^{\prime}}(x)+2\epsilon|x|+C^{t\iota})$ ,

ce qui prouve (3.1). Il reste \‘a montrer
2) Pour tout $\xi\in R^{n},$ $h_{k,1}(\xi)=h_{k,2}(\xi)$ .
On veut montrer l’\’egalit\’e des distributions $h_{k,1}$ et $h_{k,2}$ . Pour cela,



472 PATRICK SARGOS ET MITSUO MORIMOTO

on fixe $\psi\in \mathcal{D}(R^{n})$ ; le th\’eor\‘eme sera enti\‘erement d\’emontr\’e, si on prouve
que

$\int_{R}.h_{k,1}(\xi)\psi(\xi)d\xi=\int_{R^{\hslash}}h_{k,2}(\xi)\psi(\xi)d\xi$ .

Pour tout $\rho>0$ , on pose

$\psi_{\rho}(\zeta)=(2\pi\rho)^{-n/2}\int_{R^{n}}\psi(t)\exp(-\frac{1}{\rho}(\zeta-t)^{2})dt$ .

Pour un certain $a’>0$ , supp $\psi\subset[-a^{\prime}, a’]^{n}$ , et par un calcul uimple, on
obtient la majoration

$|\psi_{\rho}(\zeta)|\leqq c_{\rho}$ exp $[\eta^{2}/\rho-\sum_{\dot{g}=1}^{\sim}\frac{1}{\rho}(|\xi_{j}|-a^{\prime})^{2}]$ ,

qui prouve que $\psi_{\rho}\in Q_{0}$ , et donc, par le th\’eor\‘eme 1.3.1, que $F\psi_{\rho}$ est
dans $Q_{0}$ .

Comme $\omega$ rencontre $\Omega_{1}$ et $\Omega_{2}$ , on peut trouver un compact convexe
$K$ de $\omega$ qui rencontre $\Omega_{1}$ et $\Omega_{2}$ . Par le lemme 3.1.3, $b(f_{j})\in Q’(R^{n}+iK;K’)$

$(j=1,2)$ . Or la fonction $e^{-\nu_{k}}\mathscr{G}^{-}\psi_{\rho}$ est dans $Q(R^{n}+iK;K’)$ . L’hypoth\‘ese
$b(f_{1})=b(f_{2})$ se traduit par l’\’egalit\’e

\langle$b(f_{1})$ , exp $(-\nu_{k}(z))\mathscr{G}^{-}\psi_{\rho}(z)\rangle$ $=\langle b(f_{2}),$ $\exp(-\nu_{k}(z))\mathscr{G}^{-}\psi_{\rho}(z)>$ .
Mais

$\langle b(f_{\dot{f}}), \exp(-\nu_{k}(z))\mathscr{G}^{-}\psi_{\rho}(z)\rangle=\int_{r^{n}}\int_{R^{t}},f_{\dot{f}}(x+iy_{j})\exp(-\nu_{k}(x+iy_{\dot{f}}))\psi_{\rho}(\xi)$

$\times\exp(-i\langle\xi, x+iy_{\dot{f}}\rangle)dxd\xi$

(avec $y_{j}eK\cap\Omega_{j}$) et comme

$\int_{R^{\hslash}}f_{\dot{f}}(x+iy_{j})\exp(-\nu_{k}(x+iy_{j}))\exp(-i\langle\xi, x+iy_{j}\rangle)dx=h_{k.j}(\xi)$ ,

on a finalement

$\int_{R^{\hslash}}\psi_{\rho}(\xi)h_{k,1}(\xi)d\xi=\int_{R^{n}}\psi_{\rho}(\xi)h_{k,2}(\xi)d\xi$ .

Pour achever la d\’emonstration du th\’eor\‘eme, il suffit de montrer que

(3.5) $\lim_{\rho\rightarrow 0}\int_{R^{n}}\psi_{\rho}(\xi)h_{k.j}(\xi)d\xi=\int_{R^{\hslash}}\psi(\xi)h_{k,j}(\xi)d\xi$ .

Au moyen d’un changement de variables, on \’ecrit
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$\psi_{\rho}(\xi)=(2\pi)^{-n/2}\int_{R^{n}}\psi(\xi-t\sqrt{\rho)}\exp(-t^{2})dt$ ,

d’o\‘u

$|\psi_{\rho}(\xi)|\leqq||\psi\Vert_{\infty}(2\pi)^{-n/2}\int_{B(\xi/\sqrt{}\overline{\rho},a^{\prime}(\sqrt{}\overline{\rho)}}\exp(-t^{2})dt$ ,

o\‘u $B(\xi_{0}, r)$ est la boule de centre $\xi_{0}$ et de rayon $r$ pour la norme produit
$x\rightarrow|x|$ dans $R^{n}$ . Donc pour tout $\lambda>0$ , il existe une constante $c(\lambda)$ qui
ne d\’epend ni de $\xi$ , ni de $\rho(\rho\leqq 1)$ telle que

$|\psi_{\rho}(\xi)|\leqq c(\lambda)e^{-\lambda|\xi|}$

Comme on sait que $\lim_{\rho\rightarrow 0}\psi_{\rho}(\xi)=\psi(\xi)$ , en prenant $\lambda>0$ assez grand,
on peut appliquer le th\’eor\‘eme de convergence de Lebesgue pour montrer
(3.5), ce qui ach\‘eve la d\’emonstration du th\’eor\‘eme.

Si dans les hypoth\‘eses du th\’eor\‘eme 3.2.1, on prend $\Omega_{1}=\Omega_{2}$ et $f_{1}=f_{2}$ ,
on obtient un th\’eor\‘eme de prolongement avec croissance dans les domaines
tubulaires.

COROLLAIRE 3.2.2. Soit $\Omega$ un ouvert de $R^{n}$ . L’application de restric-
tion

$\mathscr{J}(R^{n}+ico(\Omega);K’)\rightarrow\tilde{P}(R^{n}+i\Omega;K^{\prime})$

est un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques.

4. Transformation de Cauchy.

Dans tout ce paragraphe, $K^{\prime}$ est un convexe compact de $R^{n},$ $K=$

$K_{1}\times\cdots\times K_{n}$ est un produit d’intervalles compacts, $F=F_{1}\times\cdots\times F_{n}$ est
un produit d’intervalles ferm\’es, et $L=F+iK$ s’\’ecrit $L_{1}\times\cdots\times L_{n}$ , o\‘u
$L_{j}=F_{j}+iK_{j}$ .

Si $\zeta$ et $z\in C^{n}$ , on pose \’egalement

$\frac{\exp(-(\zeta-z)^{2})}{\zeta-z}=\prod_{j=1}^{n}\frac{\exp(-(\zeta_{j}-z_{\dot{f}})^{2})}{\zeta_{\dot{f}}-z_{j}}$ .

4.1. Calcul $du$ noyau de l’application $\overline{b}$ .
Par la lettre $r$ on d\’esignera un nombre positif $ou+\infty$ . Rappelons

que $L_{r}$ est l’r-voisinage de $L$ pour $r$ positif si $ r=+\infty$ , on pose $L_{r}=C^{n}$ .

D\’EFINITION 4.1.1. On pose
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$R(L_{f}\# L;K^{\prime})=\lim projH_{b}$($\overline{L_{r-\epsilon}}\# e.\epsilon>0$ L.; $h_{K^{\prime}}(x)+\epsilon’|x|$),

et

$R(L_{f}\#_{j}L;K^{\prime})=\lim projH_{b}(\overline{L_{t-*}}\# jL_{*};h_{K^{\prime}}(x)e,\epsilon>0+\epsilon’|x|)$ ,

o\‘u, par convention, $\gamma-\epsilon=+\infty$ si $ r=+\infty$ .

Ces deux espaces sont du type Fr\’echet-Schwartz. Si $L=R^{n}+iK$, on
a l’identit\’e

$R(C^{n}\# L;K)=\tilde{d}(C^{n}\# L;K’)$ .

D\’EFINITION 4.1.2. Soit $f\in R(L_{f}\# L;K^{\prime})$ . On d\’efinit la forme lin\’eaire
$\overline{b}(f)$ continue sur $Q(L;K’)$ en posant, pour $\epsilon>0$ assez petit,

$\langle\overline{b}(f), \varphi\rangle=(-1)^{n}\int_{\partial_{0}L}.f(z)\varphi(z)dz$

(Par le th\’eor\‘eme de Cauchy, cette int\’egrale ne d\’epend pas de $\epsilon$).

L’application $\overline{b}$ ainsi d\’efinie est une application born\’ee de $R(L_{f}\# L;K^{\prime})$

dans $Q’(L;K^{\prime})$ .

TH\’EOREME 4.1.3. Soit $f\in R(L_{f}\# L;K^{\prime})$ . Il $y$ $a$ \’equivalence $entr\cdot e$

(4.1) Pour toute $\varphi\in Q(L;K^{\prime}),$ $\int_{\partial_{0}L_{*}}f(\zeta)\varphi(\zeta)d\zeta=0$ ,

$et$

(4.2) $f=\sum_{\dot{g}=1}^{\prime}f_{j}$ , o\‘u $f_{j}eR(L_{f}\#_{\dot{f}}L;K^{\prime})$ .

Aut$r\cdot ementdit$ , Ker $\overline{b}=\sum_{\dot{f}1}^{n}=R(L_{r}\#_{j}L;K^{\prime})$ .

D\’EMONSTRATION. Si $f$ v\’erifie (4.2), il r\’esulte du theor\‘eme de Fubini
et du th\’eor\‘eme de Cauchy que $ f\in$ Ker $\overline{b}$ . On suppose maintenant que $f$

v\’erifie (4.1).

Par la formule int\’egrale de Cauchy, on a

$ f(z)=\frac{1}{(2i\pi)^{n}}\int_{\partial_{0r\epsilon^{\prime}}}f(\zeta)^{\exp(-}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{(\zeta-z)^{2})}\zeta$ .

Cette formule vaut pour tout $z\in L_{r}\# L$ , en supposant qu on choisit

6 assez petit pour que $z$ soit dans $L_{r-},$ $\#\overline{L}.$ . (Pour plus de d\’etails, on
pourra consulter [8], th\’eor\‘eme 3.1, dans le cas d’une variable, le cas
de n-variables s’en d\’eduisant ais\’ement).

D’autre part, en raison des orientations, on a
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$\int_{\partial(L_{j,r-\epsilon}\backslash L_{j.e})}=\int_{\partial tL_{j.r-e})}-\int_{\partial L_{j,\epsilon}}$

Si $\varphi$ est int\’egrable sur $\partial_{0}(L_{r-\epsilon}\# L_{e})=\prod_{\dot{g}=1}^{n}\partial(L_{j,r-\epsilon}\backslash L_{j,\epsilon})$ , on peut \’ecrire,
gr\^ace au th\’eor\‘eme de Fubini,

$\int_{\partial_{0}(L_{r-\epsilon}\# L_{\epsilon})}\varphi(\zeta)d\zeta=\sum_{j=1}^{n}(-1)^{j-1}\int_{\partial_{j_{r},e}},\varphi(\zeta)d\zeta+(-1)^{n}\int_{\partial L_{1,\epsilon}\times\cdots\times\partial L_{n,e}}\varphi(\zeta)d\zeta$ ,

o\‘u

$\partial_{j,r.*}=(\prod_{1\leqq l<j}\partial L_{l,e})\times\partial L_{j,r-\epsilon}\times(\prod_{j<l\leq}\partial(L_{l,r-\epsilon}\backslash L_{l,\text{\’{e}}}))$ .

On applique cette d\’ecomposition \‘a la fonction $f(\zeta)$ exp $(-(\zeta-z)^{2})/(\zeta-z)$ , en
remarquant que si $zeL_{f}\# L$ , la fonction: $\zeta\rightarrow\exp((\zeta-z)^{2})/(\zeta-z)$ est dans
$Q(L;K^{\prime})$ . De plus, l’hypoth\‘ese (4.1) s’\’ecrit

$\int_{\partial L_{l^{g}}\times\cdots\times\partial L_{n,\epsilon}}f(\zeta)\frac{\exp(-(\zeta-z)^{2})}{\zeta-z}d\zeta=0$ .

On obtient donc la d\’ecomposition finale pour $z\in L_{f}\# L$

$ f(z)=\sum_{\dot{g}=1}^{*}\frac{(-1)^{j-1}}{(2i\pi)^{n}}\int_{\partial_{j,r,\epsilon}}f(\zeta)\frac{\exp(-(\zeta-z)^{2})}{\zeta-z}d\zeta$ .

On pose

$ f_{j}(z)=\frac{(-1)^{j-1}}{(2i\pi)^{n}}\int_{\partial_{j,r,\epsilon}}f(\zeta)\frac{\exp(-(\zeta-z)^{2})}{\zeta-z}d\zeta$

pour $z\in L_{r}\# L$ (L\‘a encore, on suppose $\epsilon$ assez petit pour que $z$ soit dans
$L_{-},,$ $\#\overline{L}.$). D’apr\‘es l’\’ecriture $\partial_{j,r},.$ , le domaine naturel de d\’efinition de $f_{j}$

est

$(C\backslash L_{1})\times\cdots\times(C\backslash L_{j-1})\times L_{\dot{g},r}\times(L_{i+1,r}\backslash L_{i+1})\times\cdots\times(L_{n,r}\backslash L_{n})$ ;

ce domaine contient en particulier $L_{r}\#_{\dot{J}}L$ et, par des arguments classiques,
on montre que $f_{j}$ est holomorphe dans $L_{r}\#_{\dot{J}}L$ . Le th\’eor\‘eme 4.1.3 sera
d\’emontr\’e si on prouve que $f_{\dot{f}}$ est dans $R(L_{r}\#_{\dot{f}}L;K^{\prime})$ .

On fixe $j(1\leqq j\leqq n),$ $\epsilon>0$ et $\epsilon^{\prime}>0$ . On cherche une constante $M_{\epsilon,\epsilon^{\prime}}\geqq 0$

telle que $|f_{j}(z)|\leqq M.,.’\exp(h_{K^{\prime}}(x)+2\epsilon^{\prime}|x|)$ pour $z\in\overline{L_{r+2\epsilon}}\#_{j}L_{2e}$ .
On sait qu’il existe une constante $C_{e^{\prime}}$ telle que

$|f(\zeta)|\leqq C_{e,\epsilon^{\prime}}\exp(h_{K^{\prime}}(\xi)+\epsilon’|\xi|)$ $(\zeta\in\overline{L_{r-\epsilon}\# L_{\epsilon}})$ ,

d’o\‘u la majoration
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$|f_{j}(z)|\leqq\frac{1}{(2\pi\epsilon)^{n}}C_{\epsilon,\epsilon^{\prime}}\int_{\partial_{j,r}},$ $\exp[h_{K^{\prime}}(\xi)+\epsilon^{\prime}|\xi|-{\rm Re}(\zeta-z)^{2}]d\zeta$ .

Comme $\eta$ et $y$ varient dans des ensembles born\’es, on obtient

$|f_{j}(z)|\leqq C^{te}\sup_{\xi\in R^{\hslash}}$ exp $[h_{K^{\prime}}(\xi)+2\epsilon^{\prime}|\xi|-(\xi-x)^{2}]$ $(z\in\overline{L_{r-l\epsilon}}\#_{j}L_{2\epsilon})$ .

Il reste donc \‘a prouver l’in\’egalit\’e

(4.3) $\sup_{6eR^{l}}(h_{K^{\prime}}(\xi)+2\epsilon^{\prime}|\xi|-(\xi-x)^{2})\leqq C^{te}+h_{K}(x)+2\epsilon^{\prime}|x|$ .

Soit $P=\overline{K_{2\epsilon^{\prime}}^{\prime}.}$ L’in\’egalit\’e (4.3) \’equivaut \‘a la suivante:

$\sup_{x,\xi eR^{\hslash}}(|h_{P}(\xi)-h_{P}(x)|-(\xi-x)^{2})<+\infty$ ,

que l’on peut d\’eduire du lemme 2.3.2. Le th\’eor\‘eme 4.1.3 est d\’emontr\’e.

On en d\’eduit un r\’esultat du type Phragmen-Lindelof:

COROLLAIRE 4.1.4. On pose $K=[a_{1}, b_{1}]\times\cdots\times[a_{n}, b_{n}]$ . Etant donn\’es

des nombres $\alpha_{1},$ $\cdots,$
$\alpha_{n}(0<\alpha_{j}<\pi/(b_{\dot{f}}-a_{j})(\leqq+\infty))$ et $f\in R(L_{f}\# L;K’)$ . On

suppose que dans un certain $L_{t^{\prime}}\# L(0<r’\leqq r),$ $f$ s’\’ecrit $\sum_{\dot{g}=1}f_{j}$ , o\‘u
$f_{\dot{f}}\in\rho(L_{t^{\prime}}\#_{j}L)$ v\’erifie la majoration:

(4.4) Pour tout $\epsilon>0$ , il existe deux constantes $M_{\epsilon}$ et $A_{\epsilon}$ telles que

$|f_{\dot{f}}(z)|\leqq M_{e}$ exp $[A_{\epsilon}\sum_{k=1}^{\cdot}\exp(\alpha_{k}|x_{k}|)]$ $(z\in L_{r^{\prime}}\#_{j}L_{e})$ .

Alors $f\in\sum_{j=1}^{\iota}R(L_{f}\# jL;K’)$ .

D\’EMONSTRATION. Par une translation sur les imaginaires, on peut

se ramener au cas o\‘u $K=[-a_{1}, a_{1}]\times\cdots\times[-a_{n}, a_{n}](a_{j}\geqq 0)$ . On veut
montrer que $f$ v\’erifie (4.1). On fixe donc $\varphi\in Q(L;K’)$ .

On choisit des nombres $\beta_{j}$ et un nombre $\rho(0<\rho<r^{\prime})$ tels que $\alpha_{j}<$

$\beta_{j}<\pi/(2a_{;})$ et $\beta_{\dot{f}}(a_{j}+\rho)<\pi/2$ . Pour $t>0$ , on pose

$h_{t}(z)=\exp[-t\sum_{k=1}^{\hslash}(\exp(\beta_{k}z_{k})+\exp(-\beta_{k}z_{k}))]$ .

Par le choix des $\beta_{k}$ et de $\rho$ , on peut trouver un $\delta>0$ tel que cos $\beta_{k}y_{k}>\delta$

pour $z\in\overline{L}_{\rho}$ , d’o\‘u la majoration

$|h_{t}(z)|\leqq\exp[-t\delta\sum_{k=1}^{\hslash}(\exp(\beta_{k}x_{k})+\exp(-\beta_{k}x_{k}))]$ $(z\in\overline{L}_{p})$ .

Comme la fonction $z\rightarrow\sum_{k=1}(\exp(\beta_{k}x_{k})+\exp(-\beta_{k}x_{k}))$ se comporte \‘a l’infini
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comme la fonction $z\rightarrow\sum_{k=1}\exp(\beta_{k}|x_{k}|)$ , la fonction $f_{\dot{f}}(\zeta)h_{t}(\zeta)$ est dans
$R(L_{\rho}\# jL;K’)$ pour tout $t>0$ .

On d\’eduit du th\’eor\‘eme 4.1.3 que

$\int_{\partial_{0}L_{e}}f(\zeta)h_{t}(\zeta)\varphi(\zeta)d\zeta=0$ $(t>0)$ .

Mais la fonction $h_{t}$ est major\’ee en module par 1 sur $\overline{L}_{\rho}$ et converge
simplement vers 1 quand $t$ tend vers z\’ero. On conclut alors par le
th\’eor\‘eme de convergence de Lebesgue.

4.2. La transformation de Cauchy.
Par le th\’eor\‘eme 4.1.3, l’ensemble $\sum_{g=1}^{:}R(C^{n}\#_{j}L;K’)$ est un sous-espace

ferm\’e de $R(C^{n}\# L;K^{\prime})$ . On note $H_{L}^{\prime l}(C^{n}, R;K’)$ l’espace quotient

$R(C^{n}\# L;K^{\prime})/\sum_{\dot{g}=1}R(C^{n}\#_{i}L;K^{\prime})$ .

Comme quotient d’un espace Fr\’echet-Schwartz par un sous-espace ferm\’e,
$H_{L}^{n}(C^{n}, R;K)$ est encore du type Fr\’echet-Schwartz. On note encore $\overline{b}$

l’application de $H_{L}^{n}(C^{n}, R;K^{\prime})$ dans $Q^{\prime}(L;K^{\prime})$ , d\’eduite de la pr\’ec\’edente
par factorisation, ce qui donne le diagramme commutatif:

$R(C^{n}\# L;K’)-\rightarrow Q’(L;\overline{b}K^{\prime})$ .
$\backslash _{\lambda}$ $/b\nearrow$

$H_{L}^{n}(C^{n}, R;K^{\prime})$

LEMME 4.2.1. Soit $T\in Q^{\prime}(L;K^{\prime})$ . La fonction

$z\rightarrow\check{T}(z)=(\frac{-1}{2i\pi})^{n}<T_{\zeta},$ $\frac{\exp(-(z-\zeta)^{2})}{z-\zeta}>$

est dans $R(C^{n}\# L;K’)$ .

D\’EMONSTRATION. Si $z\in L_{\rho}\# L_{2\epsilon}(p>2\epsilon)$ , on a, d’apr\‘es la proposition
2.1.1, la repr\’esentation

$\check{T}(z)=\int_{\overline{L}_{8}}\frac{\exp(-(z-\zeta)^{2})}{z-\zeta}$ exp $(h_{K^{\prime}}(\xi)+\epsilon’|\xi|)d\mu(\zeta)$ ,

o\‘u $\mu$ est une mesure born\’ee sur $\overline{L}_{\epsilon}$ .
On en d\’eduit la majoration

$|\check{T}(z)|\leqq C^{te}\sup_{\xi eR^{n}}$ exp $[-(x-\xi)^{2}+h_{K^{\prime}}(\xi)+\epsilon|\xi|]$ ,
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qui devient, d’apr\‘es (4.3),

$|\check{T}(z)|\leqq C^{\iota}$ exp $(h_{K^{\prime}}(x)+\epsilon^{\prime}|x|)$ $(zeL_{\rho}\# L_{2\epsilon})$ ,

d’o\‘u le lemme.

D\’EFINITION 4.2.2. On appelle transformation de Cauchy de la fonc-

tionnelle $TeQ^{\prime}(L;K^{\prime})$ , la classe de la fonction $\check{T}$ dans $H_{L}(C^{n}, R;K’)$ .

TH\’EOR\‘EME 4.2.3. La transformation de Cauchy

$Q’(L;K^{\prime})\rightarrow^{C}H_{L}^{l}(C^{n}, R;K^{\prime})$

est un isomorphisme topologique, inverse de l’application $\overline{b}$.

D\’EMONSTRATION. On sait d\’ej\‘a par le th\’eor\‘eme 4.1.3. que $\overline{b}$ est injec-

tive. Il reste \‘a montrer que si $TeQ(L;K’)$ , alors $\overline{b}(\check{T})=T$. Or si $\varphi$

est dans $Q(L;K’)$ , on a

$\langle\overline{b}(\check{T}), \varphi\rangle=(-1)^{n}\int_{\partial_{0}L_{\epsilon}}\varphi(z)<T_{\zeta},$ $(\frac{-1}{2i\pi})^{n}\frac{\exp(-(z-\zeta)^{2})}{z-\zeta}>dz$

$=\langle T,$ $\frac{1}{(2i\pi)^{n}}\int_{\partial_{0}L}.\varphi(z)\frac{\exp(-(z-\zeta)^{2})}{z-\zeta}dz\rangle$

et ceci, d’apr\‘es la formule int\’egrale de Cauchy, est \’egal \‘a $\langle T, \varphi\rangle$ , d’o\‘u

le r\’esultat.

4.3. L’espace $\tilde{H}_{L}^{\hslash}(C^{n}, R;K’)$ .

LEMME 4.3.1. Si $K_{1}^{\prime}\subset K_{2}$ , l’application naturelle

$H_{L}(C^{n}, R;K_{1}^{\prime})\rightarrow^{J}H_{L}(C^{n}, R;K_{2}^{\prime})$

est continue et injective.

D\’EMONSTRATION. Si $f\in R(C^{n}\# L;K_{1})$ a une image nulle par $J$ alors
$f$ est dans $\sum_{g=1j}=R(C^{n}\# L;K_{2}^{\prime})$ , et v\’erifie (4.4). Par le corollaire 4.1.4, $f$

est dans $\sum_{j=1}R(C^{n}\#_{\dot{f}}L;K_{1}^{\prime})$ , d’o\‘u le lemme.

Utilisant les applications $\mathcal{J}$ du lemme 4.3.1, on d\’efinit l’espace

$\tilde{H}_{L}(C^{n}, R;K^{\prime})=\lim_{\epsilon}p_{0}rojH_{L}(C^{n}, R;\overline{K}_{\epsilon}^{\prime},)$ .

Un \’el\’ement $[g]$ de $\tilde{H}_{L}(C^{n}, R;K’)$ est la donn\’ee d’une famille $(g$. $)_{\epsilon>0}$ de
fonctions v\’erifiant
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(4.5) $g_{\epsilon^{\prime}}\in R(C^{n}\# L;K_{\epsilon},)$ et

si $0<\delta<\delta’,$ $g_{\delta^{\prime}}-g_{\delta}e\sum_{j=1}^{\cdot}R(C^{n}\#_{j}L;\overline{K}_{\delta},)$ .

Il existe une dualit\’e naturelle entre $\tilde{H}_{L}^{n}(C^{n}, R;K’)$ et $Q(L;K’)$ : soit
$[g]\in\tilde{H}_{L}^{n}(C^{n}, R;K^{\prime})$ ; si $\varphi\in Q(L;K’)$ il existe un $\epsilon>0$ et un $\epsilon^{\prime}>0$ tels que
$\varphi\in H_{b}(\overline{L}_{\epsilon};-h_{K^{\prime}}(x)-\epsilon^{\prime}|x|)$ . Alors d’apr\‘es le th\’eor\‘eme 4.1.3 et la condition
(4.5), l’int\’egrale

$\langle b\sim([g]), \varphi\rangle=(-1)^{n}\int_{\partial_{0}L}.g_{\delta}(z)\varphi(z)dz$

ne d\’epend pas de $\delta(0<\delta<\epsilon’)$ . On d\’efinit ainsi une application lin\’eaire
born\’ee de $\tilde{H}_{L}^{\hslash}(C^{n}, R;K^{\prime})$ dans $Q’(L;K’)$ , not\’ee $ b\sim$ .

Consid\’erons le diagramme

$H_{L}^{n}(C^{n}, R;K’)\rightarrow\tilde{H}_{L}^{n}(C^{n}, R;\underline{J}^{r}K^{\prime})$ .
(4.6) $\backslash b\backslash $ $\nearrow^{b/}\sim$

$Q^{\prime}(L;K^{\prime})$

Le r\’esultat suivant est encore une cons\’equence du th\’eor\‘eme 4.1.3.

PROPOSITION 4.3.2. Le diagramme (4.6) est commutatif et form\’e
d’isomorphismes topologiques.

Ceci signifie en particulier que, si $(g,,)_{\epsilon>0}$ v\’erifie (4.5), alors il existe
une fonction $f\in R(C^{n}\# L;K^{\prime})$ telle que, pour tout $\epsilon^{\prime}$ , la fonction $g,-f$

soit dans $\sum_{j=1}^{*}R(C^{n}\# L;\overline{K}_{\epsilon}^{\prime},)$ , et cette fonction est unique modulo
$\sum_{j=1}^{*}R(C^{n}\# jL;K’)$ . On sait construire $f$ au moyen de la transformation
de Cauchy.

4.4. Cas o\‘u $L=R^{n}$ : comparaison avec les hyperfonctions.
Soient te le faisceau des Fourier-hyperfonctions (cf. [4]) et $\mathscr{G}$ le

faisceau des hyperfonctions (cf. [14]):

$\mathscr{B}(D^{n})=H_{D^{n}}^{n}(\tilde{C}^{n},$ $\beta\tilde{)}$ (o\‘u $\tilde{C}^{n}=D^{n}+iR^{n}$),

$\mathscr{G}(R^{n})=H_{R^{n}}^{n}(C^{n}, \rho)$ .

Au moyen de l’isomorphisme de Leray, on construit (cf. [14], ch. IV,
$\S^{\vee}.2)$ une application $b$

’ de valeur au bord

$b$

$p(C^{n}\# R^{n})\rightarrow \mathscr{B}(R^{n})$ ,
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qui est surjective et de noyau $\sum_{g=1}^{:}d(C^{n}\#_{\dot{f}}R^{n})$ ([14], th\’eor\‘eme 4.2.1).

En utilisant ([4], \S 2, remarque 1 et th\’eor\‘eme 2.1.4), on peut reprendre
cette construction pour d\’efinir une application de valeur au bord, not\’ee
encore $b^{\prime}$

$\tilde{\rho}(D^{n}+iI^{n})\rightarrow^{b^{\prime}}\mathscr{G}(D^{n})$

qui est surjective et de noyau $\sum_{j=1}^{\hslash}\tilde{\rho}((D^{n}+iI^{n})\#_{i}D^{n})$ .
Si on prend $r=1$ et $ r=+\infty$ , et si on raisonne comme dans le th\’eor\‘eme

4.2.3, on voit que l’application naturelle

$R(C^{n}\# R^{n})/(\sum_{j=1}R(C^{n}\# jR^{n}))\rightarrow R((R^{n}+iI^{n})\# R^{n})/(\sum_{\dot{g}=1}^{\hslash}R((R^{n}+iI^{n})\#_{\dot{J}}R^{n}))$

(o\‘u $R(C^{n}\# R^{n})$ signifie $R(C^{n}\# R^{n};\{0\})$ ) est un isomorphisme. Comme
$R(C^{n}\# R^{n})=\tilde{\rho}(\tilde{C}^{n}\# D^{n})$ , on obtient canoniquement un isomorphisme

$R(C^{n}\# R^{n})/(\sum_{\dot{g}=1}R(C^{n}\# jR^{n}))\rightarrow^{b^{\prime}}\mathscr{G}(D^{n})$ .

On consid\‘ere alors le diagramme

(4.7) $R(C^{n}\# R^{n})/(j\rightarrow^{\mathcal{J}_{0}}\rho(C^{n}\# R^{n})/(\dot{f}\sum_{=1}^{\hslash}\rho(C^{n}\#_{j}R^{n}))$

$\sim\downarrow b^{\prime}$ $\iota\downarrow b^{\prime}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(D^{n})\underline{\rho}-\rightarrow \mathscr{G}(R^{n})$

o\‘u V est l’application naturelle et $\rho$ l’application de restriction du
faisceau $\mathscr{G}$.

LEMME 4.4.1. Le diagramme (4.7) est commutatif.

La d\’emonstration de ce lemme n’est en fait qu’une v\’erification, qui
s’effectue en reecrivant la construction de l’application $b^{\prime}$ .

TH\’EOREME 4.4.2. L’application naturelle

$R(C^{n}\# R^{n};K^{\prime})/(\sum_{j=1}^{n}R(C^{n}\# jR^{n};K’))\rightarrow\rho(C^{n}\# R^{n})\backslash f_{K^{\prime}}/(j$

est surjective et non injective.

D\’EMONSTRATION. L’application $\rho$ est surjective, puisque le faisceau
$\mathscr{G}$ est flasque ([4], corollaire 3.2.3). D’autre part, il est connu que $\rho$

n’est pas injective (on pourra trouver un exemple d’un \’el\’ement non trivial



TRANSFORMATION DES FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 481

du noyau de $\rho$ dans [11]). On en deduit le th\’eor\‘eme dans le cas o\‘u

$K’=\{0\}$ .
Au moyen de l’isomorphisme

(4.8) $e^{\epsilon_{0}}:Q(L;\xi_{0}+K’)\rightarrow Q(L;K’)$

d\’efini par $\varphi\rightarrow\exp(\langle\xi_{0}, z\rangle)\varphi(z)$ ,

on se ram\‘ene au cas o\‘u $K$ ’ contient $0$ .
Le diagramme commutatif

$R(c^{n}\# R^{n})/(=j\mathcal{J}_{0\backslash \swarrow J_{K}}\backslash /^{\dot{f}},K’))$

$\theta(C^{n}\# R^{n})/(\sum_{j=1}^{n}p(C^{n}\# jR^{n}))$

prouve que $\mathcal{J}_{K^{\prime}}$ est surjective. Mais comme $\mathcal{J}_{K^{\prime}.0}$ est injective d’apr\‘es
le lemme 4.3.1, on voit que $\mathcal{J}_{K^{\prime}}$ ne peut \^etre injective, d’o\‘u le th\’eor\‘eme.

\S 5. La transformation de Fourier-Borel,

5.1. Transformation $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{b}$ et valeurs au bord.
Soient $K$ et $S$ deux convexes compacts de $R^{n},$ $\Gamma$ un c\^one ouvert

propre; $\Gamma^{*}$ son c\^one dual. On \’ecrira $Q(L)$ pour $Q(L;\{0\})$ .

DEFINITION 5.1.1. Si $\omega$ est un ouvert convexe de $R^{n}$ , on pose

Exp $(R^{n}+i\omega;K+iS)=\lim_{e,\epsilon}p_{0}r$oj $H_{b}(R^{n}+i\overline{\omega_{-\epsilon^{\prime}}};h_{K_{e}}(x)+h_{s_{e}}(y))$ .

L’espace $Exp(R^{n}+i\omega;K+iS)$ est du type Fr\’echet-Schwartz, et on a
l’injection continue

$Exp(R^{n}+i\omega;K+iS)=\tilde{\beta}(R^{n}+i\omega;K)$ .

L’application $b$ de valeur au bord d\’efinie au \S 3 est donc continue sur
$Exp(R^{n}+i\omega;K+iS)$ \‘a valeurs dans $Q_{0}^{\prime}$ . Si $\omega=\Gamma$ , par le lemme 3.1.3, $b$

est en fait \‘a valeurs dans $Q’(R^{n};K)$ .

LEMME 5.1.2. Etant donn\’es $\epsilon$ et $\epsilon’>0$ , on a la majoration

$sup\{|\exp(-i\langle z, \zeta\rangle)|\exp(\epsilon’|\xi|);\xi\in\Gamma^{*}+S_{*}, \eta\in K_{*}\}$

$\leqq C^{te}$ exp $[h_{K_{6}}(x)+h_{s_{e}}(y)]$ $(z\in R^{n}+i\Gamma_{-\text{{\it \’{e}}}^{\prime}})$ .

D\’EMONSTRATION. Si $\xi^{\prime}\in\Gamma^{*},$ $y\in\Gamma_{-\epsilon^{\prime}}$ et $|t|<\epsilon^{\prime}(t\in R^{n})$ , on a $ y+t\in\Gamma$

et $\langle\xi, y\rangle=\langle\xi^{\prime}, y+t\rangle-\langle\xi^{\prime}, t\rangle$ , d’o\‘u $\langle\xi^{\prime}, y\rangle\leqq-\epsilon^{\prime}|\xi^{\prime}$ . Par cons\’equent,
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$sup\{\langle\xi, y\rangle+\langle\eta, x\rangle+\epsilon’|\xi|;\xi e\Gamma^{*}+S., \eta\in K_{\epsilon}\}$

$\leqq\sup_{\epsilon’\in\tau}(\langle\xi^{\prime}, y\rangle+\epsilon^{\prime}|\xi^{\prime}|)+\sup_{\xi^{\prime}eS_{e}}(\langle\xi^{\prime}, y\rangle+\epsilon^{\prime}|\xi^{\prime}|)+\sup_{\eta eK}\langle\eta, x\rangle$

$\leqq h_{s}.(y)+C^{t*}+h_{K}.(x)$ ,

d’o\‘u le lemme.

D\’EFINITION 5.1.3. Soit $T\in Q’(\Gamma^{*}+S+iK)$ . Pour tout $ z\in R^{n}+i\Gamma$ , on
pose

$\tilde{T}(z)=\langle T_{\zeta}, e^{-i\langle\zeta,z)}\rangle$ .

Par le lemme 5.1.2, la fonction $\tilde{T}$ est dans $Exp(R^{n}+i\Gamma;K+iS)$ , et
l’application $T\rightarrow\tilde{T}$ est la transformation de Fourier-Borel, not\’ee $\mathscr{G}_{b}^{\rightarrow}$.

TH\’EOREME 5.1.4. La transformation de Fourier-Borel

$\mathscr{G}_{b}^{-}:Q^{\prime}(\Gamma^{*}+.S+iK)\rightarrow Exp(R^{n}+\prime i\Gamma;K+iS)$

est un isomorphisme topologique.

La transformation de Fourier-Borel des fonctionnelles analytiques
portables par des convexes non born\’es a \’et\’e \’etudi\’ee par de Roever dans
[12], dans un cadre plus g\’en\’eral que celui des espaces $Q$ . Le th\’eor\‘eme
d’Ehrenpreis-Martineau $y$ est d\’emontr\’e en deux parties: d’une part
le th\’eor\‘eme 3.3 (surjectivit\’e de $\mathscr{G}_{b}^{-}$ ) et d’autre part le th\’eor\‘eme 3.5
(injectivit\’e de $\mathscr{G}_{b}^{-}$). Ce dernier th\’eor\‘eme $y$ est donn\’e avec une d\’e-
monstration tr\‘es longue et difficile; dans le cas des espaces $Q$ , on peut
d\’eduire l’injectivit\’e de $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{b}$ du th\’eor\‘eme 2.3.1 et calculer les valeurs de
$\mathscr{G}_{b^{-1}}^{\sim}(g)$ sur un sousespace dense, c’est-\‘a-dire, pour $\varphi eQ(R^{h}+iK)$ , en
termes de transformation de Fourier et de valeurs au bord (cf. (5.2)).

Soit le diagramme (o\‘u on pose $L=\Gamma^{*}+S+iK$)

$Q^{\prime}(L)\rightarrow Exp(R^{n}+\prime i\Gamma;K+iS)\ovalbox{\tt\small REJECT}_{b}^{-}$

(5.1)
$Q’(R^{n}+iK)\downarrow\rightarrow Q^{\prime}(R^{n};K)F\downarrow b$

.
LEMME 5.1.5. Le diagramme (5.1) est commutatif.

D\’EMONSTRATION. Soit $TeQ’(L)$ . Si $\varphi\in Q(R$“; $K)$ , on a

$\langle^{t}\mathscr{G}^{-}T, \varphi\rangle=\langle T, \mathscr{G}^{-}\varphi\rangle$

$=\langle T_{\zeta},$ $\int_{R^{\hslash}}\varphi(x+iy)e^{-\langle.\iota\rangle}dx\rangle$ (avec $|y|$ assez petit)
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$=\int_{n^{n}}\varphi(x+iy)\langle T_{C}, e^{-i\langle C,z\rangle}\rangle dx$ (avec $y\in\Gamma,$ $|y|$ assez petit)

et ceci, d’apr\‘es le lemme 3.1.3, est \’egal \‘a $\langle b(\tilde{T}), \varphi\rangle$ , d’o\‘u le lemme.
L’injectivit\’e de $\mathscr{G}_{b}^{\sim}$ d\’ecoule imm\’ediatement du lemme 5.1.5. De plus,

si $g\in Exp(R^{n}+i\Gamma;K+iS)$ , et si $\varphi\in Q(R^{n}+iK)$ , on a

(5.2) $\langle \mathscr{G}_{b}^{--1}g, \varphi\rangle=(2\pi)^{-n}\int_{R^{n}}g(x+iy)dx\int_{R^{n}}\varphi(\xi+i\eta)e^{i\langle\zeta,z\rangle}d\zeta$

(avec $y\in\Gamma,$ $|y|$ assez petit).

On d\’eduit aussi du lemme 5.1.5 une sorte de “surjectivit\’e’’ de l’applica-

tion $b$ :

TH\’EOR\‘EAE 5.1.6. Soit $(\Gamma_{\alpha})_{\alpha eA}$ une famille de c\^ones ouverts propres de
$R^{n}$ tels que la r\’eunion des $F_{\alpha}^{*}$ soit dense dans $R^{n}$ . On suppose que $S$

admet $0$ comme point int\’erieur. Alors, pour toute $u\in Q^{\prime}(R^{n}, K)$ , il existe

des fonctions $f_{\alpha}\in Exp(R^{n}+i\Gamma_{\alpha};K+iS)$ telles que la famille $(b(f_{\alpha}))_{\alpha eA}$ soit
sommable dans $Q^{\prime}(R^{n};K)$ et de somme $u$ .

D\’EMONSTRATION. Soit $U$ un voisinage de $0$ contenu dans $S$ . Par

l’hypoth\‘ese faite sur les $\Gamma_{\alpha}^{*}$ , la famille des $V_{\alpha}=U+\Gamma_{\alpha}^{*}$ forme un recouvre-
ment ouvert de $R^{n}$ . Soit $(\theta_{\alpha})_{\alpha eA}$ une partition continue de l’unit\’e sub-
ordonn\’ee \‘a ce recouvrement. Pour tout $z\in C^{n}$ , on pose $\psi_{\alpha}(z)=\theta_{\alpha}(x)$ . On
d\’efinit l’espace de Banach $C_{b}(R^{n}+i\overline{K}_{e};-\epsilon’|x|)$ comme \’etant l’ensemble des

fonctions continues sur $R^{n}+i\overline{K}_{\epsilon}$ qui v\’erifient

$sup\{|\varphi(z)|e^{\epsilon^{\prime}|x|}; zeR^{n}+i\overline{K}_{\epsilon}\}<+\infty$ ,

et muni de la norme correspondante. On pose

$C_{Q}(R^{n}+iK)=\lim indC_{b}(R^{n}+i\overline{K}_{e};\epsilon,\epsilon>0-\epsilon’|x|)$ .

Soit $T=(2\pi)^{-nt}\mathscr{G}^{--}u$ , qui est un \’el\’ement de $Q’(R^{n}+iK)$ . Comme $Q(R^{n}+iK)$

est un sous-espace vectoriel topologique de $C_{Q}(R^{n}+iK)$ , on peut trouver
un prolongement $\overline{T}$ de $T$ \‘a $C_{Q}(R^{n}+iK)$ qui est continu. On d\’efinit alors

l’\’el\’ement $\psi_{\alpha}\overline{T}$ de $C_{Q}^{\prime}(R^{n}+iK)$ en posant

$\langle\psi_{\alpha}\overline{T}, \varphi\rangle=\langle\overline{T}, \psi_{\alpha}\varphi\rangle$ .

On d\’efinit enfin $T_{\alpha}\in Q^{\prime}(R^{n}+iK)$ comme \’etant la restriction de $\psi_{\alpha}\overline{T}$ \‘a

$Q’(R^{n}+iK)$ . On v\’erifie alors que
1) la famille $(T_{\alpha})_{\alpha eA}$ est sommable dans $Q^{\prime}(R^{n}+iK)$ , et de somme $T$;

2) $T_{\alpha}$ est portable par $\Gamma^{*}+S+iK$, de type nul (cf. d\’efinition 2.4.1).
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Enfin si on pose $f_{\alpha}=\tilde{T}_{\alpha}$ , on v\’erifie par le lemme 5.1.5 que la famille
$(f_{\alpha})_{\alpha eA}$ r\’epond \‘a la question, d’o\‘u le th\’eor\‘eme.

5.2. La transformation de Laplace.
On prend maintenant $\Gamma=$ ]$0,$ $+\infty[nK=\prod_{g=1}^{:}K_{j}$ et $S=\prod_{\dot{j=}1}S_{j}$ ; le c\^one

dual s’\’ecrit $\Gamma^{*}=$ ] $-\infty,$ $0]^{n}$ . On pose $L=\Gamma‘‘+S+iK=L_{1}\times\cdots\times L_{n}$ , o\‘u
$L_{j}=]-\infty,$ $0$] $+S_{j}+iK_{\dot{g}}$ . On utilisera \’egalement la variable $w=u+iv\in C^{n}$ .

On veut d\’efinir la transformation.$\mathscr{G}$ de Laplace, de fagon \‘a obtenir
le diagramme commutatif

$Q’(\Gamma^{*}+S+iK)=Q^{\prime}(L)\rightarrow Exp(R^{n}+i\Gamma;K+iS)\underline{\ovalbox{\tt\small REJECT}}_{b}^{-}$ .
(5.3)

$\lambda_{\backslash }^{\sim}b\tilde{H}_{L}(C^{n}, R)^{J^{/}}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

Pour chaque $\theta=(\theta_{1}, \cdots, \theta_{n})\in\{1, i, -1\}$“, on pose

$W_{\theta}=\prod_{\dot{g}=1}^{\cdot}W_{\theta_{j}}\subset C^{n}$ ,

o\‘u

$W_{\theta_{j}}=\{w_{j}\in C;{\rm Im}\theta_{j}w_{j}>h_{K_{j}}({\rm Re}\theta_{j})+h_{s_{j}}({\rm Im}\theta_{\dot{f}})\}$ .
De m\^eme, on pose $W_{\theta}^{e}=\prod_{j=1}^{n}W_{\theta_{j}}^{l}$ , o\‘u

$W_{\theta_{j}}^{\epsilon}=\{w_{j}eC;{\rm Im}\theta_{j}w_{j}>h_{K_{\dot{f}}}({\rm Re}\theta_{\dot{f}})+h_{s_{j}}({\rm Im}\theta_{j})+\epsilon\}$ .
On a la proprI\’et\’e:

(5.4)
$W_{\theta}=\bigcup_{\epsilon>0}W_{\theta}^{e}$ $et\bigcup_{\theta e\{1.l.-1\}^{n}}W_{\theta}=C^{n}\# L$ .

Pour tout $\epsilon^{\prime}>0$ et chaque $\theta e\{1, i, -1\}^{n}$ , on pose

(5.5) $\hat{g}_{l^{\prime}}(w;\theta)=(2\pi)^{-n}\int_{\underline{\epsilon^{\prime}}+\Gamma_{\theta}}g(\zeta)e^{\langle w,\zeta\rangle}d\zeta$

$=\frac{\theta_{1}\times\cdots\times\theta_{n}}{(2\pi)^{n}}\int_{0}^{\infty}\cdots\int_{0}^{\infty}g(i\underline{\epsilon}^{\prime}+\sum_{\dot{g}=1}^{\prime*}t_{\dot{f}}\theta_{\dot{f}}e_{\dot{f}})$ exp $(i\langle w, it’+\sum t_{j}\theta_{j}e_{;}\rangle)$

$\times dt_{1}\cdots dt_{n}$ ,

o\‘u on a utilis\’e les notations suivantes:

–
$e_{j}$ est le j-\‘eme vecteur de la base canonique de $C$“: $e_{j}=(0,$

$\cdots,$
$0$ ,

1, $0,$
$\cdots,$

$0$)
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– $\Gamma_{\theta}$ est le c6ne $\{\sum_{\dot{g}=1}^{\prime}t_{j}\theta_{j}e_{j};t_{j}\geqq 0\}\subset R^{n}+i\overline{\Gamma}$

$-\underline{\epsilon}^{\prime}=(\epsilon^{\prime}, \cdots, \epsilon^{\prime})\in R^{n}$

Nous sommes maintenant en mesure de d\’efinir $la$ transformation de Laplace

gr\^ace au r\’esultat suivat:

TH\’EOR\‘EME 5.2.1. Soit $g\in Exp(R^{n}+i\Gamma;K+iS)$ .
(i) Si $w\in W_{\theta}$ , l’int\’egrale (5.5) converge absolument, et on a la

majoration:
Pour tout $\epsilon>0$ , il existe une constante $C_{*,\epsilon^{\prime}}$ telle que

(5.6) $|\hat{g}_{\epsilon^{\prime}}(w;\theta)|\leqq C_{\epsilon,\epsilon^{\prime}}$ exp $(-\epsilon’\sum_{j=1}^{n}u_{j})$ $(w\in W_{\theta}^{e})$ .

(ii) Si $w\in W_{\theta}\cap W_{\theta^{\prime}},\hat{g}_{\epsilon^{\prime}}(w;\theta)=\hat{g}_{\epsilon^{\prime}}(w;\theta^{\prime})$ , et la fonction $\hat{g}_{\epsilon^{\prime}}(w)$ obtenue
par recollement des fonctims $\hat{g}_{e^{\prime}}(w;\theta)$ est dans $R(C^{n}\# L;\epsilon^{\prime}B)$ .

(iii) La famille de fonctions $(\hat{g}_{\epsilon^{\prime}})_{\epsilon^{\prime}>0}$ v\’erifie (4.5) et d\’efinit donc un
\’el\’ement de $\tilde{H}_{L}^{fl}(C^{n}, R)$ , not\’e $\mathscr{L}g$ .

(iv) $c\mathscr{F}_{b^{\circ b(\mathscr{G}g)=g}}^{\sim}-$ .
D\’EFINITION 5.2.2. L’application $\mathscr{L}:Exp(R^{n}+i\Gamma;K+iS)\rightarrow\tilde{H}_{L}^{n}(C^{n};R)$

d\’efinie en (iii) est la transformation de Laplace.

COROLLAIRE 5.2.3. Le diagramme (5.3) est commutatif et form\’e
d’isomorphismes topologiques.

D\’EMONSTRATION $DU$ TH\’EOR\‘EME 5.2.1. On ne d\’eveloppera pas certains
points de la d\’emonstration qui sont une extension imm\’ediate des r\’esultats

du \S 5 de [8].

On obtient (i) par une simple majoration. Si $w\in W_{\theta}\cap W_{\theta^{\prime}}$ , on montre
que $\hat{g}_{\epsilon^{\prime}}(w, \theta)=\hat{g}_{\epsilon^{\prime}}(w, \theta^{\prime})$ par une application r\’ep\’et\’ee du lemme 5.2 de [8].

Par (5.4) et (5.6), on en d\’eduit que $\hat{g}_{\epsilon}$ , est dans $R(C^{n}\# L;\epsilon^{\prime}B)$ .

Le partie essentielle de la d\’emonstration est r\’esum\’ee dans le r\’esultat

suivant:

LEMME 5.2.4. Soient $\epsilon$ et $\epsilon^{\prime}>0$ fix\’es. Si $z\in R^{n}+i\Gamma_{-\epsilon^{\prime}}$ , on a

$(-1)\int_{\partial_{0}L_{*}}\hat{g}_{e^{\prime}}(w)e^{-i\langle w,z\rangle}dw=g(z)$ .

D\’EMONSTRATION $DU$ LEMME 5.2.4. On d\’efinit $\partial_{\theta_{j}}$ comme \’etant la

demi-droite ou le segment orient\’e de $\partial L_{j},$ . contenu dans $W_{\theta_{j}}$ . Etant
donn\’e un entier $k(1\leqq k\leqq n)$ , on fixe $z_{1},$ $\cdots z_{k}$ dans $R+i$] $\epsilon^{\prime},$ $+\infty$ [ et $\zeta=$
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$(\zeta_{k+1}, \cdots, \zeta_{n})$ dans $(R+i[\epsilon^{\prime}, +\infty[)^{n-k}$ .
On veut montrer la formule

(5.7) $g(z_{1}, \cdots, z_{k}, \zeta^{\prime})=(\frac{-1}{2\pi})^{l}\sum_{1\leq j\leqq k}\sum_{\theta_{\dot{f}}e\{1,i-1\}}\int,+\theta_{1}R+$ $\int_{+\theta_{k}R+}\prime g(\zeta_{1}, \cdots, \zeta_{k}, \zeta)$

$\times(\int_{\partial\theta_{1}\times\cdots\times\theta\partial_{k}}$ exp $(i\sum_{j=1}^{k}w_{j}(\zeta_{j}-z_{j}))dw_{1}\cdots dw_{k}$) $d\zeta_{\iota}\cdots d\zeta_{k}$ .

Pour d\’emontrer la formule (5.7) dans le cas o\‘u $k=1$ , ou pour passer
du “stade $k$

’ au “stade $k+1$ ’ dans la formule (5.7), il suffit de reprendre
la d\’emonstration de la proposition 5.2 de [8]; ceci prouve (5.7) par r\’ecur-
rence, et si on prend $k=n$ , on obtient

$g(z)=\frac{(-1)^{n}}{(2\pi)^{n}}\sum_{\theta e\{1.l.-1\}},$ $\int_{\underline{l}^{\prime}+\Gamma_{\theta}}g(\zeta)(\int_{\partial\theta_{1}x\cdots\times\partial\theta}.e^{\langle v,\zeta-*)}dw)d\zeta$

$=(-1)^{n}\sum_{\theta e\{1-l,-1\}^{n}}\int_{\partial\theta_{1}x\cdots\times\partial\theta_{\hslash}}\hat{g},(w, \theta)e^{-\langle v,.\rangle}dw$ .
Pour conclure le lemme 5.2.4, il suffit de remarquer que

$\sum_{y}\int_{\partial\theta_{1}x\cdots x\partial\theta},=\int_{\partial_{0}L}$. $\cdot$

On revient \‘a la d\’emonstration du th\’eor\‘eme 5.2.1. Soient $0<\delta<\delta^{\prime}<\epsilon’$ .
On veut montrer que $\hat{g}_{\delta^{\prime}}-\hat{g}_{\delta}\in\sum_{j=1}R(C^{n}\#_{\dot{J}}L;\epsilon^{\prime}B)$ . Il suffit, d’apr\‘es le
th\’eor\‘eme 4.1.3 de montrer la relation

(5.8) $\int_{\partial_{0}L}.\hat{g}_{\delta^{\prime}}(w)\varphi(w)dw=\int_{\partial_{0}L}.\hat{g}_{\delta}(w)\varphi(w)dw$

pour toutes les fonctions $\varphi$ d’un sous-ensemble dense de $Q(L;\epsilon’ B)$ . Par
le lemme 5.2.4, on sait que la relation (5.8) est vraie si $\varphi$ est de la forme
$\varphi(w)=e^{-\langle\prime\sigma,z\rangle}$ o\‘u $zeR^{n}+i\Gamma_{-\cdot\prime}$ . Or la densit\’e des fonctions exponentielles
ci-dessus r\’esulte de la commutativit\’e du diagramme:

$Q’(L;\epsilon’ B)\rightarrow Exp(R^{n}+i\Gamma_{-*}’;K+iS)F_{b}$ .
$\downarrow$

$\downarrow b$

$Q_{0}^{\prime}\rightarrow Q_{0}^{\prime}\underline{F}$

On a donc prouv\’e (iii) (une extension du lemme 5.5 de [8] aurait amen\’e
une d\’emonstration directe et \’el\’ementaire, mais tr\‘es lourde, de (iii)).
Comme (iv) est une cons\’equence imm\’ediate du lemme 5.2.4, le th\’eor\‘eme
5.2.1 est d\’emontr\’e. Le corollaire 5.2.3 r\’esulte de (iv) et de l’injectivit\’e
de $\mathscr{F}_{b}^{\prime}$.
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\S 6. Transformation d’Avanissian-Gay.

6.1. Notations.
Soient $a=(a_{1}, \cdots, a_{n})\in R^{n},$ $K=K_{1}\times\cdots\times K_{n}$ o\‘u les $K_{j}$ sont des inter-

valles compacts de $R^{n}$ v\’erifiant $|K_{j}|<2\pi$ ( $|K_{j}|$ d\’esigne la longueur de $K_{j}$),

et $k^{\prime}=(k_{1}^{\prime}, \cdots, k_{n}^{\prime})$ avec $0\leqq k_{j}^{\prime}<1$ .
On pose: $L=L_{1}\times\cdots\times L_{n}$ , o\‘u $L_{j}=$ ] $-\infty,$ $a_{j}$] $;\Pi^{+}=\{z\in C^{n};{\rm Re} z_{j}>0\}$ et

$k’+\Pi^{+}=\{z\in C^{n};{\rm Re} z_{j}>k_{\dot{f}}^{\prime}\}$ ; exp $(-L)=\exp(-L_{1})\times\cdots\times\exp(-L_{n})$ , o\‘u

$\exp(-L_{j})=\{\exp(-w_{j});w_{j}\in L_{j}\}\subset C$;

$Q(L;-k’)=Q(L;\{-k^{\prime}\})=\lim_{l}indH_{b}(\overline{L}_{\epsilon};\epsilon>0-\sum_{\dot{g}=1}^{\hslash}(k_{\dot{f}}^{\prime}+\epsilon^{\prime})|x_{j}|)$ .

Le but de ce paragraphe est d’\’etudier le comportement de certaines
fonctions holomorphes $f$ connaissant les valeurs $f(\nu)$ , o\‘u $\nu eN^{*n}(N^{*}=$

$N\backslash \{0\})$ . Pour cela, on modifie les notations concernant la transformation
de Fourier-Borel.

Si $T\in Q^{\prime}(L;-k^{\prime})$ , on pose

$\mathscr{F}_{b}(T)(\zeta)=\tilde{T}(\zeta)=\langle T_{w},$ $\exp(\langle w, \zeta\rangle)>$

et

$Exp(k^{\prime}+\Pi^{+};L)=\lim_{e,\epsilon}p_{0}rojH_{b}(k’+\underline{\epsilon}^{\prime}+\Pi^{+};h_{-K}(y)+\langle a, x\rangle+\epsilon|z|)$ .

On a l’isomorphisme $L\mathscr{F}_{b}:Q^{\prime}(L;-k’)\rightarrow Exp(k’+\Pi^{+};L);\sim$ ceci est connu si
$k^{\prime}=0$ , d’apr\‘es les r\’esultats du \S 5. On passe au cas o\‘u $k^{\prime}$ est quelconque

au moyen du diagramme commutatif:

$ Q^{\prime}(L;-k’)^{\underline{F_{b}}}Exp(k’+\Pi^{+};L)Q’(L)^{\underline{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{b}^{-}}}Exp(\Pi^{+};L)\sigma\downarrow l\tau\downarrow\iota$

,

o\‘u les applications $\sigma$ et $\tau$ sont d\’efinies comme suit:

$\langle\sigma T, \varphi\rangle=\langle T_{w},$ $\exp(-\langle k’, w\rangle)\varphi(w)>$

et

$\tau f(z)=f(z-k’)$ .
Enfin on pose

$\Phi(z, w)=\prod_{j=1}^{\hslash}\frac{z_{j}\exp(w_{\dot{f}})}{1-z_{\dot{f}}\exp(w_{j})}$ .
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(Cette modification du noyau de la transformation $G$ par rapport \‘a celui
donn\’e en [1] et en [10] n’a pas d’autre but que de remplacer les d\’e-
veloppements en s\’erie enti\‘ere au voisinage de l’infini par des d\’eveloppe-
ments au voisinage de z\’ero.)

6.2. La transformation $G$ .
Cette partie est une extension \‘a $n$ variables des r\’esultats de [10].

Le passage de une \‘a plusieurs variables ne pr\’esentant pas de difficult\’es
particuli\‘eres, on ne donnera pas la d\’emonstration des \’enonc\’es qui suivent,
mais simplement la r\’ef\’erence des r\’esultats correspondants de [1] et de [10].

LEMME 6.2.1. Si $zeC^{n}\#\exp(-L)$ , la fonction $w\rightarrow\Phi(z, w)$ est dans
$Q(L;-k’)$ .

LEMME 6.2.2. Soient $\epsilon$ et $\epsilon^{\prime}>0$ donn\’es, avec $\epsilon<2\pi-|K_{j}|(j=1, \cdots, n)$ .
Il existe une constante $C(\epsilon, \epsilon’)$ telle que

$|\Phi(z, w)|\exp(-\langle k’, u\rangle+\epsilon^{\prime}|u|)\leqq C(\epsilon, \epsilon’)|z_{1}|^{k_{1}^{\prime}+\epsilon^{\prime}}\times\cdots\times|z_{n}|^{k_{l}+\epsilon^{\prime}}$

o\‘u $w=u+iveL_{/2}$ et $zeC^{n}\#\exp(-L.)$ . (cf. [10], proposition 3)

D\’EFINITION 6.2.3. On d\’esigne par $p_{0}(C^{n}\#\exp(-L);k’)$ l’ensemble des
fonctions $g$ holomorphes dans $C^{n}\#\exp(-L)$ satisfaisant la condition

(6.1) Pour tous $\epsilon$ et $\epsilon’>0$ , il existe une constante $C(\epsilon, \epsilon’)$ telle que

$|g(z)|\leqq(\epsilon, \epsilon’)|z_{1}|^{k_{1}^{\prime}+}\times\cdots\times|z_{n}|^{k_{\hslash^{+}}^{\prime}\prime}$

On d\’eduit canoniquement des in\’egalit\’es (6.1) une famille de semi-
normes. Muni de la topologie vectorielle $as8oci\acute{e}e$ \‘a cette famille de
seminormes, l’espace $\rho_{0}(C^{n}\#\exp(-L);k’)$ est du type Fr\’echet-Schwartz.
Remarquons que $ C^{n}\#$ exp $(-L)$ contient ] $-\infty,$ $0]^{n}$ et que si $g\in p_{0}$

$(C^{n}\#\exp(-L);k^{\prime}),$ $g(z_{1}, \cdots, z_{j-1},0, z_{j+1}, \cdots, z_{n})=0$ . Par cons\’equent, d’apr\‘es
la majoration (6.1), le seul polyn\^ome appartenant \‘a $d_{0}(C^{n}\#\exp(-L);k’)$

est le polyn\^ome nul.
On d\’efinit maintenant la transformation d’Avanissian-Gay au moyen

du lemme 6.2.1.

D\’EFINITION 6.2.4. Si $TeQ’(L;-k^{\prime})$ , on pose, pour $ZGC^{n}\#\exp(-L)$ ,
$ G_{T}(z)=G(T)(z)=\langle T_{w}, \Phi(z, w)\rangle$ .

Par le lemme 6.2.2, la fonction $G_{T}$ est dans $\rho_{0}(C^{n}\#\exp(-L);k’)$ , et
on d\’esigne par $G$ la transformation $T\rightarrow G_{T}$ de $Q’(L;-k^{\prime})$ dans
$\rho_{0}(C^{n}\#\exp(-L);k^{\prime})$ .

TH\’EOR\‘EME 6.2.5. La transformation $G:Q’(L;-k^{\prime})\rightarrow P_{0}(C^{n}\#\exp(-L);k^{\prime})$
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est un isomorphisme topologique. L’application inverse est donnee par
la formule:

(6.2) $\langle T, \varphi\rangle=(2i\pi)^{-n}\int_{\partial_{0}L_{\epsilon}}\varphi(z)G_{T}(\exp(-z_{1}), \cdots, \exp(-z_{n}))dz_{1}\cdots dz_{n}$

pour $\varphi\in H_{b}(\overline{L}_{\epsilon};\langle k’, x\rangle-\epsilon^{\prime}|x|)$ . (cf. [10], theor\‘emes 4 et 6, et [1], th\’eor\‘emes

1.4.1 et 1.5.1)

6.3. La transformation $G\circ \mathscr{G}_{b}^{\rightarrow-1}$ .
L’application $\Lambda=G\circ_{L}\mathscr{F}_{b}^{-1}$ a pour effet de transformer une fonction

$f\in Exp(k’+\Pi^{+};L)$ en une s\’erie de Taylor $\sum_{\nu eN*n}f(\nu)z^{\nu}$ qui se prolonge

en une fonction $g\in\beta_{0}(C^{n}\#\exp(-L);k^{\prime})$ .
En effet, on a le d\’eveloppement en s\’erie

$\Phi(z, w)=\sum_{\nu eN^{*n}}z^{\nu}\exp(\langle w, \nu\rangle)$ ,

la convergence ayant lieu dans $Q(L;-k’)$ , uniform\’ement par rapport \‘a $z$ ,
lorsque $z$ reste dans un compact quelconque du polydisque $\Delta_{\alpha}=\{z\in C^{n}$ ;
$|z_{j}|<\exp(-a_{j})\}$ .

Si on pose $\mu=.\mathscr{F}_{b}^{-1}(f)$ , on a

$G_{\mu}(z)=\sum_{\nu eN^{l}}\langle\mu_{w}, \exp(\langle w, \nu\rangle)\rangle=\sum_{\nu eN^{nn}}\tilde{\mu}(\nu)z^{\nu}=\Lambda f(z)=g(z)$

pour tout $z\in\Delta_{a}$ , ce qui assure le prolongement de la s\’erie de Taylor,

avec les conditions de croissance annonc\’ees.
Inversement, si la s\’erie $\sum_{\nu eN^{*n}}\alpha_{\nu}z^{\nu}$ , de domaine de convergence non

vide, admet un prolongement $g\in C_{0}(C^{n}\#\exp(-L);k^{\prime})$ , la fonction $f=$

$\Lambda^{-1}g$ v\’erifie $f(\nu)=\alpha_{\nu},$ $\nu\in N^{*n}$ . Une telle fonction $f$ est unique dans
$Exp(k’+\Pi^{+};K)$ et, d’apr\‘es (6.2), est donn\’ee par la formule

(6.3) $f(\zeta)=(2i\pi)^{-n}\int_{\partial_{0^{L}\epsilon}}g(\exp(-w_{1}), \cdots, \exp(-w_{n}))\exp(\langle w, \zeta\rangle)dw$ .

On a donc montr\’e le

TH\’EOREME 6.3.1. Soit $\sum_{\nu eN^{cn}}\alpha_{\nu}z^{\nu}$ une s\’erie enti\‘ere \‘a domaine de
convergence non vide. Il $y$ $a$ \’equivalence entre:

(i) il existe $f\in Exp(k^{\prime}+\Pi^{+};L)$ telle que $f(\nu)=\alpha_{\nu}(\nu\in N^{*n})$ ;

(ii) la s\’erie $\sum_{\nu eN^{sn}}\alpha_{\nu}z^{\nu}$ admet un prolongement $g\in\rho_{0}(C^{n}\#\exp(-L);k’)$ .
Si de plus (ii) est v\’erifi\’e, on sait calculer $f$ en fonction de $g$ au moyen

de la formule (6.3).

Dans le cas $n=1$ , la partie $(i)\Rightarrow(ii)$ est le th\’eor\‘eme de Leroy-Lindelof
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(cf. [5]).

COROLLAIRE 6.3.2. Soit $f\in Exp(k^{\prime}+\Pi^{+};L)$ . On suppose que $f(\nu)=0$

pour tous les $\nu\in N^{*}‘‘,$ sauf peut \^etre un nombre fini d’entre $eux$ . Alors
$f\equiv 0$ .

D\’EMONSTRATION. L’hypoth\‘ese signifie que $\Lambda f$ est un polyn\^ome. On
a remarqu\’e qu’aucun polyn\^ome non nul n’est dans $p_{0}(C^{n}\#\exp(-L);k^{\prime})$ .
Donc $Af=0$ , et par injectivit\’e de $\Lambda,$ $f=0$ .

6.4. Prolongement des fonctions arithm\’etiques.

Pour un compact $F$ de $C$, on d\’esigne par $\gamma(F)$ le diam\‘etre transfini
de $F$. On trouvera dans [15] des exemples de calculs ou de
majorations de $\gamma(F)$ permettant de pr\’eciser et d’illustrer l’\’enonc\’e
suivant:

THEOREME 6.4.1. Soit $f\in Exp(k’+\pi^{+};L)$ . On suppose que $f$ est
arithm\’etique (i.e., $f(N^{*n})\subset Z$) et que, pour chaque $j,$ $\gamma(\exp(L_{j}))<1$ . Alors
la fonction $f(z)$ est une somme finie de fonctions enti\‘eres de la forme
$P(z)c_{1^{1}}^{l}\cdots c^{z_{\hslash}}.$ , o\‘u $P$ est un polyn\^ome, et $c_{j}$ un entier alg\’ebrique situ\’e, ainsi
que tous ses conjugu\’es, dans $\exp(L_{j})$ .

D\’EMONSTRATION. Soient $\mu=F_{b}^{-1}(f)\in Q^{\prime}(L;-k’)$ et $g=G_{\mu}=\Lambda f$. La
fonction $z\rightarrow g(1/z_{1}, \cdots, 1/z_{n})$ est holomorphe dans $C$“ $\#\exp(L)$ , nulle \‘a
l’infini, et admet \‘a l’infini le d\’eveloppement \‘a coefficients entiers
$\sum_{\nu eN}\cdot,*f(\nu)z^{-\nu}$ . Par un r\’esultat de Martineau-Seinov (cf [1], p. 366) la
fonction $g(1/z_{1}, \cdots, 1/z_{n})$ est de la forme $A(z)/(B_{1}(z_{1})\cdots B_{n}(z_{n}))$ o\‘u $A$ et $B_{j}$

sont des polyn\^omes \‘a coefficients entiers.
On peut donc \’ecrire $g(z)=P(z)/(Q_{1}(z_{1})\cdots Q_{n}(z_{n}))$ , o\‘u $P$ et $Q_{j}$ sont des

$polyn6mes$ . Les z\’eros des polyn\^omes $Q_{j}$ sont en nombre fini et, \‘a cause
du domaine de d\’efinition de $g$ , on peut supposer, apr\‘es une \’eventuelle
simplification de la fraction, que ces z\’eros sont dans $\exp(-L_{j})$ . On peut
donc trouver un compact convexe $L_{0}=L_{0,1}\times\cdots\times L_{0,n}$ contenu dans $L$ , tel
que $g$ soit holomorphe dans $C^{n}\#\exp(-L_{0})$ .

Soient $p_{j}$ le degr\’e de $P$ par rapport \‘a la variable $z_{j}$ et $q_{j}$ le degr\’e
de $Q_{j}$ . La majoration (6.1) est v\’erifi\’ee par $g(z)$ pour $z\in C^{n}\#\exp(-L_{e})$ ,
donc pour $ z\in$ ] $-\infty,$ $0]^{n}$ , comme cela a d\’ej\‘a \’et\’e remarqu\’e. Ceci prouve
que, pour chaque $j$ , on a $p_{j}\leqq q_{j}$ .

La fonction $g$ est donc born\’ee dans chaque $C^{n}\#\exp(-L_{0}..)(\epsilon>0)$ , et
la fonction $w\rightarrow g(\exp(-w_{1}), \cdots, \exp(-w_{n}))$ est born\’ee dans $L_{/2}$. $L_{0,\epsilon}$ . Par
(6.2) on a
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$\langle\mu, \varphi\rangle=(2i\pi)^{-n}\int_{\partial_{0}L_{g}}\varphi(w)g(\exp(-w_{1}), \cdots, \exp(-w_{n}))dw$ $(\varphi\in Q(L;-k^{\prime}))$

et cette \’egalit\’e devient par le th\’eor\‘eme de Cauchy

$\langle\mu, \varphi\rangle=(2i\pi)^{-n}\int_{\partial_{0}L_{()g}},\varphi(w)g(\exp(-w_{1}), \cdots, \exp(-w_{n}))dw$ .

Ceci prouve que $\mu$ est portable par $L_{0}$ au sens de la d\’efinition 2.4.1;
$\mu$ est donc une fonctionnelle analytique protable par $L_{0}$ au sens usuel,

et sa transform\’ee de Fourier-Borel au sens de Martineau $co:ncide$ avec
$\tilde{\mu}$ .

Si maintenant on fait le m\^eme raisannement pour la fonction $f_{1}(z)=$

$f(z+\underline{1})=f(z_{1}+1, \cdots, z_{n}+1)$ qui est dans $Exp(k^{\prime}-\underline{1}+\Pi^{+};L)$ , on montre
l’\’egalit\’e $f_{1}=\backslash \mathscr{F}_{b}(\mu_{1})$ , o\‘u $\mu_{1}$ est une fonctionnelle analytique portable par
un compact $L_{0}$ de $L$ . La fonction $f_{1}$ est un \’el\’ement de $g(L_{0})$ (notation

3.2.2 de [1]). Le th\’eor\‘eme 3.2.3 de [1] permet alors de conclure.
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