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Transformationsinvariante Matrizen

Yon ANNA LEE (Budapest)

Zusammenfassung. Wir betrachten Rechtecksmatrizen, welche gegeniiber zweisei-
tiger Multiplikation mit geeigneten Matrizen invariant sind. Es wird gezeigt, dal
solche Matrizen bei bestimmten Bedingungen in mehrere Diagonalblécke zerlegt
werden konnen. Die permutationsinvarianten Matrizen bilden einen oft auftret-
enden Spezialfall dieser Art von Matrizen.

Der bewiesene Satz findet eine Anwendung bei der Losung linearer Differential-
gleichungssysteme.

1. Bezeichnen wir mit C aus m Zeilen und » Spalten bestehende Rechtecks-
matrizen iiber einem Korper K, die die folgende Bedingung erfiillen. Es gibt zwei
nichtsinguldre Matrizen P und Q m-ter Ordnung bzw. n-ter Ordnung, mit welchen
die Matrix die Relation
(1) PC=CQ

erfiillt. Eine solche Matrix C wird fransformationsinvariant genannt.

Als Beispiel fiir transformationsinvariante Matrizen dienen die permutations-
invarianten Matrizen [1]. Diese erfiillen (1) mit Permutationsmatrizen P und Q,
d. h. sie sind gegeniiber bestimmter Permutation der Zeilen und Spalten invariant.
Die zentrosymmetrischen Matrizen sind z. B. gegeniiber der orthogonalen Trans-
formation mit der Permutationsmatrix

? I, p=q
I=[5i.u-j+1] opt;:‘o pZq

invariant, d. h.
IC=CI ICI=C

(siche [2]). A. R. CoLLAR hat gezeigt [3], daB jede zentrosymmetrische Matrix in
zwei Diagonalblocke zerlegbar ist. Diese Eigenschaft — nidmlich, daB sie in mehrere
Diagonalblocke zerlegbar sind — besitzen aber auch allgemeinere transformations-
invariante Matrizen.

Folgender Satz gibt eine hinreichende Bedingung unter welcher eine trans-
formationsinvariante Matrix C durch geeignete zweiseitige Multiplikation in mehrere
Diagonalblocke zerlegt werden kann.

Satz. Sind in der Identitit (1) P und Q Matrizen einfacher Struktur — d. h.
existiert ihre Spektralzerlegung — und besitzen sie nur gemeinsame Eigenwerte,
dann zerfillt die Matrix C durch zweiseitige Multiplikation in so viele Diagonal-
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blicke, wie viele verschiedene Eigenwerte die Matrix P (und so auch Q) besitzt.
Die Matrizen, mit denen sich diese Zerlegung durch Multiplikation ergibt, bestehen
aus den Eigenvektoren der Matrix P bzw. Q.

Bewrls. Bezeichnet A(P) bzw. A(Q) die Gesamtheit der Eigenwerte der Matrix
P bzw. Q, dann ist nach der Voraussetzung

4
A= Biaecy K13 Aoy Bt diih oy veiy s [Z le— m]
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Die Spektralzerlegung der Matrix P bzw. Q sei
(2) P PA N~ how Q=VAV",

wo die Diagonalmatrizen A,, bzw. A,, welche aus den Eigenwerten bestchen, die
partitionerte Form
A1 EJ':
)'ZEfz ;"2EJ72
A, = "4 i A= ;
AE LE;

r =i,
haben. Setzen wir die Form (2) der Matrizen P und Q in die Identitéit ein, dann
ergibt sich einfach die Relation

AUPOV = U2 CYA,,

oder mit der Bezeichnung

U-1CV =C;
die Relation
(3) A, Co = CoA,.

Schreiben wir die Matrix C, in partitionierter Form auf:

Py | €Y, - cg, |l
C3 | C3; . €3, |
|61 A% i 8 e
e LI e

J Jf2 Jr

Wenn jetzt in (3) die Multiplikation auf beiden Seiten durchgefiihrt wird, dann

erhilt man
— 0 =
).,.C‘,?,‘ =C4, L=k aab
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by Fly, WeNn vFEp

gilt. Daraus folgt aber
Cy, =0, wenn v=p.
Das bedeutet, dass die Matrix
C(] — I.j-_l CV

aus r Diagonalblécken besteht. Damit ist der Satz bewiesen.

2. Anwendung. Der jetzt bewiesene Satz findet im folgenden eine Anwendung.
Betrachten wir ein lineares Differentialgleichungssystem in der vektoriellen Form
geschrieben:

Zk Ci()xP(t)+1f(r) = 0
i=0
4)

xO(ty) =x i=0,1,.., k-1

Hier besteht der Vektor x'”(7) aus den i-ten Ableitungen der unbekannten Funktionen,
f(¢) aus den gegebenen Funktionen, C(¢) ist die zum i-ten Ableitungsvektor x'/(z)
gehorige Koeffizientenmatrix vom Typm X n (i=0, 1, ..., k). Wenn alle Koeffizienten-
matrizen C,(¢) gegeniiber denselben Matrizen P und Q transformationsvariant sind,

PCQ1=Cft) i=0,1,....k
und die Matrizen P und Q die Bedingung des vorigen Satzes erfiillen, d. h.
P=TUA U, Q=VA V-

gilt, dann zerfdllt das Gleichungssystem (4) durch Multiplikation von links mit der
Matrix U~" in mehrere, von einander unabhdngige Gleichungssysteme. Nach Multipli-
kation kann (4) ndmlich in der Form

k
22U LCHVV-'xO()+U-£(t) =0
i=0

V-1x@(t) = V-1 xi i=01,..k-1
geschrieben werden. Fiihrt man die Bezeicnhung
Y- 2"y = 39(1) i=01,..k

U-'f(r) = g(1)
U-'COV =M@ i=0,1,...k

ein, so geht (4) in das lineare Differentialgleichungssystem beziiglich dem neuen
unbekannten Funktionsvektor y(¢) ftiber:

'._>;'{;<D,-(r)>x“'(n+g(:) =0

yi(t,) = yi i=0,1,..k—1.
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Die Koeffizientenmatrizen (D (¢)) zerfallen nach dem Satz in so viele Diagonal-
blocke, wie viele verschiedene Eigenwerte die Matrizen P und Q besitzten, und
so zerfillt (4) in mehrere vollstindig unabhingige Differentialgleichungssysteme.
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