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The gênerai expression for the transport coefficients at finite frequency is glven by the 
spectral functlon of the autocorrélation of the flux corresponding to the transport phenomenon 
considered. Because the explicit analytical solution of such a corrélation function involves 
the whole many­body problem for strongly coupled Systems, appeal must be made to a model 
in order to dérive the explicit frequency dependence of the transport functions. In the first 
part of this paper, we calculate thèse functions analytically [ i . e . , the diffusion D(a)), the 
viscosities i)s(< )̂ and i)fl(a'>, and the thermal conductivity K(U>)\ from the generalized Berne­
Boon­Rice model. The frequency dependence of thèse transport functions becomes signifi­
cant at high frequencies, i . e . , when w approaches u>^~7^^, where is the collision time, 
and should be essentially responsible for the departure from classical hydrodynamics. This 
is shown in Sec. II of this paper, where we présent a calculatlon of the spectral distribution of 
the light scattered from thermal fluctuations in simple fluids. When the transport functions 
are introduced in the hydrodynamic équations to replace the usual constant transport coefficients, 
the spectrum of the scattered light is modified significantly, to second order in Vk^, where r 
is essentially a linear fimction of the transport functions. The second­order spectrum ob­
tained here is in agreement with previous results, but it is shown that the main effect arises 
from the frequency dependence of the transport functions, which was ignored in previous work. 
Thèse effects induce a small but significant négative dispersion in the first­sound velocity. This 
prédiction is in qualitative agreement with the récent light scattering experiments by Fleury 
and Boon on liquid argon, which were initially interpreted as a possible expérimental observa­
tion of the frequency dependence of the transport functions in simple liquids. 

I. INTRODUCTION 

It i s p r e s e n t l y q u i t e w e l l e s t a b l i s h e d , f r o m r é c e n t 
m o l e c u l a r d y n a m i c s experiments^ and f r o m n e u t r o n 
s c a t t e r i n g d a t a , ^ t h a t c l a s s i c a l m o n a t o m i c l i q u i d s , 
e . g . , a r g o n , exh ib i t a d i s p e r s i o n c u r v e in (u , k) 
s p a c e , s o m e w h a t s i m i l a r in s h a p e to the w e l l ­ k n o w n 
*He d i s p e r s i o n c u r v e . H o w e v e r , i t a p p e a r s to b e 
a v e r y d i f f i c u l t t a s k to d e v e l o p a r i g o r o u s t h e o r y 
y i e ld ing a c o m p l è t e a n a l y t i c a l d e s c r i p t i o n of the 
s t r u c t u r e f a c t o r S(.k, w) in t he whole s p a c e . 
R é c e n t t h e o r e t i c a l d e v e l o p m e n t s have b e e n a t t e m p t e d 
in t h i s d i r e c t i o n , bu t p r a c t i c a l c o m p u t a t i o n s t i l l r e ­
q u i r e s the i n t r o d u c t i o n of mode l c a l c u l a t i o n s . ' A 
r é c e n t a n a l y s i s of the l i n e a r i z e d h y d r o d y n a m i c 
m o d e s by Rés ibo i s^ m a y a p p e a r a s a v e r y é l égan t 
and f r u i t f u l s t a r t i n g po in t f o r f u r t h e r s t u d i e s in t h i s 
d o m a i n . 

T h e d i s p e r s i o n c u r v e a)(fe) p r é s e n t s an in f l ec t ion 
point f o r a v a l u e of k of t he o r d e r of k^~\<f c m " ' ; 
t h i s i n f l ec t i on may s e r v e to s e p a r a t e t he s p a c e 
roughly in to two r é g i o n s ' : a low­/fe­low­'o r é g i o n , 
c h a r a c t e r i s t i c of t he c o l l e c t i v e m o d e s , the h y d r o ­
d y n a m i c d o m a i n , and a high­jfe­high­w r é g i o n , o r 
k ine t i c r é g i o n , a l s o c a l l e d by s o m e a u t h o r s the 
d o m a i n ol generalyzed hydrodvnamics. In the p r é s ­
en t w o r k , we a r e e s s e n t i a l l y c o n c e r n e d wi th tha t 
r é g i o n of the (w, k) s p a c e wh ic h can be deno ted a s 
the intermediate région, i . e . , w h e r e a t l e a s t one of 
the two v a r i a b l e s w and k c a n no l o n g e r b e c o n s i d ­

e r e d a s t end ing to z é r o . In o t h e r w o r d s , if the 
h y d r o d y n a m i c r é g i o n i s d e f i n e d by 

l imw = 0, limfe = 0 , ( l . l ) 

and the generalyzed hydrodynamics d o m a i n by 

k/k,~\, (1 .2 ) 

w h e r e 'o^ i s the c h a r a c t e r i s t i c f r e q u e n c y of t he o r d e r 
of t he r e c i p r o c a l c o l l i s i o n t i m e and k'^ i s the c h a r ­
a c t e r i s t i c w a v e l e n g t h of the o r d e r of the i n t e r m o l e ­
c u l a r d i s t a n c e , then the intermediate région i s the 
d o m a i n w h e r e co/oi^ and k/k^ a r e f i n i t e bu t s m a l l 
q u a n t i f i e s . In t h i s i n t e r m e d i a t e r a n g e the c l a s s i c a l 
h y d r o d y n a m i c a p p r o a c h i s s t i l l v a l i d , in so f a r a s 
one a c c o u n t s f o r the e x i s t e n c e of not s t r i c t l y z é r o 
v a l u e s of w and k. It i s then e x p e c t e d tha t s o m e 
new e f f e c t s w i l l b e o b s e r v e d a s s m a l l , bu t s i g n i f i ­
can t , d é v i a t i o n s f r o m c l a s s i c a l h y d r o d y n a m i c s . 

T h e s i t ua t ion w h e r e w i s t aken in the h y d r o d y n a ­
m i c l i m i t , i . e . , w — 0, w h i l e k b e c o m e s s l ight ly 
l a r g e r than z é r o , h a s b e e n c o n s i d e r e d r e c e n t l y by 
F o c h on the b a s i s of the B u r n e t t é q u a t i o n s . ' In the 
p r é s e n t w o r k we i n v e s t i g a t e the c a s e w h e r e k«kc 
and 'JO/'JO^ i s f i n i t e but s m a l l , wh ich c o r r e s p o n d s to 
the p h y s i c a l s i t u a t i o n of a l ight s c a t t e r i n g e x p e r i ­
men t p e r f o r m e d on a m o n a t o m i c l iqu id .* Indeed , 
F l e u r y and Boon have r e c e n t l y c a r r i e d out B r i l l o u i n ­
M a n d e l s t a m s c a t t e r i n g e x p e r i m e n t s on l iquid a r g o n 
(as we l l a s on l iquid n e o n ) ' w h e r e they d e t e c t e d 
t h e r m a l phonons in t he f r e q u e n c y r a n g e 'v ~10 ' " ' ­
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1 0 " c p s . S i t ice t h e c o l l i s i o n t i m e f o r s i m p l e l i q u i d s 

i s of t h e o r d e r of 1 0 ' ' ^ - 1 0 ' " s e c , w e h a v e t h e r a t i o 

' j / a>c~10"^ , w h i l e k/k^ i s a n o r d e r of m a g n i t u d e 

s m a l l e r (~10" ' ) w h i c h , a s w i l l b e s e e n b e l o w , c a n 

b e c o n s i d e r e d a s s a t i s f y i n g t h e h y d r o d y n a m i c l i m i t 

jfe-O. 

T h e g ê n e r a i f o r m of t h e l i n e a r t r a n s p o r t c o e f -

f i c i e n t s a t z é r o f r e q u e n c y i s g i v e n by* 

cro = C dt ip(t) , ( 1 . 3 ) 

w h e r e C i s a t h e r m o d y n a m i c c o n s t a n t d e p e n d i n g on 

t h e t r a n s p o r t p h e n o m e n o n c o n s i d e r e d and i s t h e 

a u t o c o r r é l a t i o n f u n c t i o n of t h e f l u x a s s o c i a t e d to t h e 

t r a n s p o r t p r o p e r t y . Now, a t f i n i t e f r e q u e n c y , a 

b e c o m e s w d é p e n d e n t and i s g i v e n by t h e s p e c t r a l 

f u n c t i o n 4I{'J}), i . e . , t h e transport function r e a d s ' 

o{io)=C j^'dt e-'^'ipU) . ( 1 . 4 ) 

T h e t r a n s p o r t f u n c t i o n c o n s i s t s of two p a r t s : a 

r e a l ( d i s s i p a t i v e ) p a r t w h o s e f i r s t t e r m i s m e r e l y 

CTg and an i m a g i n a r y p a r t , w h i c h a c c o u n t s f o r t h e 

n o n d i s s i p a t i v e p a r t of t h e t r a n s p o r t p h e n o m e n o n . 

T h e l a t t e r c o n t r i b u t i o n w i l l b e c o m e s i g n i f i c a n t w h e n 

w a p p r o a c h e s 'o^. In S e c . n , w e p r é s e n t t h e g ê n e r a i 

f o r m of t h e d i f f é r e n t t r a n s p o r t f u n c t i o n s , n a m e l y , 

d i f f u s i o n P ( a j ) , v i s c o s i t y T}(W) , and t h e r m a l c o n d u c -

t iv i ty /C('JJ) . 

H o w e v e r , i t i s e a s i l y r e c o g n i z e d t h a t t h e c o m p a c t 

f o r m of E q . (1. 4) i n v o l v e s t h e s o l u t i o n of t h e f u U 

m a n y - b o d y p r o b l e m f o r (in t h e p r é s e n t c a s e ) s t r o n g -

ly c o u p l e d S y s t e m s . T h e r e f o r e , f o r p r a c t i c a l c o m -

p u t a t i o n w e n e e d to i n t r o d u c e a m o d e l . In S e c . III , 

t h e e x p r e s s i o n s f o r t h e d i f f é r e n t t r a n s p o r t f u n c t i o n s 

a r e e x p l i c i t l y d e r i v e d f r o m a g e n e r a l i z a t i o n of t h e 

B e r n e - B o o n - R i c e (BBR) m o d e l . T h e i n t e r e s t of 

t h i s c o m p u t a t i o n f o U o w s , in p a r t i c u l a r , f r o m t h e 

f a c t t h a t t h e f r e q u e n c y d e p e n d e n c e of t h e t r a n s p o r t 

c o e f f i c i e n t s shou ld a p p e a r a s e s s e n t i a l l y r e s p o n s i b l e 

f o r the d e p a r t u r e f r o m c l a s s i c a l h y d r o d y n a m i c s in 

t h e i n t e r m e d i a t e h y d r o d y n a m i c r a n g e d e f i n e d a b o v e 

by ;fe^O, C^J/̂ ^)<,~10"^ 

In S e c . IV, w e s o l v e t h e l i n e a r i z e d h y d r o d y n a m i c 

é q u a t i o n s , " w h e r e t h e u s u a l t r a n s p o r t c o e f f i c i e n t s 

a r e no l o n g e r c o n s t a n t s , b u t h a v e b e c o m e t h e c o r -

r e s p o n d i n g t r a n s p o r t f u n c t i o n s d e f i n e d a b o v e , l e a d -

ing to a new d i s p e r s i o n é q u a t i o n . In t h e l i m i t 

l im„ .o ' ' ^ ' ^ )= o'o) o b t a i n s t h e r o o t s , i . e . , t h e 

p ô l e s d e t e r m i n i n g t h e s p e c t r u m of t h e s c a t t e r e d 

l i gh t , a s p r e s e n t e d in e a r l i e r w o r k , " l e a d i n g to 

t h e Avell-known s p e c t r u m c o n s i s t i n g of t h r e e L o r e n t -

z i a n s ( the c e n t r a l R a y l e i g h c o m p o n e n t and t h e B r i l -

l o u i n - M a n d e l s t a m d o u b l e t ) . Now, in t h e p r é s e n t 

c a s e i nvo lv ing t h e t r a n s p o r t f u n c t i o n s cr{cij), w e f i nd 

a m o d i f i e d s p e c t r u m (Sec. V) w h o s e m a i n f e a t u r e 

c o n s i s t s in the s e c o n d - o r d e r e f f e c t on t h e B r i l l o u i n 

s h i f t ; we p r e d i c t a n é g a t i v e d i s p e r s i o n f o r t h e h y -

p e r s o u n d p r o p a g a t i o n v e l o c i t y . T h e m o d i f i c a t i o n s on 

t h e l i n e w i d t h s a r e a l s o a n a l y z e d in S e c . VI . F i n a l l y , 
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w e p r é s e n t t h e é v a l u a t i o n s f o r l i qu id a r g o n , and 

c o m p a r e o u r n u m e r i c a l r e s u l t s w i t h e x p é r i m e n t a l 

d a t a ; t h e r e i s q u a l i t a t i v e a g r e e m e n t b e t w e e n t h e o r y 

and e x p e r i m e n t , a s t h e h y p e r s o u n d v e l o c i t i e s ' s e e m 

to b e s y s t e m a t i c a l l y l o w e r t han t h e l o w - f r e q u e n c y 

v a l u e s . H o w e v e r , t h e s m a l l n e s s of t h e e f f e c t p r e -

c l u d e s q u a n t i t a t i v e c o n c l u s i o n s a s w e l l a s a n a l y s i s 

of the l i n e w i d t h s . T h è s e p o i n t s s h o u l d b e r e e x a m i n e d 

in t h e n e a r f u t u r e , w i t h g r e a t e r e x p é r i m e n t a l a c -

c u r a c y . 

n. TRANSPORT FUNCTIONS 

In t h i s s e c t i o n , w e b r i e f l y r e c a l l t h e g ê n e r a i e x -

p r e s s i o n and s o m e p r o p e r t i e s of t h e f r e q u e n c y - d e -

p e n d e n t l i n e a r t r a n s p o r t c o e f f i c i e n t s . ' F o r t h e 

s a k e of c o n v e n i e n c e , w e d e f i n e t h e t r a n s p o r t f u n c -

t ion a s t h e n o r m a l i z e d t r a n s p o r t c o e f f i c i e n t a t f i n i t e 

f r e q u e n c y ' * 

ajv(w) = l i m ^ y ( e + w ) . ( 2 . 1 ) 
e - 0 

H è r e ^^^(c + idi) i s t h e L a p l a c e t r a n s f o r m of t h e n o r -

m a l i z e d a u t o c o r r é l a t i o n f u n c t i o n i^i^ {t) : 

^ , ( t ) = { j { . o m t ) ) / { [ m f ) , ( 2 . 2 ) 

w h e r e J(t) i s t h e f l u x c o r r e s p o n d i n g to t h e t r a n s p o r t 

p r o p e r t y c o n s i d e r e d , and t h e b r a c k e t s (� � � ) d é n o t e 

t h e e n s e m b l e a v e r a g e . 

T h e n o r m a l i z a t i o n i n t r o d u c e d h e r e p e r m i t s u s to 

e l i m i n a t e t h e c o n s t a n t C f r o m t h e u s u a l d é f i n i t i o n , 

E q . ( 1 . 4 ) . H o w e v e r , w e s h a l l m a i n l y b e c o n c e r n e d 

w i t h t h e r a t i o 

a(a))/(ro = G ( w ) - î 7 / ( a ) ) , ( 2 . 3 ) 

w h e r e G(w) i s t h e n o r m a l i z e d p o w e r s p e c t r u m 

G(w) = ^ ( 0 ) - ' / " d i î ^ ( f ) cos ( a ) f ) , ( 2 . 4 ) 
�'0 

and Jï(w) i s t h e c o r r e s p o n d i n g s i n e F o u r i e r t r a n s -

f o r m 

H{u>)=l^{Q)-^ dti)(t)sm{o)t) . ( 2 . 5 ) 

N o t i c e t h a t t h e n o r m a l i z a t i o n p r o c é d u r e a l s o l e a d s 

to a c o n s i s t e n t d é f i n i t i o n f o r t h e t r a n s p o r t c o e f f i c i e n t s 

s i n c e they a r e now a i l e x p r e s s e d a s r e c i p r o c a l f r e -

q u e n c i e s . 

T h e d e t a i l e d s p e c t r u m of t h e t r a n s p o r t f u n c t i o n s , 

Eq . (2. 3) , i s no t known e x p l i c i t l y , b e c a u s e th i s 

would r e q u i r e t h e k n o w l e d g e of t h e e x a c t a n a l y t i c a l 

f o r m of t h e a u t o c o r r é l a t i o n f u n c t i o n tl){t). H o w e v e r , 

s o m e i n f o r m a t i o n c a n b e o b t a i n e d f r o m t h e e x t r ê m e 

e n d s of t h e s p e c t r u m . ' F o r low f r e q u e n c i e s 

(o) « Wj,), Oniu)) m a y b e e x p a n d e d in a p o w e r s é r i e s 

in 11) to y i e l d 

a ^ ( « ) U « „ = a „ ( 0 ) + £ ^^^''f's-^O) , ( 2 . 6 ) 

w i t h 
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ï>;"'(0)= dtf^sd) , ( 2 . 7 ) 

and w h e r e a^(0) i s t h e n o r m a l i z e d t r a n s p o r t c o e f -

f i c i e n t a t z é r o f r e q u e n c y , i . e . , w i t h E q . ( 1 . 3 ) , 

a ^ ( 0 ) = C - V o / ( [ J ( 0 ) f ) . ( 2 . 8 ) 

T h e h i g h - f r e q u e n c y b e h a v i o r ( ' i i » W j ) of aj,(ci)) i s 

g i v e n by 

<rA^)\^».,-i ( t ) ^" ( r .> ) -^" - ' ( [ j<">(0 )P) / ( [ j (0 ) f ) , 

( 2 . 9 ) 

w i t h t h e m o m e n t s 

J < " * ( 0 ) = ( t £ ) V ( 0 ) , ( 2 . 1 0 ) 

w h e r e £ i s t h e L i o u v i l l e o p e r a t o r . O n e o b s e r v e s 

t h a t a,f{'i}» 'v^) b e c o m e s p u r e l y i m a g i n a r y , c h a r -

a c t e r i z i n g in t h i s way t h e n o n d i s s i p a t e d n e s s of t h e 

h i g h - f r e q u e n c y t r a n s p o r t p r o c e s s . N o t i c e t h a t E q . 

(2. 9) c a n b e c o m p u t e d in p r a c t i c e , s i n c e a i l w e n e e d 

t o e v a l u a t e i s { [ j ( 0 ) f } , ( [^(0)]^) , . . . , w h i c h q u a n -

t i t i e s c a n b e c a l c u l a t e d w i t h o u t g r e a t d i f f i c u l t y . 

m . MODEL TRANSPORT FUNCTIONS 

In t h e p r é s e n t w o r k , w e a r e i n t e r e s t e d in t h e i n -

t e r m e d i a t e r é g i o n , a s d e f i n e d in S e c . I . A l t h o u g h 

t h e f r e q u e n c i e s i n v o l v e d h e r e a r e m u c h h i g h e r t h a n 

t h o s e e n c o u n t e r e d in t h e u s u a l h y d r o d y n a m i c r é -

g ion , t he i n t e r m e d i a t e d o m a i n i s n e v e r t h e l e s s in t h e 

l o w - f r e q u e n c y r a n g e of t h e s p e c t r u m , w h e r e c o m -

p u t a t i o n of t h e t r a n s p o r t f u n c t i o n s i s a v e r y h a r d 

t a s k , w h i c h r e q u i r e s t h e s o l u t i o n of E q s . (2. 6) and 

(2. 7) . S i n c e t h e e x a c t a n a l y t i c a l f o r m of tpU) i s n e t 

known , w e i n t r o d u c e a m o d e l w h i c h m e r e l y c o n s i s t s 

in a g e n e r a l i z a t i o n of t h e m o d e l i n i t i a l l y d e v e l o p e d 

by B B R , f o r t h e v e l o c i t y a u t o c o r r é l a t i o n f u n c t i o n . 

C o n s i d e r t h e m a s t e r é q u a t i o n g o v e r n i n g t h e é v o l u -

t i o n of t h e a u t o c o r r é l a t i o n f u n c t i o n tp^{t) 

'>pAt)=-j„*dTK{T)$At-r) , ( 3 . 1 ) 

w h e r e w e i n t r o d u c e t h e f o U o w i n g a n s a t z f o r t h e 
k e r n e l K{t): 

m=a'e-'"*', ( 3 . 2 ) 

w i t h 

a' = K(0) = {[j{0)f}/aJ{0)f} , (3.3) 

b = ^/K{0) = a^aA0) = C - V o < [ j ( 0 ) f > « [ J ( 0 ) ? ) ) - ^ 

( 3 . 4 ) 

T h e B B R e x p o n e n t i a l m o d e l h a s b e e n s h o w n ' " t o 

p r o v i d e q u i t e good r e s u l t s f o r t h e é v a l u a t i o n of t h e 

v e l o c i t y a u t o c o r r é l a t i o n f u n c t i o n ; in p a r t i c u l a r , i t 

l e a d s to v e r y s a t i s f a c t o r y a g r e e m e n t b e t w e e n t h e 

t h e o r e t i c a l and e x p é r i m e n t a l p o w e r s p e c t r a of ipU) 

[ n a m e l y , in t h i s c a s e , t h e d i f f u s i o n f u n c t i o n D{'o)], 

e s p e c i a l l y f o r no t too h i g h f r e q u e n c i e s (e. g . , 'o/ 

(O^-IO"^). A s t h e B B R m o d e l p r é s e n t s t h e a d v a n t a g e 

of a n a l y t i c a l s i m p l i c i t y , w e h a v e g ê n e r a l i z e d t h e 

2 

TABLE I. Analytlc expressions of the coefficients for 
the transport functions, Eqs. (2.3), (3.6), and (3.7). 

a' 

D 
< v V ) 

m 

mD" 

Vs 
<[J"'(0)]2> 

<[J'^(0)]2) 

(J"'(0)}"'(0)) 
(J"'(0)J»'(0)> 

V 
<[j«(0) l2) 
<[J'"(0)]2) 

n*pr(f-7,»+„°,) 

K 
<[J*(0)l2> 
<[^*(0)]^> 

e x p o n e n t i a l m o d e l to d e s c r i b e t h e g ê n e r a i t r a n s p o r t 

f u n c t i o n s . T h è s e a r e now c a l c u l a t e d in a s t r a i g h t -

f o r w a r d m a n n e r f r o m t h e e x p r e s s i o n s g i v e n a b o v e . 

F r o m E q s . (2. l ) and (3. l ) 

<jf,{w)=[w + k{'o)]-^ ; ( 3 . 5 ) 

u s i n g E q s . (2. 3 ) - ( 2 . 5) a n d (3. 2 ) - ( 3 . 4 ) , w e o b t a i n 

G(u,)={[l-(<o/a?]K[cs{0)'ofy' , ( 3 . 6 ) 

i / (w)= G(W){[CT;ï(0)- l / a^(7„(0) ] 'o + 'oVa*CTjv(0)}' 

( 3 .7 ) 

w h e r e and a„(Q) a r e g i v e n by E q s . (3. 3) and 

(2. 8), r e s p e c t i v e l y . T h e s p é c i f i e e x p r e s s i o n s f o r 

and CT;,(0) f o r t h e d i f f é r e n t t r a n s p o r t p r o p e r t i e s 

a r e d i s p l a y e d in T a b l e I . H e r e w e h a v e c h o s e n to 

c o n s i d e r t h e f i r s t (or s h e a r ) v i s c o s i t y T)^; t h e s e c -

ond (o r d i l a t a t i o n a l ) v i s c o s i t y r]'sr]g- f j j s (with Tjg, 

t h e b u l k v i s c o s i t y ) ; t h e t o t a l v i s c o s i t y 77 s f î î s + îjfl; 

and t h e t h e r m a l c o n d u c t i v i t y K, b e c a u s e t h è s e a r e 

t he q u a n t i f i e s w h i c h a p p e a r in t h e h y d r o d y n a m i c 

é q u a t i o n s of S e c . IV. F o r t h e s a k e of c o m p l e t e n e s s , 

t h e e x p r e s s i o n s f o r t h e d i f f u s i o n D a r e a l s o g iven 

in T a b l e I . T h e e x p r e s s i o n s f o r t h e g e n e r a l i z e d 

f o r c e s , J'^''{ii,u = x,y) f o r t he v i s c o s i t i e s a n d < 7 * 

f o r t he t h e r m a l c o n d u c t i v i t y , a s w e l l a s t he q u a n -

t i f i e s <J '" ' (0)J '" ' (0)) and {[J^{0)f} a r e g iven e x p l i c -

i t e l y in t h e A p p e n d i x . " T h e o t h e r s y m b o l s u s e d in 

T a b l e I a r e il f o r t h e v o l u m e , m f o r t h e m a s s , T 

f o r t he t e m p é r a t u r e , kg f o r t h e B o l t z m a n n c o n s t a n t , 

and V f o r t h e p a i r p o t e n t i a l e n e r g y of t h e S y s t e m . 

F u r t h e r m o r e , D°, 7]%, VB, and K" d é n o t e t h e u s u a l 

t r a n s p o r t c o e f f i c i e n t s a t z é r o f r e q u e n c y . AU t h è s e 

q u a n t i t i t e s a r e k n o w n , i . e . , t h ey c a n b e c a l c u l a t e d 

o r o b t a i n e d f r o m e x p é r i m e n t a l d a t a ; t h e r e f o r e , the 

f u n c t i o n s G{(o) and H((v) [ E q s . (3. 6) and (3. 7)] c a n 

b e e v a l u a t e d e x p l i c i t l y f o r t h e d i f f é r e n t t r a n s p o r t 

f u n c t i o n s . 

J . P . B O O N A N D P . D E G U E N T 
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IV. HYDRODYNAMIC MODES 

C o n s i d e r t h e L a p l a c e - F o u r i e r t r a n s f o r m e d l i n e -

a r i z e d h y d r o d y n a m i c é q u a t i o n s , 

sp^{s) + ik-]^{s) = pi,(0) , ( 4 . 1 ) 

[s + k^v{s)]Us)+ t i ( c l i k c l / y ) / 3 g - » ( s ) = j ' " ' , 

( 4 . 2 ) 

[ s+? ' l5 ' ( s ) ] [ j*>(s )= j i '> (0 ) , ( 4 . 3 ) 

[ s + 9 ' 5 ; ' ( s ) ] j f > ( s ) = j f > ( 0 ) , ( 4 . 4 ) 

[s + k^\(s)]g,(s)+ik[{y-l)/l3yi,{s) = g,(0) . ( 4 . 5 ) 

H e r e t h e q u a n t i t i e s x^{s) d é n o t e t h e L a p l a c e - F o u r i e r 

t r a n s f o r m s e t t h e f l u c t u a t i o n s 5x{r, t), e . g . , 

( 4 . 6 ) 

wi th t h e c o m p l e x L a p l a c e v a r i a b l e s s = e + w ; w h i l e 

ht ]J"(* = 1) 2), and r e p r e s e n t t h e l o n g i t u d i n a l 

c u r r e n t , t h e t r a n s v e r s e c u r r e n t , and t h e h e a t c u r -

r e n t , r e s p e c t i v e l y : 

w i t h 

L«) = Po / d r v « ) e ' ' ' * 

Ut) = Po j dTv(t)e''^-' 

k - j , = 0 o r V - j i = 0 

q - j j = 0 o r V - j „ = 0 , 

g{r,t) = Po5T{r,t) . 

( 4 . 7 ) 

( 4 . 8 ) 

( 4 . 9 ) 

( 4 . 1 0 ) 

( 4 . 1 1 ) 

T h e o t h e r q u a n t i t i e s a p p e a r i n g in t h e l i n e a r i z e d hy-

d r o d y n a m i c é q u a t i o n s a r e the f o U o w i n g : CQ, t h e 

l o w - f r e q u e n c y l i m i t of t h e f i r s t sound v e l o c i t y ; 

7 = Cp/c^, t h e r a t i o of t h e s p é c i f i e b e a t s ; and 

j3= - ( 8 p / a r ) p / p o , t h e c o e f f i c i e n t of t h e r m a l e x p a n -

s i o n . v(s), v'{s), and X(s) a r e t h e t r a n s p o r t f u n c -

t i o n s c o r r e s p o n d i n g , r e s p e c t i v e l y , t o t h e k i n e m a t i c 

v i s c o s i t i e s î;= 77/po, t>'=r]g/oo, and to the t h e r m o -

m e t r i c c o n d u c t i v i t y A = K/pgC„. 

F r o m t h e s e t of E q s . (4. l ) - ( 4 . 5) i t i s s t r a i g h t -

f o r w a r d to o b t a i n t h e f o U o w i n g d i s p e r s i o n é q u a t i o n : 

0 

0 

ïk 

ikir-

0 

0 

0 

0 

s+q^v'(s) 0 

0 s + q^v'ish 

= 0 ( 4 . 1 2 ) 

T h e two s h e a r m o d e s 

s,=i,2 = - Q^v'is) 

w i t h 

( 4 . 1 3 ) 

m a y b e i m m e d i a t e l y s e p a r a t e d o f f , and w e s h a l l n o t 

c o n s i d e r t h e m in m o r e d é t a i l s u b s e q u e n t l y , s i n c e 

s u c h m o d e s h a v e no t b e e n o b s e r v e d in s i m p l e l i q u i d s 

to d a t e . T h u s , t h e d i s p e r s i o n é q u a t i o n w h i c h r e -

m a i n s to b e s o l v e d f o r t h e t h r e e o t h e r m o d e s i s 

s ' + s^[î>(s)+ Â(s)>^+ [clk^+ v{s)\{s)k*]s 

+ (cg/y)X(s)fe* = 0 , 

w h e r e t h e t r a n s p o r t f u n c t i o n s r e d u c e to 

o{c»))= l i m â ( s ) 

( 4 , 1 4 ) 

( 4 . 1 5 ) 

a c c o r d i n g to E q . ( 2 . 1 ) . Now, f r o m E q s . ( 2 . 3 ) , 

(3. 6), and ( 3 . 7 ) , i t i s e a s i l y s e e n t h a t t o t h e l o w e s t 

o r d e r in oi, t h e t r a n s p o r t f u n c t i o n s a r e 

A(w) = Xo(l - ia^ ia ) ) , 

( 4 . 1 6 ) 

( 4 . 1 7 ) 

^k^Tv,p„ {{[j"m)Y 

( [ J - ( 0 ) ] 2 > akBTvoDo{[j"iom 

( 4 . 1 8 ) 

( 4 . 1 9 ) 

(4. 20) 

( 4 . 2 1 ) 

S i n c e t h e a ' s a r e of t h e o r d e r of t h e f i r s t - o r d e r 

a p p r o x i m a t i o n [ E q s . (4 .16 ) and (4 .17 ) ] i s c e r t a i n l y 

a p p r o p r i a t e to d e s c r i b e t h e i n t e r m e d i a t e r é g i o n 

c o n s i d e r e d h e r e , w h e r e w/(i>^~10'^. I t i s now a 

m a t t e r of s i m p l e b u t l e n g t h y , a l g e b r a to s o l v e t h e 

d i s p e r s i o n é q u a t i o n ( 4 . 1 4 ) ' ' ; w e , t h e r e f o r e , m e r e l y 

quo te t h e r e s u l t s 

s = - r > ' ( l - a i ) , ( 4 . 2 2 ) 

s = ± i C o * ( l - 6 2 ) - r ° * ^ ( l - 6 3 ) , ( 4 . 2 3 ) 

w i t h 
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r M K + [ ( r - i ) / y K } , 

6 i = ( y - l ) ( y z ; o A o - l ) ( r * * / c o ) ' , 

62 = a, (r", k/co) + i ( r ° k/c^r - i 5i 

63 = a, {rl fe/co) + ( a , + a,) (r° ^ / cp ) 

- ( i y î ^ o / r S - i ) ( r > / c o f , 

Cnk 

B O O N A N D P 

(4. 24) 

(4. 25) 

(4. 26) 

(4. 27) 

D E G U E N T 

(4. 28) 

Cqk / (1 - y) . \ 

(4. 29) 

Equa t ion (4. 22) � ^ o r e s e n t s t he d i f f u s i o n m o d e , 

a r i s i n g f r o m dci. ,ity f l u c t u a t i o n s a t c o n s t a n t p r e s -

s u r e , and Eq . (4. 23) r e p r e s e n t s the two ( sh i f t ed ) 

p r o p a g a t i o n m o d e s , c o r r e s p o n d i n g to the dens i t y 

f l u c t u a t i o n s a t c o n s t a n t e n t r o p y . It i s e a s i l y r e -

cogn ized tha t t he " h i g h " - f r e q u e n c y e f f e c t s a r i s i n g 

f r o m the n o n d i s s i p a t i v e p a r t of the t r a n s p o r t f u n c -

t i o n s a p p e a r in t h o s e t e r m s con ta in ing the f a c t o r s 

« , whi le t he o t h e r c o r r e c t i o n t e r m s r e p r e s e n t pjure 

s e c o n d - o r d e r e f f e c t s . It should be no t i ced tha t the 

l a t t e r a r e t he only c o r r e c t i o n s which a f f e c t the d i f -

f u s i o n mode ,^" w h e r e a s the f r e q u e n c y , a s w e l l a s 

the l i f e t i m e of the t h e r m a l phonons , i s a l s o mod i f i ed 

by the f r e q u e n c y e f f e c t s . T h i s wi l l b e d i s c u s s e d in 

m o r e d é t a i l in S e c s . V and VI . , 
�( � 

V. SPECTRAL DISTRIBUTION 

T h e s p e c t r a l d i s t r i b u t i o n of the l ight s c a t t e r é d 

f r o m t h e r m a l f l u c t u a t i o n s in a s i m p l e f lu id i s e s -

sen t i a l ly g iven by the V a n Hove c o r r é l a t i o n f u n c -

tion,^'"^^ i n t r o d u c e d in S e c . I , 

S(/fe, w) = 2 Re [l im(p .»(0)p»(s))] 
e - 0 

(5 .1) 

w h e r e the s y m b o l s p a r e u s e d h e r e to d é n o t e the 

dens i ty f l u c t u a t i o n s , a c c o r d i n g to t he dé f in i t ion 

given in Eq . (4. 6). Solving the s e t of E q s . (4. l ) , 

(4. 2), and (4. 5) f o r p^(.s) y i e l d s 

P j ( s ) = M- 'p j (0 ){s%s [w ( s )+X(s) ] fe^ 

+ v{s)%(s)kUclkHl-y-')} , (5 .2) 

w h e r e M i s the l e f t - h a n d s i d e of the d i s p e r s i o n é q u a -

tion (4 .14) . In E q . (5. 2) we have o m i t t e d the t e r m s 

involving j j(0) and ^^(O), b e c a u s e they a r e t h e r m o -

d y n a m i c a l l y i ndependen t of Pi,{0) and wi l l t h e r e f o r e 

v a n i s h by c o n s t r u c t i n g the c o r r é l a t i o n func t ion 

S ( f t ,w) , wh ich i s the nex t s t e p to b e p e r f o r m e d to 

obta in the s p e c t r a l d i s t r i b u t i o n . F r o m Eq. (5. l ) 

wi th E q s . (5. 2) and (4 .14) , c o m b i n e d wi th the r e -

s u l t s of Sec . IV, one f i n d s 

S(fe,co) 

Sik) H) 
. > 2 r ; f e ^ ( i - 5 i ) 1 r l _* ' ( i - 53) 

r ° f e ^ ( i - 5 3 ) \ 1 
^ [r",;fe^(i - 63)f + - c,k(i - b , ) f p y 

co - Cpfed - Sg) 

[ r » f e ^ ( l - 6 3 ) p + [ a . - C o f e ( l - e 2 ) ] ' ^ 

w+ Cak(\ - 6 5 ) 

ArlkHi - 6 3 ) ] ' + [w + c o M i - 6 2 ) ] ^ 

(5 .3 ) 

with S{k), t he s t a t i c s t r u c t u r e f a c t o r , 

S(jfe)=(p.,(0)p,(0)) , ( 5 .4 ) 

which i s d i s c u s s e d in g r e a t d é t a i l in t h e l i t e r a t u r e . ^ 

In Eq. (5. 3) we have 

e, = 2 a , ( r ° f e / c o ) + (y - 3 + 2 r v o A o ) ( r > / c o ) ' , ( 5 . 5 ) 

e 2 = 2 a , ( r > / c o ) + y » , ( r > / c o ) , 

- ( y - l ) ( y - 3 + 2 y t ; o / X o ) ( r > / c o ) ' , ( 5 .6 ) 

63= ( r > / c o ) + ( y - i ) ( r > / c o ) + o ( r > / c o ) \ 

i = s,p . (5 .7 ) 

T h e c a l c u l a t i o n p r e s e n t e d h e r e i s va l id to the s e c o n d 

o r d e r in ( r " A/CQ), and we may t h e r e f o r e i g n o r e the 

l a s t t e r m in E q . (5. 7). It i s e a s i l y r e c o g n i z e d tha t 

n e g l e c t i n g a i l the c o r r e c t i o n t e r m s in Eq. (5. 3) -

n a m e l y , put t ing 5̂  = 0, and ô^=0, j = l , 2 , 3 - l e a d s 

to the s i m p l e u s u a l e x p r e s s i o n f o r the s p e c t r a l d i s -

t r i bu t i on in the h y d r o d y n a m i c l i m i t . F u r t h e r m o r e , 

if one s i m p l y i g n o r e s t he f r e q u e n c y d e p e n d e n c e of 

the t r a n s p o r t f u n c t i o n s , i . e . , s e t t i n g a „ = = 0, one 

r e t r i e v e s t he s p e c t r u m involv ing the s e c o n d - o r d e r 

t e r m s . T h è s e d i f f é r e n t e f f e c t s a r e i l l u s t r a t e d in 

F i g . 1, w h e r e they a r e c o n s i d e r a b l y a m p l i f i e d f o r 

p r a c t i c a l p u r p o s e s . In p a r t i c u l a r , we o b s e r v e a 

s l igh t d e p a r t u r e f r o m the L o r e n t z i a n s h a p e of the 

B r i l l o u i n Unes . T h i s wi l l b e d i s c u s s e d in d é t a i l in 

Sec V I . , w h e r e we a l s o p r é s e n t n u m e r i c a l é v a l u a -

t i ons of t h è s e e f f e c t s f o r l iquid a r g o n . 
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L 

�'a FIG. 1. Spectrum of 
the scattered light [full 
Unes, Eq. (5.3)]. The 

�. f/l^(l-SfX'- dotted curves represent 
^ the "classical" spectrum 

(to the lowest order in 
k). The effects inducing 
changes in the Brillouin 

— lines are decomposed and 
illustrated for the Stokes 
line by the dashed curves. 

VI. DISCUSSION 

In o r d e r to d i s c u s s t he m o d i f i c a t i o n s i n t r o d u c e d 

by f r e q u e n c y e f f e c t s and s e c o n d - o r d e r e f f e c t s to 

the " c l a s s i c a l " s p e c t r u m of t he s c a t t e r e d l igh t , a s 

dep i c t ed in F i g . 1, we c a l c u l a t e t he s p e c t r a l c h a r -

a c t e r i s t i c s : the f r e q u e n c y s h i f t , the l i n e w i d t h s , and 

the i n t e n s i t i e s r a t i o . M o r e p r e c i s e l y , we s h a l l e s -

s e n t i a l l y b e c o n c e r n e d with t he r e l a t i v e c h a n g e s 

i n t r o d u c e d wi th r e s p e c t to the f i r s t - o r d e r s p e c t r u m , 

whose c h a r a c t e r i s t i c q u a n t i f i e s wi l l b e deno ted by 

a s u p e r s c r i p t 0. We a l s o p r é s e n t t he n u m e r i c a l 

é v a l u a t i o n s f o r a r g o n in the n o r m a l l iquid r a n g e , 

i . e . , 8 5 - 1 0 0 °K, a long the l i q u i d - v a p o r e q u i l i b r i u m 

c u r v e , w h i c h a r e the cond i t i ons u n d e r wh ich the 

F l e u r y - B o o n e x p é r i m e n t a h a v e b e e n p e r f o r m e d . ' 

L e t u s f i r s t c o n s i d e r the c e n t r a l c o m p o n e n t . T h e 

Ray le igh l ine i s a L o r e n t z i a n , c e n t e r e d a r o u n d the 

inc iden t f r e q u e n c y WQ, i . e . , a r o u n d (o = -'0^ = 0 

(with co^, the f r e q u e n c y of t he s c a t t e r e d l ight ) in 

F i g . 1, wi th a t o t a l l i newid th 

f i n d s 

â j , = 2 ( l - y - ' ) ( l + 0,)/7r ( 6 .7 ) 

A 'x ; je=Aw5j( l -ô i ) 

w h e r e 

(6 .1 ) 

(6 .2 ) 

In c o m p a r i s o n wi th t he c l a s s i c a l r e s u i t , one t h u s 

o b s e r v e s a s l i g h t n a r r o w i n g , wh ich i s i ndeb ted to 

s e c o n d - o r d e r e f f e c t s [ s e e E q . (4. 26)], and which i s 

ac tua l ly i m p o s s i b l e to d e t e c t f o r l iquid a r g o n . In -

d e e d , the éva lua t i on of 6, y i e l d s 

(A'Ojj-Aw°)/A'o° ~ - 1 0 " ' . ( 6 . 3 ) 

C o n s e q u e n t l y , t h e r e i s a l s o a s l i g h t i n c r e a s e of the 

p e a k in t ens i ty 

V 7 Î , = ( l + e , ) / ( l - 5 i ) , 

w i t h 

/ ° = 2 ( i - y - M / ( r > ^ ) , 

wh i ch in t he c a s e of l iquid a r g o n g i v e s 

( / i î - / M ~ 4 x i o ^ . 

( 6 . 4 ) 

( 6 . 5 ) 

( 6 . 6 ) 

S ince the L o r e n t z i a n i s a n o r m a l i z e d f u n c t i o n , t he 

i n t e g r a t e d i n t ens i t y i s m o d i f i e d by 6^ a l one . One 

S i m i l a r l y f o r t he B r i l l o u i n l i n e s , s i n c e t he s e c o n d -

o r d e r c o n t r i b u t i o n s - i . e . , the two l a s t t e r m s in 

Eq. (5. 3), r e p r e s e n t e d in F i g . 1 f o r t he S t o k e s l ine 

by the S - s h a p e d d a s h e d c u r v e - v a n i s h by i n t é g r a -

t ion , one o b t a i n s 

23B = 2y- ' ( l + e2)/7r . (6 .8 ) 

H e n c e , f r o m E q s . ( 6 .7 ) and (6 .8 ) , the L a n d a u -
P l a c z c k r a t i o i s 

rfR/2âa = ( y - i ) ( i + e , ) / ( i + e 2 ) , (6 .9) 

which i s e v a l u a t e d f o r l iqu id a r g o n to y i e ld 

« f i / 2 r f s = ( y - l ) ( l + 7 x l o - 5 ) . (6 .10) 

Ail t h è s e c o r r e c t i o n s a r e , of c o u r s e , neg l ig ib le , 

s i n c e they cannot be d e t e c t e d e x p e r i m e n t a l l y . How-

e v e r , t he s i t u a t i o n i s s o m e w h a t d i f f é r e n t f o r t h e 

f r e q u e n c y s h i f t of the B . i l l o u i n l i ne s , wh ich can be 

m e a s u r e d wi th a m u c h b e t t e r e x p é r i m e n t a l a c c u -

r a c y . The p o s i t i o n of t he B r i l l o u i n l i n e s i s d i s -

p l a c e d by the a c t i o n of two f a c t o r s w h o s e e f f e c t s 

add to e a c h o t h e r to pu l l the B r i l l o u i n l i n e s t o w a r d 

the c e n t r a l c o m p o n e n t . T h i s s i t u a t i o n i s i l l u s t r a t e d 

in F i g . 1 f o r the Stokes l i ne . T h e do t t ed L o r e n t z -

i an , r e p r e s e n t i n g the u s u a l s h a p e of t h i s c o m p o -

nent , c e n t e r e d a t a j = - C o f e , i s f i r s t d i s p l a c e d by 

an a m o u n t e q u a l to (1 - ôj), a s e x p r e s s e d by the 

t h i r d t e r m in Eq . (5. 3). S imu l t aneous ly , one o b -

s e r v e s a s l i g h t b r o a d e n i n g by an a m o u n t equa l to 

(1 - Ô3), wi th Ô3 < 0. T h i s f i r s t c h a n g e , a s wi l l b e 

s e e n below f r o m Eq . (4 .26) , i s r e p r e s e n t e d by the 

d a s h e d L o r e n t z i a n c e n t e r e d a r o u n d 0» = - c^kil - ^2). 

In add i t ion , the l a s t t e r m in E q . (5 .3 ) , shown in 

F ig . 1 a s the S - s h a p e d d a s h e d c u r v e , i n t r o d u c e s a 

s l igh t d e p a r t u r e f r o m the L o r e n t z i a n s h a p e and a s 

a c o n s é q u e n c e of t h i s a s y m m e t r y i n d u c e s an a d d i -

t iona l puUing t o w a r d s the c e n t r a l c o m p o n e n t . T h e 

o v e r - a l l e f f e c t i s shown f o r the a n t i - S t o k e s l ine in 

F i g . 1. 

To e v a l u a t e t he f r e q u e n c y s h i f t , we p e r f o r m a 

s t a n d a r d e x t r e m u m c a l c u l a t i o n which y i e l d s the f r e -

quency of the t h e r m a l phonons to be d e t e c t e d . We 
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o b t a i n 

W a = ± C o f e ( l - 62)(1 - e ) , 

w i t h 

e =-
3 e | + e | 1 - 6 , rgfe 

2^3 1 - Ô 2 Co 

( 6 . 1 1 ) 

( 6 . 1 2 ) 

C o r r e s p o n d i n g l y , t h e p e a k i n t e n s i t y r e a d s 

/fl = / ^ ( l + 0 2 + e V ( l - 6 3 ) , ( 6 . 1 3 ) 

w i t h 

I^=(YTlk')-\ ( 6 . 1 4 ) 

9'={e\-9et)/4el, • ( 6 . 1 5 ) 

and t h e B r i l l o u i n l i n e w i d t h i s g i v e n b y 

A c o B = A a ; ° ( l - 5 3 ) , ( 6 . 1 6 ) 

w i t h 

( 6 . 1 7 ) 

Now, to c o m p u t e t h e f r e q u e n c y s h i f t w e f i r s t n o t i c e 

t h a t t o a good a p p r o x i m a t i o n we h a v e 

€ 5 ( i e 3 ) ( r ° f e / c o ) = € ' ' > , ( 6 . 1 8 ) 

a s a c o n s é q u e n c e of t h e e x p r e s s i o n s f o r 6^ and 63 

[Eqs . (5. 6 ) and (5. 7 ) ] and 63 and Ô3 [Eqs . (4. 2 7 ) 

and (4. 28)]. It i s a l s o i m p o r t a n t to no t e t h a t c a n 

b e w r i t t e n a s t h e s u m of two c o n t r i b u t i o n s : 

( 6 . 1 9 ) 

w h e r e t h e s u p e r s c r i p t (w) d é n o t e s t h e t e r m c o n t a i n -

ing h i g h - f r e q u e n c y e f f e c t s , i . e . , t h e t e r m i n v o l v -

ing Ofj in E q . (4. 27), w h i l e 63^* r e p r e s e n t s t h e o t h e r 

t e r m s , w h i c h a r e p u r e l y s e c o n d - o r d e r t e r m s . 

S i n c e e ' ^ ' i s a l s o a s e c o n d - o r d e r c o n t r i b u t i o n , we 

m a y t h e r e f o r e r e w r i t e w^, E q . ( 6 . 1 1 ) , by s e p a r a t -

ing ou t t h e f r e q u e n c y e f f e c t 

u > B - ± C o f e ( l - 5 i " ' - ô « * ) , 

w i t h 

6 « ' = 6 « ' + e ' 2 ' , 

(6. 20) 

(6. 21) 

E v a l u a t i n g t h è s e d i f f é r e n t c o n t r i b u t i o n s f o r l i qu id 

a r g o n y i e l d s 

( 6 . 2 2 ) 

( 6 . 2 3 ) 

( 6 . 2 4 ) 

5^"'==^- 1 . 8 X 1 0 - ^ , 

6 f > = ^ + 2 . 4 x 1 0 - = , 

^ + 2 . 4 x 1 0 - ' , 

f r o m w h i c h o n e f i n d s f o r t h e h y p e r s o n i c v e l o c i t y a t 

w - S x l O ^ c p s 

v , = ( W f l A ) s c o ( l - 3 X l o - = ) . (6. 2 5 ) 

In o t h e r w o r d s , t he t h e o r y p r e d i c t s a s l i g h t n é g a t i v e 

d i s p e r s i o n . Now, f r o m t h e i r e x p e r i m e n t s on l i qu id 

a r g o n , ' F l e u r y a n d Boon o b t a i n 

[wi th CQ, t h e l o w - f r e q u e n c y v e l o c i t y (at 1. 2 M H z ) " ] , 

w h i c h i s a b o u t t h e o r d e r of m a g n i t u d e of t h e e x p é r i -

m e n t a l e r r o r . D e s p i t e t h e f a c t t h a t t h i s u n c e r t a i n t y 

p r e c l u d e s q u a n t i t a t i v e c o n c l u s i o n s , t h e i r r e s u i t 

s e e m s to b e q u a l i t a t i v e l y s i g n i f i c a n t b e c a u s e t hey 

o b s e r v e a s y s t e m a t i c a l y l o w e r v a l u e f o r a s c o m -

p a r e d to CQ, w h i c h d i f f é r e n c e d o e s not s e e m t o b e 

i n d e b t e d to any k ind of e x p é r i m e n t a l e r r o r . In t h i s 

s e n s é , t h e t h e o r e t i c a l p r é d i c t i o n (6. 25) wou ld b e i n 

q u a l i t a t i v e a g r e e m e n t w i t h t h e o b s e r v a t i o n (6. 26); 

h o w e v e r , in o r d e r to a s c e r t a i n t h e e x i s t e n c e of a 

n é g a t i v e d i s p e r s i o n a t f r e q u e n c i e s a)/co^~ 10"^, 

g r e a t e r e x p é r i m e n t a l a c c u r a c y w o u l d b e h igh ly d é -

s i r a b l e . T h e s a m e r e q u i r e m e n t h o l d s f o r m e a s u r -

ing m o d i f i c a t i o n s to t h e l i n e w i d t h of t h e B r i l l o u i n 

U n e s . F r o m E q . ( 6 . 1 6 ) , one p r e d i c t s f o r l iqu id 

a r g o n 

( A c ^ B - A w ^ ) / A w ^ ~ + 3 X 1 0 - ^ . ( 6 . 2 7 ) 

It i s i n t e r e s t i n g t o n o t i c e t h a t , w h i l e t he t o t a l l i n e -

w i d t h i s m o d i f i e d b y 63 a l o n e , t he h a l f - l i n e w i d t h , 

b e c a u s e of t h e a s y m e t r y i n d u c e d b y the s e c o n d - o r -

d e r t e r m s , i s a f f e c t e d b y 63 a l s o . One o b t a i n s to 

f i r s t o r d e r 

i A a ) 3 = r » f e 2 ( l - 5 3 ) ( l ± i e 3 ) , (6. 2 8 ) 

w h e r e t h e p l u s ( m i n u s ) s i g n c o r r e s p o n d s t o t h e i n n e r 

( o u t e r ) half of t h e B r i l l o u i n l i n e . N o t i c e t h a t 

5 6 3 = 6 ' ^ * a l s o c o r r e s p o n d s to t he a m o u n t by w h i c h 

the B r i l l o u i n l i n e i s s h i f t e d b e c a u s e of t he s e c o n d -

o r d e r e f f e c t s . A s f a r a s r e l a t i v e c h a n g e s a r e c o n -

c e r n e d w i t h r e s p e c t t o t h e c l a s s i c a l s p e c t r u m , t h i s 

d e p a r t u r e f r o m t h e u s u a l L o r e n t z i a n s h a p e of the 

B r i l l o u i n U n e s s h o u l d b e t h e m o s t i m p o r t a n t e f f e c t . 

I ndeed , w e h a v e 

i A w 3 = . i A w O ( l - 6 3 ± i e , ) , 

wi th , f o r l i qu id a r g o n , 

6 3 : ^ - 3 x 1 0 - 5 , 

6 3 ^ 8 x 1 0 - ^ ; 

h e n c e , o n e f i n d s 

( i A w B - i A a J ^ ) / i A c ^ ^ ± i % . 

(6. 29) 

(6. 3 0 ) 

(6. 3 1 ) 

(6. 32) 

(t;, - C o ) / c o S - 5 x l O - ' , ( 6 . 2 6 ) 

H o w e v e r , t h i s e f f e c t a l s o a p p e a r s t o b e t he m o s t 

d i t f i c u l t o n e to m e a s u r e e x p e r i m e n t a l l y , b e c a u s e 

i t r e q u i r e s t h e a c c u r a t e d é t e r m i n a t i o n of t h e p o s i -

t i o n of t h e p e a k and h igh p r é c i s i o n in t h e m e a s u r e -

m e n t of t h e t o t a l l i n e w i d t h . C o n s e q u e n t l y , in s o 

f a r a s d é v i a t i o n s f r o m c l a s s i c a l h y d r o d y n a m i c s in 

t h e i n t e r m e d i a t e r é g i o n a r e c o n c e r n e d , i t a p p e a r s 

t h a t t h e m o s t i m p o r t a n t m e a s u r a b l e e f f e c t (at l e a s t 

w i t h t he p r e s e n t l y a v a i l a b l e e x p é r i m e n t a l t e c h -

n i q u e s ) i s t h e f r e q u e n c y s h i f t , i . e . , t h e d i s p e r s i o n 

f o r t h e f i r s t - s o u n d v e l o c i t y . 
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APPENDIX: GENERALIZED FORCES 

T h e m o m e n t u m f l u x i s g i v e n b y 

- 6 , M - ( E ) ) ( ^ ) (1^,1^ = x,y) , ( A l ) 

w h e r e Pt d é n o t e s t h e |x c o m p e n e n t of t h e m o m e n t u m 

of p a r t i c l e i, i s t h e K r o n e c k e r 5, P i s t he p r e s -

s u r e , E i s t h e i n t e r n a i e n e r g y , R^j i s t h e d i s t a n c e 

b e t w e e n p a r t i c l e s i and j , F^ i s t h e f o r c e b e t w e e n 

t h e m , and t h e b r a c k e t d é n o t e s t h e c a n o n i c a l e n -

s e m b l e a v e r a g e . T h e o t h e r s y m b o l s a r e d e f i n e d in 

t h e m a i n t e x t ( s e e S e c . I I l ) . F o r t h e s h e a r v i s c o s -

i ty , one h a s 

{[j^^m)-^k^T\^ok^T^-h^o'^yRg''\R)j^[R'^^^ , " (A2) 

w i t h 0 t h e n u m b e r d e n s i t y , and g^^KR) t h e r a d i a l d i s t r i b u t i o n f u n c t i o n ; a n d f o r t he t o t a l v i s c o s i t y w e h a v e 

i<J i<i \ / n , a i<] k<e 

(A3) 
i<4 

w h e r e 

( ^ ) ={pn(*3r)'+ a.R^>F^u ^ n«) - (LR1JF',,}{Z vJ}/{hmBTf^ [((E v j ' } - {(Z v^e})']}. (A4) 
\ /N ,n i<j k<e i<i k<e ' »<e »<c 

T h e g e n e r a l i z e d f o r c e s a n d J * a r e 

(A5) 

* ^ (A6) 

H e r e t h e s u p e r s c r i p t a i s s u b j e c t t o t h e u s u a l s u m -

m a t i o n c o n v e n t i o n f o r r e p e a t e d i n d i c e s , a n d w e h a v e 

(A7) Vil = Pi - Pi , 

B f , = R 
3 V u 

T h e e n e r g y c u r r e n t i s g i v e n by 

(Ail 

(A 10) 

( A i l ) 

(A 12) 

, + - ^ Z Z / ' f F f , R , , - f e L , (A13) 

w h e r e h i s t h e e q u i l i b r i u m e n t h a l p y p e r p a r t i c l e . 

F r o m (A13) one h a s 

<[j^(o)f>= (i/m)on*fir[^(Â;sr)S ({h^'h"') 

- {h'''){h''''))] , (A14) 

w h e r é h"^ i s t h e p o t e n t i a l c o n t r i b u t i o n to t h e m i c r o -

s c o p i c e n t h a l p y p e r p a r t i c l e 

/ t " ' ' = | Z ( V ' „ 5 „ 3 + F r , < . ) . 
m 

T h e c o r r e s p o n d i n g g e n e r a l i z e d f o r c e r e a d s 

J ^ = L + M + N , 

(Al 5) 

(A16) 

(A17) 
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9Ru / 

(A18) N = Z Z L 
i=i 

(A 19) 
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