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ABSTRACT 

A plasma  i n  contact  with,  an  ex terna l  source  of  power,  e s p e c i a l l y  a  source 

that  i n t e r a c t s  s p e c i f i c a l l y  with  h i g h  v e l o c i t y  e l e c t r o n s ,  e x h i b i t s  transport 

proper t i e s ,  such  as  c o n d u c t i v i t y ,  d i f f e r e n t  from  those  of  an  i s o l a t e d  plasma 

near  thermal  equi l ibr ium.  This  i s  true  even  when  the  bulk  of  the  p a r t i c l e s  in 

the  dr iven  plasma  avre  near  thermal  equi l ibrium.  To  descr ibe  the  dr iven  plasma 

we  der ive  an  ad jo in t  equation  to  the  inhomoqeneous,  l i n e a r i z e d ,  dynamic 

Boltzmann  equat ion.  The  Green's  funct ions  for  a  v a r i e t y  o f  plasma  responses 

can  then  be  generated,  i t  i s  p o s s i b l e  to  modify  the  ChapraanEnskog  expansion 

in  order  to  incorporate  the  response  functions  derived  here . 
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I .  IUTRODCJCTION 

The  expansion  developed  by  Chapman  and  Enskog  provides  a  generally 

useful  descript ion  of  t ranspor t  in  a  plasma.  This  expansion,  which  appl ies 

when  the  meanfree  path  of  pa r t i c l e s  i s  small  compared  to  other  lengths  of 

i n t e r e s t ,  has  been  the  s t a r t i ng  point  for  describing  plasmas  near  thermal 

equilibrium! p.t  the  heart  of  t h i s  method  i s  a  reduced  descr ip t ion  of  each 

plasma  species  in  terms  of  macroscopic  fluid  va r i ab les ,  namely,  the  dens i ty , 

temperature,  and  d r i f t .  I t  i s  these  propert ies  of  the  plasma  which  are 

transported  in  configuration  space  in  order  to  describe  the  evolving  plasma. 

The  transport  numbers,  such  a3  the  conductivity  or  the  coeff ic ients 

governing  p a r t i c l e  and  heat  diffusion,  are  calculated  by  considering  small 

perturbations  from  thermal  equilibrium.  I t  i s  wellknown,  however,  that 

ce r ta in  phenomena  are  not  described  well  by  th i s  method,  namely,  those 

processes  involving  the  highly  energet ic  p a r t i c l e s ,  pa r t i cu l a r ly  e lec t rons , 

which  co l l ide  but  infrequently.  For  example,  the  plasma  conductivi ty,  the  so

cal led  SpitzerHarra  conduc t iv i ty , z  i s  s t r i c t l y  derived  only  in  the  l im i t  of 

the  dc  e l e c t r i c  f ie ld ,  E,  vanishing.  For  E  f i n i t e ,  important  correct ions 

occur  due  to  the  highvelocity  e lec t rons ,  which  tend  to  run  away.  If  many  of 

these  e lectrons  run  away,  the  SpitzerHarm  conductivity  may  no  lcp.^ec  provide 

a  useful  descr ip t ion .  The  regime  in  which  only  few  electrons  run  away,  where 

conductivity  i s  a  good  descr ip t ion ,  i s  the  smallmeanfreepath  l i m i t ,  which 

a r i se s  for  E  small  enough. 

In  the  case  of  driven  plasmas,  however,  the  SpitzerHarm  conductivi ty  may 

not  be  a  useful  approximation  even  for  E  *  0.  These  plasmas  are  not  near 

thermal  equilibrium;  they  are  ac t ively  heated  hy  an  external  source  of 

radia t ion  or  pa r t i c l e s ,  one  example  of  a  driven  plasma  that  i s  not  described 

well  by  the  ChapmanEnskog  expansion,  and  hence  not  hy  SpitzerHarm 
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conductivity,  i s  a  plasma  in  contact  with  external  radiation  that  interact* 

specif ical ly  with  the  fas t ,  co l l i s ion less  electrons.  This  i s  a  situation  that 

commonly  arises  in  rfheated  plasmas,  particularly  when  the  purpose  i s  to 

generate  toroidal  current.  The  deviation  from  SpitzerHarm  conductivity  i s 

due  to  the  larger  number  of  fast  electrons.  These  electrons  have  long  mean

free  paths,  and  even  though  small  in  number  compared  to  the  bulk  electrons, 

they  may  play  a  large  part  in  carrying  current. 

In  this  report,  we  develop  a  description  suitable  for  driven  plasma.  We 

consider  those  plasmas  for  which  i t  i s  valid  to  apply  the  fundamental  Chapman

Enskog  approximation,  that  co l l i s ions  ate  large  enough  to  create  a  nearly 

Haxwellian  distribution  of  particle  v e l o c i t i e s .  We  use  this  approximation  to 

linearize  the  Boltzmann  co l l i s ion  operator,  and  as  a  result  we  obtain  the 

dynamic  linearized,  inhomogeneous  Boltzmann  equation.  Plasma  responses  to 

arbitrary  wave  excitation  affecting  the  fast  electrons  are  then  determined  by 

solving  an  adjoint  equation.  The  result  i s  an  improved  characterization  of 

the  re lat ively  co l l i s ion iess  phenomena  associated  with  the  external  excitation 

of  the  plasma,  ft  modification  of  the  ChapmanEnskog  expansion  then  allows  a 

dual  characterisation  of  driven  plasmas;  a  slowly  evolving  fluid  description 

of  the  bulk  properties  and  a  dynamic  response,  linear  in  the  exci tat ion,  for 

the  driven  relat ively  co l l i s ionless  processes, 

in  order  to  put  the  present  work  in  perspective,  l e t  us  brief ly  review 

some  of  the  approaches  taken  to  this  problem.  Response  functions  for  the 

current  generated  per  power  dissipated,  J /P , ,  were  central  to  our  early 

understanding  of  both  beamdriven  currents,  and  wavedriven  currents  with 
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low  and  high  phase  velocity  waves.  The  early  work,  however,  was 

characterized  by  a  crude  onedimensional  model  of  veloci ty  space,  and  was 

unable  to  predict,  for  example,  current  drive  by  electron  cyclotron  (ECRH) 
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waves.  Fisch  and  Boozer  used  alowingdown  equations  to  formulate  the  problem 

in  two  dimensions  in  veloci ty  space.  This  gave  the  f i r s t  precise  response 

function  for  the  currentdr ive  eff iciency  and  predicted  the  BCRH  current dr ive 

e f f e c t . 

An  improved  der ivat ion  of  the  2D  FischBoozer  response  function  was 

a 
provided  by  Antonsen  and  Chu.  Drawing  upon  neoclassical  techniques,  these 

authors  extended  the  FischBoozer  efficiency  ca lcu la t ion  to  toro idal  geometry 

by  writing  an  adjoint  equation  to  the  s teadys ta te  l inear ized  Boltzmann 

equation.  Hirshman  and  Taguchi  '  employed  a  s imi lar  technigue  to  solve 

1 ? similar  equations.  Using  the  adjoint  equation,  Antonsen  and  Yoshioka  have 

calculated  rfinduced  p a r t i c l e  t ranspor t  across  f ie ld  l i n e s .  The  Antonsen  and 

Chu  approach  was  also  generalized  to  include  a  small  dc  e l e c t r i c  field  in 

order  to  evaluate  the  conductivity  of  a  ds/iven  plasma. 

In  order  to  i n t e rp re t  the  recent  high  efficiency  PLT  rampup 

experiments,  response  functions  had  to  be  ident i f ied  and  evaluated  in  the 

presence  of  a  strong  dc  e l e c t r i c  f i e ld .  The  most  straightforward  approach, 

14 adapted  by  Fisch  and  Karney,  generalized  the  FischBoozer  slowingdown 

equations  to  include  the  strong  f i e ld .  In  addit ion  to  the  currentdr ive 

eff ic iency,  t h i s  work  also  ident i f ied  the  Green's  function  for  runaway 

1 S production.  A comparison  by  Karney  a t  a l .  of  t h i s  theory  and  the  experiment 

Showed  very  good  agreement. 

A be t t e r  approach  to  the  s i rongf ie ld  case  i s  to  build  upon  the  Antonsen

Chu  work.  The  present  work  seeks  to  do  t h i s .  Here,  an  adjoint  equation  i s 

wr i t ten  for  the  dynamic,  l inear ised  Boltzmann  equation,  allowing  for  the 

presence  of  a  strong  dc  e l e c t r i c  f ie ld .  Also,  in  addition  to  a  response 

function  for  the  current ,  other  response  functions  are  ident i f ied  and 

evaluated.  I t  i s  in te res t ing  to  note  that  were  th i s  adjoint  equation  solved 
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in  the  h i g h  v e l o c i t y  l i m i t  by  t he  method  of  c h a r a c t e r i s t i c s ,  t h e 

c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n s  would  be  the  F i schBoozer  slowingdown  e q u a t i o n s . 

The  a d j o i n t  formalism  developed  he r e  a l s o  draws  h e a v i l y  on  i n s i g h t s 

ga the r ed  in  s o l u t i o n s  t o  the  homogeneous  Boltzmann  e q u a t i o n ,  which 

e x p l o i t ,  t o o ,  t he  s e l f  a d j o i n t  p r o p e r t y  of  t he  c o l l i s i o n  i n t e g r a l .  Here , 

however,  the  focus  i s  on  the  e f f e c t s  a s s o c i a t e d  w i t h  the  waveinduced  l a r g e 

d e v i a t i o n s  from  Maxwellian  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n s . 

The  paper  i s  o rgan ized  a s  f o l l o w s .  In  Sec .  I I  we  d i s c u s s  the  v a l i d i t y 

and  the  u t i l i t y  of  t he  l i n e a r i z a t i o n  of  t h e  Boltzmann  e q u a t i o n .  In  Sec .  I l l 

we  a o r i v e  t he  a d j o i n t  e q u a t i o n  and  we  w r i t e  t h e  g e n e r a l  G r e e n ' s  func t ion 

r e s p o n s e .  This  i s  our  p r i n c i p a l  r e s u l t ,  in  S e c .  IV  we  g i v e  s e v e r a l  examples 

of  the  u t i l i t y  of  t h i s  g e n e r a l  e q u a t i o n .  A modif ied  ChapmanEnskog  e x p a n s i o n , 

t h a t  i n c l u d e s  the  d e r i v e d  response  f u n c t i o n s  i n  a d d i t i o n  to  t h e  normal  f l u i d 

t e rms ,  i s  g iven  i n  Se<:.  V.  l a  Sec .  VI,  we  d i s c u s s  ways  of  implement ing 

numer ica l  t c o l s ,  based  on  t h e s e  r e s u l t s ,  s u i t a b l e  for  model ing  a  plasma 

exper imen t .  A  summary  of  our  f i n d i n g s  i s  g i v e n  i n  Sec .  V I I , 

I I .  LINEARIZED  B0LT2MANN  EQUATION 

The  Boltzmann  e q u a t i o n  p r o v i d e s  an  e x c e l l e n t  d e s c r i p t i o n  of  t he  e v o l v i n g 

p lasma,  b u t  i t  i s  too  compl ica ted  t o  app ly  d i r e c t l y  t o  most  problems  of 

i n t e r e s t .  C e r t a i n  a p p r o x i m a t i o n s ,  however,  a l low  us  t o  e x t r a c t  i n f o r m a t i o n 

from  t h i s  e q u a t i o n  r e l i a b l y  and  e f f i c i e n t l y .  The  most  h e l p f u l  s i m p l i f i c a t i o n s 

t h a t  a r e  unique  to  the  wavedr iven  plasma  r e l y  on  t h e  l o c a l i z a t i o n  i n  v e l o c i t y 

space  of  t h e  wavedr iven  f l u x e s  and  the  f a c t  t h a t  t he se  f l u x e s  o f t e n  i n v o l v e 

o n l y  ve ry  f a s t  e l e c t r o n s . 

To  be  s p e c i f i c ,  l e t  us  c o n s i d e r  the  e l e c t r o n  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n 

,  + i  + 

f ( r , v , t )  d r i v e n  by  some  waveinduced  f l ux  T ( r , v , t ) ,  e v o l v i n g as  d e s c r i b e d  by 

the  inhomoqeneous  Boltzman  e q u a t i o n 
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d  _ a  +  a  •*  a 
d t 

=

  St  +  V 

' a? 
+  F 

'  0? 

| | =  C(f , f )  +  C(f r f>   -f  •  f  ,  t l ) 
ov 

where  C(f,f)  represents  the  s e l f  c o l l i s i o n s  of  e l ec t rons ,  C(f , f  )  represents 

the  sca t te r ing  of  electrons  off  ion  d i s t r i b u t i o n  f̂ ,  and  the  t o t a l  time 

de r iva t ive ,  d /d t ,  i s  defined  by 

( 2 ) 

where  F  i s  the  accelerat ion  due  to  the  hackqround  dc  e l e c t r i c  f ie ld  E  and 

magnetic  field  B,  i . e . , 

F =  l E  +  v X B J .  (3 ! 
m 

To  be  sure ,  we  generally  expect  tha t  the  magnetic  f ie ld  wil l  he  so  large  tha t 

the  conventional  expansions  leading,  for  example,  to  the  d r i f t  k ine t ic 

equation  are  appropria te .  "K>  solve  Bq.  (1 ) ,  we  wi l l  make  use  of  any  of  these 

expansions,  which  are  useful  whether  or  not  the  e lectrons  are  subject  to  wave

induced  f luxes,  (fowever,  here,  we  shal l  focus  only  on  approximations  t ha t  are 

specif ic  to  the  problem  a t  hand. 

Hie  main  effect  of  the  in jec t ion  of  in tense  rfwaves  a t  high  phase 

ve loc i t i es  pa ra l l e l  to  the  magnetic  field  B  i s  to  d i s t o r t  the  electron 

d i s t r i bu t ion  in  the  resonant  region  of  ve loc i ty  space.  Waves  a t  frequency  w 

ara  injected  with  a  range  of  pa ra l l e l  wave  numbers  kj  such  that  v.  <  (0/k p < 

v„*  Itie  region  of  the  e lectron  veloci ty  space  resonant  with  the  waves  i s  v.  < 

Vj  <  v 2 ,  where  vj  i s  the  e lec t ron  veloci ty  p a r a l l e l  to  H.  In  the  resana.it 

region  the  waves  ac t  to  diffuse  e l ec t rons ,  the  socalled  "quasi l inear 

http://resana.it
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diffusion,"  and  i f  the  injected  power  i s  intense  enough,  then  a  plateau  of 

electrons  forms.  The  plateau  represents  a  d i s t r i bu t ion  function f{Vj,v±)  of 

electrons  such  that  Bf/6v|( "  0  in  the  resonant  region,  with  contours  of  f 

assuming  levels  in  the  pa r a l l e l  d i rec t ion  tha t  are  parameterized  by  v . ,  the 

electron  veloci ty  perpendicular  to  the  magnetic  f i e ld . 

For  many  problems  of  i n t e r e s t  and,  in  pa r t i cu l a r ,  in  the  instance  of  the 

e f f i c ien t  generation  of  current ,  the  waveinduced  fluxes  c rea te  a  pla teau  of 

energetic  (supgrthermal)  e lec t rons ,  while  the  bulk  of  the  e lec t ron  veloci ty 

d i s t r ibu t ion  remains  Maxwellian.  This  observation  leads  us  to  two  helpful 

approximations.  F i r s t l y ,  most  plateau  e lect rons  co l l ide  with  bulk  e l ec t rons , 

rather  than  with  each  other,  since  there  are  so  many  more  bulk  e lec t rons , 

ffence,  the  co l l i s ion  in tegral may be  l inear ized  by  lett ing  f  = £ +  f and 

approximating 

c ( f , f )  =  c ( f m , f )  +  c ( f , f j  ,  (4) 

where we used c(f ,£ ) = 0 , since a Maxwellian distribution has no further to m m 

relax by collisions. 

The second helpful approximation arises from the inference that T is 

usually quite localized in velocity space, even though r itself may depend on 

f. More precisely, while T may, in general, depend on vj and v^ in, both 

direction and magnitude, much information may be gleaned from the resonance 

condition « - k|Vp - nS = 0, where n is an integer and Q is the electron 

cyclotron velocity. For n ^ 0. the Landau resonance, T must be in the 

pai-allel direction. This is a consequence of energy and momentum conservation 

between the wave and the particle. Similarly, for n ^ 0, we can infer the 

direction of T, which for most applications, such as heating or current drive 
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with  e l e c t r o n  cyc lo tron  waves,  w i l l  be  nearly  i n  the  perpendicular 

d i r e c t i o n .  If  the  spectrum  of  waves  i s  narrow  in  3c (  space ,  then  only 

e l e c t r o n s  wi th in  a  narrow  band  in  V| space  w i l l  be  resonant ,  such  as  those 

e l e c t r o n s  with  Vj  =  v  .  I f  t h i s  reg ion  i s  narrow  and  v  _  >>  v , ^ ,  where  v 

i s  the  e l e c t r o n  thermal  v e l o c i t y ,  then  even  i f  the  e l e c t r o n  d i s t r i b u t i o n  i s 

d i s t o r t e d  by  the  waves,  the  waveinduced  f lux  T  i s  of  known  d i r e c t i o n  and 

f i n i t e  only  for  V|  =  v

r e g '  v l  s  v T e '  o r  i n  ° t h e r  words,  v  "  v  i . .  Only  the 
+ 

magnitude  of  I",  which  for  Landau  damping  depends  on  0 f / 3 v |  i f  the  resonant 

region, remains unknown. 
-»• 

Knowledge of all but the magnitude of T, together with the license to 

linearize at. (1) allows us to solve easily an important class of problems. 

Suppose that a certain power P» is absorbed from the waves by the resonant 

electrons. As a result, there may appear in the plasma a wave-induced current 

J. Hie quantity J/P-, which is a measure of the efficiency of the current 

drive, is independent of the magnitude of T, since both J and P^ are 

proportional to it. The ratio, however, does depend upon both the .rection 

and velocity locale of V, which could be inferred approximately, as outlined 

above, without knowledge of the magnitude of T. other responses, such as the 

incremental bremmstrahlung radiation per power absorbed, can be computed in 

the same manner. The quantity J/P̂ r and other quantities that are similarly 

inferred, describe the response of the plasma to the absorption of wave energy 

by resonant electrons, and provide insight as to how to inject these waves in 

order to maximize a desired response. 

Hie magnitude of T is also an .important quantity, since all plasma 

responses will be proportional to it. This quantity, however, may be 

calculated by more crude means. Further discussion of this point is deferred 

to Sec. VI. 
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I I I .  ADJOINT  EQUATION 

The  l i n e a r i z a t i o n  of  the  Boltzmann  e q u a t i o n  en ab l e s  us  t o  f ind  r e s p o n s e s 

t o  a r b i t r a r y  waveinduced  f l u x e s .  I n s t e a d  of  s o l v i n g  the  Boltzmann  e q u a t i o n , 

we  s o l v e  an  a d j o i n t  e q u a t i o n  for  the  Green ' s  f u n c t i o n .  In  t h i s  s e c t i o n ,  we 

d e r i v e  t h e  a d j o i n t  e q u a t i o n .  For  s i m p l i c i t y ,  we  s h a l l  r e s t r i c t  our  a t t e n t i o n 

to  the  homogeneous  c a s e ,  o /d r  »  0.  However,  we  s h a l l  so lve  the  problem  in  a 

f i n i t e  v e l o c i t y  domain,  which  f a c i l i t a t e s  a  numer i ca l  i m p l e m e n t a t i o n . 

There  i s  a  c e r t a i n  amount  of  a r b i t r a r i n e s s  in  imposing  a  s p e c i f i c 

l i n e a r i z a t i o n .  we  s h a l l  adopt  a  l i n e a r i z a t i o n  t h a t  w i l l  enab le  us  t o 

g e n e r a l i z e  e a s i l y  the  ChapmanEnskog  e x p a n s i o n .  We  u t i l i z e  the  f a c t  t h a t  t h e 

h e a t i n g  of  the  bulk  of  f  o c c u r s  on  a  t ime  s c a l e  long  compared  to  t he  t ime 

s c a l e s  for  o t h e r  p r o c e s s e s  of  i n t e r e s t ,  wh i l e  c o l l i s i o n s ,  p redominant  in  t he 

bulk  of  f,  a s s u r e  for  thermal  v e l o c i t i e s  a  n e a r l y  Maxwellian  d i s t r i b u t i o n . 

Thus,  we  l i n e a r i z e 

f  =  f  (1  +  *)  ,  (5) 
m 

where 

f  = „(22E)V2  e x p t £ )  ,  ts) 
m  ra J  r l T  '  ' 

where  d e n s i t y  n  and  t empera tu re  T  may  be  slow  f u n c t i o n s  o f  t ime  (and  would  be 

of  s p a c e ,  t o o ,  i n  a  more  g e n e r a l  c o n s i d e r a t i o n  of  the  p rob l em) ,  and  we  de f ined 

the  k i n e t i c  energy  £  =  mv  / 2 .  For  s i m p l i c i t y  of  p r e s e n t a t i o n ,  we  have  made 

one  f u r t h e r  s i m p l i f i c a t i o n  i n  t he  chapmanEnskog  approach  by  l i n e a r i z i n g  ab o u t 

a  s t a t i o n a r y  r a t h e r  than  the  mora  g e n e r a l  d r i f t i n g  Maxwellian  d i s t r i b u t i o n . 
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To  find  a  unique  solut ion  with  t h i s  procedure  necess i ta tes  two  compatibi l i ty 

conditions?  we  choose  n  and  T  such  that  fra  ( integrated  over  veloci ty  space) 

contains  the  same  number  of  e lec t rons  and  the  same  amount  of  energy  as  does 

f.  Accordingly,  4<v,  r ,  t)  i s  orthogonal  both  to  f  and  to  efm,  namely 

/  f  * d 3 v  »  /Ef  *  d 3 v  =. 0  ,  (7) 
T\  HI 

V  V 

where  V i s  the  veloci ty  space  domain  under  considerat ion,  which  necessar i ly  i s 

f i n i t e  in  a  numerical  implementation  of  the  method. 

Subst i tu t ing  &[•  (5)  in to  Efc[,  (1) ,  and  specia l iz ing  to  the  homogeneous 

case,  3/3r  =  0,  we  ohtain 

,  P  +  3  .  3 * 3  + 3 
L *  =  'Sir f  * +  P  * -=  f  *   c«*)      —  •  r    jr f    F  • —  f  ,  o > 

B t  m  3v  "  3vT  3 t  m  3v  ra 

where $ obeys c homogeneous initial condition and where we usa 

a *  a  of  a „  3f  • c  ,  * 

ot~  "  T5t  On~  +  S t  "5T  "  n  fm  +  <T  "  T '  T  fm  < 9 ) 

although  f  i s  assumed  to  evolve  on  a  time  scale  larger  than  the  scale  t  on 

which  <J>  evolves.  In  Bq.  (9)  we  a lso  adopted  the  convenient  notation 

C(<t>)  s  C(f  ,  f  *)  +  C(f  *,  f  )  +  C(f  *,  f.)  .  (10) 
m m  ram  m i 

In  order  to  assure  the  Bq,  (7)  continues  to  be  obeyed  as  <P evolves i,  time 

two  s o l u b i l i t y ,  or  compatibi l i ty ,  conditions  are  applied  to  &j.  (8 ) .  To 

assure  the  orthogonality  of  <l> to  f  ,  we  in tegra te  Bq.  (B)  over  v  to  obtain 
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4r  /  f  + <*3v      /  f  4>  ?*da  +  /  C(*)d3v    /  ?'di    /  f  F'da    n,  (11) 
o t  V m  I  m

  v  £  r  m 

where  £  i s  the  surface  in  velocity  spaco  bounding  V,  and  n  i s  chosen  so  that 

the  righthand  s i i s  of  Bq.  (11 >  vanishes*  In  practice,  we  wish  to  choose  V 

large  enough  such  that  thts  boundary  terms,  c"o  not  introduce  severe  particle 

losses,  and  such  that  particles  which  do  leave  through  the  boundary  can  be 

accounted  for  in  some  other  simple  way  (such  as  freestreaming).  The  physical 

implication  of  decreasing  n as  a  recult  of  runaway  production  is  that  the  hulk 

population  i s  somewhat  depleted  of  electrons  and,  hence,  serves  somewhat  less 

effectively  as  a  acatterer.  Very  Cast  electrons,  i . e . ,  those  outside  the 

domain  V,  are  ineffective:  in  contributing  to  the  collisions  of  othor 

electrons.  i t  i s  often  sufficient  to  account  for  these  electrons  merely  by 

allowing  them  to  stream  freely  from  their  poirt  of  exit  on  E,  One  fine  point 

here  is  that  we  assume  that  the  Maxwellian  background  ig  not  confined  to  the 

hounded  domain.  This  is  consistent  with  the  other  approximations  made  so  far, 

and  i t  i s  a  convenience. 

The  second  compatibility  condition  gives  us  T,  the  temperature  evolution 

of  the  background  electrons.  Multiplying  Eg.  <8)  by  E,  integrating  over  the 

domain  V,  and  applying  Bq.  (7),  we  get 

(3)ar  =   / 4~  '  ? + F  ' ±,  f  + P • ^ tJ -  C(4»]d3v  ,  (12) 
2  v  ov  £

  m  °v  m 

where  the  first  righthandside  terra  above  represents  the  energy  input  of  the 

wavedriven  flux,  the  second  term  vanishes,  the  third  term  contains  the  Joule 

heating  effect  of  the  rfdriven  current,  and  the  last  term  tends  to  zero  as V 
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Equation  ( 8 ) f  together  with  Bq.  (9 )  and  the  e x p r e s s i o n  for  n  and  T, 

comprise  an  inhomogeneoun,  l i n e a r ,  i n t e g r o  d i f f e r e n t i a l  equat ion  for  • .  This 

equat ion ,  d i f f i c u l t  to  t r e a t  a n a l y t i c a l l y ,  way  be  so lved  numerica l ly .  The 

evo lv ing  s o l u t i o n ,  4>{t),  au tomat i ca l l y  obeys  the  o r t h o g o n a l i t y  c o n d i t i o n s ,  so 

t h a t  the  l i n e a r i z a t i o n ,  Bq.  ( 5 ) ,  cont inues  t o  ho ld ,  which  a l lows  the  c o l l i s i o n 

i n t e g r a l  to  r e t a i n  i t s  form.  Rather  than  s o l v e  Bq.(8)  for  each  e x c i t a t i o n  r , 

howevfcr,  we  cons ider  an  a d j o i n t  equat ion  i n s t e a d . 

To  find  an  operator  a d j o i n t  to  L,  we  f i r s t  d e f i n e  a  commutative  operat ion 

on  the  two  funct ions  • ( v ,  t ' )  and  <|>(v,t'  )  by 

t  »•  •*• 

[*,  *]  =  /  d  v  /  <Mv,  t  t )  <Mv,  t)  d t  ,  (13) 
V  o 

where  the  operat ion  [  ]  i s  parameterized  by  t .  Define  a  l i n e a r  operator  D t 

operat ing  on  <l<(v,  t ' )  by 

D  i|>(v,  f  )=  [ f   T — (P   f  F [ V ,  t  t '  )  •  —  <l>   CC4>)]  .  (14) 
t  m  ot  re  ."* 

For  funct ions  $  and  <l> with  homogeneous  i n i t i a l  and  boundary  c o n d i t i o n s ,  i t  may 

be  shown  t h a t  the  operator  T>. i s  a d j o i n t  to  the  operator  L  wi th  r e s p e c t  to  the 

inner  product  [  ]  i . e . , 

[*,   o t * ] t    0 ,  i * ] t  •  (15) 

Suppose  t h a t  <Mv,t'  )  and  <Kv,  t '  )  are  r e s t r i c t e d  to  funct ions  orthogonal 

both  to  f  and  t o  Ef^  over  the  domain  V.  Suppose  further  that  <Kv,  t ' )  obeys 

the  e v o l u t i o n  equat ion 
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D t ^ t ' ] . , 1 f 1 + q 2 « 1 ,  0  6) 

where  the  cons tants  q.  and  q_  are  chosen  to  assure  t h a t  the  o r t h o g o n a l i t y 

c o n d i t i o n s  on  <)> are  obeyed  subsequent ly ,  g iven  that  they  are  obeyed 

i n i t i a l l y ^  lhe  q u a n t i t i e s  q.  and  q_  are  independent  of  v ,  but  are  l i n e a r 

f u n c t i o n a l  of  <\>.  We  now  supplement  Ecu  (16)  with  inhomogeneous  i n i t i a l  and 

boundary  c o n d i t i o n s  on  <|i,  namely 

<|>(v,  t '  =  o )    <|>  (v )  ,  (17a) 

S ^ v ,  t ' )  =  S B ( v r  f )  on  E  ,  (17b) 

where £ is the boundary in velocity space to domain V, and Ŝ , is the flux in 

velocity space associated with the operator D., i.e.. 

S,,(*) = -f F(V, t-T) ip(v, *) + S (<I0, (18) 
<p m c 

where  S  (<l>)  i s  r e l a t e d  to  C( i|0  by 

8  + 
c(4>)  =    —  •  sc(<l>)  .  (19) 

ov 

For  the  c o l l i s i o n  operator  C,  we  have  the  property 

/  [*  C<<)>)    <|C(*)]d3v  =  /  0  S  (40    4S  (*)]  '  da  .  (20) 
V  Z  °  C 

For  V  •*•
  m

,  the  surface  terms  vanish  and  we  have  the  wellknown  s e l f  a d j o i n t 

property  o f  the  c o l l i s i o n  operator .  For  our  present  needs,  however,  we  s h a l l 

keep  the  boundary  terras. 
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We  take  the  inner  product  o f  $  and  Dt<l»i  where  *  obeys  B j .  (B)  with 

homogeneous  i n i t i a l  condi t ion  and  <l»  obeys  2 q s .  <16)  and  (17)  •  We  need  to 

s p e c i f y  a  boundary  c o n d i t i o n  on  B j .  f8J  t o o ;  for  our  present  purposes  l e t  us 

assume  we  know  S  ($)  on  the  boundary  [but ,  we  s h a l l ,  in  Eq.  ( 2 3 ) ,  g i v e  a  note 

u s e f u l ,  l e s s  g e n e r a l ,  c o n d i t i o n ] .  Exp lo i t ing  the  o r t h o g o n a l i t y  p r o p e r t i e s  of 

both  •  and  <K  we  obtain 

f  d 3 v  f  * ( v , t )  <Mv)  +  /  d*  /  « v , t )  s . t V j t  * )  •  da 
V  m  °  o  2  B 

r  3  f*  +  +  5  + 
=  /  d  v  J  dT  ^ { ^ t  T )  •  —  i H v . t ) 

V  o  &v 

+  /  dc  /  * ( v , t  T )  [?  +  s  ( * ) ]  •  da  .  (21) 
o  £  .  C 

The  driven  f lux 

>\ . (v , t )  =  ? ( v , t )  +  F ( v , t ) f  (22) 
*  m 

i s  the  sum  of  the  waveinduced  f  .tix  F  and  the  f lux  induced  by  the  background 

f i e l d s  that  tend  to  a c c e l e r a t e  the  background  Haxwellian  d i s t r i b u t i o n .  The 

l a t t e r  f lux  leads,  to  the  Ohmic  c u r r e n t . 

Equation  (21)  i s  a  p r i n c i p a l  r e s u l t  o f  t h i s  work.  Both  <|>  and  S B  are 

a r b i t r a r y  f u n c t i o n s ,  and  they  may  be  used  t o  express  any  moment  o f  $  e i t h e r  i n 

the  i n t e r i o r  o f  V  or  on  i t s  bounding  surface  2 .  Depending  on  the  des i red 

moment  of  $,  a  d i f f e r e n t  Green's  f u n c t i o n ,  <(>,  i s  so lved  for  by 

B^~,.  (16)  and  ( 1 7 ) .  once  <l>  i s  known,  the  r ighthand  s ide  o f  Eq.  (21)  may  be 

evaluated  for  arb i trary  wave  induced  f luxes  ? . 
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Note  that  in  generalizing  the  steadystate  adjoint  equations  to  include 

time  dependence,  several  significant  steps  were  taken.  The  inner  product, 

with  respect  to  which  the  adjoint  property  i s  defined,  was  changed  to  include 

a  convolution  over  time.  fclso  note  that  the  orthogonality  conditions  are 

imposed  here  to  assure  the  continued  val idity  of  l inearisation  in  Bq.  (5 ) ,  and 

of  the  resulting  simplification  of  the  co l l i s ion  operator.  These  conditions 

reduce  to  the  compatibility  conditions  of  the  steadystate  theory  in  the 

limit  9/ot  +  o.  However,  while  the  imposition  of  these  conditions  in  the 

dynamic  case  results  in  considerable  mathematical  s implif ication,  i t  i s  not 

necessary  here  for  the  existence  of  solutions. 

IV.  EXAMPLES 

In  this  section,  we  give  several  examples  showing  how  Bq.  (21)  may  be 

used  to  find  interesting  plasma  responses.  For  example,  in  addition  to  the 

current,  the  rfinduced  runaway  rate  may  be  computed.  A second  example  shows 

how  contributions  to  the  rfinduced  plasma  current  (or  for  that  matter 

radiation,  e tc . )  can  be  separated  into  runaway  and  nonrunaway  contributions. 

A.  third  example  shows  how  analytic  progress  can  be  made,  using  Bq.  (21),  to 

find  the  rfinduced  conductivity  in  certain  limiting  cases . 

To  calculate  how  rf  waves  affect  the  runaway  production  rate,  we  must 

f i r s t  be  precise  in  defining  a  runaway  electron.  i f  the  parallel  e lec tr ic 

f ield  paints  always  in  one  direction  ( i . e . ,  electrons  are  pushed 

unidirectionally),  then  electrons  can  be  accelerated  by  this  f ield  to  high 

enough  energy  that  they  overcome  the  dyiumic  friet ional  force  of  c o l l i s i o n s . 

If  the  domain  V  i s  large,  then  an  electron  accelerated  from  the  bulk  of  the 

distribution  to  the  boundary  £  may  be  deemed  a  runaway,  for  fractional  forces 

are  extremely  unlikely  to  return  this  electron  to  the  domain  V.  It  i s 
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convenient to separate the boundary E into two parts; an electron appearing 

on Z leaves the domain V, while an electron appearing on £ i n is forced into 

the domain v, and £ is the union of E o u C and Z^a> For large V, it is 

primarily the electric field that determines thia dichotomy, ft more precise 

separation of £ takes into account the small, but finite, inwardly (i.e., into 

V) pointing collisional force in addition to the force of the electric field, 

ao that 2 is slightly smaller than £. . All runaway electrons appear at 

some time on 2 , and all electrons that appear on E t are runaways, freely 

accelerating out of the domain V. 

Bquivalently, we can imagine solving a problem in which collisions 

operate within the domain V, but the collision operator vanishes outside this 

domain, allowinq electrons to stream freely. Where the collision operator 

vanishes, the governing equation reverts from parabolic to hyperbolic. it is 

then correct to impose a boundary condition on just Sj_» rather than on the 

full boundary E, The adjoint equation, on the other hand, is well-posed when 

a houndary condition is imposed only on £ u t » 

Define a flux S^f*) = $fmF + Sc(*>« Then, on E^ n, we specify S^tf), the 

incoming flux into domain V. For the runaway problem, and most other problems 

of interest, this flux is zero. For the adjoint equation, we require that 

+ -» 
S_(40  =  0  on  S.  .  On  Z  .  ,  t h e  o p p o s i t e  h o l d s .  Here  we  s p e c i f y  S_(<fp)  =  0, 

c  i n  o u t  c 

i n d i c a t i n g  t h a t  runaway  e l e c t r o n s  e v e n t u a l l y  s t ream  f r e e l y .  We  a r e  then  l e f t 
 • 

with  the  freedom  to  choose  S^ClO  in  o r d e r  t o  pose  t h e  a d j o i n t  e q u a t i o n . 
+  •» 

Recogniz ing  the  v a n i s h i n g  of  s  on  E^ f t  and  the  v a n i s h i n g  of  S c  on  E  u t ,  we 

can  man ipu la t e  Ekj.  (21)  i n t o  the  more  u s e f u l  form 
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/  d 3 v  f  <Mv,t)4.  (v)  +  /  d t  /  • < V , T ) S _ ( V ,  t  x )  •  da 
V  m  °  o  X  B 

o u t 
t  t 

  /  d 3 v  /  a*  f j v ,  t  t )  •  _  <l>(v,t)  +  /  dx  /  W v . t  t j f ^ t v . T j ' d a  . 
V  o  ov  o  E 

(23) 

The  above  fo rmula t ion  a l s o  a l lows  a  s l i g h t  re f inement .  The  c o l l i s i o n a l 

s lowing  down  may  be  d i s t i n g u i s h e d  from  the  c o l l i s i o n a l  induced  d i f f u s i o n . 

Requ i r ing  t h a t  o n l y  t h e  c o l l i s i o n a l  d i f f u s i o n  v a n i s h  a t  t h e  boundary  g i v e s  a 

more  a c c u r a t e  c a l c u l a t i o n  of  bo th  t h e  t o t a l  f lux  a t  the  boundary  and  the 

demarca t i on  between  S.  and  s

o u t .  For  example ,  for  t h e  runaway  prob lem,  the 

f lux  a t  the  boundary  may  be  exp res sed  as  the  sum  i ( e E , / m    v v ,  where  V gv 

r e p r e s e n t s  t he  dynamical  f r i c t i o n  due  to  c o l l i s i o n s .  The  boundary  E  ^  i s 

then  def ined  to  e x i s t  where  t h i s  aura  p o i n t s  outward  from  t h e  domain  V. 

Let  us  f ind  now  t h e  r e sponse  f u n c t i o n  for  the  r f  i n d u c e d  runaway  r a t e . 

The  number  of  r f  i n d u c e d  runaway  e l e c t r o n s ,  N_,  a p p e a r i n g  on  ^ o u t  be tween  t ime 

x  =  0  and  t ime  t  =  t  may  be  w r i t t e n  as 

M  =  /  df  /  S  •  da  ,  (241 

°  Z  *. 
ou t 

where  s  =  (i | |eE| | /m    v g v )  <t>fm  on  £ o u t  i s  t h e  mora  e x a c t  pos ing  of  t h e 

problem.  The  l e s s  e x a c t  pos ing  t a k e s  v g  •»•  0.  In  e i t h e r  e v e n t ,  t he  r e s p o n s e 

f u n c t i o n  s a t i s f i e s  Eg.  ( 1 6 ) ,  Dt<p  =  Q^,  w i t h Q,u a s s u r i n g  o r t h o g o n a l i t y ,  w i t h 

i n i t i a l  c o n d i t i o n 

<K0)  =  0  ,  !25a) 
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and  boundary  conditions 

=  f  (i .eB./m    v  v ) ,  on  S  .  (25b) 

m  «  «  s  out 

S„  =  0  ,  on  E.  4  (2Sc) 
B  in 

Solving  Bqs.  (24)  and  (25)  for <i>,  and  using  &j.  (23),  we  get  (neglecting  non

rfinduced  cont r ibut ions) , 

W  =  /  d 3 v  /  dx  ?(v,tx)  •  &(Mv,T)/av  .  (26) 
R  V  o 

+ 
Note that <|i(v,t) may be interpreted here as the probability with which a 

+ 
particle appears on 2 . by time t given initial coordinate v. For finite 

temperatures, eventually all particles would run away, since even those that 

slow down into the bulk distribution will ultimately scatter out of the bulk 

and run away. it is convenient, however, to label such electrons as stopped 

electrons, since they would run away on a much longer time scale. Suppose 

that the collision frequency were made artificially large as v + 0 (or 

particles appearing near v * 0 were frozen and not allowed to run away). Then 

particles running away without passing through the bulk would be termed 

runaways, and the others would he termed stopped. The probability of a 

particle running away given initial coordinate v may then be expressed as 

R(v] = <Mv, t > ») . (27) 

This  runaway  ra te  has  been  obtained  previoualy  through  an  equivalent 

1 4 
formulation of the problem using Langevin equations. The numerical 
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evaluation  of  the  runaway  ra te  was  carried  out  by  a  Monte  Carlo  method. 

Solving  Bqs.  (24) and 125)  d i r e c t l y ,  however,  would  be  nucb  e a s i e r . 

I t  i s  often  helpful  to  d is t inguish  the  contr ibut ions  of  d i s t i n c t  groups 

of  electrons  to  a  given  e f fec t .  For  example,  both  runaway  and  stopped 

electrons  contr ibute  to  the  cur ren t .  By  ident i fying  the  separate 

contr ibut ions ,  one  can  determine  i f  there  i s  anything  to  be  gained  by 

increasing  or  decreasing  somehow  the  number  of  runaways,  possibly  by 

control l ing  the i r  confinement  time.  in  Ref.  15,  d is t inguishing  these 

contributions  f ac i l i t a t ed  a  comparison  between  theory  and  experiment. 

In  order  to  deduce  the  contribution  to  nn  e f fec t ,  say  the  cur ren t ,  due 

solely  to  stopped  e lec t rons ,  we  make  use  of  the  function  Rtv)  defined  in  Eq. 

(27).  We  write  the  pa ra l l e l  current  as  J  =  J  +  J_,  where  J_  i s  the  runaway 

current  and  J c  i s  the  current  due  to  stopped  e lec t rons ,  we  can  write  J  as 

•7„  =  /  d 3 v  f  * ( v , t ) { v , [ 1    R(v>]  +  c ,  +  £ c , } 
S  T ,  TO  f  1 2 

12B) 

where  c,  and  c  a re  constants  to  be  determined.  Evidently,  the  appropriate 

Green's  function,  <|> f  for  J g  solves  K(.  (16)  with  homogeneous  boundary 

conditions  and  i n i t i a l  condition 

<p  ( v ,  t  =  0 )  =  v , [ 1    R ( v ) ]  +  c 1  +  ec  ,  ( 2 9 ) 

with  c.  and  c  determined  by  the  orthogonality  proper t ies  of  <l» .  Using  &j. 

(21),  we  then  have  J  =  ["Kg,  (o/ov)*  I"], 

The  l a s t  example  in  th i s  section  i l l u s t r a t e s  the  ease  with  which  analy t ic 

solutions  can  sometimes  be  found  for  the  response  functions.  analyt ic 

expressions  a re  often  avai lable  when  the  co l l i s ion  operator  can  be  wri t ten  in 
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the  la rgeve loc i ty  l i m i t .  For  example,  the  incremental  conductivity  due  to 

the  heating  of  auperthermal  e lectrons  by  rf  waves  can  he  calculated 

ana ly t i c a l l y .  This  in  the  socalled  "hot  conduct ivi ty ."  The  s impl i f ica t ion 

of  the  co l l i s ion  operator  in  tha  la rgeve loc i ty  l imi t  i s  val id ,  because  only 

the  auperthermal  electron  contr ibut ion  to  the  current  i s  important.  In 

con t ras t ,  the  SpitaerHarm  conductivity  i s  not  ava i lab le  ana ly t i ca l l y .  Both 

glow  and  fas t  e lec t rons  contr ibute  importantly  to  the  SpitzerHarm  current  and 

a  d r a s t i c  s impl i f icat ion  of  the  co l l i s i on  operator  i s  not  poss ib le . 

In  the  highveloci ty  l i m i t ,  the  co l l i s i on  operator  s implif ies  to 

2u 

where  v^  =  <o£  i n  A/2itnv|  i s  a  co l l i s i on  frequency,  u  =  v / v T ,  |i  =  v B / v ,  v T  = 

1 /2 (T/m)  '  ,  and  Z  i s  the  ion  charge  s t a t e .  In  order  to  find  the  hot 
 > • 

c o n d u c t i v i t y ,  we  need  to  s o l v e  Bq.  (16)  i n  t he  l i m i t  F  —  i^eEj|/m  "*  0.  A l s o , 

s i n c e  we  wish  to  find  t he  s t e a d y  s t a t e  c o n d u c t i v i t y ,  r a t h e r  than  the  t r a n s i e n t 

e f f e c t s ,  i t  i s  n e c e s s a r y  o n l y  t o  c a l c u l a t e  t he  t ime  i n t e g r a l  of  4"  r a t h e r  than 

+  i t s e l f . 

Accord ing ly ,  d e f i n e 

X(v)  =  /  i t  <Kv,T)  ,  C 31  > 
o 

where  I H V , T )  s o l v e s  R j .  (16)  wi th  homogeneous  boundary  cond i '  ions  and  i n i t i a l 

c o n d i t i o n <ii{v,t  =  0)  =  ev^uli.  I n t e g r a t e  Bq.  (16)  from  T  =  0  t o  t  =  ™  to 

o b t a i n 

 f m ( F  •  — ) x    C(X)  =  f r a e v T  U ( i  ,  (32) 
ov 
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where  we  noted  tha t <i>  (v,T)  +  0  as  T  *  0  (for  f i n i t e  conduct iv i ty) ,  and  tha t 

the  constants q. and q~ in  Bj»  {16)  a r e ,  in  t h i s  case ,  zero.  Expanding  X in  a 

power  se r i es  in  E B ,  i . e . ,  X  »  XQ  +  E,X1  +  . . . ,  allows  us  to  solve  Eq.  (32) 

ana ly t i ca l ly .  The  f i r s t  terra  gives  the  r r dr iven  current  in  the  absence  of  a 

dc  e l e c t r i c  f i e ld .  The  second  terra  gives  the  current  tha t  i s  b i l i nea r  in  both 

the  dc  e l e c t r i c  field  and  the  rf  power  absorbed.  The  wave  induced  current  i s 

then  given  hy 

J  =  /  d \  f  •  i  K  .  (33) 

v  dv 

From  R} .  ( 3 3 ) ,  we  can  find  the  h o t  c o n d u c t i v i t y , o^,  which  i s  i d e n t i c a l  t o 

t h a t  g iven  i n  Ref,  3 . 

V.  MODIFIED  CHAPMANENSKOG  EXPANSION 

Although  i t  canno t  d e s c r i b e  a l l  the  phenomena  i m p o r t a n t  t o  wave d r iven 

p l a smas ,  the  expans ion  of  Chapman  and  Enskog  remains  a  s imple  and  e f f e c t i v e 

approach  t o  d e s c r i b i n g  t r a n s p o r t  i m p o r t a n t  t o  t h e  b u l k  o f  t h e  e l e c t r o n s .  The 

q u e s t i o n  i s  how  we  can  modify  t h i s  expans ion  so  as  t o  i n c o r p o r a t e  e f f e c t s 

a s s o c i a t e d  with  the  f a s t ,  c o l l i s i o n l e s s  e l e c t r o n s ,  e s p e c i a l l y  those  e f f e c t s 

t h a t  can  be  d e s c r i b e d  by  Eg.  ( IS)  and  i t s  a s s o c i a t e d  fo rmal i sm.  We  seek  an 

expansion  t h a t  would  reduce  t o  the  ChapmanEnskog  expans ion  i n  t h e  l i m i t  ?  + 

0,  and  would,  f o r  f i n i t e  T,  d e s c r i b e  a d e q u a t e l y  t h e  dynamics  of  t h e  f a s t 

e l e c t r o n s .  In  t h i s  expans ion ,  the  h e a t i n g  of  t he  bu lk  e l e c t r o n s  by  the  f a s t 

e l e c t r o n s ,  a s  wel l as  o t h e r  e f f e c t s  t h a t  l i n k  t h e  two  d i s t r i b u t i o n s ,  shou ld 

p l a y  a  r o l e  i n  t h e  e v o l u t i o n  o f  the  ChapmanEnsJcog  v a r i a b l e s  (n ,  T,  c)  f o r V f 

0.  (Here  we  use  c  t o  d e s c r i b e  t h e  d r i f t  of  a  Maxwellian  d i s t r i b u t i o n ,  w i t h 

the  u n d e r s t a n d i n g  t h a t  a l l  t h e s e  v a r i a b l e s ,  n ,  T,  c ,  must  be  s p e c i f i e d 
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separately  for  each  species . )  In  t h i s  sect ion,  we  describe  an  expansion  tha t 

meets  these  c r i t a r i a .  We  remark,  however,  tha t  t h i s  expansion,  l ike  the 

ChapmanEnskog  expansion  i t s e l f ,  i s  not  a  unique  choice,  altnough  i t  does 

possess  some  desirable  fea tures . 

we  begin  with  Eqs.  (1)  and  (2 ) ,  and  we  expand  f  using  the  formal 

expansion  parameters  9  and  5  (assumed  small  bat  eventually  s e t  equal  to  one), 

i . e . ,  we  expand 

f  =  f o  +  I  ^ f  +  I  6 \  ,  j ,k  >  1  (34) 

where  the  fj  represent  correct ions  primarily  to  the  bulk  e lec t ron  d i s t r i b u t i o n 

and  the  h^  represent  the  wavedriven  cor rec t ions .  Accordingly,  the  co l l i s ions 

among  the  f  are  assumed  to  take  place  on  a  much  shorter  time  scale  than 

co l l i s ions  e i t h e r  between  the  f.  and  the  h.  ,  or  among  the  h.  .  we  shal l  order 

C ( f . , f k ) ~ \ ,  j ,  k > 0  (35a) 

C(f . ,h  )  ~  1  ,  j >  0,  k  >  1  (35b) 

C(h.,h  )  ~  1  ,  j ,  k  >  1  .  (35c) 
3  K 

Hie  1/9  Eq.  (35a)  ordering  i s  inheri ted  from  the  ChapmanEnskog  (CE) 

approach,  whereas  the  other  ordering,  we  ahal l  see,  allows  us  to  describe 

be t t e r  the  dynamics  of  fast  e lect rons . 

In  the  CE  approach,  the  use  of  multiple  time  scales  serves  as  a  means  of 

convenient  bookkeeping.  Here,  in  addition  to  the  CE  time  sca les ,  we 

introduce  a  pa ra l l e l  scaling  in  6,  i . e . , 
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o 1 2 1 2 

which  f a c i l i t a t e s  the  formal  expansion.  We assume  the  functional  dependencies 

fo  =  fo  ^o'  V  V  '•"  V  fc2  •'•'  V '  r^  ( 3 7 * ' 

f.  =  f.  (T  .  t  T  . . . ,  v,  r )  ,  j  >  1  (37b) 
3  D  o  1  2 

h j  = h j ( v  ^ '  V  ••*'  V f  ^ '  3  >  1*  (37c) 

Consider  terms  in  the  expansion  of  order Brf  which  represent  the  Chapman

Enskog  terms.  To  order  1/9,  we  have 

Cff  ,  f  )  =  0  ,  (38) 
o  o 

which  hag  the  d r i f t ing  Maxwellian  solution 

f  =  f  (n,  T,  c)  ,  (39) 
o  m 

with  n,  T,  and  c  functions  of  time  and  space.  To  higher  order  in  9,  we  have 

9 ° ;  c ( f i )  =  d T  f o  ( 4 0 a ) 

o  1 

where 
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.„_  +  v  .  F  .  < 4 1  , 

o  o  or  w 

Equations  (40)  represent  the  f i r s t  terras  of  the  ChapmanEnskog  expansion. 

The  f. r  j  >  1  are  chosen  to  contain  no  p a r t i c l e s ,  cur ren t ,  or  energy. 

Compatibility  i a  assured,  order  by  order,  by  using 

o  On  m  OT  m  .  0c  m  r/n> 
TST "  orsir  +  * r  oT"+

 sr  • TT  .  t 4 2 
j  j  j  j  * 

and  solvinq  for  On/or.,  &T/&1.,  3 C / 5 T .  to  meet  the  requirements  on  the  £ . . 
1 1  '  3  3  3  3 

+ 
The  CE  quan t i t i e s  n,  T,  c  then  evolve  accordxng  t o ,  e . 9 . , 

dn  r  „  9n  r  «j  &n  , „„. 
^ = i e ^ r + J 6

J

r . (43) 
3=0  j  j=1  3 

In  the  absence  of  contr ibut ions  a r i s ing  from  o/dt.  ,  the  terras f ,  f. (  f2  are 

iden t ica l  to  the  f i r s t  three  terms  of  the  c lass ic  CE  expansion. 

Matching  terms  of  order  51  allows  us  to  descrihe  addi t ional ly  the  ef fec ts 

of  the  wavedriven  fluxes.  For  example,  the  f i r s t  two  equations  in  the 

expansion  are 

a i  s o f  N  C ( V    a r f o   f e ' ?  ( 4« a' 
o l a v 

r,h  =  l r hi   sr  f

0

  + c ( v v  •  ( 4 4 b ) 

1  2 

Note  that  Bq.  (44a)  i s  iden t ica l  to  Bq.  (8)  for  f m »  except  t'nat  fQ  i s  s l i g h t l y 

more  general  here ,  tha t  h .  can  be  spa t i a l l y  dependent,  and  that  the 

inhomogeneous  driving  term  associated  with  the  spitzerHa'rm  current  has  been 

accounted  for  in  the  CE  part  of  the  expansion.  The  l a s t  difference  means 
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thnt i  c o n s i s t e n t  viith  our  assumption  of  the  low  meanfreepath  l i m i t ,  • a 

ignore  any  runaway  e l e c t r o n s  except  those  created  by  the  waves•  Those 

e l e c t r o n s  could  have  been  descr ibed  had  we  ordered  the  term  P  •  5 f Q / o v  ~  6> 

however,  that  would  take  us  further  than  we  wish  away  from  the  CE  approach. 

The  d i f f e r e n c e s  between  B j .  (44a)  and  Bq,  (8)  do  not  a f f e c t  the 

t r a n s f e r a b i l i t y  of  the  technique  **>  so lve  these  e q u a t i o n s .  Boundary  and 

i n i t i a l  c o n d i t i o n s  are  imposed  s i m i l a r l y .  Ttie  a d j o i n t  method  used  to  s o l v e 

&t.  (6)  may  be  employed  both  in  Eqs.  (44a)  and  (44b)  and  higher  order 

equat ions  i n  the  6expanaion.  The  e f f e c t  o f  the  wavedriven  f l u x e s  on  the 

bulk  transport  proper t i e s  i s  then  accounted  for  through  the  e v o l u t i o n 

equat ions  for  n r  T,  and  c ,  a s  in  Bq.  ( 4 3 ) . 

whi l e  the  above  procedure  a c c u r a t e l y  t r e a t s  to  f i r s t  order  both  the  wave

driven  f luxes  and  the  bulk  transport  wi th in  the  s p i r i t  of  chapman  and  Fnskog, 

a  q u e s t i o n  a r i s e s  a s  t o  higher  order  terms  i n  the  expansion  t h a t  are  hybrid , 

i . e . ,  b i l i n e a r  in  h.  and  f f c.  There  i s  a  c e r t a i n  amount  o f  a r b i t r a r i n e s s  in 

t r e a t i n g  these  hybrid  terras?  t h e i r  main  e f f e c t  would  b«  to  c o r r e c t  somewhat 

the  propert ies  of  the  bulH  plasma,  rather  than  to  change  the  dynamics  o f  the 

f a s t  e l e c t r o n s .  Accordingly,  i t  i s  most  exped ient  to  account  for  these  terms 

by  a l lowing  them  to  dr ive  the  f „ .  To  incorporate  them,  we  assume  S  ~  9.  So, 

for  example,  the  lowest  order  hybrid  terms,  whicl:  are  b i l i r a a r  in  f 1  and  h 1 

twhich  are  computable  from  Eqs.  (40a)  and  ( 4 0 b ) ] ,  dr ive  the  th ird  order  CE 

term  f,,  i . e . , 

C ( f 3 j    dV  f 2  +  3T  f1  + l R  f o  C ( f 2 '  f l ) " C ( f l '  E

2 > 
o  1  2 

  C(f  ,  h.,)    c ( h v  f j .  (45) 
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In such a manner, we may solve order by order both for fj and h., 

evolving n, T, c [e.g., through Eg, (43)] as we do so. finally, we set the 

formal expansion parameters 6, 6 » 1. In practice, however, one may 

contemplate that only the first few terns of such an expansion are important. 

IV. RESPONSE FUNCTIONS AND INFERENCE 

In this section we address how the use of the response functions 

developed here may help us in understanding plasma experiments. There is an 

immediate and straightforward method of modeling the plasma. A second method 

uses the formalism developed here to develop important inferences. 

The straightforward method is the traditional "transport code." Our best 

guesses as to transport coefficients, and other parameters thought to govern 

an evolving plasma, are collected to form a numerical description of the 

plasma. These best guesses could be arrived at either by theoretical insight 

into fundamental plasma processes, or by empirical evidence gathered in many 

experiments, or by a combination of the two approaches. The development in 

Sec. V indicates how the response functions nere may easily be incorporated in 

such a scheme. The traditional transport description that relates to trie bulk 

plasma is left untouched; however, effects associated with the rf-heating of 

fast electrons may be treated systematically. 

Let us illustrate this procedure by means of an example: Suppose that rf 

waves are introduced into a tokamak plasma by means of waveguides or other 

injection devices situated on the periphery of the tokamak. The ray 

trajectories of the waves may be tracked numerically. The waves are followed 

until they are absorbed, giving up their energy and momentum to the absorbing 

plasma species at some point in the velocity space of that species and at some 

point in configuration space. The adjoint equations can be used to determine 
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the amount of bulk heating and current generation per wave power absorbed. To 

determine the amount of wave power absorbed, a number of approximation* may be 

19 
used. Antonsen and Hui assume that the damping is linear, A more precise 

approach is to use the one-dimensional quasilinear equations, which take into 

account the flattening of the velocity distribution in re&ponsa to the 

waves. Although neither of these approaches is exact in its determination of 

the power absorbed, the ratio of current generated to power absorbed, which is 

often more imp. rtant, is an exact quantity. 

Once the trajectory and the effects of the waves are determined, the bulk 

plasma properties may be evolved through transport equations. The result is a 

simulation of a plasma heating experiment, (see, e.g., Hef. 20). 

In practice, simulating a plasma in this manner has not been particularly 

successful. The problem is that inherent in this approach is the 

multiplication- of uncertainties. It is not absolutely certain what the wave 

phasinq is at the plasma periphery; it is not certain whether these waves will 

be scattered by edge turbulence as they enter the tokamak; it is not certain 

that the plasma absorbs this radiation according to the approximate theory 

used; and it is not certain that other quantities governing the plasma heat, 

particle transport, or the background magnetic configuration are correctly 

given. The probability that c.re simulation will correctly predict an 

important experiment observable, however, is related to the product of the 

likelihoods that each process is correctly modeled. Nonetheless, the plasma 

transport code has undergone major development as a numerical tool for 

designing and interpreting experiments. 

The second method of employing the response functions derived here to 

explain plasma experiments is through the identification of inferences. 

Instead of attempting a complete numerical description of the evolving plasma, 

this method seeks to isolate and understand specific mechanisms.. 
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Consider, for example, the case of the cf-heated plasma. Suppose that in 

the interior of the plasmas a wave-induced flux ? of electrons is produced in 

the resonant region of electron velocity apace. Ate plasma responds in 

several ways. There may be, for example, an incremental production of 

current, runaway electrons, and plasma radiation at various angles and 

frequencies. Each of these quantities may be expressed as a function of i by 

use of the appropriate response function. 

An understanding of the plasma can now be developed on the basis of 

conditional probabilities. Given that the wave power is absorbed by a certain 

group of electrons, a set of experimental obaeevables may he recorded and 

related to each other. For example, an observed increase in the current 

density or poloidal field energy should be directly correlated with an 

increase in radiation at certain frequencies. The precise mechanism of wave 

propagation and damping need not be uncovered, then, in order to infer the 

location and velocity of the resonant electrons, as well as other local plasma 

parameters governing the radiation. 

Similarly, if it is the theory of the radiation that is to be checked, 

then instead of plotting the observed radiation vs. input power, one might 

plot, e.g., the observed radiation vs. current-drive efficiency, or one might 

plot the observed radiation at one angle and frequency vs. that observed at a 

second angle and frequency. In these examples, one achieves an improved 

understanding of specific plasma processes, without the necessity of a 

complete picture of the evolving plasma. 

The response functions derived here are especially suited for such an 

approach. As a numerical tool, the identification of such inferences and 

correlations can be of great help in understanding experiments. after all, 

such a tool mimics most closely the likely thought processes of the plasma 
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experimenter. Paced with an unusual experimental result, the experimenter ia 

far more likely to attempt crude pattern matching and other correlations to 

reduce data, than to simulate conceptually the complete picture of the plasma 

evolution. A numerical tool that aids the experimenter in his natural 

approach to explaining an experiment may be of more direct use than the far 

more ambitious goal of providing a complete numerical simulation. 

The above approach lends to measurements of plasma radiation far more 

importance than might otherwise be suspected. These measurements are of 

little use in the construction of a numerical simulation. On the other hand, 

they could provide a wealth of information about the absorption of waves in P. 

driven plasma. 

VII. SUMMARY AND CONCLUSIONS 

This paper concerns itself with the description of effects associated 

with fast, relatively collisionless electrons, whose mean-free path may be 

long compared to other lengths of interest. it is possible that these few, 

fast electrons will contribute importantly to plasma transport, particularly 

in the case of an intensely rf-driven plasma. intense rf waves interacting 

primarily with fast electrons produce particle fluxes in velocity space that 

can substantially alter the distribution of electrons. The result may he a 

large change in the plasma current, synchrotron radiation, bremsstrahlung, 

runaway production, or other quantities associated with the transport of fast 

electrons. 

In order to calculate the plasma response to wave-induced fluxes in 

velocity space, we linearized the inhomogeneous dynamic Boltzmann equation, 

although the linearized equation is not much more easily solved numerically . 

than is the original equation, it is possible, because of the linearization, 

to find the Green's functions for quantities of interest. In Sec. Ill we 
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ident i f ied  an  adjoint  operator ,  defined  over  a  su i t ab le  inner  product,  t h a t 

allowed  ug  to  generate  adjoint  equations  for  ca lcu la t ing  these  q u a n t i t i e s .  By 

imposing  i n i t i a l  and  boundary  conditions  on  the  adjoint  equation,  plasma 

responses  may  be  ca lcula ted ,  via  &*.  (23),  for  a rb i t r a ry  waveinduced  fluxes 

f. 

An  important  s impl i f icat ion  in  the  p rac t i ca l  appl icat ion  of  B?.  (23) 

a r i s e s  from  our  a b i l i t y  to  infer  information  about  T  from  the  resonance 

condit ion,  as  discussed  in  Sec.  I I .  This  allows  us  to  compare,  for  example, 

l i ke ly  plasma  responses  per  power  diss ipated  as  the  phasing  of  the  waves  i s 

var ied . 

we  gave  several  examples  in  the  use  of  these  response  functions  in  Sec. 

IV.  These  examples  showed  how  useful  adjoint  equations  may  be  defined,  and 

how,  in  ce r t a in  l i m i t s ,  ana ly t i c  solut ions  are  ava i l ab l e . 

The  responses  associated  with  these  fas t  e lect rons  are  not  fluid  e f f ec t s , 

and  are  not  na tura l ly  found  in  small  meanfreepath  expansions  of  the 

Boltzmann  equation,  such  as  the  expansion  of  Chapman  and  Enskog.  In  Sec.  V, 

however,  we  showed  how  the  CE  expansion  may  be  modified  to  account  for  the 

wavedriven  fluxes.  An  expansion,  formally  in  two  small  parameters,  was 

/  proposed!  the  frequently  co l l id ing  bulk  p a r t i c l e s are  t reated  f l u i d l i k e , 

exactly  as  in  the  CE  expansion,  while  the  f a s t ,  longmeanfreepath  electrons 

evolve  subject  to  external  forces  and  subject  to  co l l i s i ons  predominantly  with 

bulk  e lec t rons  and  ions.  The  descr ipt ion  of  the  fas t  e lect rons  i s  fac i l t a ted 

by  the  use  of  adjoint  equat ions,  and  the  ef fec t  of  these  e lec t rons  on  the  bulk 

t ransport  processes  appears  in  the  higher  order  terms  describing  the  bulk 

p a r t i c l e s . 
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Although  the  response  funct ions  derived  here  can  be  d i r e c t l y  implemented 

i n  e x i s t i n g  transport  codes  that  s imulate  completely  the  evo lv ing  plasma,  we 

speculate  that  a  more  advantageous  use  of  t h i s  work  i s  through  the  development 

of  a  s e t  o f  c o r r e l a t i o n s  from  which  plasma  behavior  might  be  i n f e r r e d . 
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