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TROISIEME THEOREME FONDAMENT AL
DE REALISATION DE CARTAN

par A.A.M. RODRIGUES et Ngé van QUE

Introduction.

DEFINITION DES PSEUDO-GROUPES INFINITESIMAUX. — Etant donné T,
le fibré tangent d’une variété M (@™-différentiable), J,(T) désigne
Pensemble de tous les jets d’ordre k des sections (différentiables) du
fibré T sur M. J,(T) est encore un fibré vectoriel sur M, dont pour
tout X, un champ de vecteurs sur M i.e. une section de T, j*¥X est
une section (différentiable) :

P*X M - J.(T), x » j¥X

Rappelons que J,(T) désignant encore sans risque de confusion le
faisceau des sections de J, (T) sur M, J, (T) est un faisceau de R-algébre
de Lie [6], [10], [14] :

Je(T) p 1(T) > J(D)

[A*X,gi*Yl =f. g*[X, Y]+ f(X.2)i*Y —g(Y.f)r¥X

ou [X, Y] est le crochet de Lie des champs de vecteurs X et Y, f etg
sont des fonctions numériques (différentiables) sur M, et X .get Y. f
les dérivées de Lie de g et f par les champs de vecteurs X et Y.

Ce crochet d’algébre de Lie étant un opérateur différentiel d’ordre
I, nous en déduisons un morphisme de fibrés vectoriels sur M 7[14].

73 (D AT, (T) > J.(T)
T(GFIX L RrLY) = 5 (X, Y]

Si & et n sont deux sections de J,, ,(T), 7(§ ,n) est souvent noté par
[&,n], appelé le crochet formel de ces deux sections.
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A tout jet d’ordre k, on peut associer naturellement un jet d’ordre
k — 1, d’ou un morphisme naturel surjectif de fibrés vectoriels

m: I (T) > I, _(T)

Désignons par J_(T) la limite projective relative 4 ce morphisme des
J.(T), avec I'entier k tendant vers l'infini. Le crochet formel définit
alors sur J_(T) une structure de fibré d’algébre de Lie de dimension
infinie sur M, dont la fibre D, en un point a de M n’est autre que
'algébre des champs de vecteurs formels D(R") sur R”, n étant Ia
dimension de M (voir la partie L,i) plus loin). Remarquons que D, est
une algeébre de Lie filtrée compléte par rapport a la topologie définie
par sa filtration, ceci dit rappelons la définition des Pseudo-Groupes
infinitésimaux de Lie (notés simplement par P.G.1.) :

DEeFINITION [ 7], [14], [17], [18], [19]. — Un sous-faisceau d’algébre
de Lie 0 du faisceau d’algébre de Lie de champs de vecteurs sur M est
dit un P.G.1. (de Lie) si J,.(0), 'ensemble de tous les jets d’ordre k des
sections locales X de 0 est, pour tout entier k, un sous-fibré vectoriel
de 1, (T) et s'il existe un entier k, = 0 tel que 0 est le faisceau des
germes de solutions de Jk0 ).

Ainsi donc, pour tout entier k, E, = J_(0) est un systeme diffé-
rentiel régulier d’ordre k¥ dans T [7], [8], [15], complétement inté-
grable i.e. tout élément de E, est le jet d’ordre ¥ d’une germe de so-
lution de E, (précisément ici, une germe de section de ). Pour tout
entier k, E,,, est évidlemment contenu dans le systéme de prolon-
gement de E, :

E..i CL(E) NI, (T), ou pour tout entier r et fibré E (diffé-
rentiable) sur M, J, (E) est 'ensemble des jets d’ordre » des germes de
sections de E. On sait que par un argument Nothérien, Kuranishi [7]
a prouvé un résultat conjecturé par Cartan qu’il existe un entier k,
tel que si kK >k, , E, ., est exactement le systéme différentiel de pro-
longement de E, , i.e. E ., = J,(E)NJ, (1), et de plus il existe
un k,, plus grand que k,, tel que Ek2 est involutif [7], [8], [15}).

Dans le cas oi M est une variété analytique, les E, des sous-fibrés
vectoriels analytiques de J, (T), autrement dit des systemes différentiels
linéaires analytiques dans T, et 8 exactement le faisceau de toutes les
germes de solutions analytiques de Eko , ko étant son ordre, nous
dirons que 0 est un P.G.1. analytique.
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Etant donné un P.G.L 0, le faisceau des sections de E, (= J,(8))
est évidemment un sous-faisceau d’algébre de Lie du faisceau d’algébre
de Lie J, (T). On dit souvent pour cela que E, est un systéme diffé-
rentiel de Lie. En particulier, le crochet formel 7 de J, (T) induit le
crochet formel de E, a valeurs dans E, _, :

T:E,AE, > E, _,

Désignons de méme par J.(6), la limite projective des E, par rapport
au morphisme canonique sugectif # : E; = E,_,. Evidemment
J..(8) est un sous-fibré d’algébre de Lie de J_(T). En particulier, si
L,(0) est la fibre en un point a de J.(0), L, (0) est une sous-algébre
de D,, le fibre en a de J_(T). Nous associons ainsi & tout P.G.I. 6 une
sous-algébre L,(6) de D, .

Le troisiéme théoréme fondamental de réalisation de Cartan
consiste a4 associer inversement a toute sous-algébre de Lie transitive
L, de D, un P.G.L analytique “local” 6 tel que L,(8) soit isomorphe
a L. Nous allons donner un énoncé plus précis de ce théoréme. Notre
travail est de démontrer en plus un théoréme de réalisation relative et
homogeéne, dans un sens 3 comprendre ultérieurement. Ce travail est
basé sur les idées qu’a esquissées le second auteur dans une série de
notes aux C.R. de I’Académie des Sciences de Paris [17]. Il est a
signaler que certains de nos résultats concordent avec ceux obtenus
indépendamment par H. Goldschmidt dans un tout autre formalisme

[2].

I. Théoréme de Réalisation de Cartan.

i) Algébre de Lie transitive filtrée complete.

Pour fixer les notations, nous allons rappeler ici quelques notions
algébriques devenues plus ou moins classiques. Le probléme considéré
étant un probléme local, nous pouvons supposer la variété M étre
I’espace numérique R” de dimension #n, noté plus simplement par V.
Alors l'algebre de Lie infinje D,, la fibre a l'origine a de I’espace
vectoriel V = R” de J_(T), est I'algébre D(V) des champs de vecteurs
formels sur V, plus précisément D(V) étant I’algébre des séries for-
melles sur V 2 valeurs dans V :
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D(V) = R[V*] eV

ou R[[V*] est I'algébre des séries formelles sur V, et pour la structure
d’algébre de Lie, on a

(Peu,Q®v]=P.(0,Q®v ~Q.(0,P)®u

0, Q et 9,P étant des dérivées par rapport au vecteur u et v des séries
formelles Q et P.

Evidemment D(V) est une algébre de Lie filtrée compléte :

D(V)=D_,2D,DD;D---D2D,D---

ou D, est 'ensemble des séries formelles qui s’annulent 4 'ordre k a
lorigine a de V.

Soit L une sous-algébre fermée de D(V), ayant une topologie
définie naturellement par la filtration. Sur L, on a la filtration induite :

LDL_,DL,D>L,>---DL, D

Désignons respectivement par D* et L*, les algébres tronquées D(V)/D,
et L/L,. On a naturellement les suites exactes, la premiére contenant
la seconde,

L

0~ S5V* eV > D¥ > D! 5 0
U U U
0 g~ L*5 Lt > 0

ott S¥(V*) ® V est Iespace des polyndmes homogénes de degré k sur
V i valeurs dans V. D® est naturellement isomorphe 4 V ; rappelons
i ce propos que l'algébre L est dite sous-algébre transitive de D(V) si
L?, sous-espace de D, est égal a D° = V.

La filtration de L induit sur le tronqué L¥ une filtration :

I¥=1* oLf>---DLF_,

ob Lf_ p = L _p/Ly . Et le crochet de Lie dans L définit naturellement
le crochet formel 7 :

:LfALF > 1!

T(x,y) =[x, y]
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permutable avec le morphisme canonique 7 : LY - L?77 je.
wlx, y] = [v(x),n(»)] .

Muni de cette filtration et de ce crochet formel, L* est appelé I’algébre
tronquée filtrée de L i 'ordre k.

Désignons par P I'opérateur d’antisymétrisation canonique :
d:APV*eSK (V) eV » Atiyre sFTl(VH eV

Nous pouvons le restreindre au sous-espace A V¥ ® g¥ et en déduisons
une suite cohomologique [15], [20] :

0> g7 b vreghtr-t & Ry*eghtr=2 5 ... 5 py* e

Nous disons que Palgébre L est involutive d l'ordre k, si la suite pré-
cédente est exacte pour tout entier p et tout entier K 2 k. Nous y
avons pris la convention que g° = L% et g’ n’est pas défini pour r
négatif.

Il existe une définition abstraite de l’algébre de Lie filtrée tran-
sitive compléte (et par suite la notion d’isomorphisme) telle qu’ont
donnée Singer et Sternberg [3], [19]. Nous ne la redonnerons pas
rappelant qu’il existe en effet un théoréme dit de réalisation {4]:
Toute algébre de Lie filtrée transitive compléte est isomorphe comme
algébre de Lie filtrée a une sous-algébre transitive fermée L de D(V),
V étant Iespace numérique R"” pour un certain entier ».

Soient alors données deux sous-algébres fermées transitives L et
H de D(V), que nous supposons involutives a4 1’ordre k. Rappelons
que les tronqués L* et H* sont dits isomorphes si et sculement si nous
avons un couple d’isomorphismes linéaires (p , p) rendant le diagramme
suivant commutatif :

A~

L* — > H*

Lk—-l 4 - Hk—-l




256 A.A.M. RODRIGUES ET NGO VAN QUE

et tel que, x et y étant deux éléments quelconques de L,

plx,ylI=100G), 7]

Nous avons alors un théoréme de Rim [16] disant que si L* et H* sont
isomorphes, alors L et H sont isomorphes comme sous-algébres filtrées
fermées de D(W), ol W est P'espace vectoriel D¥! = D(V)/D, _,. En
effet, L et H sont canoniquement des sous-algébres fermées de D(W) ;
et dire qu’elles sont isomorphes comme sous-algébres de D(W) revient
a dire qu’elles sont isomorphes comme algébres de Lie filtrées L% et
H® avec une filtration décalée a 'ordre k :

= 7k — 1K) (k) ~ .. (k) 5 ...
L=L®=10%>5LF>---oLM>
et
— k) _ k k k
H=H® =H®>HP> ---0HPD...

avec respectivement

k) k) _
L¥=1,,, e HY=H,,.

Si nous supposons en plus que p est un isomorphisme d’espaces
filtrés de L* avec H¥, avec la filtration induite par celle de L et H,
— nous disons alors que les algébres tronquées filtrées L* et H* sont
isomorphes — on a en plus le résultat que L et H sont isomorphes
comme sous-algébres filtrées fermées transitives de D(V), et alors il
existe un automorphisme de D(V) transportant L sur H [4]. Citons le
résultat dii au second auteur précisant que tout automorphisme de
D(V) provient de fagon canonique d’une application formelle de V
dans V inversible {12] :

f:v=R"~>R"

fet, ., xm =, o f™, les f1osont des séries formelles
des x' et I'inverse f ™! existe comme application formelle. Pour ce qui
nous concerne, nous demandons en plus au lecteur de vérifier avec les
techniques diies a Hayashi et Rodrigues que si L et H sont isomorphes
comme sous-algébres filtrées de D(V), involutives a ’ordre k, il existe
une application polynomiale f : V — V inversible (i.e. les f i sont des
polynomes des x' et Iinverse f~' existe et est alors une application
analytique) telle que f transporte 'algébre L en une sous-algébre L,
dont le tronqué L* est exactement H* (les tronqués L* et H* étant
des sous-espaces de p* = D(V)/D,).
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ii) Théoréme fondamental de Cartan

Soit L une sous-algébre fermée transitive de D(V) que nous
supposons étre involutive 4 Pordre k. Par la théorie de prolongement
on sait que L est aussi canoniquement une sous-algébre fermée, tran-
sitive et involutive a 'ordre 1, de D(L¥ '), o L* ! est le tronqué a
lordre £k — 1 de L. Considérons la suite exacte

0->gt> LS L' >0
et on a donc g comme algébre d’opérateurs sur L¥ !,
gec@fHrelk !,

Désignons par A une scission quelconque donnée de la suite
exacte précédente :

A:L¥7' > ¥ telle que 7 o X = Identité sur L¥ ~!.Le crochet
formel de L*, a valeurs dans L"‘l, définit alors une application ¢ :

c: Lk—l ALk——l — Lk—l

c(x,y)=[xx),x()] .

Considéré comme un élément de (A2L*~!)*® L*~! Papplication ¢
n’est définie en dépendant de la scission A que modulo le sous-espace
d((L* ~1)* @ g¥), et est ce qu’on appelle les constants de structures de
Cartan a Yordre k de lalgébre transitive L.

Reprenons la notation de Hayashi [4], désignons par c¢? Pappli-
cation
¢ BLFT 5 Lk

Ax,y,z)=clex,y),2) + cle(y,2),x) +clcz,x),y)

Alors on vérifie immédiatement que comme élément de I'espace
(WBLFH*e ¥~ ona:

C-1) ¢? = 0, modulo 3((A2 L¥~1)* e gk).

D’autre part, lalgébre de Lie d’opérateurs g¥ sur Iespace | Sty
g’étendant de fagon usuelle en une algébre d’opérateurs sur

(/\2 Lk—l)* ® Lk—l ,

on a aussi pour tout u de g~ :
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C-2) u(c) = 0, modulo d((L¥ ~1)* & gk).
Les derniéres relations C-1) et C-2) sont dites les identités de Cartan.

Ceci dit en précisant notre hypothése et les notations, nous
allons énoncer le théoréme fondamental de Cartan, sans refaire la
démonstration ([1], voir aussi [5]). Cartan a en effet donné une dé-
monstration de son théoréme a 'aide de la théorie des systemes dif-
férentiels extérieurs, sur laquelle il serait trop long & revenir [1], [7],

(8], [11].

Précisons d’abord que 8 étant une 1-forme différentielle sur une
variété M a valeurs dans un espace vectoriel K de méme dimension
que M, 0 est dite de rang maximal, si pour tout élément x de M, 6,
est un isomorphisme linéaire de I'espace tangent T, en x avec I'espace
vectoriel K.

THEOREME FONDAMENTAL DE CARTAN [1]. — Avec les données pré-
cisées précédemment, il existe un ouvert U de L* et une 1-forme exté-
rieure analytique (w , 0) de rang maximal, définie sur U et d valeurs
dans I'espace vectoriel (g%) x (L¥™Y), telle que pour la différentielle
dd on a :

dd =c@,0)+wno

Pour expliquer la derniére égalité, prenant deux vecteurs tangents x et
y en un point quelconque de U, on a par définition :

di(x,y) =cO(x),0(») + 1/2(w(x) [06(M] — w(¥) [0 ()]

Nous pouvons supposer Pouvert U contenir I'origine a de L*, et L¥
étant identifié canoniquement avec I’espace tangent T, (U), que nous
avons la condition initiale (w, , 8,) correspondre a la décomposition
de L* au produit (g*) x (L*¥~1) définie par la scission A, i.e.

6,=m

et pour tout x de L*, x = N0 0,(x) + w, ().

Soient (X,), 1 <i<m = dimension de L*, une base libre de champs
de vecteurs sur U. Considérons le systeme différentiel analytique E
d’ordre 1 dans T, le fibré tangent sur U :

ECJ,(T)
X, +ulucT*e T, 2(X)0 +u®)=0

et fiR(X)do + u(dd) =0
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ou £(X,) est la dérivation de Lie, et u(0), u(df) s’expliquent comme
T* ® T opére de facon canonique sur les espaces de formes extérieures.

Le systéme différentiel E est le systéme dont les germes de solu-
tion sont des germes de champs de vecteurs X sur U laissant invariante
la forme 0, i.e. £(X)6 = 0 [14].

De nouveau par la théorie des systémes différentiels extérieurs,
on démontre que E est un systéme complétement intégrable, involutif
a Yordre 1. Autrement dit, si 8 est le faisceau de toutes les germes de
champs de vecteurs analytiques sur U laissant invariant la forme 0,
6 est un P.G.I. analytique sur U et J,(6) = E. On vérifie facilement
que E se projette surjectivement par I'application canonique 7 sur T,
ce qui veut dire que J (0) =T ;0 est donc un P.G.L transitif sur U.
De fagon plus précise encore, on a L (6) une sous-algébre transitive
fermée, involutive a4 ’ordre 1 de D(L¥).

Désignons alors pour simplifier par H le tronqué i l'ordre 1 de
L,(6) ; H est donc la fibre en a de E. Nous noterons par % le noyau
de H sur L* :

0>h->H-—>1L1L"->0

Ceci dit, nous allons démontrer cependant les deux lemmes algébriques
suivants, comme ils ne sont pas explicites dans Cartan :

LEmMME 1. —
k+1

h=g

Preuve. — En effet, h et g€*! sont canoniquement des algébres
d’opérateurs sur L¥. Donc I'égalité a un sens. Rappelons que g©*! est
aussi le sous-espace de (Lk_l)* ® g*¥ tel que la suite suivante est
exacte :

0 ._)gk+l — (Lk_l)* ng _3’ (A2Lk—l)*®Lk—l
Or revenons a la définition donnée du systéme différentiel E, on a :
h={ue@** L, u@,)=0 et u@d,)=0}.

Rappelons que m = 6, : LF - L*1 . dire que u{m) = 0 est équivalent
a dire u est a valeurs dans le sous-espace g* de L*. D’autre part x ety
étant deux vecteurs de L*, on a par la formule de d :
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u(dd) (x,y) = e(m(ux),n(y)) + c(n(x), w(uy))

+ 1/2(w, (ux) [ ()] + w, (x) [7@)])

1/2(w, (wy) [7 ()] + w, (¥) [7(ux)])

Si nous supposons que u(m) = 0, i.e. w(ux) = 0 pour tout vecteur x,
on a simplement comme deuxiéme condition :

2u(dd,) (x, y) = w,(ux) [1(¥)] — w,(uy) [r(x)] =0

Ceci étant vrai pour tout y, si x est dans g, i.e. 7(x) = 0, on doit
avoir ux = 0. Autrement dit, # doit passer au quotient L¥/g* = L*¥~*,
Donc 4 est canoniquement un sous-espace de (L~ H* e g¥, et rappelant
que w, restreint a g¥ est lidentité, on a

hC (Lk—l)* ®gk
={ue@* NH*eg ux)yl—u0)[x]=0,x e yeLF~!}

Ainsi donc nous avons aussi canoniquement la suite exacte :
- 3 - _
0 > h > (Lk l)* @gk__) (A2Lk 1)*®Lk 1 /

Remarque. — Comme par hypothése Palgébre L est involutive a
Iordre k, g€*! est une algébre de Lie involutive sur L¥. Le lemme I

est la condition algébrique pour que E soit un systéme différentiel
involutif,

Rappelons que H est une algébre tronquée sur L*, i.e. munie du
crochet formel :
7:HaH - L*

(x,y) > [x,¥]
LeMME 2. — Pour tout couple d’éléments (x,y) de H, on a

7([x,yD = =), 7]

le second membre étant évidemment le crochet formel défini par
Lalgébre L de deux éléments de L* ¢ valeur dans L¥ !,

Preuve. — Par définition: H=1] ; (), 'ensemble des jets d’ordre 1
au point a € U des germes de sections de 8, nous pouvons poser
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x=jlX ety =]'; Y, X et Y étant des germes de section de 6.
On sait que, L* étant identifié avec I’espace tangent T, (U),

[x,y] =I[X,Y],
la valeur en a du crochet de Lie des champs de vecteurs X et Y.
D’autre part, X et Y laissant invariant la forme 8, on a
0=(2X)0)(Y)=X.0(Y)—-06[X,Y]
0=(LYHX)=Y.0(X)—-8[Y,X]
D’oti, par la formule classique :
do(X,Y)=X.68(Y)—-Y.0(X) - 0{X,Y},

nous avons
do(X,Y)=0[X,Y].

Ainsi, de la formule de d@, on a
O[X,Y]=c(0(X),0(Y)) + 1/2(w(X) [0(Y)] — w(Y) [6(X)D

Prenons la valeur en a des deux membres de la derniére égalité, et
‘ -1
rappelant que 6, = 7 : L > ¥ , nous avons

m([X, Y]) =cm(X), m(Y,) + 1/2(w,(X) [7(Y)] — w, (Y) [7(X,)D
Revenant 4 la définition de ¢, le second membre est donc :
Ao m(X), Ao (Yl + 1/2(w,(X) [7(Y,)] — w, (Y) [7(X)]D
=[N em(X) + w,(X),Ae w(Y) + w,(N] =[X,,Y,]
Comme X, = 7(x) et Y, = w (¥), nous avons donc
w([x,yD=7(X,Y]) = [rx),7(»] ./

Le lemme 1 et le lemme 2 précédents impliquent que H est une
algébre tronquée de prolongement de I'algébre tronquée L* [4]. Alors
de nouveau par un résultat de Rim, cité déja en I-i) [16], on déduit
que L, (0), sous-algébre fermée transitive de D(Lk), est isomorphe a
I'algébre L donnée, considérée comme sous-algébre de D(LY ; autre-
ment dit, rappelons-le, L,(0) munie de la filtration induite par celle
de D(L*) est isomorphe a Ialgébre L* V) qui est L munie de la fil-
tration décalée i 'ordre k& + 1.
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En résumé, omise la démonstration par la théorie de systémes
différentiels extérieurs que le systéme différentiel E est complétement
intégrable, nous avons prouvé le théoréme suivant, connu couramment
comme la seconde partie du théoréme fondamental de Cartan :

THEOREME FONDAMENTAL DE CARTAN SECONDE PARTIE. — Etant
donné louvert U de L*, muni de la 1-forme extérieure analytique 9
comme il a été dit dans le théoréme précédent le faisceau 8 de toutes
les germes de champs de vecteurs analytiques sur U, laissant invariant
la forme 0, est un P.G.I, analytique transitif sur U, tel que si a est un
point de U, L, (0) est isomorphe a I'algébre décalée L¥** Y ge Palgébre
L donnée.

Remarque. — En particulier, l'algébre L, (0) est isomorphe a
lalgébre L comme algébres topologiques, les filtrations respectives
induisant une topologie naturelle sur L (6) et L. Le dernier théoréme
est donc déja effectivement un théoréme de réalisation. Cependant
nous allons prouver par un passage au quotient du dernier théoréme
qu’on peut de fait réaliser 'algébre L avec sa filtration donnée. Ce
résultat est évidemment plus ou moins implicite dans les travaux de
Cartan.

iii) Théoréme de Réalisation.

Soit 8 un P.G.I. transitif sur une variété M. Etant donné un
point @ de M, nous avons donc L,(6) une sous-algébre fermée transi-
tive de D,, la fibre en a de J.(T), i.e. nous avons I’application natu-
relle surjective :

L@0)— L@ =T, > 0
ou T, est I'espace tangent en a de M.

Prenons un p-plan P, contenu dans T, . Supposons par hypothése
que
H, = #=1(P,)

a

est une sous-algébre de L (6). En particulier donc P, est un sous-espace
vectoriel de dimension p de T,, invariant par l’algébre linéaire d’iso-
tropie g; de 6, g‘} étant précisément le noyau de la suite exacte :
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0-~g - LI ~>T,~>0

Par la théorie classique des G-structures, on sait alors que le Pseudo-
groupe I' des difféomorphismes locaux de M, obtenu de fagon habi-
tuelle en intégrant les germes de champs de vecteurs X de 8, déplace
P, pour définir une distribution de p-plans P sur la variété M, qui est
invariante par 8. Le lemme suivant a été donné dans [13], comme sa
démonstration est assez simple, nous allons la répéter :

LeEMME. — La distribution P de p-plans, ainsi construite sur M,
est complétement intégrable.

Preuve. — Soit E; = J,(0), I'’équation de Lie d’ordre 1 de 0 :
0->g'>E—=T->0

Désignons par H! le sous-fibré de E, défini comme I'image inverse
7~1(P) de la distribution. L’hypothése sur P, implique que le crochet
formel de deux éléments quelconques de H} est dans P,. Comme le
crochet formel est invariant par transport défini par des difféomor-
phismes, nous avons plus généralement :

7T:E, nE T
W) U
H'AH!' > P
Soit X, Y deux germes de sections quelconques de P. Comme 6
est transitif, nous pouvons écrire X (et Y) comme des combinaisons

linéaires (finies) des germes de champs de vecteurs & de 6 (respecti-
vement nl.), a coefficients des germes de fonctions :

X=f%, e Y=gin §,n€0
Alors,
X'=f'j't et Y =¢gljtn
sont des sections de H, qui se projettent par 7 sur X et Y. Rappelons
que [12]
X' . YD=15"%.¢i'n] = e [§ ,n)

Le dernier membre est donc une section de P. D’autre part,



264 A.AM. RODRIGUES ET NGO VAN QUE

[X,Y]=F1§&,.YI— (Y. /)
=f'lg,YI—&g ;. %
=fl&.Y) —&n; , X1 — £ 815 . m))

Comme la distribution P est invariante par 0, les crochets de Lie
[77/' , X} et [§, Y] sont aussi des sections de P. Ainsi [X, Y] est une
section de P ./.

Remarque. — Inversement, le méme calcul montre que si P est
une distribution de p-plans complétement intégrable et invariante par 0
alors P vérifie notre hypotheése, i.e. H, = W‘I(Pa) est une sous-algébre
de L, (6).

La distribution P définit donc un feuilletage sur M. Comme nos
considérations sont locales, nous pouvons supposer que le feuilletage
considéré correspond a une fibration (M, p , N), i.e. une submersion
p de M sur N telle que x €N, le fibre p~ ! (x) est une feuille (par défi-
nition connexe) du feuilletage. Le P.G.I. 8 laissant invariant alors la
fibration est donc un faisceau de champs de vecteurs projetables par p
sur N. Nous désignerons par 6, 'image directe par p du faisceau 0
dans le faisceau des champs de vecteurs sur N. Citons & propos le
résultat di 4 Kuranishi et Rodrigues, dont pour la démonstration,
nous renvoyons i [9], {17].

ProrosiTiION 1. — Soit 8 un P.G.I. analytique transitif sur M,
laissant invariant une fibration analytique (M , p , N) d fibre connexe.
Le faisceau 0, qui est I'image directe par p de 6, est un P.G.I. analy-
tique transitif sur N.

Si 6 est un P.G.I. analytique, comme nous allons le supposer
dans la suite, la distribution P, qui est invariante par 8, est une dis-
tribution analytique et par suite la fibration considérée (M, p , N)
est analytique (p est une submersion analytique). Nous pouvons donc
appliquer la derniére proposition pour dire que 8 est un P.G.l. ana-
Iytique transitif sur N. Désignons par b, 'image p(a). Nous allons
maintenant définir algebre filtrée L, (0) & partir de L,(6) et P,.

Pour cela, rappelons d’abord que le tronqué i 'ordre k H* de
lalgébre H, n’est autre que le sous-espace 7~ '(P,) contenu dans le
tronqué LX(6) [17].
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LY@y > 1,->0.

Désignons par N', le sous-espace de H' formé des éléments x tels
que le crochet formel de x avec tout élément y de L: (0) est dans P :

N'={x€H',[x,L}(®)]CP,}
Plus généralement, par induction, posons avec une notation évidente :
N ={xeH*,[x,LF@®)c N1}

On vérifie immédiatement que 7 étant la projection canonique :
L¥ > ! ,ona 7r(Nk) C N¥~'. Comme L,(0) est la limite projective
des LZ(O) relativement a la projection w, la limite projective N de N*
relativement 4 7 est canoniquement un sous-espace de L, (), plus
précisément, comme on peut vérifier, une sous-algébre normale de
L,(8), contenue dans H, :

NCH,CL,®) .

ProrosITION 2. — Les notations étant précisées précédemment,
L, (8), sous-algébre transitive filtrée fermée de D,, est isomorphe
comme algébre filtrée a l'algébre filtrée transitive L = L (0)/N, dont
la filtration est définie par la donnée L, = H /N C L.

La démonstration de cette proposition ne présente aucune diffi-
culté. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur a un travail de
Petitjean [12] (voir aussi [13] et [17]). Disons simplement qu’on
vérifie sans peine que N¥ est 'ensemble des jets ]': X des germes de
champs de vecteurs X de 8, qui sont “tangents 4 'ordre k” ena a la
fibre passant par a, et H, est le complété de I’espace des jets infinis
en a des mémes germes de champs de vecteurs tangents en a 3 la
fibre.

Remarque. — 1) N est aussi la sous-algébre de H, formé des
éléments x tels que le crochet successif de x avec un nombre quel-
conque d’éléments de L,(0) est encore dans H, :

N={x€EH,,[...[x,L®)],...,L,6)]CH)}

2) Nous démontrerons de fait dans la suite que si N est une sous-
algébre normale quelconque d’une algébre filtrée transitive, 1’algébre
quotient L/N est canoniquement une algébre filtrée transitive.
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3) Rappelons qu’étant donnée L, un sous-espace d’une algébre
de Lie L, on peut définir sur L une filtration naturelle :

L=L ,D2L,2L,D2---DL,2---
en posant par induction :
Lk+1 ={x€Lk’[-x;L]CLk}-

Ces préparatifs étant faits, revenons donc a I’hypothése du
théoréme fondamental de Cartan seconde partie. Soit donc donné
une sous-algébre fermée transitive L de D(V), involutive & Yordre k.
Par le méme théoréme, on a un P.G.1. analytique 8 défini sur un ouvert
U de L*, tel que a étant un point de U, L, () est isomorphe a I’algebre
L**D e L avec une filtration décalée & I'ordre k + 1. Par un abus
de notation, qui ne risque pas de confusion, nous noterons L,(6) par
L, autrement dit nous identifions L, (f) avec I'algébre L. Ceci dit,
I'espace tangent T, est donc aussi identifié avec L* ; et nous avons
le sous-espace P, :

P=LE=L/L,CLL, =LF=T, .

Alors H, = n“‘(Pa), sous-espace de L,(6), n’est autre L,, qui est
une sous-algebre de L. Nous pouvons donc appliquer le lemme. Plus
précisément, en réduisant au besoin 'ouvert U, nous avons une fibra-
tion analytique a fibre connexe (U, p , W), avec W pouvant étre iden-
tifié avec un ouvert de V = R"” donné, invariante par 6. Appliquons
alors les derniéres propositions et nous avons un P.G.I. analytique
transitif 0 sur W, tel que b = p(a), L, (6) est isomorphe a I'algebre
filtrée transitive L/N avec (L/N); = Ly/N. Or N est d’aprés notre
remarque 1) précédente :

N={x€Ly,,[...[x,L],...,L]ICL,}
ce qui veut dire que NC L, pour tout k. Comme L est une sous-
algébre de D(V), on a Q L, = 0. La sous-algébre normale N est donc

nulle ; L,(6) est isomorphe & l'algébre L avec la filtration originale
donnée. Ainsi nous avons prouvé le théoréme suivant, qui est une
conséquence, rappelons-le du théoréme fondamental de Cartan :

THEOREME DE REALISATION. — Etant donnée une sous-algébre tran-
sitive fermée L de D(V),V = R”, il existe un P.G 1. analytique 0 défini
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sur un ouvert U de V tel que a étant un point de U, L, (0) est iso-
morphe @ L. comme sous-algébres de D(V).

Nous rappelons a4 ce propos que L,(0) est canoniquement une
sous-algébre de D(V). D’autre part d’aprés ce que nous avons dit i la
fin de la section I-i), il existe une application polynoémiale ¢ “inversible”
de V dans V, avec ¢(a) = a4, transportant I’algébre L,(6) en une sous-
algébre L de D(V) telle que lentier & quelconque étant donné, ¢
dépendant donc de cet entier, I’algébre tronquée L_" soit exactement
lalgébre tronquée L¥ de lalgébre L. Evidemment nous pouvons
considérer I’application ¢ comme un difféomorphisme analytique de
U avec un autre ouvert W de V, contenant a, transportant 6 en un
autre P.G.L. analytique 6 défini sur W, tel que L,(6) = L. Autrement
dit nous avons ce corollaire :

COROLLAIRE. — Etant donnée une sous-algébre transitive fermée
L de D(V), il existe un P.G.I. analytique 0 défini sur un ouvert U de
V, contenant un point a donné, tel que Ientier k étant donné a priori,
Lf,‘ (0) soit exactement l'algébre de Lie tronquée L* de l'algébre L.

I1. Théoréme de Réalisation Relative et Homogéne.

i) Théoréme de Réalisation relative.

Nous désignerons par (H, L) tout couple de sous-algébres transi-
tives fermées de D(V), tel que L contient H :

HCLCD(V).

Nous dirons que deux couples (H,L) et (H, L) de sous-algébres de
D(V) sont isomorphes §’il existe un automorphisme de D (V) trans-
portant les algébres H et L respectivement en H et L. Rappelons a ce
propos la proposition suivante (voir [4] dont la proposition n’est que
le théoréme 2 écrit sous une autre forme) :

PROPOSITION. — Etant donnés deux couples (H,L) et (H,L) de
sous-algébres transitives fermées de D(V), avec L et L involutives d
Pordre k, s’il existe un isomorphisme @ des algébres tronquées filtrées
L¥ et L* tel que p(H*) = H*
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L* - % o L*

V) U

Hk—_——)Hk

alors les deux couples (H,L) et (H, L) sont isomorphes.

Soit donc donné un couple (H,L) de sous-algébres transitives
fermées de D(V). D’aprés le théoréme de Réalisation, section I-iii), il
existe donc un P.G.l. analytique @ défini sur un ouvert U de V, que
nous pouvons supposer simplement connexe et contenant l’origine a
de V, tel que I'algébre H = L (0) soit isomorphe a4 H. Désignons par ¢
l'isomorphisme de D(V) transportant H en H. Notons par L, la sous-
algebre ¢(L) de D(V) ; nous avons évidemment ainsi un couple (H, L)
de sous-algébres transitives fermées de D(V) isomorphe au couple
H,L).

Notons alors par I' Ie Pseudo-groupe des difféomorphismes locaux
de U, obtenus de facon habituelle en intégrant les champs de vecteurs
X de 0. Précisons que nous avons pour tout entier £ :

LF@) = H* CL* c D*(V) = J,(D)|,, la fibre en a de J,(T), T
étant le fibré tangent de U.

On sait que I' est un groupoide d’opérateurs sur J (T) par la
théorie de prolongement, dont le groupe d’isotropie en a laisse évidem-
ment invariant le sous-espace L* de J,(T)|,. Par la théorie classique
des G-structures d’ordre supérieur, I' déplace donc L* pour définir un
sous-fibré vectoriel analytique F, de J, (T). Ceci étant fait pour tout k,
les propriétés suivantes sont facilement vérifiées :

1) F, 2 1,(8) = E,, équation de Lie d’ordre k£ de 6
2) n(F,) = F,_,, m étant le morphisme J (T) = J, _,(T)

3y 7: F, aF, = F,__,, i.e. le crochet formel de deux éléments
de F, est dans F, _,.
LEMME. — Pour tout entier k, le systéme différentiel F, est

contenu dans le systéme de prolongement de F, _, :

Fk C Jl(Fk—l) m Jk(T)
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Preuve, — Désignons par D l'opérateur de Spencer ; 'opérateur
différentiel d’ordre 1 :

D:J(T) > T*&J,_, (T
fi*X > drejk-1x

D’aprés un résultat connu [10], [14], comme n(F,) = F, _, il suffit
pour démontrer le lemme de montrer que I'opérateur D restreint a F,
est & valeurs dans T* @ F, _, :

D:F, - T*®F,

-1

Soit donc s une section de F,, que nous pouvons écrire localement
s=f'j*X, (sommation finie)

Quelque soit Y, une germe de section de @ ; par construction 6 laisse
invariant F,_, donc pour le crochet de Lie dans J,(T), on a [ i*Y,s]
comme une section de F, . Or

Y, s1=[*Y,Ffi* X1 = (Y. H5*X, + 1Y, X,]
D’ol %Y sl = (Y. O X + YL X
=Y. 'X + [i*Y,s]

Comme F, D J _(6), j*Y est aussi une section de F, . D’aprés la pro-
priété 3) précédente, [j*¥Y ,s] est donc une section de F,._,,etde
méme évidemment le premier membre de la derniére égalité ; nous
avons donc

(Y. D% X = Dy

comme une section de F, _, . Ceci étant pour tout Y dans 0, et que 60
est un P.G.I. transitif sur U, on a D(s) une section de T* ® F, _, ./.

Il en découle que si I'algébre de Lie L est involutive a Pordre k,
le systéme différentiel analytique F, est involutif, donc complétement
intégrable. D’autre part, c’est aussi une équation de Lie. Désignons par
6, le faisceau de toutes les germes de solutions analytiques de Fj ;
0, est un P.G.L analytique transitif sur U, dont le P.G.I. 6 est un
sous-P.G.1. Précisons qu’on a pour tout k, J,(8,) = F, et L,(6,) = L.
Ainsi nous avons prouvé le théoréme suivant :
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THEOREME DE REALISATION RELATIVE. — Etant donné un couple
(H,L) de sous-algébres transitives fermées de D(V), il existe deux
P.G.1. analytiques 0 et 0, définie sur un ouvert U de V, tels que

1)6Co,

2) a étant un pointde U, H =1 _(0)et L=L,(0,) ona (H,L)
isomorphe au couple (H,L) donné.

De nouveau, d’aprés ce que nous avons dit 4 la fin de la section
i) ou plus précisément en appliquant le corollaire du théoréme de
réalisation de la section I-ii), nous pouvons supposer H = L, (0)
admettant comme algébre tronquée H* I'algébre Hk, Palgébre tronquée
de H. Alors l'automorphisme ¢ de D(V), transportant H et H, peut
étre supposé égal a Pidentité “a4 P'ordre K, ou plus précisément tel
que L = ¢(L) admet la méme algeébre tronquée a 'ordre k£ que L, i.e.
L*¥ = L*. D’ou ce corollaire

COROLLAIRE 1. — Etant donné un couple (H , L) de sous-algébres
transitives fermées de D(V), et un entier k quelconque, il existe deux
P.G.I analytiques 0 er 0, définis sur un ouvert U de V tels que

nece,

2) a étant un point de U, H =1L,(0) et L = L,(8,) les couples
(H, L) et (H, L) sont isomorphes et de plus on a H* = I;I" et LF = Lk.

Nous pourrons aussi nous donner au préalable un P.G.1. analytique
transitif § défini sur une variété M, que nous supposons étre un ouvert
de V (nos considérations sont en effet d’ordre local). Soit alors H une
sous-algébre transitive fermée de D(V), contenue dans L = L,(0), a
étant un point de M. Appliquons alors le corollaire précédent et réali-
sons le couple (H, L) par deux P.G.L. 6 et 6, définis sur un ouvert U
de V, contenant a. Or d’aprés le théoréme d’équivalence [13] de
Petitjean et Rodrigues, comme L (8) et L,(8,) sont isomorphes et de
méme algébre tronquée a ’ordre k, il existe un difféomorphisme ana-
lytique d’un ouvert W de U, contenant a, dans la variété M, difféo-
morphisme qui est égal 4 l'identité “a Pordre kK en a, et transporte
6, en 6. Ce méme difféomorphisme transporte évidemment le sous-
P.G.I. 9 de 6, en un sous-P.G.L. 8" de 6, t.q. L(8) est isomorphe a H
et admet méme comme algébre tronquée a Vordre £ donné Ialgébre
tronquée H*. En résumé, nous avons donc ce corollaire
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COROLLAIRE 2. — Etant donnée une sous-ulgébre transitive fermée
Hde L =L,(9,), l'algébre formelle en a d'un P.G.I. analytique tran-
sitif 0, défini sur un ouvert U de V, il existe un sous-P.G.I. 6 de 0,
défini éventuellement seulement sur un ouvert W, contenu dans U et
contenant le point a, tel que L,(0) est isomorphe a H et en plus on a,
Uentier k étant donné a priori,

LF@) =H* .

Remarque. — Notre démonstration du théoréme de K éalisation
relative montre de fait le résultat suivant : Soit donné un P.G.IL
analytique transitif 8 sur une variété M simplement connexe. Alors
pour toute sous-algébre fermée L de D(T,) contenant H = L,(0), il
existe un P.G.L. analytique 60,, contenant 6, défini sur M tel que
L,(6,) =L.

ii) Sous-algébres homogeénes

Dans le travail que nous avons déja donné comme références
[18], le second auteur a considéré la catégorie des P.G.I. homogénes
dont voici la définition

DEFINITION DES P.G.I. HOMOGENES. — Un P.G.I. 8 défini sur une
variété M est dit homogene si son normalisateur dans le faisceau T
d’algébres de Lie de toutes les germes de champs de vecteurs sur M
est un faisceau transitif.

La définition veut dire plus précisément que pour tout point a
de M, il existe une base libre (X;), 1 <i<n dimension de M, de
champs de vecteurs définis sur un voisinage U de a telle que sur U,
ona [X;,0]C46. On a a ce propos le théoréme suivant :

THEOREME. — Si 8 est un P.G.I. analytique homogéne défini sur
une variété M, alors son normalisateur N(8) est un P.G.I. transitif
sur M.

La catégorie des P.G.L. analytiques homogenes a été introduite
par le second auteur comme une catégorie naturelle contenant comme
sous-catégorie la catégorie des germes de groupes de Lie et admettant
la notion de noyaux et de co-noyaux (voir les théorémes du noyau
et du quotient dans [18]).
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A cette catégorie, il correspond la notion des sous-algébres homo-
génes de D(V). En effet, si 8 est un P.G.1. analytique homogéne défini
sur une variété M, alors a étant un point de M, N = L (N(8)) est
facilement démontré étre le normalisateur de L, (0) dans I'algébre
D(T,). D’ou la définition naturelle suivante :

DEFINITION DES SOUS-ALGEBRES HOMOGENES. — Une sous-algébre L
de D(V) est dite homogéne si son normalisateur N dans D(V) est
sous-algébre transitive de D(V).

Remarquons que si L est une sous-algébre fermée de D(V), il en
est évidemment de méme pour son normalisateur N.

Cette définition a été introduite ; nous allons généraliser ici
quelques résultats connus sur les sous-algébres transitives au cas des
sous-algébres homogénes. Nous n’en ferons donc qu’un trés bref exposé,
en demandant peut étre pour la compréhension au lecteur une étude
préalable du travail de Hayashi sur les algébres filtrées transitives [4].

Soient donc N une sous-algébre fermée transitive de D(V) et L
une sous-algébre fermée normale de N. Nous dénoterons respectivement
par N*¥ et L* les algébres tronquées de N et L :

0> h > N—5 Nt > 0
U U U
0->gtk-> L5 L' >0

la premiére suite contenant la deuxiéme. Remarquons que comme L
est une sous-algébre homogéne de D(V) quoique N ne soit pas néces-
sairement son normalisateur, on a Papplication injective :

0_,gk_3, V* @ gk—1

ol 0 est lapplication d’antisymétrisation naturelle (voir I-i). Donc
pour toute sous-algébre homogéne L de D(V), nous avons aussi la
notion de d-cohomologie et de degré d’involutivité.

PropPOSITION 1. — L’algébre quotient Q = N/L est naturellement
une algébre de Lie filtrée transitive compléte.

Preuve. — En effet, Q est une algébre de Lie filtrée compléte
car Q est naturellement la limite projective des algébres tronquées
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Q¥ = N¥/L*. 11 nous reste a vérifier qu’elle est transitive. Or étant
donnée la suite exacte

0—>qk—>Qk-L>Qk_l—>0

ou g* = h*/g*, dire que Q est transitive revient a dire que pour k
plus grand que certain £k, donné, I'application suivante est injective

qk_a> (Qk)* ® qk—l

ousi (€4 et n€QY, 3,(8) = [£,n]Eq*".
Or posons donc respectivement par x et y les éléments de h* et
N", tels que
£ = x mod. (g¥)

n =y mod. (L*)

On a 3,(§) = [£,n] = [x, y] mod. (g571).

D’oli pour que d(§) = 0, il faut que 9(x), élément de (N©* @ hk'l,
soit dans le sous-espace (N¥)* @ gk—1_ Alors il nous suffit de choisir
pour k,, le degré d’involutivité de L ; car si k est plus grand que
k, + 1 ainsi choisi, la suite suivante est exacte :

0~ gk > (Nk)* @gk-l > AZ(Nk)* @gk'z

D’ol en effet si 3(x) est dans (N*)* ® gk—1 ] existe z € g* tel que
9(x) = 9(z). Mais comme 0 est une application injective défini sur
K* D g*, on doit avoir x = z€gF /.

Remarquons que ['algébre tronquée L* est une sous-algébre
tronquée normale de l'algébre tronquée N¥, ie. pour tout x € N¥,
on a

[x,L¥jcL*!

Nous allons supposer dans la suite que les algébres N et L sont toutes
les deux involutives & l'ordre k, .

PROPOSITION 2. — Etant donné k 2 k, + 2, dans tout prolon-
gement maximal Ij"” de l'algébre tronquée N*, il existe un prolon-
gement maximal L**' de Ialgébre tronquée L*, tel que L**' est
une sous-algébre tronquée normale de N**!.
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Preuve. — Précisons d’abord que dans notre terminologie, un
prolongement maximal d’une algébre de Lie tronquée transitive, ou
¢videmment de méme homogéne, est désigné par Hayashi comme
“a normal prolongation”. Nous en renvoyons donc pour la définition
a la page 10 de notre papier de référence [4].

Choisissons une section linéaire quelconque s de P'application 7 :
Nk__'"'_> Nk-—l >0

telle que s(L¥* 1) C L¥. Ceci dit, si 0 est une section quelconque
linéaire de l'application 7 : ﬁ"” - N¥ > 0, considérons la forme
w, , définie pour tout x dans L*,

w, : N¥ > p*

w, (y)=lolx),oc(] - sUlx,yD

w, est donc un élément de (N©y* ® p* | qui est appliqué, comme on
voit facilement par la formule de Jacobi des crochets formels, par
Popérateur d’antisymétrisation 8 dans A2(N¥)* ® g¥ =1 Par hypothése
sur k, on doit donc avoir
w, =0d(a,) + 0,

ol 6, est un élément de (N¥)* ® g% et «,, un élément de LA
Evidemment, o, peut étre choisi de fagon linéaire en x, i.e. nous
avons une application linéaire

o: LF = mFT a(x) =

Il nous reste simplement a vérifier que l'application ¢ + « est une
section (par rapport & I'application ) définie sur L*¥ a valeurs dans
N*¥*1 telle que pour tout x€LF et yEIj"“, on a

[o(x) + a(x),y] €LF

La vérification est immédiate, nous la laissons au lecteur ./.

Soient donc N¥*! et L¥*! des prolongements maximaux respectifs
de N* et L¥, construits comme il a été dit dans la proposition précé-
dente. Nous savons qu’il existe un isomorphisme ¢ d’algébres de Lie
transitifs tronquées de N**! avec N**! :
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)
Nk +1 -~ - Nk +1
n m
id.
Nk ~ - Nk

PROPOSITION 3. — Pour tout tel isomorphisme ¢, nous avons
k=2ky,+2)
(p(Lk+l) - Lk+l

Preuve. — Désignons par s une section quelconque (par rapport a
Papplication 7) de L* dans L**!, et 5, une section quelconque de L¥
dans L**!. Alors pour tout x € L¥, on a

h(x) = ¢ o s(x) — s(x), comme élément de h**!.

Or pour tout y € N¥*!,

[2G), 0] = g o sGx) , 0] — [500) , 0N)]
=[Isx),»] — [s(x), (]
dont le dernier membre est évidemment dans L*. D’oli nous avons
A(h(x)EV* & gk

Par hypothése sur k, la derniére relation implique : A(x) € g¥*! /.

DEFINITION. — Deux sous-algébres de Lie L et L homogénes de
D(V) sont dites isomorphes s’il existe un automorphisme de D(V)
transportant l'une sur lautre.

Les propositions 2 et 3 impliquent que comme dans le cas des
algébres transitives, la classe d’isomorphisme des sous-algébres fermées
homogénes de D(V) donnée est caractérisée par les algébres tronquées
d’un certain ordre correspondantes.

Plus précisément, soit L une sous-algébre fermée de D (V). Nous
pouvons toujours en définir les algébres tronquées Lk :

0->g L5 L 1->0
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Supposons en plus que 'opérateur d’antisymétrisation 9 est tel que

9(gk) C V* o gk—1, Alors d’aprés les propositions 2 et 3, pour que L

soit isomorphe comme algébre filtrée a une sous-algébre fermée homo-
k

géne L de D(V), il faut et il suffit que L % soit isomorphe comme

Y 'l - L ra k .
algébre tronquée a P'algébre tronquée L ® pour un certain ordre k,
assez grand donné.

Précisons que nous ne connaissons pas de méthode inductive finie
pour déterminer si une sous-algébre fermée L donnée de D(V) est une
sous-algebre homogéne. Nous nous demandons aussi, sans pouvoir y
répondre, la question de savoir s’il est possible de donner une définition
abstraite de l'algébre filtrée compléte homogéne (comme c’est le cas
des sous-algebres fermées transitives de D(V) [4], [19]).

iii) Théoréme de réalisation homogéne.

Soit donné un P.G.L. analytique transitif 6 défini sur une variété
connexe M. Nous désignerons encore par I' le Pseudo-groupe des dif-
féomorphismes locaux de M, obtenus de fagon habituelle en intégrant
les champs de vecteurs X de 0.

Donnons-nous un point @ de M et une sous-algébre fermée nor-
male L de N = L, (0) : LC N CD(T,), ot T, est espace tangent ena
de M. De nouveau pour tout entier k, I' étant un groupoide d’opéra-
teurs sur J (T), déplace le sous-espace L* deJ (T, pour définir un
sous-espace fibré vectoriel analytique F, de J, (T). On a alors les pro-
priétés suivantes :

1) F, CE, = J,(8), équation de Lie d’ordre k de 6.

2) n(F,) = F, _,, m étant le morphisme canonique de J, (T) sur
Y (D).

3) pour tout x de F,, et tout y de E; on a
T(x,y) = l[xxy]]EFk_l
4) le systeme différentiel F, est contenu dans le systéme de pro-
longement du systéme F, _,.

Les propriétés 1), 2) et 3) sont évidentes par transport défini par
difféomorphismes. La démonstration de la propriété 4) est en tout
point identique a la démonstration du lemme précédant le théoréme
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de Réalisation relative (section 1I-i). Il en découle que si I'algébre L
est involutive a T'ordre k, le systéme différentiel analytique F, est
involutif donc complétement intégrable [8], [15], [20]. Nous pouvons
supposer que k est choisi tel que E, est aussi involutif. Alors ’ensemble
de toutes les germes de solutions analytiques de F, est un sous-P.G.L
6y, du P.G.1. 6 donné. Evidemment on a L (6,) =L, et 6, est un
sous-P.G.1. normal de 0, i.e. pour tout X€ 6, [X,0,] C 6, . Ainsi nous
avons démontré la proposition :

PROPOSITION 1. — Etant donnés un P.G.I. analytique transitif 0
défini sur une variété connexe M, et L une sous-algébre fermée nor-
male de N = L (0), il existe un sous-P.G.1. normal 6, de 6, défini sur
M, tel que

L,(6,)=L".

Plus précisément, comme l’algébre quotient Q = N/L est une
algébre filtrée compléte transitive d’aprés la proposition 1 de II-ii)
nous pouvons donc la réaliser comme I’algébre formelle d’'un P.G.1.
analytique 0. D’aprés un résultat de Petitjean et Rodrigues [13], il
existe un homomorphisme local (au sens de Rodrigues [18]) de 6 sur
6. Le noyau de ce homomorphisme local est un sous-P.G.1. normal
6, de 6, qu'on peut supposer défini au voisinage de a €M, tel que
évidemment L,(8,) = L. Ce sous-P.G.I. coincide dans son domaine
de définition avec le P.G.I. 6, de la proposition précédente. Sans
entrer trop dans les détails (voir donc [13] et [18]), nous pouvons
aussi énoncer

ProrosITION 2. — Etant donné un P.G.I. analytique transitif 6
défini sur une variété M et une sous-algébre fermée normale L de
N = L,(8), il existe un homomorphisme local de 6 sur un autre P.G.1.
transitif 8 tel que son noyau est un sous-P.G.I. 0, de 6 défini au
voisinage de a et L,(0,) = L.

THEOREME DE REALISATION HOMOGENE. — Etant donnée une sous-
algebre fermée homogeéne L de D(V), il existe un P.G.1. analytique
homogéne 0, défini sur un ouvert U de V, tel que a étant un point
de U, L,(0,) est une sous-algebre homogeéne de D(V) isomorphe a L.
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Preuve. — Soit N la sous-algébre transitive fermée de D(V), qui
est le normalisateur de L. D’aprés le théoréme de réalisation, il existe
un P.G.I. analytique transitif  défini sur un ouvert U de V, tel que
L,(6) est isomorphe & N. L’isomorphisme qui transporte N en L, (6),
transporte la sous-algébre normale L de N en une sous-algébre normale
L, de L,(0). L’ouvert U pouvant é&tre choisi connexe, il nous reste
qu’a appliquer la proposition 1 précédente en réalisant L, , ie.
L, = L,(6,) ou 6, est un sous-P.G.I. normat de 6 ./.

Remarque. — D’aprés le corollaire du théoréme de réalisation
(L,iii), nous pouvons supposer que l’entier k étant donné a priori,
Palgébre tronquée Lf(f)) coincide avec I'algébre tronquée N¥ du nor-
malisateur N de L. Cela étant fait, I'algébre tronquée L,',‘(Bo) coincide
évidemment aussi avec I'algébre tronquée L¥ de L. Autrement dit,
nous pouvons réaliser, pour tout entier k¥ donné a priori, I"algébre
fermée homogéne donnée L comme une isomorphe a L,(8,) d’un
P.G.1. homogéne analytique avec en plus I’égalité L¥ = L:(Ho).
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