
❚✇♦ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤

▼✉st❛♣❤❛ ❆♦✉❝❤✐❝❤❡∗ ❛♥❞ P✐❡rr❡ ❍❛♥s❡♥

●❊❘❆❉ ❛♥❞ ❍❊❈ ▼♦♥tr❡❛❧✱ ❈❛♥❛❞❛

❈❛♥❛❉❆▼ ✷✵✶✸✱ ▼❡♠♦r✐❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏✉♥❡ ✶✵✕✶✸

❆♦✉❝❤✐❝❤❡ ✫ ❍❛♥s❡♥ ❈❛♥❛❉❆▼ ✷✵✶✸✱ ▼❡♠♦r✐❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏✉♥❡ ✶✵✕✶✸ ✶ ✴ ✷✵



P▲❆◆

✶ ❆❞❥❛❝❡♥❝② r❡❧❛t❡❞ ♠❛tr✐❝❡s

✷ ❉✐st❛♥❝❡ ▼❛tr✐①

✸ ❉✐st❛♥❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐①

✹ ❉✐st❛♥❝❡ s✐❣♥❧❡ss ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐①

❆♦✉❝❤✐❝❤❡ ✫ ❍❛♥s❡♥ ❈❛♥❛❉❆▼ ✷✵✶✸✱ ▼❡♠♦r✐❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏✉♥❡ ✶✵✕✶✸ ✷ ✴ ✷✵



✶✳ ❆❞❥❛❝❡♥❝② r❡❧❛t❡❞ ♠❛tr✐❝❡s

❆❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐①

❋♦r ❛ ❣r❛♣❤ ● = (❱ ,❊) ♦♥ ♥ ✈❡rt✐❝❡s✱ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ❆ = ❆(●) ✐s
t❤❡ ✵✕✶ ♥× ♥✕♠❛tr✐① ✐♥❞❡①❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ● ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛✐,❥ = ✶
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐❥ ∈ ❊

❚❤❡ ✭❛❞❥❛❝❡♥❝②✮ s♣❡❝tr✉♠ (λ✶, λ✷, . . . , λ♥) ♦❢ ● ✱ ✇✐t❤
λ✶ ≥ λ✷ ≥ · · · ≥ λ♥✱ ✐s t❤❡ ❆✬s s♣❡❝tr✉♠

❆ =

2

6

6

6

6

6

6

4

✵ ✵ ✶ ✶ ✶ ✵
✵ ✵ ✵ ✶ ✶ ✶
✶ ✵ ✵ ✵ ✶ ✶
✶ ✶ ✵ ✵ ✵ ✶
✶ ✶ ✶ ✵ ✵ ✵
✵ ✶ ✶ ✶ ✵ ✵

3

7

7

7

7

7

7

5

❆✕s♣❡❝tr✉♠ ✿ (✸, ✶, ✵, ✵,−✷,−✷)

❆♦✉❝❤✐❝❤❡ ✫ ❍❛♥s❡♥ ❈❛♥❛❉❆▼ ✷✵✶✸✱ ▼❡♠♦r✐❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏✉♥❡ ✶✵✕✶✸ ✸ ✴ ✷✵



✶✳ ❆❞❥❛❝❡♥❝② r❡❧❛t❡❞ ♠❛tr✐❝❡s

▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐①

❚❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ ● ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ▲ = ▲(●) = ❉❡❣ − ❆✱ ✇❤❡r❡ ❉❡❣ ✐s t❤❡
❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ✐♥ ● ✱ ❛♥❞ ❆ t❤❡
❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ♦❢ ●

❚❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ s♣❡❝tr✉♠ (µ✶, µ✷, . . . , µ♥) ♦❢ ● ✱ ✇✐t❤
µ✶ ≥ µ✷ ≥ · · · ≥ µ♥ = ✵✱ ✐s t❤❡ ▲✬s s♣❡❝tr✉♠

▲ =

2

6

6

6

6

6

6

4

✸ ✵ −✶ −✶ −✶ ✵
✵ ✸ ✵ −✶ −✶ −✶
−✶ ✵ ✸ ✵ −✶ −✶
−✶ −✶ ✵ ✸ ✵ −✶
−✶ −✶ −✶ ✵ ✸ ✵
✵ −✶ −✶ −✶ ✵ ✸

3

7

7

7

7

7

7

5

▲✕s♣❡❝tr✉♠ ✿ (✺, ✺, ✸, ✸, ✷, ✵)

❆♦✉❝❤✐❝❤❡ ✫ ❍❛♥s❡♥ ❈❛♥❛❉❆▼ ✷✵✶✸✱ ▼❡♠♦r✐❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏✉♥❡ ✶✵✕✶✸ ✹ ✴ ✷✵



✶✳ ❆❞❥❛❝❡♥❝② r❡❧❛t❡❞ ♠❛tr✐❝❡s

❙✐❣♥❧❡ss ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐①

❚❤❡ s✐❣♥❧❡ss ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ ● ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ◗ = ◗(●) = ❉❡❣ + ❆

❚❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ s♣❡❝tr✉♠ (q✶, q✷, . . . , q♥) ♦❢ ● ✱ ✇✐t❤ q✶ ≥ q✷ ≥ · · · ≥ q♥✱
✐s t❤❡ ◗✬s s♣❡❝tr✉♠

◗ =

2

6

6

6

6

6

6

4

✸ ✵ ✶ ✶ ✶ ✵
✵ ✸ ✵ ✶ ✶ ✶
✶ ✵ ✸ ✵ ✶ ✶
✶ ✶ ✵ ✸ ✵ ✶
✶ ✶ ✶ ✵ ✸ ✵
✵ ✶ ✶ ✶ ✵ ✸

3

7

7

7

7

7

7

5

◗✕s♣❡❝tr✉♠ ✿ (✻, ✹, ✸, ✸, ✶, ✶)

❆♦✉❝❤✐❝❤❡ ✫ ❍❛♥s❡♥ ❈❛♥❛❉❆▼ ✷✵✶✸✱ ▼❡♠♦r✐❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏✉♥❡ ✶✵✕✶✸ ✺ ✴ ✷✵



✷✳ ❉✐st❛♥❝❡ ♠❛tr✐①

❉❡✜♥✐t✐♦♥

■♥ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ● t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞(✐ , ❥) = ❞● (✐ , ❥) ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛
s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ ❛♥❞ ❥

❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛tr✐① D = D(●) ♦❢ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ● ✐s t❤❡
♥ × ♥✕♠❛tr✐① ✐♥❞❡①❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ● ❛♥❞ ✇❤❡r❡ D✐,❥ = ❞(✐ , ❥)

❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦r D✕s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② (∂✶, ∂✷, . . . , ∂♥) ✇✐t❤
∂✶ ≥ ∂✷ ≥ · · · ≥ ∂♥

D =

2

6

6

6

6

6

6

4

✵ ✷ ✶ ✶ ✶ ✷
✷ ✵ ✷ ✶ ✶ ✶
✶ ✷ ✵ ✷ ✶ ✶
✶ ✶ ✷ ✵ ✷ ✶
✶ ✶ ✶ ✷ ✵ ✷
✷ ✶ ✶ ✶ ✷ ✵

3

7

7

7

7

7

7

5

D✕s♣❡❝tr✉♠ ✿ (✼, ✵, ✵,−✷,−✷,−✸)

❆♦✉❝❤✐❝❤❡ ✫ ❍❛♥s❡♥ ❈❛♥❛❉❆▼ ✷✵✶✸✱ ▼❡♠♦r✐❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏✉♥❡ ✶✵✕✶✸ ✻ ✴ ✷✵



✸✳ ❉✐st❛♥❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥

❉❡✜♥✐t✐♦♥

❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡rt❡① ✐ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ ✐ t♦ ❛❧❧
♦t❤❡r ✈❡rt✐❝❡s t✐ =

P

❥∈❱ ❞(✐ , ❥)✳

❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢ ● ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② D▲ = ❚r −D✱ ✇❤❡r❡ ❚r

✐s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐♥ ●

❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦r D▲✕s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
(∂▲

✶ , ∂▲
✷ , . . . , ∂▲

♥ ) ✇✐t❤ ∂▲
✶ ≥ ∂▲

✷ ≥ · · · ≥ ∂▲
♥ = ✵

D▲ =

2

6

6

6

6

6

6

4

✼ −✷ −✶ −✶ −✶ −✷
−✷ ✼ −✷ −✶ −✶ −✶
−✶ −✷ ✼ −✷ −✶ −✶
−✶ −✶ −✷ ✼ −✷ −✶
−✶ −✶ −✶ −✷ ✼ −✷
−✷ −✶ −✶ −✶ −✷ ✼

3

7

7

7

7

7

7

5

D▲✕s♣❡❝tr✉♠ ✿ (✶✵, ✾, ✾, ✼, ✼, ✵)

❆♦✉❝❤✐❝❤❡ ✫ ❍❛♥s❡♥ ❈❛♥❛❉❆▼ ✷✵✶✸✱ ▼❡♠♦r✐❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏✉♥❡ ✶✵✕✶✸ ✼ ✴ ✷✵



✸✳ ❉✐st❛♥❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥

❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ s♣❡❝tr❛

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣r❛♣❤ ❑♥ ✿
“

♥(♥−✶), ✵
”

✭❛❧s♦ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ s♣❡❝tr✉♠✮

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ❑♥ − ❡ ✿
“

♥ + ✷, ♥(♥−✷), ✵
”

❚❤❡ st❛r ❙♥ ✿
“

✷♥ − ✶(♥−✷), ♥, ✵
”

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤ ❑❛,❜ ✿
“

✷♥ − ❛(❜−✶), ✷♥ − ❜(❛−✶), ♥, ✵
”

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♣❧✐t ❣r❛♣❤ ❙❑♥,α ✿
`

♥ + αα−✶, ♥♥−α, ✵
´

❆♦✉❝❤✐❝❤❡ ✫ ❍❛♥s❡♥ ❈❛♥❛❉❆▼ ✷✵✶✸✱ ▼❡♠♦r✐❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏✉♥❡ ✶✵✕✶✸ ✽ ✴ ✷✵



✸✳ ❉✐st❛♥❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥

Pr♦♣❡rt✐❡s

❋♦r ❛♥② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ∂▲
♥ = ✵ ✭✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♠(✵) = ✶✮

♠(∂▲
✶ ) ≤ ♥ − ✶✱ ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ♦♥❧② ❢♦r ❑♥

❆♠♦♥❣ tr❡❡s ∂▲
✶ ≥ ✷♥ − ✶✱ ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ♦♥❧② ❢♦r ❙♥

❋♦r ▲✲s♣❡❝tr❛ ✿

µ✶(●) ≥ µ✶(●−❡) ≥ µ✷(●) ≥ µ✷(●−❡) ≥ · · · ≥ µ♥(●) = µ♥(●−❡) = ✵

❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ❢♦r D▲✕s♣❡❝tr❛

❚❤❡ D▲✕s♣❡❝tr❛ ♦❢ P✻ ❛♥❞ ❈✻ ❛r❡ (✷✶.✸✾✷✾, ✶✺, ✶✷.✽✺✸✷, ✶✶, ✾.✼✺✸✾, ✵)
❛♥❞ (✶✸, ✶✸, ✶✵, ✾, ✾, ✵)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

■❢ ❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ✐♥ ● s✉❝❤ t❤❛t ● − ❡ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ t❤❡♥
∂▲
✐ (● − ❡) ≥ ∂▲

✐ (●)✱ ❢♦r ✐ = ✶, ✷, . . . , ♥

∂▲
✐ (●) ≥ ∂▲

✐ (❑♥) = ♥✱ ❢♦r ✐ = ✶, ✷, . . . ♥ − ✶

❆♦✉❝❤✐❝❤❡ ✫ ❍❛♥s❡♥ ❈❛♥❛❉❆▼ ✷✵✶✸✱ ▼❡♠♦r✐❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏✉♥❡ ✶✵✕✶✸ ✾ ✴ ✷✵



✸✳ ❉✐st❛♥❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥

❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❡❣✉❧❛r ❣r❛♣❤s

❆ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ● ✐s ❦✕tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❡❣✉❧❛r ✐❢ t✐ = ❦✱ ❢♦r ✐ = ✶, ✷, · · · , ♥

■❢ ● ✐s ❦✕tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❡❣✉❧❛r ✇✐t❤ D✕s♣❡❝tr✉♠ (∂✶, ∂✷, . . . , ∂♥)✱ t❤❡♥
(❦ − ∂♥, . . . ❦ − ∂✶) ✐s t❤❡ D▲✕s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ●
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥s♣❛❝❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡

❆ ✼✕tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❡❣✉❧❛r r❡❣✉❧❛r

D✕s♣❡❝tr✉♠ ✿ (✼, ✵, ✵,−✷,−✷,−✸)

D▲✕s♣❡❝tr✉♠ ✿ (✶✵, ✾, ✾, ✼, ✼, ✵)

❆♦✉❝❤✐❝❤❡ ✫ ❍❛♥s❡♥ ❈❛♥❛❉❆▼ ✷✵✶✸✱ ▼❡♠♦r✐❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏✉♥❡ ✶✵✕✶✸ ✶✵ ✴ ✷✵



✸✳ ❉✐st❛♥❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥

●r❛♣❤s ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r ✷

▲❡t ● ❜❡ ❛ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r ❉ = ✷✱ (µ✶, µ✷, . . . , µ♥ = ✵) ✐ts ▲✲s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞
(∂✶, ∂✷, . . . , ∂♥ = ✵) ✐ts D▲✕s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡♥ ∂✐ = ✷♥ − µ♥−✐ ✱ ❢♦r
✐ = ✶, ✷, . . . , ♥ − ✶✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ▲✕❡✐❣❡♥s♣❛❝❡s ❛♥❞ D✕❡✐❣❡♥s♣❛❝❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡

❆ ✼✕tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❡❣✉❧❛r r❡❣✉❧❛r

▲✕s♣❡❝tr✉♠ ✿ (✺, ✺, ✸, ✸, ✷, ✵)

D▲✕s♣❡❝tr✉♠ ✿ (✶✵, ✾, ✾, ✼, ✼, ✵)

❆♦✉❝❤✐❝❤❡ ✫ ❍❛♥s❡♥ ❈❛♥❛❉❆▼ ✷✵✶✸✱ ▼❡♠♦r✐❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏✉♥❡ ✶✵✕✶✸ ✶✶ ✴ ✷✵



✸✳ ❉✐st❛♥❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥

❙✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②

❋♦r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ▲ ❬❋✐❡❞❧❡r✱ ✶✾✼✸❪ ✿

µ♥−✶ = ✵ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ● ✐s ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞

❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ✵ ✐♥ t❤❡ ▲✕s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ● ❡q✉❛❧s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ●

µ♥−✶ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②

❋♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ D▲ ✿

♥ ✐s ❛ D▲✕❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ ● ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ● ✐s
❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞

❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ♥ ✐♥ t❤❡ D▲✕s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ● ✐s ✶ ❧❡ss t❤❛♥
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ●

❆♦✉❝❤✐❝❤❡ ✫ ❍❛♥s❡♥ ❈❛♥❛❉❆▼ ✷✵✶✸✱ ▼❡♠♦r✐❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏✉♥❡ ✶✵✕✶✸ ✶✷ ✴ ✷✵



✸✳ ❉✐st❛♥❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥

❙✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②

❈♦r♦❧❧❛r✐❡s ✿

∂✶(● ) ≥ ♥ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐t② ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ● ∼= ❑♥

■❢ ● ✐s ❜✐♣❛rt✐t❡ ❛♥❞ ♥ ✐s ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ ● ✱
t❤❡♥ ● ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜✐♣❛rt✐t❡

❚❤❡ st❛r ❙♥ ✐s t❤❡ ♦♥❧② tr❡❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥ ✐s ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡

■❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❣r❡❡ ∆ = ♥ − ✶✱ t❤❡♥ ♥ ✐s ❛ D▲✕❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ❛t ❧❡❛st ♥∆ ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ∆✮

❆♦✉❝❤✐❝❤❡ ✫ ❍❛♥s❡♥ ❈❛♥❛❉❆▼ ✷✵✶✸✱ ▼❡♠♦r✐❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏✉♥❡ ✶✵✕✶✸ ✶✸ ✴ ✷✵



✹✳ ❉✐st❛♥❝❡ s✐❣♥❧❡ss ▲❛♣❧❛❝✐❛♥

❉❡✜♥✐t✐♦♥

❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡rt❡① ✐ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ ✐ t♦ ❛❧❧
♦t❤❡r ✈❡rt✐❝❡s t✐ =

P

❥∈❱ ❞(✐ , ❥)✳

❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢ ● ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② D◗ = ❚r +D✱ ✇❤❡r❡ ❚r

✐s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐♥ ●

❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦r D◗✕s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
(∂◗

✶ , ∂◗
✷ , . . . , ∂◗

♥ ) ✇✐t❤ ∂◗
✶ ≥ ∂◗

✷ ≥ · · · ≥ ∂◗
♥

D◗ =

2

6

6

6

6

6

6

4

✼ ✷ ✶ ✶ ✶ ✷
✷ ✼ ✷ ✶ ✶ ✶
✶ ✷ ✼ ✷ ✶ ✶
✶ ✶ ✷ ✼ ✷ ✶
✶ ✶ ✶ ✷ ✼ ✷
✷ ✶ ✶ ✶ ✷ ✼

3

7

7

7

7

7

7

5

D◗✕s♣❡❝tr✉♠ ✿ (✶✹, ✼, ✼, ✺, ✺, ✹)

❆♦✉❝❤✐❝❤❡ ✫ ❍❛♥s❡♥ ❈❛♥❛❉❆▼ ✷✵✶✸✱ ▼❡♠♦r✐❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏✉♥❡ ✶✵✕✶✸ ✶✹ ✴ ✷✵



✹✳ ❉✐st❛♥❝❡ s✐❣♥❧❡ss ▲❛♣❧❛❝✐❛♥

❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥❧❡ss ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ s♣❡❝tr❛

❋♦r ❑♥ ✿
“

✷♥ − ✷, ♥ − ✷(♥−✶)
”

✭❛❧s♦ t❤❡ s✐❣♥❧❡ss ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ s♣❡❝tr✉♠✮

❋♦r ❑♥ − ❡ ✿

„

✸♥−✷±
√

(♥−✷)✷+✶✻

✷
, ♥ − ✷(♥−✷)

«

❋♦r ❙♥ ✿

„

✺♥−✽±
√

✾♥✷−✸✷♥+✸✷

✷
, ✷♥ − ✺(♥−✷)

«

❋♦r ❑❛,❜ ✿

„

✺♥−✽±
√

✾(❛−❜)✷+✹❛❜

✷
, ✷♥ − ❛− ✹(❜−✶), ✷♥ − ❜ − ✹(❛−✶)

«

❆♦✉❝❤✐❝❤❡ ✫ ❍❛♥s❡♥ ❈❛♥❛❉❆▼ ✷✵✶✸✱ ▼❡♠♦r✐❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏✉♥❡ ✶✵✕✶✸ ✶✺ ✴ ✷✵



✹✳ ❉✐st❛♥❝❡ s✐❣♥❧❡ss ▲❛♣❧❛❝✐❛♥

Pr♦♣❡rt✐❡s

❋♦r ◗✲s♣❡❝tr❛ ✿

q✶(●) ≥ q✶(● − ❡) ≥ q✷(●) ≥ q✷(● − ❡) ≥ · · · ≥ q♥(●) ≥ q♥(● − ❡)

❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ❢♦r D◗✕s♣❡❝tr❛

❚❤❡ D◗✕s♣❡❝tr❛ ♦❢ P✻ ❛♥❞ ❈✻ ❛r❡
(✷✺.✵✽✸✽, ✶✷.✶✼✺✺, ✶✶.✶✼✹✸, ✽.✻✼✷✼, ✼.✼✹✶✽, ✺.✺✶✶✽) ❛♥❞ (✶✽, ✾, ✾, ✽, ✺, ✺)✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

■❢ ❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ✐♥ ● s✉❝❤ t❤❛t ● − ❡ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ t❤❡♥
∂◗
✐ (● − ❡) ≥ ∂◗

✐ (●)✱ ❢♦r ✐ = ✶, ✷, . . . , ♥

∂◗
✶ (●) ≥ ∂◗

✶ (❑♥) = ✷♥ − ✷ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐t② ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ● ∼= ❑♥

∂◗
✐ (●) ≥ ∂◗

✐ (❑♥) = ♥ − ✷✱ ❢♦r ✐ = ✷, ✸, . . . , ♥

∂◗
✷ (●) ≥ ♥ − ✷ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐t② ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ● ∼= ❑♥

❆♦✉❝❤✐❝❤❡ ✫ ❍❛♥s❡♥ ❈❛♥❛❉❆▼ ✷✵✶✸✱ ▼❡♠♦r✐❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏✉♥❡ ✶✵✕✶✸ ✶✻ ✴ ✷✵



✹✳ ❉✐st❛♥❝❡ s✐❣♥❧❡ss ▲❛♣❧❛❝✐❛♥

❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❡❣✉❧❛r ❣r❛♣❤s

✷❚r♠✐♥ ≤ ✷❚r ≤ ∂Q
✶ (●) ≤ ✷❚r♠❛① ✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ● ✐s ❛

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❡❣✉❧❛r ❣r❛♣❤

■❢ ● ✐s ❦✕tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❡❣✉❧❛r ✇✐t❤ D✕s♣❡❝tr✉♠ (∂✶, ∂✷, . . . , ∂♥)✱ t❤❡♥
(❦ + ∂✶, ❦ + ∂✷, . . . , ❦ + ∂♥) ✐s t❤❡ D◗✕s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ●
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥s♣❛❝❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡

❆ ✼✕tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❡❣✉❧❛r r❡❣✉❧❛r

D✕s♣❡❝tr✉♠ ✿ (✼, ✵, ✵,−✷,−✷,−✸)

D▲✕s♣❡❝tr✉♠ ✿ (✶✹, ✼, ✼, ✺, ✺, ✹)

❆♦✉❝❤✐❝❤❡ ✫ ❍❛♥s❡♥ ❈❛♥❛❉❆▼ ✷✵✶✸✱ ▼❡♠♦r✐❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏✉♥❡ ✶✵✕✶✸ ✶✼ ✴ ✷✵



✹✳ ❉✐st❛♥❝❡ s✐❣♥❧❡ss ▲❛♣❧❛❝✐❛♥

❇✐♣❛rt✐t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❋♦r t❤❡ s✐❣♥❧❡ss ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✿

✵ ✐s ❛ ◗✕❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ ● ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ● ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
♦r ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ✈❡rt❡①

❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ✵ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞
✐s♦❧❛t❡❞ ✈❡rt✐❝❡s

❋♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥❧❡ss ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✿

■❢ ♥ − ✷ ✐s ❛ D◗✕❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ ● ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♠✱ t❤❡♥ ● ❝♦♥t❛✐♥s ❛t
❧❡❛st ♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜✐♣❛rt✐t❡ ♦r ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ✈❡rt❡①

❚❤❡r❡ ❡①✐st ❣r❛♣❤s ✇✐t❤ ❛ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥ − ✷ ✐s ♥♦t ❛
D◗✕❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡

❆♦✉❝❤✐❝❤❡ ✫ ❍❛♥s❡♥ ❈❛♥❛❉❆▼ ✷✵✶✸✱ ▼❡♠♦r✐❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏✉♥❡ ✶✵✕✶✸ ✶✽ ✴ ✷✵



✹✳ ❉✐st❛♥❝❡ s✐❣♥❧❡ss ▲❛♣❧❛❝✐❛♥

❇✐♣❛rt✐t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

● ✭❧❡❢t✮ ✇✐t❤ ♥ = ✺✱ ∂◗✺ ≃ ✸.✵✺✵✷✽✻ > ✸ ❛♥❞ ● ✭r✐❣❤t✮ ❜✐♣❛rt✐t❡

❆♦✉❝❤✐❝❤❡ ✫ ❍❛♥s❡♥ ❈❛♥❛❉❆▼ ✷✵✶✸✱ ▼❡♠♦r✐❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏✉♥❡ ✶✵✕✶✸ ✶✾ ✴ ✷✵



❚❤❡ P❡t❡rs❡♥ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ✐ts s♣❡❝tr❛

❆♦✉❝❤✐❝❤❡ ✫ ❍❛♥s❡♥ ❈❛♥❛❉❆▼ ✷✵✶✸✱ ▼❡♠♦r✐❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏✉♥❡ ✶✵✕✶✸ ✷✵ ✴ ✷✵


