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0.  Einleitung .  Es  seizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Ψ eine  Kongruenzgruppe  g- ter  Stufe  zur  el-

liptischen  Modulgruppe,  Fiir  N  =  ί ̂   , j  e SL(2, R) und z = x + iy  aus  der

oberen  Halbebene  3(1)  werde

N(z)  =   a z  +   b

Ί  =   xN  +   iyN;  N{z)  =   cz  +  d
cz  + d

gesetzt.  Dabei  sind  x, y  der  Real-   und  Imaginarteil  von  z und xNy  yN  das
Entsprechende  von  N(z).

Mit  einer  weiteren  Variablen  w  — u  +  iv e 3(1)  und  k, g eZ;  sly  s2eC
bilden  wir  die  Poincare'sche  Reihe

K{Ψ, k, g, w, z, βlf  s2)  =  Σ  ( - w  +  N(z)rk(N{z})- °\ - w  +  N(z)\ - *\N{z}\— ,

welche  fiir  Re sx  >  1 — fe, Re s2  >  2 — g  absolut  konvergiert.  In  der  vor-
liegenden  Arbeit  werden  wir  zeigen,  daβ sich diese  Reihe  als  Funktion  von
(slf  s2)  meromorph  auf  C2  fortsetzen  laβt,  und  wir  werden  auch  Aussagen
machen,  wo  Singularitaten  liegen  konnen.

Diese  Reihe  ist  von  besonderem  Interesse,  weil  K{Ψ, g, g, w, z, 0, 0)
fiir  g  ^  3  bis  auf  eine  Konstante  der  Kern  der  Integralgleichung  der
Spitzenformen  vom  Gewicht  g  ist.  Wir  werden  zeigen,  daβ  dieses  auch
noch  fiir  g  =  2  richtig  bleibt.  Fiir  g  =  1  beweisen  wir,  daβ  K(Ψ, 1, 1,
w, z, 8, s)  bei  8 =  0  einen  Pol  erster  Ordnung  besitzt,  und  daβ  der  Kern
der  Integralgleichung  der  Spitzenformen  vom  Gewicht  1  bis  auf  eine
Konstante  durch  Res,= 0 - ^(^  1, 1, w, z9 *,.e)  gegeben  wird.

Zum  Beweis  betrachten  wir  den  Difϊerentialoperator

+  )  igy  ,
dx2  dy2  I   dx

welcher  in  einem  passenden  Hilbertraum  wesentlich  selbstadjungiert  ist
und  sich  zu  einem  selbstadjungierten  Operator  Ag  fortsetzen  laβt.  Der
Resolventenkern  von  — Άg  ist  eine  Poincare'sche  Reihe  G(Ψ, g, w, z, s),
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welche  beizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA w =  z ein e  logar ith m isch e  S in gu la r i t a t  besit zt .  I n der L i t e r a t u r
ist  die m erom orph e  F o r t se t zba r ke i t  von G(Ψ, g, w, z, s) auf alle  seCbereits
u n t e r su c h t .

(vy)-9/ 2ResG(Ψ, g, w, z, s)
8 =  0

ist  bis auf  eine  Konstante  der  Kern  der  Integralgleichung  der  Spitzen-
formen vom Gewicht  g,  sofern  man g ^  2  voraussetzt.  F ur g =  1 ist die
Polordnung  um eins  hbher,  das heiβt,  der Kern der Integralgleichung der
Spitzenformen  wird  bis auf  eine  Konstante  durch

(^)- 1/ 2lim(s2G (?F, 1, w, z, s))
8- *0

gegeben.  Wir  werden  eine  Beziehung  zwischen  K(Ψ, g, g, w, z, s, s) und
G(Ψ, g, w, z, s)  herleiten,  welche  unter  anderem  auch  die  gewϋnschten
Aussagen  iiber  den Kern der Integralgleichung  der Spitzenformen  liefert.

Neben  K(Ψ, k, g, w, z, slf  s2) und G(Ψ, g, w, z, s)  mϋssen  wir  auch  die
Eisenstein'schen  Reihen  zu Ψ untersuchen,  weil  diese  das kontinuierliche
Spektrum  von  — Ag  beschreiben.  Die  nullten  Fourierkoeffizienten  der
Eisensteinreihen  werden  mit den Dirichlet'schen  L- Reihen  in  Verbindung
gebracht.

Dadurch kδnnen wir zeigen, daβ die Eisensteinreihen  in einem gewissen
Bereich  keine  Pole  besitzen.

Schlieβlich  werden  wir  gewisse  Poincare'sche  Reihen  noch  mit  Hilfe
der Kloosterman'schen  Summen untersuchen.  Auf  diese  Weise  finden wir
einen  neuen  Beweis  fur  die bereits  bekannte  Tatsache,  daβ der  kleinste
exzeptionelle  Eigenwert  von  — Δg  nicht  unterhalb  3/16 liegt.

1.  Grundbegriffe.  Es sei 3(1) = {z = x + ίy\y  > 0} die in Cgelegene

obere  Halbebene.  F ur N =  ί £ JJ e SL(2, R)  setze man

( 1)  N(z}  = H±lL   = xN + iyN,  N{z} = cz +  d,
cz + a

wobei  xNf  yN  Real-   und Imaginarteil  von N(z)  bezeichnen.  Ferner sei

dabei  ist  g e Z.  Durch  die  Zuordnung  z —> N(z)  wird  3(1) bijektiv  auf
sich  abgebildet.  Mit w, z e 3(1)  setze man

( 3 ) w  — z =   tanh—r(w,  z) .
w  — z

Die  nicht- negative  Zahl  r(w, z) heiβt  der "nicht- euklidische  Abstand"  von
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wzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  und  z.  Es  gilt

( 4)  %<«>  ~  W>  = ΓΛ2;  Z)«LZ4-  (NeSL(2,R)).
N(w)  — N(z)  w  — z

Aus  (3),  (4)  folgt

(5 )  r(w,  z) =  r(z, w)  = r(N(w),  N(z))  (NeSL(2,  R))

insbesondere  ist  also r(w,  z) eine Punktpaarinvariante  im Sinne von Selberg
[43],  [44].  Zu  der  Metrik  r(w,  z)  gehort  das  unter  SL(2, R)  invariante
Volumenelement

( 6)  dωz  =  ^ .
y2

Fur  eine  Funktion f{z)  und  NeSL(2,  R)  werde

( 7)  fN{z)  =  (f\ [N, g])(z) = 3N\9)  z)f(N(z))

gesetzt.  Bei  der  Bezeichnung  fN(z)  ersieht  man  das  Gewicht  g  aus  dem
Zusammenhang.  Wir  haben aber  auch Funktionen f(w,  z) mit w, z e 3(1) zu
betrachten.  Durch  die  Bezeichnung  fMw,Nz  deuten  wir  an,  daβ  die  Trans-
formation  (7)  bezϋglich  der  Variablen  w  mit  M  und  beziiglich  z  mit  N
auszufϋhren  ist.

Man  setze

D ann  gilt

( 9 )  Δα =  Δ_ , ,

(10)  (Δ,/ ) I [N, g]  = Ag(f  | [N, g\ )  (N 6 SL(2, B))  .

Es seien  q e N  und  M(g) =   jJV6SL(2, Z),  N = I=(^   J)modgJ  die  "H aupt -
kongruenzgruppe  g- ter  Stufe"  zur  elliptischen  Modulgruppe M(1) =  SL(2,  Z).
Eine  "Kongruenzgruppe  q- teτ  Stufe"  Ψ wird durch M(g)c?ΓcSL(2,  Λ) und
[Ψ: M(q)] < oo erklart.  Eine "Kongruenzgruppe"  ist  eine  Kongruenzgruppe
g- ter  Stufe  zu  passendem  q.

D EFIN ITION   1.  F ur  geZ  und  eine  diskrete  U ntergruppe  Φ cSL(2, B)
sei  Sί(Φ, ff) die  Menge  aller  Funktionen / :3(1) —̂  C mit

(11)  / |[iV;flr]  =  /   (iVeΦ ).

Fiir  c =  0, 1, 2,  ,  c>o bezeichne  δί'(Φ, gr)  die  Menge  der  f(z)  eSΆ(Φ,  g)  mit
stetigen  partiellen  Ableitungen  bis  zur Ordnung c nach x und y.  Schlieβlich
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sei  3Γ(Φ, 0)cSΓ°(Φ ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA g) die Menge  der F unktionen,  die bezϋglich  x  und y
reell  analytisch  sind.  Weiter  werde S3(g, ff) =  8I(M(g), 0); 33<(g, flO =  8Γ(M(g), # ),
(* =  0, 1,  , oo, α) gesetzt .

Man  kann  sich  eine  F unktion  aus 9Ϊ(Φ, g)  wie  folgt  verschaffen.  Es
sei  Φ o eine  U ntergruppe von Φ  (dabei  kann  Φ o =  {/}  sein).  F iir  h e Sl(Φ 0, Q)
bilde  man die Poincare'sche  Reihe

(12)  / (*,*) =   Σ   (h\ [N,g])(z)= Σ   K(z),
NeΦ

Q
\ Φ  NeΦ

Q
\ Φ

wobei  iiber  alle  rechtsseitigen  N ebenklassen  von Φ bezϋglich  Φ o zu  sum-
mieren ist .  Falls die Reihe  (12)  absolut  konvergiert,  stellt  sie eine  F unk-
tion  aus Sί(Φ, g) dar.  Es sei Φ* eine  Zwischengruppe:  Φ o c Φ *c Φ .  Aus
(12)  folgt  dann

(13)  AΦ,z)=  Σ   <J{Φ*)\ [N,  g])(z) =   Σ Λ( **, «) .
2VeΦ*\ Φ  iVeΦ*\ Φ

In  dieser  Arbeit  wollen  wir  die analytische  F ortsetzung  Poincare'scher
Reihen  zu einer  Kongruenzgruppe  Ψ un tersuchen .  Es sei  F D M ( J ) .  Mit
Φ  =  Ψ,  Φ* =  M(g)  ist  die  Summe  (13) endlich.  D aher  genϋgt  es, die
analytische  F ortsetzbarkeit  fur  H auptkongruenzgruppen  M(g) (qeN)  zu
untersuchen.  Ohne  Einschrankung  der Allgemeinheit  kδnnen wir noch

(14)  q ̂   3

voraussetzen.  Dann  hat M(q)  keine  elliptischen  F ixpunkte,  und es  gilt
—10  M(g).  I st %(q) ein F undamentalbereich  von M(g),  so kann  man jede
Spitze  desselben  durch  eine  Transformation  aus M (l) nach  c>o bringen.
D aher  ist  es  im  folgenden  wichtig,  zu  einer  F unktion  f(z)  auch  die
F unktionen  fR(z)  (BeM ( l) )  zu  betrachten .  Es seien  ^ = 0 0 ,  ξ2f  • - ,ξp{q)

die  bezϋglich  M(g)  inaquivalenten  Spitzen  von %(q).  Aus  Christian [5],
S.  59, (17) folgt

(15)  p(q) =  - ig2 Π d  -   P*~2)  ( ί ^  8) .
2  p iff

Das  P rodukt  ist  ϋber  alle  in q  steckenden  Primzahlen  p* zu  erstrecken.
Wir  wahlen  Matrizen  Rγ =  / , i22,  , i2p(g)  eM ( l) mit

(16)

Man  setze

(17)  Ru  =   JB^BΓ1  =   ( ""  ^ β )

Schlieβlich sei Moo(g)  die durch  N = (Q ̂ Ί  (aeZ)  gegebene  U ntergruppe
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von  M ( )

H ILF SSATZ  1.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Es  gilt

(18)  M(q)RίK n MTO(1) ==  RtM(q)R71  Π M ^ l)  Φ  0

genau  dann,  wenn  c =  K  ist.

BE WE I S.  Da  M(g)  N ormalteiler  von M (l) ist,  gilt M(q)Rtκ  =   RcM(q)R71.
Der  Rest  folgt  aus  Neunhoffer  [31],  S.  22,  M itte.

D EF I N I TI ON   2.  F ur  λ e C  bedeute  %(q, g,  λ)  die  Menge der  / e$8α(g, #)
mit  folgenden  Eigenschaften:  Es  gilt

(19)  - Agf  =  λ/   .

Es  gibt  ein  yce/ ί,  so  daβ  gleichmaβg  in  x  gilt

(20)  Λ(*)  =   0(iΛ)  (y- >oo)  ( Λe M ( l ) ) .

Die  F unktionen  aus  S(g,  ^, λ)  heiβen  "automorphe  F ormen  zur  G ruppe
zum  G ewicht  gr  und  zur  Kennzahl  λ".

N un  ist  M(g)  N ormalteiler  von  M (l) .  Aus  (10)  ersieht  man  daher,
daβ  mit  /   auch  fR  (ReM(l))  in  33(g, g)  bzw.  35f(g,  jr)  (c =   0, 1,  . .  ,  oof α)
bzw.  S(g,  g,  λ)  liegt.  I st  in  der  Poincare'schen  Reihe  (12)  die  G leichung
- Δgh  =  λfe  erfϋllt,  so  gilt  auch  - Δ f f/ (Φ ,  z) =  λ/ (Φ , 2).

AN MERKU N G   1.  Da  der  Operator  — Δ^  elliptisch  ist  und  reell  analy-
tische  Koeffizienten  hat ,  ist  bereits  jede  zweimal  stet ig  differenzierbare
Losung  von  (19)  reell  analytisch  in  x,  y.

Siehe  hierzu  Roelcke  [39],  Teil  1,  S.  297,  M itte.
Mit  seC  setze  man  noch

(21)

(22)  58(<7, g, s)  =  »(g,  g, X(g, s) ) .

Diese  Ausdrϋcke  sind  bei  der  Substitution  s —> 2  — 2g  — s  invarian t .

H ILF SSATZ  2.  Es  seien  ReM(l)  und  fe?8(q,  g,  s).  Dann  besteht  die
Fourierentwicklung

(23)  fB(z)  = A(R,  z)  +  B(R,  z)

mit
(ff+ >)/ 2  (sΦl- g)

(24)  A{R,z)  {bo(R)yv2  +  Co{R)ywlθgy  (8 =  1- g)

(25)  B(R,z)=
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DiezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  W\ ..(  )  sind  Whittaker'sche  Funktίonen.  Man  siehe  z.  B.  Whit-
taker- Watson  [57], S.  339,  16.12.  Die  Absolutreihe  von  (25)  hangt  von  x
nicht  ab  und  strebt  fur  y —> °°  exponentiell  gegen 0.

BEWEIS.  Die  Fourierentwicklung  (23),  (24),  (25)  folgt  aus  Roelcke
[39],  Teil  I,  Seite  301  und  302,  Lemma  2.1.  Aus  Whittaker- Watson  [57],
S. 343.16.31  oder Roelcke  [39],  Teil  I,  (2.14)  erhalt  man  die  asymptotische
Aussage

(26)  WβJ(z)~z*e- */ 2  (\z\ - > oo, _ £ . <  arg z  <^f
>zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Δ  Δ

Daraus  folgt  der  Rest  von  Hilfssatz  2.

D EFIN ITION   3.  F ur  eine  diskontinuierliche  Gruppe  Φ  sei  33(Φ, g)  die
Menge  der  meβbaren  Funktionen  /   e 9ί(Φ, g)  mit

(27)  il/ ll2  -   L  \ f(z)\2dωz  <  -   .
JS«P)

Dabei  ist  %{Φ)  ein Fundamentalbereich von Φ.  F ϋhrt  man noch das  skalare
Produkt

(28)  (/ ,  h)  -   L  f(z)h(z)dωz

ein,  so  wird  SS(Φ, g)  zum  H ilbertraum.  Man  setze  §(q, g)  =  5?(M(g),  flf),
^ fe flf, λ) =  £(<?, fif) n »(g, βf, λ),  £(g, sr, s) =  £(g, flf) n89(g, ̂   «).  Letzteres  ist
wieder  un ter  der  Substitution  s- +2  — 2g  — s  invarian t.

In  $(q, g)  betrachten  wir  — Δ^  auf  folgenden  Definitionsbereichen:

(29)  ©2(g, g)  =  { / ; /€  $(gf flr) ΓΊS32(g, flf); - Δ , /  6 «( ff, βr)} ,

(30)  3T(g, (?) =  {/;  f  e^&°°(qf  g); f  h at  modM(g)  kompakten  Trager} .

Die  Einschrankungen  von  —Ag  auf  ©2(g, gf)  bzw.  ©°°(g, flr) mogen  mit  — Δ2,
bzw.  — ΔJ°  bezeichnet  werden.  Man siehe  hierzu  Roelcke  [39], Teil  I,  S.
303.  Offenbar  ist  S5°°(g, £ )cS)2(g,  flf).

H ILFSSATZ  3.  Es  sei  g eN.  Genau  dann  ist  f(z)  6 φ(g, g, 0),  wenn
F{z)  = y~0/ 2f(z)  eine  klassische  (holomorphe)  Spitzenform  zu  M(q)  vom
Gewicht  g  ist.

BEWEIS.  Ist  F(z)  eine  klassische  Spitzenform,  so gilt  f(z)  e $(q, g, 0).
Nun sei f(z)  e φ(g, g, 0).  Dann  ist  also  - Δ9f(g)  =  g/ 2(l  -   g/ 2)f(z).  Vermoge
Roelcke  [39], Teil I, Seite  319,  Satz  5.2,  ist  F(z) = y~e/ 2f{z)  eine  klassische
Modulform  zu  M(g)  vom  Gewicht g.  Wegen  der Konvergenz  des  Integrals
(27)  und  g eN  muβ  F(z)  eine  klassische  Spitzenform  sein.  Hilfssatz  3
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ist  bewiesen.

SATZ  1.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Die  Bereiche  S) 2^, g)  und  2Γ(g, g)  lίegen  in  $d(q,  g)  dicht.
—Δ2  und  —Δ~  sind  in  φ(g, g)  wesentlich  selbstadjungiert  und  haben
dieselbe  selbstadjungierte  Fortsetzung  —Ag  mit  dem  Definitionsbereich
3)(ff,  g).  Es  gilt  ®2(g, g)  =  3)(g, g)Γ\%>2(q,  g).  Der  Operator  - Άg  hat  ein
kontinuierliches  Spektrum  und  ein  Punktspektrum.  Die  Eigenfunktionen
und  Eigenpakete  von  —Ag  sind  mit  denjenigen  von  — Δ2  identisch.  Das
kontinuίerlίche  Spektrum  liegt  in  der  Halbgeraden  [1/4, o o ) c i ί .  In  jedem
Punkt  dieses  Inter vails  hat  es  die  Vίelfachheit  p{q).

Das  Punktspektrum  liegt  in  der  Halbgeraden  [(|ff|/ 2)(l — |flf|/2),  oo)cJB.
Es  ist  abzdhlbar  und  hduft  sich  nur  bei  ©o.  Es  seien

( 31)  λ_
Γ
(g

>ί7
)  =   "p~ (  1  o~  )

S  0 <  λ.^,   ff) <  <  λ_!  <  λ0  =  4"  <  ^1 <  λ2  <
4

die  verschiedenen  Eigenwerte  von  —Δg.  Jedes  Xv hat  endliche  Vielfachheit
µu.  Die  Werte  X-Tίq,g)  =  (|flf|/2)(l  — \g\ / 2) und  λo =•  1/4 werden  formal  immer
als  Eigenwerte  gezahlt.  Es  darf  aber  µ τ̂^>g)  =  0  und  µ0  =  0  sein.  Es
gilt

(32)  Σ   µ ^:2  <  -   .

ie Operator  en —Ag  und  —A_g haben die  gleichen  Eigenwerte  mit  denselben
Vielfachheiten.  Ist  gx  Ξ=  g2 mod 2,  so  stimmen  fur  die  Operator en  — Δ^
wwZ  — Δ^2  die  Eigenwerte  λ,  (̂  =   — p(g, ff), 1 — |θ(g, p),  , 0, 1, 2,  • ) und
ihre  Vielfachheiten  µc  ϋberein.  Die  Eigenwerte  \ - P{q>g)f  , λ_x  heiβen
"exzeptionell".  Fur  g  =Ξ 1 mod 2  treten  diese  nieht  auf.  Fur  c ̂   0  δiί

die  reellen  Zahlen

(33)  ^ l - j ^ J - L - λ , ,  σΓ = l - f l r - 2 Λ / i —λ ,  ( ί = - r ( ? , flr), • • • , 0) ,

' 4  ' 4

woδeΐ  die  PFitrzeZw  positiv  auszuziehen  sind.  Es  gilt

(34)  σί r ( ί > J )  =  I | flf|  -   1|  +  1 - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  g >   σ+_r ( f i f )  >  >  at  =  1 -   9

=  σϊ  >  •   >  σχ- _r(f,f) >  < τ i r ( f > f )  =  1 -  fif  -   I | flf|  -   1|

sowΐe
( 3 5 )  σ +   <7Γ (S  ̂   (« =   - !θ( ff,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  g),  •   •   - ,  - 1 )  ,

(36)  at  =  <τr =  0 mod 2  (« =   - τ(q,  g),  ,  - / »(?, ff) -   1) .
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BEWEIS.  Der  erste  Teil  des  Satzes,,  in  welchem  nicht  speziell  vom
Punktspektrum  die  Rede  ist,  folgt  aus  Roelcke  [39],  Teil  I,  Seite  309,
Satz 3.2; Seite 310, Lemma 3.5; Seite 325, Satz  5.7;  Teil  II , Seite  319,  Satz
12.4.  Nach Roelcke [39] Teil I, Seite 323,  Satz 5.5 liegt  das Punktspektrum
im  IntervallzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  [(\g\ / 2)(l — |ί/ |/2),  °°>.

Die  Aussage,  daβ es  absahlbar  viele  Eigenwerte  gibt,  daβ  diese  sich
nur  bei  oo  haufen,  daβ  sie  endliche  Vielfachheit  besitzen,  und  daβ die
Summe  (32)  konvergiert,  wird  fur  g — 0  bei  Hejhal  [18], Seite  188,  Prop-
osition  13.6,  (b)  bewίesen.  Dieser  Beweis  ϋbertragt  sich  auf  den  Fall
beliebiger  geZ.

Es  sei  I   eine  Eigenfunktion  zu  — Δ ,̂  also  —Δ ϊ̂ =  \ l.  Wie  schon
gesagt,  gilt  dann — Δ2

gl =  λϊ.  Wir  gehen  zum  konjugiert- Komplexen  iiber
und  beachten  (9)  und  xeR.  Es  folgt  — Δi f fΓ= λΓ,  d.h.,  —  Δ_gϊ=χT.
Also  haben  — Άg  und  —Δ_g die  gleichen  Eigenwerte  mit  denselben  Viel-
fachheiten.  Hieraus  und  aus  Roelcke  [39],  Teil  I,  Seite  306,  Lemma 3.1.
7),  folgt,  daβ  die  Eigenwerte  Xt(—p(q, g) ^  c) und  ihre  Vielfachheiten  µe

fur  die  Operator en  — Άffl  und  — Δβ2  iiber einstimmen,  sofern  gx  ΞΞ gr2mod2
ist.  Im Falle g~\  folgt  aus  (31),  daβ  τ(q, l) =  0  ist.  Der  Operator  — Δx

besitzt  somit keine  exzeptionellen  Eigenwerte.  Nach  dem  vorher  Bewies-
enen  gilt  das  dann  fur  alle  Operatoren  — Δg  mit  g  =  I m od2.

Es  sei  λ,  ein  exzeptioneller  Eigenwert,  also  0 < λ, <  1/4.  Dann  ist
0 <  2i/ l/ 4  -   λ, <  1.  Hieraus  und  aus  (33)  folgt  (35).  Da - Δg  and  - Δ_g

dieselben  Eigenwerte  haben, brauchen  wir  die  Aussage  (36) nur fur  g  ^  0
zu  beweisen.  Wegen  (33)  gilt

rf= - a. ,A =  JL- ! -

Nach  Roelcke  [39], Teil I, Satz 5.4.a)  ist  dann lt e 0 U  N.  Also σt  =  0 mod 2.
Hieraus  und  aus  geZ  folgt  σT =  0mod2.  Satz  1  ist  bewiesen.

HILFSSATZ  4.  Es  seίen  q.eN;  keZ;  seC;  Re s >  1 — k;  ze  3(1),

(37)  bn(q9  k,  y,  s) — ( — )  —  - w -   -   ™k/ 2,uc+8- i)/ 2\

(n > 0) ,

(

q

(n > 0) ,
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( 39)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  b
o
(q,  k,  y,  s)   =

  e
- **w

2
*~

k
~'

πΓ
(

k
  +

  s
~  l)yi- »- .  .

4  fMi)
Dann  gilt

(40)  Σ  («  +   ?Λ)~*I*  +   9»Γ* =   Σ  &.(?, k, y,  s)e2ir ίM / ί  .

Dίfferentialoperator  — Ak  — (k + s)yd/ dy annulliert  jeden  Summanden
der  linken  und  rechten Seίte  von  (40).

BEWEIS.  Siehe  Maass  [30],  chapter  IV,  §2  und  §3, insbesondere  Seite
207  unten.

2.  Eisenstein'sche  Reihen.  Die  nicht- analytische  Eisenstein'sche
Reihe  zu  M(q) vom  Gewicht  g  wird  durch

(41)  E(q,  g,  z, s)  =   Σ  M ff  z)y^8)/ 2  =   Σ  V{g+8)/ 21 IN, 9]
iVeMoo(9)\M(<7)  N eMoo(9)\ M(9)

gegeben.

SATZ  2.  Die  Eisenstein'sche  Reihe  (41)  konvergiert  fur  Re s  >  2 — #
cabsolut und  stellt  eine  holomorphe Funktion  von  s  dar.  Dίese  Funktion
laβt  sich  meromorph  auf  C  fortsetzen.  Und  zwar  gίbt  es  eine  ganze,
von  z  unabhdngige,  nicht- identisch  verschwindende  Funktion  7)(q,  g, s),
so  daβ  Ύ)(q,  g, s)E(q, g, z, s)  fur  alle  z e 3(1)  eine  ganze  Funktion  von  s
ist.  Es  sei  seC,  s  keine  Polstelle von  E(q, g, z, s);  dann  ist  E{q, g, z, s) 6

BEWEIS.  Die  Konvergenzaussage  ist  bekannt.  Der  Rest  wird  fur
g =  0 bei Hejahl  [18], chapter 6,  § 11 oder Neunhoffer  [31],  § 5  oder  Selberg
[43]  bewiesen.  Fur  geZ  ϋbertragen  sich  diese  Beweise  wortlich.

DEFINITION   4.  Gegeben  sei  eine  Funktion  f(Z,  s) einer  Variablenzeile
Z9  die  in  einem  Definitionsgebiet  Ω  variiert,  und  die  meromorph  von  der
komplexen  Variablen  s  abhangt.  Wir  sagen,  f(Zy  s)  hat  bei  s  =  s0  einen
Pol  Z- ter  Ordnung,  wenn  f{Z,  s)  fur  jedes  ZeΩ  bei  sQ  einen  Pol  von
hochstens  ϊ- ter  Ordnung  besitzt,  wenn  es  aber  ein  ZeΩ  gibt,  fiir  das
die  Polordnung  genau  I   ist.

Im  Sinne  dieser  Definition  ist  es  also  zu  verstehen,  wenn  wir  bei den
im  folgenden  betrachteten  Funktionen  von  Polen  sprechen.

Es  sei  i?eM (l) .  Aus  (7),  (41)  folgt  dann  fiir  Res  >  2  -   g

(42)  Eja,  9, *,s)=  Σ   JA(g,  z)yTn8)/ 1  =   Σ  Vid+8)/ zI [NR,  g]  .
iVeMoo(9)\ M(g)  N e Moo (9)\ M(g)

Wegen  (7)  und  Satz  2  laβt  sich  ER(q, g, z, s)  meromorph  auf  die  s- Ebene
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fortsetzen;  die  Polstellen  und  - ordnungen  stimmen  mit  denen  vonzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  E(q,g,z,s)
ϋberein .  Sofern  s  keine  Polstelle  ist,  gilt  ER(q,  g, z, s) e 33(g, g, s).  Entspre -
chend  H ilfssatz  2  kann  man  ER(q,  g,  z, s)  in  eine  F ourierreihe  entwickeln.

H ILF SSATZ  5.  Der  nullte  Fourίerkoeffizient  von  ERcκ(q,  g,  z, s)  (c, K  =

1>  , P(Q)) hat  die  Gestalt

(43)  δ*yι'+   )/ 2  +   φu(q,  g,  s)yι~{g+8)/ 2  (c, K =   1,  , p{q))  .

Hierbeί  ist  δ* =   1  und  3* =   0  (cΦέ).  Fur  R es  >  2 — g  gilt

(44)  φtκ(q, g,  s)  =   e- r:i9^- g- 8πΓ(g  +   s  -   1 ) L (  ^

mit

L ( q ,  g, i,  κ , s ) =   Σ   c ~ s \c\~'  (c,κ  =  !,- • • ,  p ( g ) )  .(45)

Dabei  sind  die  Ί cκ,  δικ  durch  (17)  erklcirt,  (  >  bezeichnet  den  groβten
gemeinsamen  Teiler.  Als  Funktion  von  s  lassen  sich  die  φικ(q, g,  s)  und
L(q,  g,  t, tc, s)  (c, K =   1,  , p(q))  meromorph  auf  C  fortsetzen.

BE WE I S.  Die  Formeln  (43),  (44),  (45)  folgen  aus  Maass  [30],  Seiten
207- 215  oder  Roelcke  [39],  Teil,  I I ,  Seite  294,  Lemma  10.2.  Im  Falle
g  =   0  stehen  sie  auch  bei  Neunhbffer  [31],  Seite  24,  (4.17)  oder  Hejhal
[18], Seite  65,  proposition  8.6  sowie  Seite  76.  Da  (43)  der  nullte  Fourier -
koeffizient  der  Eisensteinreihe  ist,  gilt

(46)  δcκy
{g+8)/ 2  +  φcκ(q,  g,  β )»1 - (  +   ) / 2 = i f  JS?Λ|,(gf  g,  z, s)dx  (c, κ = l,

q  Jo

Die  rechte  Seite  ist  fiir  seC  meromorph,  somit  sind  es  auch  die  φeκ(q, g,  s)
und  wegen  (44)  die  L(q,  gy  c, K, s)  (t, K =   1,  ,  p(q)).

Man  bilde  die  p(q)xp(q)  Matrizen

(47)  β(g, g,  z, s)  -   (EReκ(q,  gy  z,  s)) , Φ(q, g,  s)  =  (φcκ(q,  g,  s))  ,

wobei  c Zeilen-  und K Spaltenindex  ist.  Da  die  Polstellen  von  ER{q,  g,  z, s)
und  der en  Ordnungen  nicht  von  R  abhangen,  haben  alle  M atrixelemente
von  S(g,  g,  z, s)  an  den  gleichen  Stellen  Pole  derselben  Ordnung.  Wir
konnen  daher  von  Polen  von  (2(g, g,  z, s)  und  der en  Ordnungen  sprechen.

D EF I N I TI ON   5.  Eine  Polstelle  s0  von  Φ(q, gy  s)  ist  ein  P unkt ,  in  dem
mindestens  ein  φcκ(q, g,  s)  (c, K =   1,  , p(q))  einen Pol h at .  Die  Polordnung
von  Φ{q, g,  s)  bei  s0  ist  das  Maximum  der  Polordnungen  der  φeκ(q, g,  s)  bei
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SATZ  3.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Es  gelten  die  Gleίchungen

(48)  Φ(q,  g, s)Φ(q, g,2- 2g- 8)  =  I,

(49)  <%, g, z, 2 -   2g  -   s) = Φ(q, gf  2 -   2g  -   sMq,  g, z, s) ,

sowίe  die  folgenden  Aussagen:
(a)  Auf  der Geraden Res=l—g  sind  Φ(q, g, s) und  @(g, g, z, s) holomorph.
(/3)  ©(tf, g, z, s)  und  Φ{q, g, s)  besitzen dίeselben Polstellen mit  den  gleίchen

Polordnungen.
(7)  1st  s0  eίne  Polstelle  von  @(g, g, z, s)  und  liegt  s0  in  dem  reellen  In-

ter vail  (1 — g, 2 — g],  so  ist  der  Pol  von  erster  Ordnung  und  s0  ist
auch  eίne  Polstelle  erster  Ordnung  von  φn(q, g, s).

BEWEIS.  AUS  (17) folgt  Rc( =  7, also φtc(q, g, s) =  φn(q, g, s) (c =  1,  ,
p(q)).  N un  folgt  die  Behauptung  aus  Roelcke  [39],  Teil  I I ,  Seite  296,
(10.19),  (10.23) und Seite  299,  Satz  10.4.

D EF IN ITION  6.  F ur a e R  und  t — Im s  sei  ϊj(α) das  G ebiet

(50)  «α )  =  {R β .  2> 1 -   α   -

mit  gewissen  Punkten  b19  • • • , 6 n eΛ  aus  dem  offenen  Intervall  <0,  1>,
welche  in  Satz  4  erklart  werden.  F erner  bezeichne  a(a) die  Punktmenge

(51)  a(a) =  {s e C; Re s >  1 -   a} (J {1 -   α} .

SATZ  4.  D ie  Reihen  L(l, gr, ί, /c, s)  lassen  sich  meromorph  auf  C
fortsetzen.  Wahlt  man  die  in  Definition  6  genannten  Punkte  b19  , bn

passend,  so gilt:  Fur  g  =  1 mod 2  sine? L(g, g, c, κy s)  holomorph  in  ί)(g)9

und  es  gilt

(52)  L(q,  g,t,c,s)  =  O  (c =   1,  , p(g))  (ff  Ξ=  1 mod 2)  .

Fur  g =  0mod2  sind  L(q, g, e, / c,  s)  holomorph  in  §(g) — {2 — g}.  Bei  s =
2  — gr ϊieflfί eΐn Pol  erster  Ordnung  (c, K — 1,  , p(g)).  Sei  den  b19  , bn

konnen  die  L(q, g, c, fc,  s)  Pole erster  Ordnung  haben.

BEWEIS.  Fur  c e Z - 0  sei  V(q, c, δ) die  Anzahl  der  deZ  mit

(53)  d = δmodq;  (d, c)  =  1  0 ^  — <  q .
c

Offenbar  gilt

(54)  V(q,c,δ)=V(q9  - c9  - ί )  .

Es  sei  7βZ,
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(55)  <% δ> =  1 .

Man  setze

(56)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ζ(q,Ύ,δ,s)=  Σ   V(q,c,δ)c-
c= l

c=γmodq

Diese  Reihe  ist fur  Re s > 2  absolut  konvergent  µnd holomorph in s.  Aus
(45)  folgt

(57)  L{q, g, c, κf s) =  ζ(q, J(κ, δeκ, g + s) +  ( - l) 'C (g,  - % „ - δtn  g + s) .

Wir  wollen  jetzt  die  Reihen  ζ(q, 7, δ, s)  und ζ(q, —7, — δ, s)  gemeinsam
untersuchen .  Dazu beginnen wir mit V(q, c, δ) und V(q, c, — δ).  Wir bilden
den  groβten  gemeinsamen  Teiler

(58)  y =   < |8 | , «> £ l .

Aus  (66) folgt  η\d.  Wir  setzen  also

(59)  q = yqi,  δ =  ̂   ,  d = ηdt .

Aus  (53),  (55), (58), (59) ergibt  sich

(60)  <c, )?> =  <7, η) = (δlf  ί x> =  <(*!,  ?1> =  1 .

Wegen  (53)  ist  also  V(q, c, δ)  die  Anzahl  der  c ^ eZ m it O ^  dί < q^;
(dlf  q^} =  1, di =  δx mod qlt  Somit  ist  V(q, c, δ)  gleich  der  Anzahl  der
primen  Restklassen  dι mod qxc mit dx =  δt mod gt.  D urch  die Zuordnung

(61)  dx mod gxc —> dx mod gx

wird  ein  Homomorphismus  der  primen  Restklassengruppe  ©(^c)  von  qxc
auf  die prime  Restklassengruppe  © (gj von qί  definiert.  I st $1 der Kern
dieses  Homomorphismus, so gilt

(62)  ®(ίic)/ ft

Offenbar  ist  V(q, c, δ) gleich  der Ordnung von $,  wegen  (62) also

(63)  V(q, c, δ) = ^  ,

wobei φ*(m) die Anzahl der primen Restklassen  mod m bezeichnet.  Vermoge
(58)  bleibt  η  beim  U bergang  δ- *—δ  unverandert .  Wegen  (59) gilt das
auch  fur  qλ.  Somit  auch

(64)  V{q, c, - «)  -

Es  gilt  also
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(65)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ζ(q, 7,  ±δ,  s)  =

Wir  untersuchen  jetzt  die  Reihe  (65),  wobei  wir  wieder  auf  7  und  —7
gleichzeitig  unser  Augenmerk  haben.  Wir  setzen

(66)  a  =

( 67)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Qi  =   aQz  >   7  =   α 7
2
  ,   c  =   α w  .

Dabei  ist  zu  beachten,  daβ  c  wegen  c Ξ γ m o d %  durch  α  teilbar  ist .
Der  ϋbergang  7—> —7  ist  mit  72—> — 72  gleichbedeutend.  α  und  g2  andern
sich  dabei  n icht.  Aus  (55),  (60)  folgt

(68)  <α, ?>  =   <72, ^g2>  =   1  .

Schlieβlich  bekommen  wir

(69)  ζ(q, Ί ,  ±δ,  s)  =  - £L—ζ(Vq2,  a \ ,  72,  s)  ,

mit

(70)  ζ(m, ίf  72, e) =   Σ   φ*(ln)n-   .
n=l

w= r2modm

Dabei  gilt  ϊ 6 N  und

(71)  <72, m> =   1  .

Der  primen Restklassengruppe  ®(m) ordnen wir  die  Charaktergruppe  X(m)
zu,  wie  es  etwa  bei  Landau  [26],  §§99- 101  geschieht.  Die  Charaktere,
also  die  Elemente  von  X(m),  werden  mit  X(n)  bezeichnet;  dabei  gelte
%{jι)  =   0,  {{n,   m> >  1).  Wir  betrachten  weiterhin  die  F unktion

(72)  ζ(m, I, X, s)  =   Σ  %(^)^*(ίn)^ - 8  =   Σ  Z(α)ζ(m,  Z, α, s)  .
n = l  αmodm

<α,m>= l

Aus  Landau  [26],  Seite  408,  Satz  4  en tn immt  man

(73)

Die  Relationen  (72),  (73)  liefern

(74)  ζ(m, I, 72,  s)  =   — i —  Σ  X- 'COXm,  Z, Z,•   β) .
φ*(m)  Z X ( )

Es  sei

(75)  n  =
p *
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die  Primfaktorzerlegung  einer  naturlichen  ZahlzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  n.  Aus  (72),  (75)  folgt

also

(76)  ζ(m,  I, X, s)  =   p*(m,  I, X, s) Π  Σ  (Z(?>*))V*(?>*>*"1<

mit
oo

Σ
,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I, X, s) =

P
*\ l

=  τι

(77)  p*(m
f
  I, X,s)  =   π

P*\ l

Aus  (76)  folgt  weiter

ζ ( m,  I, X, s) =  ρ*(m, I,  Z,

-  "*
<m ι χ s)

 p
Somit

(78)  ζ(m,  I, X, s)  =   ^*
L*(m,  Jί,  S)

Dabei  ist  L*(m, Z, s)  die  Dirichlet'sche  L- Reihe,  wie  sie  etwa  bei  Landau
[26],  23.  Kapitel,  erklart  ist.  Zur  Formel  (78)  siehe  man  auch  Hejhal
[18],  Seite  547,  Lemma  5.11  und  Seite  593,  Bemerkung  44.
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Es  seizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  X  ein  eigentlicher  Charakter  bezϋglich  d\m.  Dann  gilt

(79)  L*(m,  X,  s)  =  L*(d,  X,  «)  Π  d  -   ΆP*)P*~8)  .
p*\ m

Aus  Landau  [26],  insbesondere  15.  und  17.  Kapitel,  Seite  321  oben,  §79;
§115;  30.  Kapitel;  Seite  514  oben  u.  D avenport  [60], S.  93, Theorem  folgt,
daβ  L*(d,  X, 8)  eine  ganze  Punktion  in  s  darstellt ,  sofern  X  n icht  der
H auptcharakter  ist .  F ur den  H auptcharakter  hat  die  F unktion genau  einen
Pol  erster  Ordnung  bei  8 =   1.  F ur  jedes  X e X(m)  besitzt  L*(d,  X, s)  in
R es  ^  1 — 1/ (20log(3 +   |ί|)) hochstens  eine  reelle  N ullstelle  erster  Ordnung
im  offenen  Intervall  <0, 1>.  Die  N ullstellen  des  P roduktes  auf  der  rechten
Seite  von  (79)  liegen  alle  auf  der  G eraden  Re s  =   0,  D aher  gelten  die
fur  L*(cZ, Z, s)  gemachten  Aussagen  auch  fiir  L*(m,  X, s).  Die  Polstellen
von  |0*(m,  I, Z, s)  liegen  auch  alle  auf  der  G eraden  Re s  — 0.  Wir  sehen
also,  daβ  sich  die  Reihe  ζ(ra,  I, X, s)  meromorph  auf  die  ganze  s- Ebene
fortsetzen  laβt.  Sie  ist  im  G ebiet  Re s  ^  1  -   1/(20  log(3  +   \ t\ )) holomorph
mit  Ausnahme  hochstens  eines  P unktes  im  reellen  In tervall  <0, 1>,  sofern
X  reell  und  nicht  ber  H auptcharakter  ist .  In  dem  Ausnahmepunkt  kann
ein  Pol  erster  Ordnung  liegen.  I st  X  der  H auptcharakter,  so  liegt  ein
Pol  erster  Ordnung  bei  s — 2.  H ieraus  und  aus  (74) folgt,  daβ ζ(m, 1,72,  s)
in  C  meromorph  ist.  In  R es  ^  1 — 1/ (20log(3 +   |ί|))  liegt  ein  Pol  erster
Ordnung  bei  s  =   2.  F erner  konnen  endlich  viele  Pole  erster  Ordnung  im
Intervall  <0, 1> liegen.  Der Pol bei  s  =   2  kommt  in  (74)  durch  den  Anteil
des  H auptcharakters  hinein.  D ieser  andert  sich  nicht,  wenn  man  72  durch
—72  ersetzt .  Also

(80)  Resζ(ra,  I, 72,  s)  =   Resζ(m,  I,  - 7 2 ,  s)  .
8= 2  8= 2

Aus  (69),  (80)  erhalten  wir

(81)  Resζfa,  7,  ±8,8)  =   Resζ fo  - 7 ,  ±δ,  s).
e=2  e=2

Wegen  (57)  ist  nun  klar,  daβ  L(q,  g,  c, /c, s)  fur  seC  meromorph  ist .  Die
in Definition  6 genannten  P unkte  b19  , bn  kann  man  also  so  wahlen,  daβ
folgendes  gilt .  Es  sei  g  =   1 mod 2.  Vermiίge  (57),  (81)  und  dem  frϋher
G esagten,  ist  L(q,  gy  c, ic, s)  in  ί)(g)  holomorph.  F iir  e — K, ist  Ί u  — 0.  Da
ζ(q, 0, dy s)  sich  n icht  andert ,  wenn  man  δ  durch  — δ  ersetzt ,  folgt  (52)
aus  (57).  I st  g  =  0m od2,  so  sind  L(q,  g,  c, ic, s)  in  ί)(g) — {2 — g}  holomorph.
Bei  s  =  2 — g  liegt  ein  Pol  erster  Ordnung.  Satz  4  ist  bewiesen.

SATZ  5.  Die  Funktίonen  ER(q,  g, z, s)  (R e M(l)),  ®(g, g, z, s),  Φ(q, g,  s),
ΦcλQj  9>  s)  (c, ic =   1,  *  , p(q))  lassen  sich  meromorph  auf  die  s- Ebene  fort-
setzen.  Fiir   g  Φ 0  sind  diese  Funktionen  in  ί)(g) holomorph.  Fiir   g  — 0
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sind  sie  inzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Jj(O) — {2}  holomorph.  Bei  s =  2  liegt  ein  Pol  erster  Ordnung.

BE WE I S.  Die  meromorphe  F ortsetzbarkeit  folgt  aus  Satz  2.  Wegen
Satz  3,  (β)  brauchen  wir  den  Rest  nur  fur  die  φcκ(q, g,  s)  zu  beweisen.
Vermoge  (57)  und  Satz  4  konnen  in  ί)(g) hochstens  ein  Pol erster  Ordnung
bei  s =  1 — g  und  im Falle  ^ 0 m o d 2  ein  Pol  erster  Ordnung  bei  s =  2 — g
auftreten .  Aus  Satz  3,  (α)  ersieht  man,  daβ  bei  s =  1 — g  kein  Pol  sein
kann .  F ur  g  =   I m o d 2  sind  die  φcκ(q, g,  s)  also  holomorph  in  ίj(g).  Jet zt
sei  g  ΞΞ 0 mod 2.  N ach  Satz  4  h at  dann  L(q, g,  c, K, S)  einen  Pol  erster
Ordnung bei  s =  2 — g.  Weiter  hat  Γ(g  +  s/ 2)Γ(s/ 2)  genau  dann  einen  Pol
erster  Ordnung  bei  s — 2 — g,  wenn  g  Φ 0  ist .  H ieraus  und  aus  (44)  folgt
die  Behauptung.  Satz  5  ist  bewiesen.

3.  D er  Resolventenkern .  Wir  wollen  jetzt  den Resolventenkern  zum
D ifferentialoperator  .— Άg  konstruieren .  F ur  aeC,  vsN  setze  man

(82)  (α )0 =   l ,  (α λ

und  bilde  die  hypergeometrische  Reihe

(83)  JFάa* a2; β; z) =  ±

Entsprechend  F ay  [13],  Seite  147,  (13)  setze  man

Γ
( iM τ

+ 9
)

(84)

x Λ^i
  +

  , ; .
  +
 «l- t»Iίr).

H ILF SSATZ  6.  Die  Funktίon  Q u + ^ ^ O ")  +   l/ (2π)log r  ist  bei  r  — 0
stetig.

BE WE I S.  Wie  bei  F ay  [13],  Seite  148,  (17).

Man  definiere  den  nichteuklidischen  Abstand  r(w,  z)  durch  (3).  Mit
w,  z e 3(1)  setze  man

(85)  G(q9g,w,z,8)=  Σ   3NX9,
NeM(q)

=   Σ
iVM(

N(Z)   — W

Σ  ( #
iVeM(<7)  \ Z  — W

H ILF SSATZ  7.  Die  Reihe  (85) konvergiert  fur  Re s > 2 — g  αbsolut  und
stellt  eine  holomorphe  Funktion  in  s  dαr.  Bezuglich  z  liegt  sie  in  !g(q, g> s)
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und  bezϋglich  w  in  φ(q, —g, s + 2g).  Es  gilt

(86)  G(q, g, w, z, s) = G(q, g, z, w, s)  .

Fur  Re s  >  Max(2 — g,  \g\ — g)  hat  man

(87)  ( - Δ,  -   x{g, sT'fiw)  =   \  G(q, g, w, z, s)f(z)dωz;  (/ («) e Q(q, g)) .

Daher  ist  also G{q, g, w, z, s)  der  Resolventenkern  von  —Ag.

BEWEIS.  Die Konvergenzaussage  ist  klar; daβ G(q, g, w, z, s) bezϋglich
z  in  ?8(q,  g, s)  liegt,  folgt  aus  Fay  [13],  Seite  158,  theorem  2.1  oder  aus
Roelcke [39], Teil II , § 7.  Daβ G(q, g, w}  z, s) bezϋglich  z  sogar  in  Q(q, g, s)
liegt,  ersieht  man  aus  Roelcke  [39],  Teil  II , Seite  268,  Lemma  7.1.  Die
Aussage  (86)  bekommt  man  aus  Fay  [13],  Seite  159;  (48).  Mittels  (86)
lassen  sich  alle  Aussagen  bezϋglich  w  auf  solche bezϋglich  z zurϋckfϋhren.
(87)  folgt  aus  Roelcke  [39],  Teil  II , Seite  270,  Satz  7.1.  Hilfssatz  7  ist
bewiesen.

SATZ  6.  Es  sei  a 6 C  eine feste  Zahl  mit  Re a > 2 — g und  x(g, a) Φ x(

if =   ~τ(Q, ί)0> 1 — τ(Qf Q\  • )•  Die  Differenz

(88)  G(q, g, w, z, s)  -   G(q, g, w, z, a)

=   YiiΆf 9>  Wf Zp <*>>   s) +  Γ2(g, g, w, z, α, s) +  Γ3(g, g, w, z, a, s)

ist  fur  (w, z) 6 3(1) x 3(1)  stetig.
Sie  Idβt  sich  bezϋglich  z  nach  Eigenwerten  und  Eigenpaketen  des

Operators  —Δg  entwickeln.  Ddbei  beschreiben

(89)  Yx{qt  g, w, z, a, a) =   Σ   Jt(q, g, w, z)(  L  L  Λ  ,
'—r(ff.*>  \ \c — x(g, s)  x( — x(g9  αy

(90) . )
— X(g, s)  xe — \ (g,  ay

den  Anteil  des  diskreten  Spektrums  von  —Δff,  Ys(q, g, w, z, α, s)  den  des
kontinuierlichen  Spektrums.  Jt(q, g, w, z)  ist  der  reproduzierende  Kern
des  Raumes  $(q, g, χc),  d.h.,  es  gilt:

(91)  f(w)  =  \  Jt(q, g, w, z)f{z)dω.(f(z)  6 §(q, g, xc))

(c =   - Γ ( 9 f g),  1  -   τ(q,  g\  . . . )  .

Die  Reihen  (89),  (90)  konvergieren  fur  alle  s e C  mit  Ausnahme  der
Nullstellen  der  Nenner.  Yx{q9  g, wy  z, a, s)  ist  eine  meromorphe  Funktion
fur  seC,  welche unter  der  Substitution  s—>2 — 2g  — s  invariant  bleibt.
Die  Pole  liegen  auf  der  reellen  Achse  im  Intervall  [1 — g  +   | \g\  — 1|,
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1  — ff — I Iffl  — 1|]>zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  symmetrisch  zum  Punkt  1  — g.  Der  Pol  bei  s  =   1 — g
besίtzt  zweίte  Ordnung,  alle  anderen  Pole  sind  von  erster  Ordnung.
Yz(Q,  9, w,  z, α, s)  ist  eine  meromorphe  Funktion  fur  seC,  welche  unter
der  Substitution  s —> 2 — 2g — s  invariant  bleibt.  Die  Polstellen  sind  nicht
reell.  Sie  liegen  symmetrisch  zum  Punkt  1—g  auf  der  Achse  R es  =   1—0.

Die  Funktion  F 3(g, g,  w,  z, α, s)  ist  meromorph  fur  seC.  In  Jj(ff) —
{1 — g)  ist  sie  holomorph.  Bei  s =  1 — g  liegt  ein  Pol  erster  Ordnung  mίt
dem  Residuum  (l/ 2)C(g, g,  w,  z, 1 — g),  wobei

P(Q)   .

(92)  C(g, g,  w,  s,  *) =   - £-  Σ   (EΛ.(q,  g,  w,  2  -   2g  -   s)EB  (q, g,  z, s)
2  «= i  "

+   ER(Q, 9, w,  s)ER(q,  g,z,2- 2g-  s))

gesetzt  wurde.  Ferner  ist

(93)  y,(g,  g,  w,  z, a, s)  -   Yz(q,  g,  w,  z, a, 2  -   2g  -   s)  =   C{q>   9>  w>   z>  s)  .
s  + g  -   1

Ist  wΦN(z)  (NeM(q))  und  s  keine  Polstelle,  so  sind  YXq,  g,  w,  z, a,  s)
reell  analytisch  in  u  = Uew,  v  =   Imw,  x, y  {v =   1, 2, 3);  ferner  gilt

(94)  Yu(q,  g,  w,  z, a, s)  = Yv(q,  g9  z, w,  a, s)  (y  =   1, 2, 3)  ,

(95)  C(q, g,  w,  z, s)  =   C(q, g,  z, w,  s)  ,

(96)  J£q,  g,  w,  z)  =   Jt(q,  g,  z, w)  (c =   - r ( ? ,  g),  1  -   τ(q, g\  • ) .

BE WE I S.  F ur  ^ 0  steh t  fast  alles  bei  Hejhal  [18],  chapter  7,  §3,
insbesondere  Seite  250,  theorem  3.5.  Diese  U berlegungen  lassen  sich
wortlich  auf  den  Fall  beliebiger  g  e Z  ϋbertragen .  Wir  mϋssen  uns  nur
zusatzlich  das  Folgende  ϋberlegen.  Sta t t  der  Jt(q,  g, w,  z)  t reten  bei  Hejhal
[18],  Seite  250,  theorem  3.5  zunachst  Ausdriicke  der  Art  TJw)lκ(z)  auf,
mit  lκ e §(q,  g,  \ ).  N un  sei  λ,  ein  µrΐacher  Eigenwert.  D ann  ist

(97)  Jt(q,  g,  w,z)

der  reproduzierende  Kern  von  $(q,  g,  λ,).  So  kommt  man zu  den Formeln
(89),  (90).  Aus  (97)  ergibt  sich  (96).

Aus  Hejhal  folgt  zunachst  nur,  daβ  YQ(q, g,  w,  a, s)  in  Re s  ^  1 — g
holomorph  ist,  auβer  bei  s  =   1  — g.  D ort  liegt  ein  Pol  erster  Ordnung
mit  dem  oben  angegebenen  Residuum.  Daβ  Y3(q,  g,  w,  z, a, s)  sogar  in
ή(flf)  -   {1  -   g)  holomorph  ist,  folgt  mittels  (92),  (93)  aus  Satz  5.  Satz  6
ist  bewiesen.

Aus  Satz  6  ersehen  wir  noch,  daβ  der  Resolventenkern  der F unktion -
algleichung
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(98)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  G(q, g, w, z, s) -   G(q, g, w, z, 2 -   2g -   a) =   C(q>   g>  w>   z>   s)

s  +  g  -   1
genϋgt.

Es  sei  α(α) durch  Definition  6,  (51)  erklart.

HILFSSATZ  8.  Es  sei

(99)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  X(q,g,w,z,8)=   Σ
  J

'
(q
'
  9

'Γ
  Z)

  +
  U

^
  g

>
 W
>

  Z)

e- {q>9)(s- σt)J±- - χ  C' +  ^ - l ) 1

Ύ  4

,  C(Q, g,w,,z,l-  g)
2(s  +  g- l)

Dαnn  ist

(100)  G(q, g, w, z, s) =  X(q9  g, w, z, s) +  H(q, g, w, z, s) .

Dαbei  ist  H{q, g, w, z, s)  meromorph  in  der  s- Ebene.  In  α(g)  ist  es  holo-
morph.

BEWEIS.  Man  benutze  Satz  6.

Es  seien  ΛeM (l) ,  Res  >  2  -   g.  Aus  (85)  folgt

(101)  GRz(q,  g, w, z, s)

=   Σ   JA(g, z)( Γ ~  ^ ^

=   Σ  (J^- ^)  Q^u.,«Mw, z))\ [NR,, g]  .
NβM(q) \Z  —  W  '

Wir  setzen  wieder  w^=u + iv;  u,veR\  v>0.  Wir  wollen  GBfs(q,  g, w> z, s)
in  eine  Fourierreihe  entwickeln.  Da  GBz(q, g, w, z, s)  bei  (NR)(z}  = w
(NeM(q))  eine  Singularitat  besitzt,  mϋssen  wir

(102)  VNR<V  (NeM(q))

voraussetzen.  Zunachst  fϋhren  wir  gewisse  Poincare'sche Reihen ein, die
bei  der  Fourierentwicklung  auftreten.

Entsprechend  (83)  definieren  wir  die  konfluente  hypergeometrische
Reihe

(103)  JFfa β;z) = ±  i ^ W  =  Γ(β) ±
0
(β)

  0

HILFSSATZ  9.  Als  Funktion  von  α, β, z  ist  (l/ Γ(/ 3))1F 1(α; β; z) holo-
morph  im  Cs.

BEWEIS.  Klar.
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Wir  setzen

(104)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Ug, z, 8)= β-  M?\ (|- f  s + g, s); f_x{g, z, 8)=e- \Fx(±+ΰ,   s+g,  z) .

D ann  sind

(105)  Mεg/ 2>{g+8_1)/ 2(z)  =  z^'^fAg,  z, s)  (ε =   ± 1 )

diejenigen  Losungen  der Whittaker'schen  Differentialgleichung,  welche
etwa  bei Buchholz  [2],  Seite  11 oder  Whittaker- Watson  [57],  Seite 346
unten  eingefiihrt  werden.  Man  setze

(106)  " UB(q, g,n,z,  s) =
i

A{g,  z)Mgslen/ ΐ,^..

=   Σ   Meslgn/ 2Ag+a_J^^.y)e^  ̂ I [NR, g)

(neZ- 0;ReM(l))

Aus  (104),  (105) ersieht man

(107)  M±g/ 2Λg+8_1)/ 2(z)  =  0 ( |^ |^ R e e ) / 2 )  (\z\ -   0) .

Daher  konvergieren  die  Reihen  (106) fur Res > 2 — g  absolut  und sind in
s holomorph.  Bezϋglich z stellen sie Funktionen aus S3(g, g,  s) dar.  Weiter
setzen wir fur BeM (l) :

(108)  U£(q, g, n, z, s) =
Λπ\n\Γ(s  + g)

• U
R
{q,  g, n, z, s) (n> 0)

• U
R
(q,  g, n, z, s) (n< 0)

Aπ\n\Γ(s +

HILFSSATZ  10.  Unter  der Vorαussetzung  (102)  gilt  die Fourieren-
twicklung

1
(109) GBz(q, g, w, z, s) =

q(s +  g-
v^+ '^EB(q,  g, z, s)

Σ  US(q, g, n, z,
nΨ—oo
nΦO

?—2xinu/ q

BEWEIS.  Fay  [13],  Seite  173,  theorem  3.1.  Man  beachte,  daβ  Fay
die  Spitzenbreite auf 1 normiert  hat.  Unsere  Spitzenbreite ist q  \

SATZ 7.  Es sei neZ—  0.  Die  Funktionen  U(g, n, z, s) und  U*(q, g,
n,  z, s) lαssen sίch  meromorph αuf die  s- Ebene fortsetzen,  Polstellen von
U*(q, g, n, z, s) liegen hochstens dort, wo G(q, g, w, z,s)  Pole hat,  und die
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jeweiligen  Polordnungen  von  U*(q, g, n, z, s)  sind  nίcht  groβer  als  die
Polordnungen  von G{q, g, w, z, s).  1st s keίne Polstelle, so gilt  U*(q, g, n, z, s),
U(q, g, n, z, s)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 %  g, s).  Bezeichwet  BaC  eίn  Kompaktum,  das  keine
Polstellen  enthalt,  so gilt  fur  s e S  und  festes  ze3(1)  die  Abschάtzung

(110)  US(q, g, n, z, s), UR{q, g, n, z, s) =  0(e2π^)  Qn\ - > «,)

fur  alle  v*  mit

(111)  VNR<V*  (NeM(q)).

BEWEIS.  Lauft  N  ϋber  Moo(q)\M(q)1 so  strebt  yNR  gegen  0.  1st  also

(111)  erfullt,  so  gibt  es  ein  v  mit  yNR<v<v*   (NeM(q)).  Aus  (109)
folgt

(112)  Ug(q, g, n, z, 8)

- ^ ^ / ^  g, w, z,
q  jq  /  /   q  jo

Nun folgen alle Aussagen aus (26), Satz 6, (108), (112).  Satz 7 ist bewiesen.

Im  folgenden  seien  die  &„(• • • ) durch  (37), (38),  (39) erklart.

SATZ  8.  Es  seien  k, geZ;  w, ze3( l) ;  s19 s2eC;  RsM(l).  Unter  der
Voraussetzung  (102) bilde  man  die  Reihe

(113)  TBg(q, k, g, w, z, s19 s2) =   ^ W * ™  v^+ °̂ EB(q,  gy z, s2)

^ .  9, n, z,

9  )  \ 9  I  /   \  (»- *+ «ϊ-  i)/*O»+«ί/zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA τr

βj  \  q

£ - )   b
o
(q, k, v, sJEM  g, z, s

2

x  Σ  l«|-
(
'

+ ttf/ 1
6.( i,   k, v,

  Sl
)U

B
(q,  g, n, z,

n= —oo
nΦO

Es  sei  Si Φ 1 — k,  sx  keine  Polstelle  von  Γ(sJ2)  oder  Γ{k  + sJ2);  s2  keine
Polstelle der  UB(q, g, ny z, s2)  (n ΦQ) oder  von  EB(q, gf  z, s2).  Dann  ist  die
Reihe  (113)  absolut  konvergent  und  stellt  eine  holomorphe  Funktion  in
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8lfzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  s2  dar.  Beziίglich  z  liegt  sie  in  S3(g, g,  β2).  Sie  ist  in  u  und  v  reell-
analytisch  und  genugt  der  Differentialgleίchung

(114)  ( - Δ_ fc  -   λ(fc,  s^T^q,  k, g,  w,  z, slf  s2)  =   0  .

i ^ ' r  (su  s2) e C 2  ist  TRz(q,  k, g,  w,  z, slf  s2)  eine  meromorphe  Funktion  in
8lf  s2.  Die  Pole bezuglich  sx  werden  durch  die  Pole  von  Γ(sJ2),  Γ(k  +  sJ2)
und  durch  den  Pol  bei  s  =  1 — k  gegeben,  der  durch  den  ersten  Term
hineinkommt.  Die  Pole bezuglich  s2 werden  durch  die  Pole von  ER{q, g, z, s2)
und  UB(q, g,  n,  z, s2)  (n Φ 0)  gegeben.

BE WE I S.  Man  wahle  slf  s2  aus  Kompakta,  die  Polstellen  vermeiden.
D ann  folgt  die  absolute  Konvergenz  aus  (26), (110),  indem man  yNR  < v* <  v
(NeM(q))  wahlt.  D araus  folgt,  daβ  die  F unktion  in  C 2  meromorph  ist,
mit  den  angegebenen  Polstellen.  Wie  in  den  Beweisen  von  H ilfssatz  7
und  Satz  6  sieht  man,  daβ  TRz(q,  k, g,  w,  z, sv  s2)  bezuglich  z  in  S3(g, g,  s2)
liegt.  Entsprechend  Hejhal  [18]  zeigt  man,  daβ  TBjt(qf  k}  g,  w,  z, slf  s2)
mindestens  zweimal  stet ig  difEerenzierbar  von  u  und  v  abhangt,  und  daβ
man  un ter  der  Summe  differenzieren  darf.  D ann  gilt  (114),  weil  die
Aussage  fur  jeden  Summanden  richtig  ist.  Wegen  (114)  und  Anmerkung
1  ist  TRz(q,  ky  gy  w,  z, slf  s2)  reell  analytisch  in  u  und  v.  Satz  8  ist  be-
wiesen.

Aus  (108),  (109),  (113)  folgt

(115)  TRz{q, g, g,  w,  z, s,  s)  = GRχ(q, gy  w,  z, s)  (R e M(l)) .

4.  Poincare'sche Reihen.  Es  seien  Ψ eine Kongruenzgruppe,  k,  geZ,
w,  z e 3(1);  8ίf  s2 6 C.  N ach  Christian  [4], Seite  350,  theorem 6,  konvergiert
die  Reihe

(116)  K(Ψ9  fc,  g,  w,  z, 8ίf  8 2 ) =  Σ   (-
Neψ

fur  Re sλ >  1 — fc, Re s2 > 2 — g  absolut  und stellt  eine  holomorphe F unktion

in  8lf  s2  dar.  Es  gilt

(117)  K{Ψ, fc, g, w, N(z),  s19 s2) = (N{s}Y\N{z}\ >K(Ψ, fc, g, w, z, slf  s2)  (Ne  Ψ) .

Wegen  (13)  genugt  es,  zunachst  den  F all  Ψ— M(q)  zu  betrachten .  Wir
setzen

(118)  K(q,  k, g, w,  z, slf  s2)  =  v(k+^ψg+8^K(M(q\  k, g,  w,  z, slf  s2)  .

F ur  JSeM (l)  gilt  dann

(119)  KBu(q,  k,  g,  w,  z,  slf  s2)
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Also

(120)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  KΛβ(q,  k, g, w, z, slf  s2) = v«+ '^.  Σ
NeMoo(Q)\M(Q)

X Σ  ( - w  +  (NR)(z) +  gtt)- *|- w  +  (NR)(z)
n = —oo

Auf  die  innere  Summe  wenden  wir  (40) an .  Es  folgt

(121)  iΓs,(gf fc, g, w, z, sl t  s2)

n = - oo  iVeMoo(?)\ M(g)

Daβ  die  obigen  Umformungen  erlaubt  sind, ersieht  man z. B. aus Christian
[6],  Seite  404,  Satz  5.47.

Wir  zeigen:

(122)  '  K\q,  k, V, s) =  0(e-2°{y- δ"nWq)  (\n\  - > oo ) ,  (0 <  δ <  y)  .

dabei  bezeichnet  (y)  die  v- te  Ableitung.  Fiir  v =  0  folgt  das  aus  (26),
(37), (38).  Daraus  bekommt  man  die  Abschatzung  fur  beliebige  v,  indem
man  die  Cauchysche  Integralformel  fur  hohere Ableitungen  anwendet, und
iiber  einen  kleinen  Kreis  um  y  integriert.

HILFSSATZ  11.  Die  Doppelsumme  (121)  konvergίert  fiir   s1eC  und
Res2>2  — g  absolut.  Sie  ist  in  s2  holomorph.  Beziiglich  sL  konnen
hochstens dort  Pole auftreten,  wo  bo(q, k, v, sj  Pole besitzt.

BEWEIS.  Man  benutze  (122) und die Tatsache, daβ bn(q, k, v, sx)  (n Φ 0)
ganze  Funktionen  in  ^  sind.

Um  die  Reihe  KRz(q,  k, g, w, z, slf  s2)  auch  beziiglich  s2  meromorph auf
C f ortzusetzen,  stellen  wir  einen  Zusammenhang  mit  TRz(q, k, g, w, z, slf  s2)
her.  Da diese  Reihe nur unter der Voraussetzung  (102) deίiniert  ist,  setzen
wir  dieses  voraus.  Wir  bestimmen  Zahlen  v,  v  mit

Dann  besteht  eine

(123)

HILFSSATZ

Relation

(124)  1

mit

(125)

VNB  <   V  <   V  <   V

12.  Es  sei  meOijN,

=   Σ   cc%9, s^t'Ug,  t, s2 -

a&g,  s2)

(A

s ——

\- 2e)

— i

± 1

+   ί

*w))

,   t>o.

m + 1Φ ;(ff,

Dabei  sind  a%g,  s2) (c — 0,  , m), Φε

m(g>  t, s2) fiir   alle s2eC  meromorph  und
reellanalytisch  in  t.  Fur  t —> 0  bleibt  Φε

m(g,  t, s2)  beschrankt.  Schlieβlich
gilt  fiir   s2  in  einem  Kompaktum
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(126)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Φ Jg,  t, s
2
) =  0( e

( 1 / 2+ ί )t
)  ( ί - >oo),   (0< δ).

BEWEIS .  Die  Taylors'sche  Formel  ergibt

(127)  f
e
(g, t,s

2
) =  l  +  ±

  f
°"

)(g
>   °' *J V +  t

m+ ί
Ξ>

m
(g, t, s

2
)

m it

(128)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Ξ jg,  t, s2) =
  / ' ' 7 " ( g '  ?*' Sa )  ( 0 < 0 < 1) .

(m +  1)!
Also

(129)  1 =  fe(g, t, «,) -   Σ   / e M ( g ) , 0 >  S2) C -   ί  +1SL(ίirf t, s2) .
χ/=i  j ; !

Man  substituiere  m- > m  — µ,  s
2
- ^s

2
  +  2µ  und  multipliziere  mit  t

µ
.  Es

folgt

(130)  t"= ffi(g
9
  t, s

2
+ 2µ) -   Σ

  f
 *

µ)(
f*  °>  *

2+ 2µ)
V- t

m+ 1
Ξ'

m
_

µ
(g,  t,

(/ i =  0, 1,  ••   , m) .

In  der  Summe  von  (129) driicke  man  fur  v  =  1  zunachst  ί durch (130) mit

µ =  1 aus.  In der  so  entstehenden  Summe  driicke  man  f  durch  (130) mit

µ =  2  aus.  So fortfahrend  erhέίlt  man  (124), wobei  Φ
ε

m
(9f  t, s

2
)  eine Summe

von  Ξ
ε

m
_

µ
(g, ί,  s

2
 +  2µ)   ist.  Wegen  Hilfssatz  9,  (104) sind  die  f

e

M
(g,  0,  s

2
)

meromorph  in  s
2
,  also  sind  es  auch  die  a*(g, s

2
).  Wegen  Hilfssatz 9, (104)

sind  weiter  die  f
s
(g,  t, 8

2
+ 2c)  meromorph  in  s

2
.  Wegen  (124)  ist  auch

Φm(g, t, s
2
)  meromorph  in  s

2
  und  rellanalytisch  in  t.  Aus  der  Herleitung

folgt  weiter,  daβ  Φ
s

m
(g,  t, s

2
)   fur  kleine  t  beschrankt  bleibt.  Die  Formel

(125)  ergibt  sich  aus  (129) und  der  nachfolgenden  Konstruktion.

Nach  Whittaker- Watson  [57],  S eite  346 unten,  ist M
βJ
(z)  eine Linear-

kombination  von  W_
βJ
( - - z)   und  W

βJ
(z).  Vermoge  (26) also

(131)  M
βJ
(z)  =  0(e

( 1/ 2+
*

)Re
0  ( |s|- >oo)  (0 <  δ) .

Hieraus  und  aus  (105) schlieβen  wir

(132)  / w(ff,   g,  s
2
)  -   0(β

( 1 / 2+ δ)R
- )  ( N - >oo)  ( o < « )

zunachst  fiir  v =  0.  Wir  wenden  die Cauchysche Integralformel  fiir  hδhere

Ableitungen  an,  indem  wir  iiber  einen  kleinen  Kreis  um  z  integrieren.

Dann  folgt  (132).  Hieraus  und  aus  (128) bekommen  wir  (126).  Hilfssatz

12  ist  bewiesen.

Die  Taylor'sche  Formel  liefert  weiter
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(133)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  bn(q, k,v  + t, Sl)  = ±   ^ ' (g, k  v, s j  f  +   r + M m ( ( 7 )  W j  kf  v>  t>  8ι)

mit

(134)  Λm(q, n, k, v,  t, «,) =   ^ " ^  k>  v  +  M>   8 ' )  (0 <  .9 <  1) .

(m  +  1)!

Aus  (122),  (123),  (134) schlieβen  wir

(135)  Λm(q, n, k, v, t, Sl)  -   0(e- ^M/")   ( |n |  - > < ») .

H ILF SSATZ  13.  £?s seien  meOU JV;  neZ  -   0,  t>  0.  Dcwm giZί

(136)  6B(9, A;, v + t, e,) =  Σ  A(9, n» Λ, g, v, sυ  s2)
0

ί - χ (
9
,   m Λ,

 ΛzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  v, t, s
u
  s

2
)

mit

(137)  βQ(q, n, k, g, v, slf  s2) =  6n(ft  h, v, s j  .

Dαδei sind  βu{q, n, k, g, v, slt  s2), Ύm(q,  n, k, g, v, t, slf  s2) fur  s^eC  holomorph
und  fur  s2eC  meromorph.  Sie  sind  reell  analytisch  in  v, t.  Fur

(138)  t<v<v  <v

gelten  die  Abschcitzungen

(139)  β£q, n, k, g, v, slf  s2) =  0(e~^^)  (\n\  - + oo) ,

(140)  7«(g, n, fc, Λ  V, t, slf  s2) = 0(e-
2πΛ- l)^)  (\n\  - > - )  .

BE WE I S.  AU S  (124)  folgt

(141)  1 =  f  afa, sJ^mflg,  ±El»H>  § 2 +0  \   q  /   \   q

Andererseits  liefert (133)

(142)  b,(q, k,v  +  t, e.)

b«(g, k, v, Sl)  (iφiy  +   r + 1  fc

v!  \   q  I

.
  2

  ^

\   q

2(v +  θ ) +  ίM + X(9, Λ, k, v, t, su  s2) ,
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mit

(143)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  yjq,  n, k, g, v, t, slf  s2)

+   AJg,  n, k, v, t, sj  .

H ieraus  folgt  leicht  die D arstellung  (136).
Die  Aussage  (137) ergibt  sich  aus  (125) und (142).  Wegen  (37), (38)

sind  die  &£vϊ(gf  k, v, sx)  (n Φ 0)  ganze  F unktionen  in  st.  N ach  H ilfssatz  12
sind  die a*ien(g, s2 +  2v) meromorph  fur  s2 6 C.  D araus  folgen  die entspre -
chenden  Aussagen  fur  die βXq, n, k, g, v, slt  s2).  Aus  der  G leichung (136)
folgt  dann,  daβ Ί m{q, n, k, g, v, t, slf  s2)  fur  s^C  holomorph  und fiir  s2eC
meromorph  ist .  Die Abschatzung  (139) ergibt  sich  aus (122).  Weiter  folgt
(140)  aus  (122),  (126),  (135),  (138).  H ilfssatz  13 ist  bewiesen.

H ILF SSATZ  14.  Es  gelte  (102);  slf  s2 e C;

(144)  R es2  >  - g  -   2m .

Dann  ist  die  Reihe

= - o o
nΦO

(145)  ZBz(q,  m, fc, g, w, z, sly  s2) =  v^^\  Σ  Σ

R
  )e

  Λ i ί

+   Σ   Λm(q, 0, k, v, yNR,  s1)JN1

R(g,z)y%ϊS2+  ^

absolut  konvergent.  Sie  ist  meromorph fur  steC  und  in  s2  sowie reell-
analytisch  in  u, v, x, y.

BE WE I S.  Wegen  H ilfssatz  13  sind  alle  Summanden  fur  (slf  s2) e C
2

meromorph  und in  u, v, x, y  reell- analytisch.  Man nehme  (s19 s2)  in  einem
Kompaktum,  das  Singularitaten  vermeidet.  Wegen  (102) gibt  es v, v mit
(123).  Vermδge  (140)  ist  dann  die  Absolutreihe  von  (145)  konvergent.
H ilfssatz  14  ist  bewiesen.

H ILF SSATZ  15.  Es  gelte  (102),  (144);  22eM (l) .  Dann  ist

(146)  KRz(q,  k, g, w,  z, slf  s2) =  Σ   SvRjt(q,  k, g, w, z, slf  s2)
i/=0

+   Z Λz(g, m, fc, g, w, z, 8lf  s2)

mit
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(147)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  SvRg(q,  k, g,  w,  z, s19  s2)

=   ^ + < 1 ) / 2 -   Σ   βXd,  n,  k, g,  v, su  s2)(™M)
nΦO  *

x  UMg9nfzfs2+2v)e~2πίn^  +  b^(qfk;ViSι)EM  g, z, s2+2v)\  .

Die  Funktίonen  S»Rz(q, k, g,w,  z, s19 s2)  sίnd  fur  alle  (slf  s2) e C
2  meromorph

und  auβerhalb  von  Singularίtaten  reell- analytisch  in  u,  v, x, y.  Es  gilt

(148)  S0Bz(q,  k,  g,  w,  z,  slf  s2)

+ ( l  -   (• 2 )""*+ i |"' l Wt) t ; (»+   '"t6.(9, k, v,  Sl)ER(q,  g,  z,  s2)  .

BE WE I S.  Zunachst  sei  R es 2 > 2 - sr .  Aus  (105),  (106),  (121),  (133),  (136)

folgt

Σ  βXQ,n,k,g,  v, s1(
U=- oo

' ^ ' S l )  Σ  i*i(flr,  2)^έ' 2 + 2 l"/ 2} + Z B i t o  m, ft,' flr, w, z,  β l ,s2)

= Σ  «- *"{  Σ
0  U

U= - o
nΦO

gsign
/

2  {g+ s

2 v ) J  +  ZΛ2(qr,   m,  k, g, w, z, s l t s2)

= Σ  v( i+ "1/ 2  Σ  A(9. n , ft, flf, v, β lt s 2 ) ( ^ M  )  . t ^ ( g ,  g,  n>  z>
v= 0  Vπ= —oo  V  (7  /

i  Z
Λz

( g,  m, fc,  g, w, z, s
lf
  s

2
) .

D amit  hat  man  (146),  (147).
N un  gelte  (123);  weiter  sei  s2  beliebig aus  C.  Die  UΛ(q, g, n, z, s2 + 2v)

schatze  man durch  (110) ab  mit  v* = v.  Wegen  (139)  ist  dann  (147)  absolut
konvergent.  Also  sind  die  F unktionen  SvRz(q,  k}  g,  w,  z, slf  s2)  fur  alle
(slf  s2) 6 C2  meromorph  und  auβerhalb  von  Singular!taten  reell- analytisch
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inzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  u, v, x, y.  Aus  (137),  (147) folgt

(149)  S0Bz(q,  k, g, w, z, slf  s2) =  v( fc+ 8l) / 2  {δ0(g, k, v, sJE^q,  g, z, s2)

— )  Σ   \n\ - wh(q,  k, v, 8l) UB(q, g, n, z, s

Vergleich  mit (113) liefert  (148).  Hilfssatz  15 ist  bewiesen.

SATZ  9.  Die Summe  KRz(q,  k, g, w, z, slf  s2) laβt  sich als Funktion  von
8ίf s2 meromorph auf den C2 fortsetzen.  Auβerhalb  der Singularίtaten  ist
sίe  reell  analytisch  in  u, v, x, y.

BEWEIS.  Zunachst  gelte  (102).  Aus den Hilfssatzen  14, 15 folgt die
Behauptung  fur  Res2 > —g — 2m.  Dieses  gilt  fur  alle  meNt  also  fur
alle  s2 e C.  Aus (7) folgt:  Gilt  die Meromorphie fur ein R e M(l), so auch
fur  jedes  andere.  Setzt  man also

(150)  j\ (q) =  sup  (inf  (sup yNR)) ,
263(1)  ΛeM (l)  iVeM(g)

so  ist die Behauptung fur

(151)  • v>jί(q)

richtig.  Jetzt  sei  I  e N.  Man benutze  (13) mit Φ* =  M(qΐ),  Φ = M(q).

Dann  sieht  man, daβ KRjS(q, k, gy w, z, slf  s2)  immer  dann  meromorph ist,

wenn  KRz(ql, k, g, w> z, slf  s2) diese  Eigenschaft  hat.  Setzt  man also

(152)  Λ(

so  ist KRz{qy  k, g, wy z, slf  s2) immer  dann  meromorph,  wenn

(153)  v > j2(q)

ist.  Konnen wir noch

(154)  Λ(g) =  o

zeigen,  so ist  Satz  9  bewiesen.
Es  sei δ > 0 und @(δ) der Streifen  0 < y < δ der oberen  Halbebene.

Ist g( l) der bekannte Fundamentalbereich von M(l), so gibt  es nur endlich
viele Restklassen  1^(1)^(1) ,  etwa  M0O(l)i21,  , ML(l)i2e mit J8f<
(« =  l

f
  ,

Es sei

\_cc

Fiir  geniigend  groβes  I  kann  man R = (a  Λ so wahlen, daβ
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(155)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (cd) & (ced<) mod ql  (c =  1,  , K)

gilt.  Dann  ist

(156)  MJX)NR  Φ M . α jβ ,  , 14.(1)18.  (N e M(qQ)  .

Somit

(157)  (iVB)<δ(l)>c@(δ)

Folglich  j\ (gi)  <  δ  fur  hinreichend  groβes  I.  Daraus  folgt  (154).  Satz  9
ist  bewiesen.

SATZ  10.  Es  gelte  (102)  und  k, geN.  Die  Differenz

(158)  DSg(q,  k, g, w, z, s19 s2) = KBz(q,  k, g, w, z, slf  s2)- S0Bz(q,  k, gy w, z, slf  s2)

ist  im  Bereich

(159)  Res,  >  Min(l  -   k,  - 1)  ,  Res2  >  - g

holomorph.  Ferner  gilt

(160)  DBt(q,  k, g, w, z, 0, 0) =  0  (fc £  2) .

B E WE I S .  AU S (42), (106),  (121),  (149)  fo lgt

(161)  DBz(q,  k, g, w, z, su  s2)

=   „»+ .!>/«. £  Σ   dn(q, k, g, v, yNB,  su  s2WB(g,  *)««"<• «- .>/ »
n= - oo  Λ 6Mco(9)\ M(«)

m it

(162)  do(q, k, g, v, y, β u s2) =   (bo(q, k, v  + y, β j  -   δ,(ff, fc, v, β 1))»(  + i«) / *,

(163)  d m ( 9 , A, flr, v, i/ , β o s2) =  bn(q, k, v + y,  Sl)y
(°+"w

-   bM  k, v,
 S l

)( ^)""
( i +

'
2 ) /

V
i S l g

w
2
, «

i +
.

2
-

1 ) / 2
( ^2 / )  (n Φ  0) .

D ie  F o rm eln  (105),  (163) ergeben

(164)  dn(q, k, g, v, y, slf  s2) =   |(6 n ( ?, k, v + y, s,)) -   δ n(g, &, v,  s j

+   δ ( ί , *,  v,
 β l

) ( l  -   /
s i g T O

( ^ ,  ^ ^ y ,
  S 2

))}
2 / ( ί r + β 2 ) / 2  ( W

 ^
  0 )

Wendet  man  auf  die  in  (162),  (164)  auftretenden  Differenzen  den  Mittel-
wertsatz  der  Diίferentialrechnung  an,  so  folgt

(165)  dn(q, k, g, % y, slf  s2) =  cn(q, k, g, v, y, slf  s2)y
{s+'>+2)/*   (neZ)  ,

wobei  cn(q, k, g, v, y, slf  s2) fϋ r y - > 0 besch ran kt  bleiben .  (122),  (132),  (162),
(164)  liefern
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(166)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  cn(q,  k, g,  v, y,  slf  s2)  =  0(β - t e< ; - ; ) l»"f)  (|n |  - >  - )

fur  y  <  v  <  v  <  v.  Vermδge  (37),  (38),  (39),  (104),  sind  die  bn(q, k, v, s,)
un d/ ± 1(# ,  z, s2),  also  auch die  cn(q,  k, v, y,  sly  s2)  im  G ebiet  (159)  holomorph.
Wegen  (165),  (166)  konvergiert  die  Reihe  (161)  im  G ebiet  (159)  absolut.
Sie  ist  daher  holomorph  in  8λ  und  s2.

Jetzt  sei  k  ^  2.  Aus  (38),  (39)  folgt  bn(q, k, y,  0)  =   0  (n  ^  0),  wegen
(162),  (163)  also

(167)  dn(q,  k, g,  v, y,  0, s2)  =   0  (n  ^  0)  .

Aus  F ay  [13],  Seite  172,  (70)  folgt

(168)  Mg/ 2f{g.1)/ 2(z)  = Wg/ 2Λg_1)/ 2{z)  =   #*e- »  .

Tragt  man  dieses  in  (37),  (163)  ein,  so  folgt

(169)  dn(p,  k, g,  v, y,  0, 0)  =   0  (n  >  0)  .

Die  Aussagen  (161),  (167),  (169)  liefern  (160).  Satz  10  ist  bewiesen.

AN MERKU N G   2.  In  dem  G ebiet  (159)  haben  K(q,  k, g,  w,  z, slf  s2)  und
S0(q, k, gy  w,  z, slf  s2)  dieselben  Singularitaten .  Wegen  (149)  liegen  die
Singularitaten  von  S0(q, k, g,  w,  z, slf  s2)  genau  dort,  wo  bo(q, k, v,  sj,
E(q, g, z, s2),  U(q, g, n, z, s2) Pole haben.  ΐ ίber  die Polstellen  von  E(q, g, z, s2)
macht  Satz  5  eine  Aussage.  Mittels  (108)  werden  Aussagen  ΐiber  die
Polstellen  von  U(q, g,  n,  z, s2)  mit  Aussagen  iiber  die  Polstellen  von
U*(q, g,  n,  z, s2)  verknϋpft.  H ierϋber  machen  Satz  6,  H ilfssatz  8,  Satz  7,
eine  Aussage.

Wir  setzen  wieder  (102)  voraus  und  betrachten  den  Fall  k  = g,  s± =
s2  =   s.  Aus  (115),  (148)  (158)  folgt

(170)  KRz(q,  g,  g,  w,  z, s, s)  =  DB%{q,  g,  g,  w,  z, s, s)

S)
  o 2

-
g

-
a r l

  ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  x

— - — ~ Δ  urΛH  g  w  *  s)

SATZ  11.  Es  sei  g~^2.  Dαnn  hat  die  Funktion  K(q,  g, g,  w,  z, s,  s)
in  der  Halbebene  R es  >  1 — g  nur  bei  s  — δt  (c =   — p(q, g),  ,  —1) Pole.
Diese  sind  von  erster  Ordnung,  und  es  gilt

(171)  Res K(q, g, g, w, z, s, s) =   (~^)^Π g  +  σp^- γt  j  g>  ^

f  (  f ) ( f ) V|
(c=  - p(q,g),  '• - ,  - 1).

Diese  Pole  riihren  also  von  den  exzeptionellen  Eigenwerten  von  — Δ,  her.
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Sie  konnen  daher  nur  fur  gzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA =  0mod2  auftreten.  Je(q, g, w, z) ist  der  re-
produzίerende  Kern  des Raumes  Q(q, g, σ?).  Beί  s=0  ist  K(q, g, g, w, z, s, s)
holomorph.  Es  gilt

(172)  J- τ{q>g)(q,  g, w, z) =  2δ~^(g  -   l)K(q,  g, g, w, z, 0, 0) ,
Ί Z

wobei J- τ(qtg)(q, g, w, z)  den  reproduzierenden  Kern  des  Raumes  Q(q, g, 0)
bezeίchnet.

Fur  g  =  1  ist  K(q, g, g, w, z, s, s)  in  Re s  >  0  holomorph.  Bei  s — 0
liegt  hochstens  ein  Pol  erster  Ordnung.  Es  gilt

(173)  J0(q9 1, w,z)  =  - }- Res K(q, 1, 1, w, z, s, s) .

Dabei  ist  J0(q, 1, w, z)  der  reproduzierende  Kern  des  Raumes  φ(g, 1, 0).

BEWEIS.  Zunachst gelte  (102).  Aus  Hilfssatz  8  und  (170)  folgt

(174)  kΛn(q,  g, g, w, z, s, s) =  ZRz(q,  g, w, z, s)

|  (- i)9πΓ{g  +  s) Q2 - g- a  J

Ψ  M )
+  (s + g- iγ  +  2(S  +  g-1)

mit

(175)  ZBz(q, g, w, z, s)

=   Da,(q, g, g, w, z, s, s) +   {~ί)'πΓ{g+s)2ΐ- <'- ΉRί(q,  g, w, z, s) .

Es  sei  X6R,  λ  <  1/4.  Zur  Abkϋrzung  setzen  wir

(176)  σ+

(177)  ω(σ+) =

Dabei  ist  die  Wurzel  positiv  auszuziehen.
Es  sei  nun  g ^  2.  Wegen  Hilfssatz  8  und  Satz  10  ist  ZRz(q, g, w, z, s)

in  Re s >  1 — g  holomorph, und  es  gilt

(178)  ZBz(q,  g, w, z, 0) -   0 .
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Aus  (35), (36), (174)  folgt,  daβzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA KBz(q,  g, g, w, z, s, s) in Re s > 1 -  g  nur bei
s =  at  (c =  — ρ(q, g),  , —1) Pole  erster  Ordnung  mit dem Residuum

(179)  ω(σΐ)JtBg(q,  g, w, z)  (c =  - ρ(g, g\  , - 1 )

besitzt.  Es gilt  σί r ( f f f )  =  0, λ_ r(g,y) =  (g/ 2)(l -   0/ 2),  i/ l/ 4 - λ - Γ( ffi, , =  (ίf-
In  (174)  lasse  man s  gegen  0  streben .  Es  folgt

(180)  J - r ( f i , , B f( ί , flf, w, z) -   2ff - 2^- (sr  -   l)XΛβ(gf  g, g, w, z, 0, 0) .

F iir  sr ̂   2  ist  damit  alles  bewiesen,  falls  (102) gilt.  D ieser  Bedingung
entledigen  wir uns jetzt .

Wenn  die vorher  gemachten  Aussagen  fiir  ein J£ eM (l)  gelten,  so
gelten  sie  wegen  (7) fiir  jedes  22eM (l) .  Alle  Aussagen  sind  also  un ter
der  Voraussetzung  (151) richtig.  Es  sei  leN.  Wir  zeigen,  daβ alle
Aussagen  fiir  M(qf) gelten,  wenn  sie  fiir  M(gί)  richtig  sind.  Aus (13)
erhalt man

(181)  ίt(q, gy g, w, z, s, s) =   Σ   KNz(ql,  g, g, w, z, sf s) .
NeM(ql)\ M(q)

1st  %(q) ein F undamentalbereich von M(g),  so  stellt

(182)  8 ( 9 I ) =   U
M ( i \

einen  F undamentalbereich von M(ql)  dar.  Wir  betrachten  zunachst den
P un kt  s =  0.  U n ter  der  Voraussetzung

(183)  v > JM)

ist  die rechte  Seite  von (181) bei s — 0  holomorph,  also  auch  die  linke.
Wendet  man (180)  fiir  ql  st a t t  q an , folgt  aus  (181)

(184)  J*(q, g, w, z) =  2β~^(g  -   l)K(q,  g, g, w, z, 0, 0)
π

mit

(185)  J*(q,  g,w,z)=  .  Σ   J- TW^NJS,  9, w, z)
iVeM(9ί)\ M(g)

Jetzt  sei f(z) eφ (g, fif, 0)cφ (gί, sr, 0).  Wegen  (91) also

(186)  / (w) =  ί  J- ΐ{qUql,g,w,z)f(z)dωz  .
teiql)

Wir  benutzen  (182)  und fN(z)  = / («)  (iVeM(g)).  Es  folgt

=   Σ  \   J- TMAQ1'  9>  w>  z)f(z)dωz

NeM(ql)\ MW  JiV<δ(g)>
,   z)f(z)dω

z
.
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Wegen  (185)  also

(187)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Λw)  =  \  J*(q,  g,  w,  z)f(z)dωz  .

D aher  ist  J*(q,  g,  w,  z)  der  reproduzierende  Kern  von  §(q,  g,  0).  D ieser
ist  eindeutig  bestimmt.  Also  J*(q,  g,  w,  z) =  J- τ^tg){q, g,  w,  z).  Somit  gilt
(172)  un ter  der  Voraussetzung  (183).

Wir  kommen  nun  zu  den  Polstellen  bei  at  (* =   —p(q,g),  • • • , —1).
Beim  U bergang  von  M(g)  zur  kleineren  G ruppe  M(ql)  konnen  weitere
exzeptionelle  Eigenwerte  und  daher  weitere  σ+  hereinkommen.  Es  sei
also  λ  ein  exzeptioneller  Eigenwert  zu  M(ql)  und  σ+  durch  (176)  erklart .
Aus  (179)  folgt

(188)  Res KBz(ql,  g, g,  w,  z, s, s)  =  ω(σ+)JRe(ql,  g,  wy  z)  ,

wobei  J(ql,  g,  w,  z)  der  reproduzierende  Kern  von  $t}{ql}  g,  σ+)  ist .  Aus
(181),  (188)  schlieβt  man

(189)  Res K(q,  g,  g,  w,  z, s,  s)  =   ω((7+)J*(g, g,  w,  z)
s=σ+

mit

(190)  J*(q,  g,  w,  z) =

D urch  die  Rechnung,  die  von  (186)  zu  (187)  fϋhrt ,  schlieβen  wir,  daβ
J*(Q, 9, w,  z)  der  reproduzierende  Kern  von  φ(g, g,  σ+)  ist .  I st  λ  kein
exzeptioneller  Eigenwert  bzgl.  M(g), so  ist  $(q,g,σ+)  = 0,  also  J*(q,g,w,z)  =
0.  D ann  ist  ϊt(q,  g, g,  w,  z, s, s)  bei  s =  σ+  holomorph.  I st  aber  λ =  λ,  ein
exzeptioneller  Eigenwert  bezϋglich  M(g),  so  besagt  (189),  daβ  (171)  fur
(183)  richtig  ist .

Alle  Aussagen  des  Satzes  f ϋr  g ^  2 sind  also  f ϋr  (183)  richtig.  Wegen
(152),  (154)  folgt  dann  die  G ϋltigkeit  fur  beliebige  w,  z e 3 ( l ) .

Wir  kommen  zum  Fall  g  — 1.  Zunachst  gelte  wieder  (102).  Aus  (31)
folgt  - τ(q,  g)  =   0.  Wegen  (174)  ist  KR%(q,  1, 1, w,  z, s, s)  in  R e s > 0
holomorph.  Vermoge  H ilfssatz  8  und Satz  10 ist  ZRg(q,  g,  w,  z, s)  bei  s  =   0
holomorph.  Wegen  (174)  kann  KBz(q,  1, 1, w,  z, s, s)  bei  s  =   0  hochstens
einen  Pol erster  Ordnung  haben.  Man  multipliziere  (174)  mit  s  und  lasse
s  gegen  0  streben .  Es  folgt

(191)  JoR.iQ,  If  w,  s)  =   - p -  Res KR(q,  1, 1, w,  z, s, s)  .
4ττ  «o

Der  Bedingung  (102)  entledigen  wir  uns  wie  frϋher.  Satz  11  ist  be-
wiesen.
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SATZ  12.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Fur  jede  Kongruenzgruppe  Ψ ίst K(Ψ, k, g, w, z, slf  s2) in C 2

eine  meromorphe  Funktion  von s19 s2, welche  auβerhalb  der  Singularίtάten
reell- analytίsch  in  u, v, x, y  ist.

Es  sei g ^  2.  In der Halbebene  Re s > 1 — g  ίst  K(Ψ, g, g, w, z, s, s)
fur  g =  1 mod 2  holomorph;  fur  g =  0 mod 2  liegen  Pole  erster  Ordnung
bei

( 1 9 2 )  < 7+ =  l - < 7  +  2 Λ / i - λ ,  ( * =   - ρ ( Ψ , g ),  • • • , - 1 )  .

ί  sincί λ- <9(rfg),  * , λ_i die im Intervall  <O, 1/4) gelegenen  exzeptionellen
Eίgenwerte  von —Ag beziiglich  Ψ.  Es  gilt

(193)  B&BK(Ψ,g,g,w,z,8,8)

i  isί JXf, gf, i(;, a;) der reproduzierende  Kern  des Eigenraumes  von λ,
im  Hίlbertraum  %$(Ψ, g).

Bei  s =  0 ist  K(Ψ, g, g, w, z, s, s) holomorph.  Es  gilt

(194)  K(Ψ, g, g, w, z, 0, 0) =  {- ΐ)'K{Ψ9  g, g, z, w, 0, 0)

ferner  ist  K(Ψ, g, g, w, z, 0, 0)  beziiglich  z  eine  klassίsche  (holomorphe)
Spitzenform  zu Ψ vom Gewίcht  g.  Jede  klassische  Spitzenform  F(z) zu Ψ
vom  Gewίcht  g  geniigt  der  Integralgleichung

(195)  F(z) =  2g- 2ί- (g  -   1)(  K(Ψ, g, g, w, z, 0, 0)vgF(w)dωw  .

Dabei  ist  $(Ψ) ein  Fundamentalbereich  von  Ψ.
Fur  g =  1 ist  K(Ψ, 1, 1, w, z, s, s) in  Re s > 0 holomorph.  Bei  s =  0

lίegt  hochstens  ein Pol erster  Ordnung.  Es  gilt

(196)  Res K(W, 1, 1, w, z, s, s) =   - R e s K(Ψ, 1, 1, z, w, s, s)
8= 0  8- 0

ferner  ist  Res8=0K(Ψ,  1, 1, w, z, s, s)  beziiglich  z  eine  klassische  (holo-
morphe)  Spitzenform  zu Ψ vom Gewίcht  1.  Jede  klassίsche  Spitzenform
F(z)  zu Ψ vom Gewίcht  1 geniigt  der  Integralgleichung

(197)  F(z) = —[  ResK(Ψ,l,l,w,z,s,s)vF(w)dωw.
4ττ J%w>  «=°

BE WE I S.  AU S (13) und den im Beweis  von Satz  11  durchgefϋhrten
U berlegungen  ersieht man, daβ es geniigt, den F all Ψ = M(q) zu betrach ten .
D ann  folgt  alles,  was vor Formel  (194)  steh t ,  aus (118),  Satz  9, Satz 11.
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H ieraus  ersieht  man  weiter,  daβzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  K{Ψ, g,  g,  w,  z, s, s)  fur  g  ^  2  bei
s  =   0  holomorph  ist  und  fur  g  =   1  bei  s  =   0  einen  Pol  erster  Ordnung
besitzt.  Die Formeln  (96),  (172),  (173)  liefern  (194),  (196).  Die  F unktion
J- τ(g,g)(Q>  9>  w> z)  lie^t  bezϋglich  z  in  φ(g, g,  0).  Wegen  H ilfssatz  3,  (118),
(172),  (173)  ist  K(Ψ, gt  g,  w,  z, 0, 0)  (g  ^  2)  bzw.  Rese= 0 K(Ψ, 1, 1, w,  z, s,  s)
eine  klassische  Spitzenform  zu  Ψ  vom  G ewicht  g.

Vermδge  H ilfssatz  3  ist  F(z)  genau  dann  eine  klassische  Spitzenform
zu  Ψ  vom  G ewicht  g,  wenn  f(z)  =   y9/ 2F(z)  e Q(q, g,  0)  ist .  Aus  (91),  (96),
(172)  (173)  folgen  (195),  (197).  Satz  12  ist  bewiesen.

Im  konvergenten  Fall  g  ^  3  findet  man  die  Formel  (195) bei  F ay  [13],
Seite  174,  Corollary  3.2.  Man  siehe  auch  Christian  [6],  Seiten  414/415
Formeln  (1426),  (1429).

SATZ  13.  Die  Funktion  ψ(t)  sei  auf  der  Halbgeraden  0 ^  t  beliebig
oft  (bis  in  den  Punkt  0  hinein)  differenzierbar.  Weiter  sei  neZ.  Dann
ist  die  Reihe

(198)  P(g, g, n,  ψ(t),  z, s)  =

fur  Re s  >  2 — g  absolut  konvergent  und  stellt  eine  holomorphe  Funktion
in  s  dar.  Diese  laβt  sich  meromorph  auf  die  s- Ebene  fortsetzen.  Sind
Ψi(t)> τh(ί)  zwei  Funktionen  mit  der  vorher  genannten  Eigenschaft,  so
ist  die  Differenz

(199)  ψ2(Q)P(.Q>  9>  n> Ψi(t)s z>  s)  — ih(O)- P(?> 9>  n> ?hOO> %>  s)

=   P(q, g,  n,  fMψλt)  -   fi(0)f2(t\   z, s)

fur  R es  >  —g  holomorph  in  s.

BE WE I S.  Da  yN  gegen  0  st rebt ,  wenn  N  ϋber  M0O(g)\M(g) lauft,  kon-
vergiert  die  Reihe  (198)  f ϋr  Re s > 2 — g  absolut  und  stellt  eine  holomorphe
F unktion  in  s  dar.  Um die  Reihe meromorph auf  die  s- Ebene  fortzusetzen,
nehmen  wir  zunachst  ψ(t)  =  1.  Die  F unktion  P(q, fir, 0, 1, z, s) = E(q, g, z, s)
laβt  sich  nach  §2  meromorph  auf  die  s- Ebene  fortsetzen.

Jetzt  sei  n  Φ 0.  Aus  H ilfssatz  12  folgt

(200)  P(q, g,  n,  1, z, s)  =   _  Σ  „ . . Mff,  z)yΓ8)/ 2e2πίnx"/ q

+   θ(q, fir, n,  m,  z, s)
\   q  /

dabei  konvergiert



584  U. CHRISTIAN

(201)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  θ(q,g,n,m,z,s)  =  (^-

x
  ΣzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

  ^U  ,,,  y
Λ g

, )(
fiir  Re s > —g — 2m  absolut  und ist  dort  meromorph  in s.  Aus (105),
(106),  (200) folgt

(202)  P(q, g, n, 1,  z, s)

(

Wegen  Satz  7 ist P(q, g, n, 1, z, s) fur Re s > —g — 2m meromorph  Das
gilt  fiir  jedes  meN.  D aher  ist P(g, g, n, 1, z, s) fiir  seC  meromorph.

Die  Taylorsche  Formel  liefert

(203) f t  (0<*<
(m +  1)!

Also

(204)  Pfo, flf, Λ, ψ (ί), «f 8) =  Σ  ^ ^ P ^ 9, n, 1, 8 +
f= 0  Ĵ

!(m +  1)!

D araus  folgt  wieder,  daβ  P(g,  r̂, n, ψ(t), z, s) fiir  alle  seC  meromorph ist.
G ilt  ψ(0) =  0, so ist die rechte  Seite  von (204) fiir  s > —g  holomorph.
Also  ist (199) fiir  R es > —g holomorph.  Satz  13 ist bewiesen.

Man  siehe  hierzu  auch  Hejhal  [18], chapter  7, §4.

AN MERKU N G  3.  In (198) konnen  wir  noch  zulassen,  daβ ψ(t) von s
abhangt,  I st ψ(t) =  ψ(t, s) fiir  seC  meromorph,  so kommen  in die Reihen
(198)  noch  die Pole  von ψ(t, s)  hinein.

Offenbar  gilt  fiir  neZ  -  0:

(205)  U{q, g, n, z, s) -   (*ψ- )™<*p(q,  g, n, fsien(g,  ^ ,  a), z, s) .

Aus  (121) folgt

(206)  K(q9 fc, g, w9zfslfs2)  = v{k+^)/ 2^P(qf  g, n, bn(q, k, v + t, sj, z, s2)e-2«in»/ q .

5.  Kloostermansche  Summen.

SATZ  14.  Es sei ψ(t, s) in  der Hαlbebene  Re s > 3/2 — g holomorph  in
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s.  Dann  sind  die  Reihen  P(q, g, n, ψ(t, s), z, s)  (n Φ 0) fiίr   R es > 3/2 — g
holomorph.

BE WE I S.  Wegen  Satz  13 und Anmerkung  3 genϋgt  es, die Behauptung
fur  ψ(ί, s) =  1  zu  beweisen.  Wegen  (13) konnen  wir  uns auf  den Fall
q  ;> 3  beschranken.  Wir  wollen

(207)  P(q, g, n, 1, z, s) =   Σ   JΛΰ,  z)y^8)/ 2e2πin^/ (l

in  eine  F ourierreihe  bezϋglich  x  entwickeln.  Es gilt

(208)  P(q, g, n, 1, z, s) =  tf ^+  >/*β

lrt" / f

( ^  Re
d

Dabei  sind α, 6 e Z  so bestimmt,  daβ αd — 6c — 1 und (ab) =  (lθ)mod g ist .
<  > bezeichnet  den groβten  gemeinsamen  Teiler.  Es  gilt

az  + b  __ a  ̂ 1

cz + d  c  c(cz + d)

M it  veZ  gilt

a  b\ (1  qv\ _  la  b +  qva

c  d)\0  1  /   \c  d

Man  kann  also  zu d Vielfache  von qc addieren, ohne a abandern zu mϋssen.
Also

(209)  P(q, g, n, 1, z, s) = y {9+ 8)/ 2

{cd) =  (Ol)moάg
O£d< q\ \

x
/

exp/ - 27α
Re-n

(Qcf

Q  QC

Man  setze  c =  qy (yeZ) und
oo  /

(210)  Φ(a, g, z, s) =   Σ  exp ί - 2τ r ία R e -

D ann  folgt

(211)  P(<7, g, n, 1, «, s) =
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Man  entwicklezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Φ(a, g, z, s) in  eine  F ourierreihe  nach  x:

(212)  Φ(a, g, z, s) =  Σ  / ( α , λ, ft 2/, s)e2πU*  ,
λ- . - oo

und  fiihre  die Kloosterman'sche Summe

(213)  V?(7, n , λ)=   Σ

ein.  D ann  folgt

( 2 1 4 )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  P(q, g, n, 1 ,  z, s)  =   2 /
( f l + 8 ) / 2

β
2 7 Γ ί n ί B / 9

+   ?/ (^β)/2 Σ  Σ   (q2vr9- 8Vq*(% n, λ) / ( ^ V,  λ, flf, 3L,

Aus  Esterman  [11], Seite  92, Formeln  (39), (40), Salie  [40], [41], A.  Weil
[56],  folgt

\V*(Ύ, n, λ) | ^

Dabei  ist d(x) die Anzahl  der positiven  Teiler  von x.  Aus  H uxley  [61],
Seite  8,  (215) folgt  d(x) -   0(xε) (ε > 0).  Also

(215)  F g*(7, n, λ) -   0(|7|1/ 2+ 1λ|1/ 2"e)  (|7|, |λ| - > - )

Aus  (212) folgt

/ (<*!  λ, fir, 2/, s) =  \  Φ(α, fir, z, s)e~2πiλxdx  ,
Jo

wegen  (210) also

(216)  / (α , λ, g, y, s) =  \   exp( - 27r i(λα ;+ α R e  — )V&+ <!/ ΓΊ &+ ί# Γ <te .
J- «  \   \   x+iy/ /

Wegen  α =  w/(<?472),  n ^  0 ist a e Q -   {0}.
Weiter  ist xeZ.  Es  folgt

(217)  f(a,x,g,y,s)

^(±- +—I—)))z-g- °/ 2(z- 2iy)- °/ 2dz  .
2\z  z — 2ίiylll

Das  in (217) auftren tende  In tegral  schatzt  man mittels  der von G undlach
[16]  Seiten  340 bis 345 benutzten  Methode  ab.  Es folgt  fϋr  y^yQ>0

(218)  / (α , λ,  Λ  y, s) =  0((|λ|2  +  l)e- *™'\a\ - )  (ε > 0) .

Wegen  (215),  (218) konvergiert  die Doppelsumme  (214) f ϋr  Re s > 3/2 -   g
absolut  und stellt  eine  holomorphe  F unktion  in  s  dar.  Satz  14 ist be-
siesen.
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SATZ  15.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Es  seί  Ψ eine Kongruenzgruppe.  Dann  ist  K(Ψ, g, g, w, z, s, s)
fur  g Φ 0  in  der  Halbebene  Res>S/ 2  — g  holomorph.  Fur  g =  0  liegt  ein
Pol  erster  Ordnung  bei  s  — 2.

BE WE I S.  Wegen  (13)  genϋgt  es,  die  Behauptung  fiir  Ψ =  M(q) (q :> 3)
zu  beweisen.  Aus  Christian  [59],  Seite  428,  Satz  3  folgt

(219)  K(M(q),  g,  g,  w,  z,  s,  s)

,  n,  bn(q,  g,  v  +  t,  β),  z,  s)e~^in^  .

Weiter  ist  K(M(q)t  gf  g9  w,  z, s, s)  ϋberall  dort  holomorph,  wo  die  P(q,  g,
%  bn(q, QJ v  +   ί,  s), z, s) es  sind,  und  man  kann  das  Polstellenverhalten  von
K(M(q),  g, gt  w,  z, s,  s)  aus  dem  Polstellenverhalten  der

P(q, 9, n,  bn(q, g,  v  +   t,  β), z, s)  (n e  Z)

ablesen .

Z un ach st  sei  n  Φ  0.  Wegen  (37),  (38),  (39)  sind  die  bn(q,  g,v  +  t,  s)  in

R e s> 3 / 2—g  holom orph .  N ach  Satz  14  sind  auch  die  P(q,  g> n,  bn(q,  g,  v  +

t,  8),  z,  s)  (n  Φ  0)  fu r  R e  s  >  3/2  —  g  ho lom orph .

K(M(q)f  g, g,  w,  z, s, s)  h a t a l so  g e n a u  d o r t  P o l e ,  w o P(q, g> 0, bo(q, g,v  +
ty  s), z, s)  Pole  hat ,  und  dieses  h at  wegen  Satz  13  genau  dort  Pole,  wo

P(q,  g,  0,  1,  s,  s)  =   E(gf  g,  z,  s)

Pole  hat .  Aus  Satz  5  folgt  nun  Satz  15.

SATZ  16.  Es  gilt

(220)  <j± , (fif)  ^  1  -   g  ,

also

(221)  x_p{qg)̂ A^.
ID

Die  exzeptionellen  Eigenwerte  von  —Άg  liegen  also  im Intervall  [3/16,  l/ 4>.

BE WE I S.  N ach Satz  1 gibt  es  exzeptionelle  Eigenwerte  nur  fur  ^ 0
mod  2.  F erner  sind  diese  f iir  alle  g  Ξ=  0 mod 2  die gleichen.  Wir  kδnnen
daher  g  ^  2 annehmen.  Aus  den Satzen 12  und  15  folgt  (220)  und  hieraus
(221).  Satz  16  ist  bewiesen.
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