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Einleitung. 

In  einigen fr i iheren Arbei~en ~ sowie in einem Buche fiber Methoden der 

mathemat i schen  Phys ik  B babe ieh gezeigt, in wie e infacher  Weise man die klas- 

sischen Sturm-Liouvil leschen Eigenwertprobleme ffir gewShnliche und partielle 

l ineare Different ialgleichungen yore S tandpunkt  der Var ia t ionsrec lmung aus be- 

herrschen kann. Wenn  auch gerade auf  dem Gebiete dieser Eigenwertprobleme 

die Theor ie  der In tegra lg le ichungen  vielleicht ihre grSssten Erfolge aufzuweisen 

hat,  so glaube ich doch, dass letzten Endes nicht  der Umweg fiber die Integral-  

gleichungen sondern der unmi t te lbar  dem Probleme adequate  Ansatz v o n d e r  

Var ia t ionsrechnung aus dazu berufen ist, vollst~ndige Klarhe i t  in den hier  wal- 

t enden  einfachen Verh~ltnissen zu schaffen and  zur en.dgfiltigen Gestal t  der  Theor ie  

zu fiihren. Diesen Gesichtspunkt  mSchte ich in der vorl iegenden Abhandlung  

zur Gel tung bringen, indem ich zeige, dass yon der Var ia t ionsrechnung aus sich 

ohne jede Schwierigkeit  die Theor ie  einer sehr umfassenden Klasse yon Eigen- 

wer tproblemen in vSllig naturgem~sser  Weise entwickeln l~isst. Diese Problem- 

kla~se enth~l t  die Sturmschen Eigenwertprobleme gewShnlicher trod part iel ler  

Differentialgleichungen,  sowie die neuerdings vor allem yon A. Kneser  behan- 

Vgl. vor allem: Ueber die Eigenwerte bei den Differentialgleichungen der mathcmatischen 
Physik, Math. Zeitschr. Bd. 7. 

2 COURANT-HILBERT, Methoden d. math. Physik. I, Berlin, I922. 
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delten Probleme >,bei Belastung,,, ebenso auch Aufgaben, die auf Eigenwertpro- 

bleme yon Integro-Differentialgleichungen ffihren, wie sie z. B. in der Theorie 

der ~hermo-elastischen Erscheinungen 1 oder in der Theorie der Elektrokapillarit~t 

(z. B. bei Schwingungen elektrisch geladener Seifenblasen)oder bei der Behand- 

lung des W~rmeausgleiches in einem Medium mit W~rmeleitung und W~trmestrah- 

lung auftreten. Dariiber hinaus aber  erSffnet sieh ein weites Feld yon Fragen, 

das man bisher wohl kaum beachte~ hat, und welches mir eine grosse Mannig- 

faRigkeR neuartiger Erscheinungen einzuschliessen scheint. Auch abgesehen yon 

dem unmit~elbaren Gegenstande dieser Abhandlung diirften diese Probleme fiir 

die Weiterentwicklung der Variationsrechnung iiberhaupt yon Interesse sein. Es 

handeR sich um Variationsprobleme, aus denen start der fiblichen Randwertauf- 

gaben Eulerscher Differ entialgleichungen vielgestaltige Typen yon Funktional- 

gleichungen entspringen; fiir ihre Behandlung liefert durchweg der Variations- 

ansa~z den Schliissel. ~ 

Ich mSchte nach einigen elementaren Vorbemerkungen im I. und 2. Kapitel 

die betreffenden Variationsprobleme und die zugehSrigen Eigenwer~probleme auf- 

stellen, sodann im 3. KapRel die Frage nach der Entwicklung willkiirlicher Funk- 

tionen nach den Eigenfunktionen, bezw. die Fruge nach der Vollst~ndigkeit dieses 

Funktionensystemes erSrtern und schliesslich im 4. Kapitel auf den Existenzbeweis 

fiir die LSsungen unserer Probleme eingehen, wobei ich reich allerdings auf den 

Fall einer unabh~ngigen Ver~nderlichen beschr~nken will, da ich die weiterge- 

henden F~lle an anderer Stelle gemeinsam mit der Theorie der Randwertaufgaben 

partieller Differentialgleichungen zu behandeln beabsichtige. - -  tlbrigens ist zum 

Verst~ndnis yon Kap. 3 und 4 nicht die vollsf&ndige Kenntnis der vorangehenden 

Entwieklungen no~wendig. - -  In den ersten drei :Kapiteln ist die _Existenz der 

LSsungen eine iiberall zugrunde liegende Voraussetzung. 

~i~enn ich es nich~ vermeide, elementare oder sehon anderweitig gesagt~ 

Dinge hier zu wiederholen, so folge ich dabei dem Best.reben, ohne Heranziehung 

anderer Litera~ur und ohne spezielle Vorkenn~nisse verstiindlich zu sein. 

t Auch diese Aufgaben sind yon Kneser und einigen seiner Schiiler untersucht worden. Vgl. 

z. B. A. KNESER, Integralgleichungen, 2 Aufl. Braunschweig I922. 

2 Nach Beendingung des Satzes bemerke ich, dass Herr GUIDO FUBINI schon frfiher, yon 

der Variationsrechnung ausgehend, Probleme formulicrt und behandelt  hat, die mit  den hier erSr- 

terten gewisse Beriihrungspunkte besitzen. ,,Alcuni nuovi problemi di calcolo delle variazioni con 

applicazioni alia teoria delle equazioni integro-differentiale., Annali di matematica, Serie 3, Band 

20, 191.3. 
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Vorbemerkungen. 

Alle Eigenwertprobleme der Analysis erscheinen als sinngem~sse Veralige- 

meinerungen des algebr~ischen Eigenwertproblemes,  welches bei der Hauptachsen-  

t ransformat ion  der Fl~chen zweiter Ordnung oder bei der Theor ie  der kleinen 

Schwingungen in der Mechanik diskreter  Massenpunk4e auftr i t t .  Hie r  handel t  es 

sich stets um die Aufgabe,  zwei gegebene quadrutische Fo rmen  

n 

i, k = l  

H ix, x] : :  ~ b,~ x~ x~ (b,~ - -  b ~) 
t', k =  1 

- -  t~ . yon n Variabeln durch eine l ineare Transformat ion  x j - - ~  j y, gleiehzeitig in die 

i = 1  

Gestal t  

- - -  2 JD[x,x]-~-Zaiy~ H[x,x] - Z b i y ~  
i = l  i = l  

zu t ransformieren.  W i t  setzen dabei voraus, class eine der  beiden. Formen,  e twa 

die Form H,  positiv definit ist; dann kSnnen wir b ~ :  I, a i -X ~  setzen. W e n n  

auch die Form D positiv definit ist, so sind die hi positive GrSssen. Denken  wir 

uns die Wer~e ~ so angeordnet ,  dass ~_--<~i+1 ist, so erh~lt man sie der Reihe 

nach durch die LSsung der fo lgenden Minimumprobleme:  Es soll zun~chst der 

Quot ient  D : H  zum Minimum gemaeht  werden. Das entsprechende Wer t sys tem 

der Variabeln sei x~ ~-- t~. Es sei so gew~hlt, - -  nu r  die Verh~ltnisse der GrSssen 

xi sind best immt - -  dass H Ix, x]--Hit  t, t ~]--I wird. D a n a  ist 

D Ix, x ] -  D [t', t'] = Zi. 

Zweitens best immen wir unter  allen Wer t sys temen  xi welche der Bedingung 

H [x, t t] ~- o 

geniigen, - -  es bedeutet  H Ix, y] = ~ bik xiyk die Po la r fo rm von H, ebenso wie 
i ,  k = l  
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D Ix, y] die Polarform yon D bedeutet l  - -  ein solches Wertsys tem x i  - -  t~. ffir welches 

D : H - ~  Min. wird und w~ihlen H [ t ~ , t ~ ] :  ~. Dann wird D [t ~, t~]:~.,. 

Fahren wir in derselben Weise fort,  so erhalten wir in den GrSssen t~ die 

Koeffizienten der gesuchten !inearen Transformat ion und in den GrSssen ~i die 

>>Eigenwerte der quaAratisehen Form D in Bezug auf die quadrutische Form H*. 

Wir  haben dami~ alle Bestimmungss~iicke fiir unser Haup~achsenproblem char~k- 

terisiert. 

Beil~ufig sei daran erinnert, ,  dass in den physikalischen Anwendungen auf  

Schwingungsprobleme die quadratische Form D der potentiellen, die quadratische 

Form H der kinetischen Energie entspricht.  Unsere Ausdriicke ents tehen n~tmlich 

aus den Energieausdriieken, wenn man  >>Synchronismus>> fiir die Bewegung vor- 

aussetzt und demgem[tss iiberull einen nur  yon der Zeit abh~ngigen gemeinsamen 

Fal~or  unterdriickt.  2 

Man kann, was fiir zahlreiehe Anwendungen yon der grSssten Bedeutung 

ist, den Eigenwert  ),h auch ohne Rekursion auf  die Minimumaufgaben,  welche zu 

vorangehenden Eigenwerten gehSren, durch folgenden Satz charakterisieren: 

(i = I ., h - - I )  beliebige h - - i  Wertsysteme,  und es sei Es seien v~ . . . . .  v~ , . .  

d[v ~ . . . .  , v h-~] das Minimum yon D Ix, x] unter  den Nebenbedingungen 

H [ x , x ] = I  H [ x ,  v i ] = o  ( i - - I , . . . , h - - i ) ,  

dann ist )~a der grSsste Wert ,  den dieses Minimum bei Variat ion der Wertsys teme 

v ~ , . . . ,  v~ annehmen kann; und zwar wird dieses Maximum-Minimum angenommen 

fiir v~ = t~, xk = t~ (k : I , . . . ,  n), und sein Wer t  ist ),h. 

In  geometrischer Sprechweise driickt sich der obige Satz, wenn auch D po- 

sitiv definit is~, folgendermassen aus: Ordnet  man die f tauptachsen  eines n-dimen- 

sionalen Ellipsoides nach abnehmender  GrSsse, so ist die h-re Hauptachse  die kiir- 

n n 

I Die Polarform Q [ x , y ] : ~ ( z i k  x i y  k einer quadratischen Form Q [x, x] = ~ a i k  x i x k 

i ,  k = l  i ,  k : = l  

(ask = ak/) ist dadurch charakterisiert, dass fiir irgendweiche Werte der Parameter a, ~ die qua~lra- 

tische Form Q [x', x'] fiir das Wertsystem x~ = a xi + t~ yi der Identitiit geniig~ Q [x', x ' ]= 

= ~ Q [ x , x ] § 2 4 7  aus welcher sofort bei definitem Charakter yon Q die 

Ungleichung 

(*) Q [x, x] q [y, y] -- Q Ix, y]' a o 
folgt. 

Vgl. COURA~T-HZLBERT , 1. c. S. 220. 
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zeste unter den l~ngsten Hauptachsen aller derjenigen Ellipsoide yon ~ - - h  § I 

Dimensionen, welche entstehen, wenn man das gegebene Ellipsoid mit allen mSg- 

lichen (h--I)-dimensionalen Ebenen dureh den Mittelpunkt schneider. 

In der Theorie der kleinen Schwingungen besagt  der Satz: Ordnet man 

die Eigenfrequenzen oder TonhShen eines schwingungsf~higen Systemes yon n Frei- 

heitsgraden nach wachsender GrSsse, so ist der h-re Ton der hSchste Grundton 

unter den T5nen aller schwingungsf~higen Systeme, welche aus dem gegebenen 

durch Auferlegung irgendweleher h -  I linearer Bindungen entstehen. 

Atff die ganz elemen~aren Beweise brauche ich bier nicht einzugehen. 1 

Eine Verallgemeinerung bezw. ein Grenziibergang vom algebraischen zum 

transzendenten Problem ist bei der Haupt~chsentransformation in zwei ]=[insichten 

mSglich. Die eine Verallgemeinerung entspricht dem ~bergang zu einem System 

aus unendlich vielen diskreten Massenpunkten, z. B. einem unendlich ausgedehnten 

Kristall. Sie fiihrt unmittelbar auf quadratische Formen mit unendlich vielen 

Ver~nderlichen, deren Hauptachsenproblem in den einfachsten F~llen mit der 

Theorie der Kettenbriiche und der Differenzengleichungen verkniipft isk Die 

andere Verallgemeinerung entspricht dem Grenziibergang yon der Mechanik di- 

skreter Systeme zur Mechanik der Kontinua. An Stelle diskreter Koordinaten 

x~ , . . . ,  x~ trit~ eine stetige Funktion (bezw. auch mehrere stetige Funktionen) 

yon einer oder mehreren unabh~ngigen Ver~nderlichen, welche die Lage des 

Systemes charakterisiert. Aus dem Hauptachsenproblem der quadratischen Form 

wird ein isoperimetrisches Variationsproblem zur Bestimmung dieser Funlr~ion ~. 

Die beiden genannten Grenziiberginge lassen sich in wechselseitige Beziehung zu 

einander bringen. Wir wollen uns jedoch a u f  die Betrachtung der zuletzt ge- 

kennzeichneten Variationsprobleme beschriinken, d. h. auf den Fall der Schwin- 

gungen kontinuierlicher Medien. ~ 

KAPITE L  I. 

Die Variationsprobleme und Funktionalgleichungen der Schwingungen bei 

einer unabhangigen u 

w 1. Das klassische Sturm-LiouviUesche Problem bei  festen Endpunkten. 

Wir erinnern zun~chst an das klassisehe Sturm-Liouvillesche Problem, wel- 

ches aus dem Problem der eingespannten Saite entspringt. Ist  ~ (x) die Funk- 

1 Vgl. COURANT-HILBERT, 1. c. Kap. I, w 4. 

2 L'brigens sei daran er inner t ,  da~s auch die Probleme der  W~rmele i tung  ganz ebenso wie die 

Schwingungstheorie auf Eigenwertprobleme ftihren. Vgl. z. B. Anh~ng l~r. 4 und 5. 
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tion, welche die Lage einer an den Endpunkten eingespannten SalVe bestimmt ~ 

o<x_-<~; ~0(o)= ~ ( i )=  o 

so sind die beiden Ausdriicke D und H gegeben durch Integrale der Form ~ 

1 

a ]  

0 

1 

0 

wobei wir voraussetzen, dass p and r ste~ige Funktionen im Grundgebie~ o ~ x ~ 

sind, dass p und r durchweg positiv sein sollen und p eine st~ige Ableitung ~v' 

besi~zen mSge. s 

Die zugehSrigen Polarausdriicke 

1 

(3) D [~, ~] = / ~ '  ~' dx, 
e ]  

0 

sind durch die Relationen 

D [a ~ + ~ ] -  a~ D [~] + 2 a ~ D  [~, ~] + ~ " D  [~,~] 

(4) 

bei kons~antem a, fl charakterisiert. Da fiir jedes a und fl 

D [a~+fl~p] ~ o  H [ a ~ + f l ~ ]  ~ o  

ist, so gelten stets die Ungleichungen 

D [~] D [~] => D [~, ~P]~ 
(5) 

H [~] H [~] => H [~, ~]'. 

1 

H[~,  W] = f r ~ 2  d x  

0 

a b g e s e h e n  yon e inem yon der  Ze i t  per iodisch  a b h ~ n g i g e n  Fak to r .  

2 Der E i n f a c h h e i t  h~lber  sch re iben  wir  ffir solche In t eg ra l ausd r f i cke  D [ ~ ]  bezw. H [ ~ ]  an  

Stel le  yon D [~p, ~v] u n d  H [ ~ ,  ~]. 

a Diese D i f f e r enz i e rb s rke i t svo raus se t zung  i s t  i ibr igens  ke ineswegs  wesent l i ch .  
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Von den Funktionen r und ~p wollen wlr voraussetzen, dass sie im abgeschlos- 

senen Grundgebiete stetig, und mit stiickweise st~tiger erster und zweiter Ableitung 

versehen sind. ~ 

Wir merken die Greenschen Formeln an: 

(6) 

wobei 

1 1 

0 (} 

1 

j '(~ L [~2] 

0 

- - ~  L[r d x - - = ~ ,  p(x,)(~ (x~) S,. [~1--~ (x,.) S, [~]) 

L [~] -~ (p r 

gesetzt ist, die Summen rechts fiber die Sprungstellen der Ableitungen von ~ bezw. 

%P erstreekt sind and mit S, [~] bezw. S~ [%0] die GrSsse des Sprunges der Ableitung 

yon q~ bezw. ~ an der Stelle x, bezeichnet wird. (Vgl. S. 13.) An den Endpunkten 

des Intervalles ist dabei die Gr5sse S so zu bilden, als ob ausserhalb des Grund- 

gebietes die Funktionen konstant wgren. 

Die Eigenwerte ~; nnd die zugehSrlgen Eigenfunktionen u; ( i ~  I, 2 . . . .  ), 

welche die Differentialgleiehungen 

(7) L [u~] + ~; rui = o 

sowie die l~ndbedingungen 

(8)  ~ / ( 0 )  ~-- U, ( I )  -~- O 

befriedigen, sind durch die folgenden Minimum-Eigenschaften charak4erisiert: 

Unter allen den Randbedingungen ~ ( o ) = r  genfigenden im Grundgebiete 

stetigen und mit stfiekweise stetiger erster Ableitung versehenen Funk~ionen qg(x) 

ist u~ diejenige, fiir welche der Quotient D : H  einen mSglichst kleinen Weft,  

niimlich X~ annimmk Die weiteren Eigenwerte L, . . . .  und die zugehSrigen Eigen- 

funktionen u~ , . . ,  erhiilt man als LSsungen der folgenden Minimumprobleme. 

Unter allen denselben Bedingungen wie oben und den weiteren Bedingungen 

(9) H [9~, uj] = o  ~-~ I , . . . ,  i - -  I) 

Dies bedeutet, dass die Ableitungen nur in einer endliehen Anzahl von Punkten x , ,  . . . ,  x h 

des Intervalles endliehe Spriinge erleiden diirfen. 
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geniigenden Funktionen ist diejenige zu suchen, fiir welche der Quotient D : H  

einen mSglichst kleinen Wert  hat. Die L5sung wird gegeben durch qD=ui und 

der Minimumwert des Quotiente n D : H  ist gleich ~,-. 

Zu den Differentialgleiehungen (7) gelang~ man yon dem Variationsproblem 

aus ohne weitere Berufung auf die allgemeine Multiplikatorenregel der Varia- 

tionsrechnung unmittelbar durch die folgende Schlussweise, die wir deswegen 

hier ausfiihrlicb entwickeln, weft sie w5rflich ebenso fiir aUe die sparer zu b e -  

handelnden nicht mehr unter  das Schema der klassischen Variationsrechnung 

fallenden Probleme anwendbar bleibt. Wir  gehen, wie iiberall in diesem Kapitel, 

yon der Voraussetzung aus, dass die betreffenden Minimumprobleme LSsungen 

besitzen, und dass diese LSsungen im Grundgebiet stetige Funtionen mit stiiek- 

weise stetiger Ableitung erster und zweiter Ordnung sin& Bei dem vorliegenden 

Problem dfirfen wir yon vornherein (wie sich sofort herausstellen wird)durchweg 

Stetigkeit der ersten und zweiten Ableitungen voraussetzen. Es sei u ~ u  I bezw. 

~ ) . 1  die LSsung bezw. der Minimumwert bei dem ersten unserer Minimumpro- 

bleme. Wir  diirfen dabei die Funktion u so normiert annehmen, dass 

(1o) H [ u ] = I  

ist. Bedeutet nun ~ eine denselben Bedingungen wie ~ "geniigende, im iibrigen 

willkiirliehe Funktion, e eine willkiirliche Konstante, so muss fiir jeden Wef t  

dieser Konstanten e 

sein, oder, was mit Riicksicht auf D [u]-~XH[u] auf dasselbe herauskommt, 

2 ,  (D [u, ~] - -  Z H [u, ~] + ~ (D [~] - -  Z H [~])) ~_ o 

gelten. Diese Ungleicbung kann nut  dann fiir einen behebigen Wert  yon e 

bestehen, wenn die Gleiehung 

( i  i )  D [u, C] - -  2 CI = o 

gilt. Formen wir nun den Ausdruek D[u,~] naeh der Greenschen Formel (6) 

urn, so ergibt sieh wegen der WiUkiir der Funktion ~ unmit~elbar die Gleichung 

(7) fiir u = u l  und ~=~1.1 

i Wenn wir yon der Funkt ion  ~ tats~tchl/ch nur s t i i ckweise  Ste t igke i t  der Able i tungen  voraus- 

se tzen  wfirden, so wfirde die F.ormel (6) dasse lbe  Resul tat  l iefern, da wegen  der Willkfir  von .~(x~) 

s~imtliche Sprungwerte  S~  an den e twa  auftretenden Sprungste l l en  sich als  Nul l  erweisen.  

2 - -2661 .  Ac~ mathema~ica. 49. Imprim6 le 24 mars 1926. 
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Bei dem zweiten Minimumproblem, bei welchem noch die Nebenbedingung 

HI9 ,  u~] = o  hinzugefiigt ist, k5nnen wir zuni~chs~ die Giiltigkeit der Gleichung 

II) fiir u = us, ;~ ~ ;~s nur unter der Voruussetzung 

(12) H [ C , u , ] = o  

schliessen. Isg nun ~ eine beliebige stetige und mit stiickweise stetiger erster 

Ableitung versehene Funl~ion, so bestimmen wir die Zahl t derart, dass die 

Funkgion ~ = ~ +  t u t  der Bedingung (I2) geniig~, d. h. wir setzen t = ~ - - H [ u ~ , , ] ] .  

Welter beachten wir, dass wir in der Gleichung (I I)fi ir  ~ speziell auch die Funk- 

tion u s einsetzen 

sofor~ 

(i4) 

kSnnen, und daas sich daher wegen der Bedingungsgleichung 

H [u s, ul] = o 

[us, ,,d = o 

ergibt. Setzen wir nun in die Gleichuug (i1) unsere Funktion ~=r~ + t u l  ein, 

so folgt (fiir u ~ u s , ~ ---- ks) 

D [u, ~7].-- ~ H [u, ~] + t (D [u, ul] - -  ;L H [u, ul]) = o 

oder mi~ Riicksicht auf die Gleichungen (13) und (I4) 

D [u, v] - -  i~ g [u, rl] = o , 

d. h. die Gleichung (i1) gilt auch hier fiir willkiirliehe Funktionen ~1 oder ~ ohne 

Riicksieht auf die Nebenbedingung (I2). Bieraus folgt aber unmittelb~r wie 

oben die Giiltigkeig der Gleichung (7) fiir i =  2. Indem wir ebenso fortfahren, 

erkennen wir, dass aUgemein aus der Vorausse~zung der LSsbarkeit unserer 

Minimumprobleme fiir deren LSsungen u~ bezw. die Minimumwerte ~ das Be- 

stehen der Differentialgleichungen (7) folgt. Fiir die gem~ss (lO)normierten 

LSsungen unserer Probleme best~hen die Relagionen 

I )  = 2 , ,  D u/r] = o ,  

H [$r = I ,  j~r [ut ,  u/r] ~ o.  

Wir kSnnen nun a u c h  den n-ten Eigenwer~ ~.~ und die zugehSrige Eigen- 

funktion u~ ohne Berufung auf die vor~ngehenden Eigenfunktionen durch fol- 

gende Maximum-Minimum-Eigenschaft charukterisieren. Es seien v l , . . . ,  v.-1 
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stetige Funktionen im Grundgebiet und d [ v l , . . . ,  V~-l] die untere Grenze des 

Quotienten D[~] :H[~] ,  wenn alle am Rande verschwindenden im Grundgebiete 

steggen und mit stiickweise stetiger Ableitung versehenen Funktionen q~ zum 

Vergleiche zugelassen sind, welche den n--1 Bedingungen 

( I 6 )  

geniigen; dann ist ~ der gT5sste Wert, welchen d [v t , . . . ,  v~-l] annehmen kann, 

wenn zum Vergleiche alle Systeme stetiger Funktionen v~ zugelassen werden. 

Dieses Maximum-Minimum wird erreicht fiir vi  = us, q) = u,, .  

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus folgenden Bemer- 

kungen: Erstens ist fiir v ~ = u i  ( i >  I) tats~chlich naeh Definition d [Ul , . . . , u~- l ]  

-- ~L,, zweitens kSnnen wir fiir jedes System v~ , . . . ,  v , - ~  eine lineare Kombination 

= c~ u t + ... + c~ u~ mit konstanten Koeffizienten Cl, �9 �9 c~ so bestimmen, dass 

die Gleichungen H[r  vi] = o sowie die Gleichung H [q~] = :~ei ~ == I erfiillt sind. 

Denn die ersten n--1 dieser Gleichungen stellen n - - I  lineare homogene Bedin- 

gungen fiir die n GrSssen ci dar, sind also stets erfiillbar; die. letzte Gleichung 

liefert lediglich eine Normierung des noch unbestimmten Proportionalitiitsfaktors 

in den c~. Nun folgt aus D [ q ~ ] = Z c i c ~ D [ u i ,  uk] sofort wegen (15) 

D[~] .... Z ~ c i  ~ 

und also wegen ~i =< ~i+1 

2 D[~] < Z ,  Zc~ : A n ,  

sodass in jedem Falle d [ v l , . . . ) V n - - 1 ]  ~ n  gelten muss. 1 

w 2. Verallgemeinerungen. Andere Rand- und Sprungbedingungen. 

Man gelangt sofor~ zu entspreehenden Sturm-Liouvilleschen Problemen bei 

anderen Randbedingungen, sowie zu  weiteren Verallgemeinerungen, wenn man 

an Stelle der obigen Ausdriieke D und H etwas allgemeinere Ausdriicke zu- 

grunde legt. Diese allgemeineren Bildungen entspreehen zun~ehst der physika- 

lisehen MSgliehkeit, dass ausser der linienhaft gem~ss den obigen Integralaus- 

drficken verteilten potentiellen und kinetisehen Energie noeh weitere Energiean- 

~eile in Betracht zu ziehen sind, welehe ihren Sitz in einzelnen Punkten, z. B. 

M3n vergle iche  zu dieser  M a x i m u m - M i n i m u m - E i g e n s e h a f t  und den m a n n i g f a c h e n  Konse-  

quenzen ,  die m a n  aus  ihr  z iehen k a n n  u. a. da~ oben zi t ier te  Buch,  insbes .  Kap.  VI. 
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den Endpunkten der Saite, haben. Wenn es sich um potentielle Energie, also 

um den husdriick D handeR, werden diese Energieanteile etwa durch elastische 

Bindungen einzelner Punkte der SaRe an die Ruhelage gegeben sein; wenn es 

sich um kinetische Energie bandeR, also um den Ausdriick H, werden diese 

Anteile yon punktfSrmigen in einzelnen Stellen der Saite konzentrierten Massen, 

)> Reitern)), herriihren. 

Es seien x~ , . . . ,  xh die Stellen des intervalles, in denen solche punktfSrmig 

konzentrierte Energie ihren Sitz hat. Dann besteht der mathematische Ansatz 

einfach darin, dass wit  start der Ausdriieke D und H aus w 1 Ausdriicke der 

folgenden allgemeineren Gestalt zu betrachten haben 

(x7) 

1 
h h 

~) [qg]-~D [qg] T Z a, q~ (x,,) +" ~- f p 9~ '2 d x + Z a, ~ (x,.)", 
$ ' = l  '~ ' i  

0 

(is) 

1 

~J [qD]~ H[qJ] + ~, b, q~ (x,) 2 -- r qp~ d x + ~ b ,  qD (x,,) 2, 

0 

zu welchen die Polarausdriicke 

(19) 

1 
h 

0 

.1 / h 
~j [q~ ,~ ] :  , '~g)dx  + ~ b , ~ ( x , ) ~ ( x , )  

0 

gehSren. Wir  wollen dabei annehmen, dass der Funktion ~p am Rande keine 

Randbedingung auferlegt wird und dass die Randpunk~ stets mi~ zu den Stel- 

len x, gerechnet werden, dass also etwa xt-~o,  x~ : I i s t .  Ferner soUen fiir die 

GrSssen a, ,  b, insbesondere der Wert  Null zugelassen sein. Der EinfachheR hal- 

ber wollen wir annehmen, dass immer b, >- o ist, entsprechend der physikalischen 

Vorstellung yon dem positiv-definit~n Charakter der kinetischen Energie. Das 

1 

Integral D [~] : fpq~'~ dx,  

0 

welches den CharalC~er der zu behandelnden Eigenwert- 
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aufgaben wesentlich bestimmt, soll im folgenden als das I"iihrung,~iutegral be- 

zeichne~ werden. 

Stellen wir nun mit den Ausdriicken fiir ~ und ~ dieselben Minimum- 

probleme auf wie oben in w , fiir D und H so ergibt sich - -  immer die Ezi- 

stenz der LSsungen dieser Probleme v o r a u s g e s e t z t -  eine Folge yon Eigenwerten 

~1, ~ , . . .  und zugeh5rigen Eigenfunktionen u l , u s , . . .  

Um die Bedingungsgleichungen fiir diese GrSssen ;~,:,u~, ohne Berufung 

auf die allgemeine Variationsrechnung aufzustellen, betrachten wir zuniichs~ das 

erste Minimumproblem ohne lineare l~ebenbedingungen, nennen die L5sung u :  u,, 

den Minimumwert ;~:).l und bemerken, dass wie oben fiir jede willkiirliche den 

gestellten Stetigkei~sbedingungen genfigende Funktion ~ das Bestehen der Gleichung 

(2 , )  ~ [-, C ] - ; ~  ~ [-, C] = o  

folg~. Durch Anwendung der Greenschen Formel (6) unt~r Beriicksich~igung 

der Unstetigkeitss~ellen x , , . . . , x h  fiir die Ableitung folgt 

1 

0 

h 

dx + Z {p(x,,)S,,[u] + (a,--]~b,)u(x,,)}~(x,)==o. 

Hierbei is~ (vgl. S. 8) 

s, [u]= -,,'(o) 

S. [u] = lim (u' (x 2 - -  (~) - -  u' (x~ + ~)) 
6~0 

sh[ui -u'(,). 

Wegen der Willkiir yon ~ ergibt sich also fiir die LSsung u die Differen- 

tialgleichung 

(22) L [u] + Z r u = o i [u] = (p u')' 

und die Rand- bezw. Unstetigkeitsbedingungen 

(23) v (x,) s ,  [u] + (~, - z b,) ~ (~,) = o (~ = , , . . . ,  h). 

Die EigenfunkCion u~ wird zweckm~ssig wieder durch die Gleichung 
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(24) ~ [,,~] = i 

normiert. 

Den zweiten Eigenwer~ ).~ und die zugehSrige Eigenfunktion uz erhalten wir 

als LSsung des Problemes, den Quotienten ~ : ~  noch unter den linearen Neben- 

bedingungen 

[~ ,  . , ]  = o 

zum Minimum zu machen. Unter der Voruussetzung, dass eine solche LSsung 

u = u ~  und ein zugehSriger Minimumwert ~=gz  existiert, folgt wieder, dass fiir 

jede willkiirliche Funktion C die Gleichung (2I) erfiillt sein muss, woraus sofor~ 

die Differentialgleichung (22) und die Sprungbedingungen (23) fiir ~.=Z~, u = u ~  

folgen. In genau derselben Weise ergibt sich fiir die n-re Eigenfunktion u,~ und 

den n-ten Eigenwert ).~ dieselbe Differentialgleichung und dieselben Sprungbe- 

dingungen mit der Bedeutung u = u , ,  ) ,~]~, .  

Speziell enthalten die aufgestellten Probleme, wenn h =  2 ist, d. h. weim 

nur die beiden Endpunk~e der SaRe Trgger punktfSrmiger Energie sind, die ge- 

wShnlichen Eigenwertprobleme mit den Randbedingungen 

- p  (o) ,,' (o) + (a, - z b~) ,, (o) = o 

p ( i) , , '  (i) + ( a , -  ~. b,), ,  ( 0  = o.  

Das Auftreten yon Koeffizienten bi kennzeichnet die Probleme der bel~steten 

Systeme, wie sie u. a. L yon Kneser behandel~ worden sind. 

Es bedarf keines besonderen Beweises, dass bei geeigneter Normierung der 

Eigenfunktionen diese den Relationen 

[ , , . ]  - ~.,, .~  [ , , , ,  , , , ]  = o 

(2s) (i # k) 
~ [ui ] - - i ,  ~ [ui,~k] = o  

geniigen. 

Ein weiterer Schritt zu allgemeineren Problemen lieg~ sehr nahe. Wir kSnnen 

uns Mechanismen vorstellen, bei welchen die yon einzelnen Punkten herriihrenden 

zusiitzlichen Energieanteile sich nicht addRiv aus Anteilen tier einzelnen Punkte, 

sondern aus einer Wechselwirkung zwischen den verschiedenen Punkten ergeben. 

Dem en~spricht ein Ansatz fiir ~3 und ~_, bei welchem die zusi~tzlichen yon den 

t Vgl. z. B. auch  RAYLEIOH, T h e o r y  of sound ,  2 Aufl.  Bd. I. S. I7Off. 



Uber die Anwendung der Variationsrechnung. 15 

Punkten x t , . . . , x h  abh~kngigen Ausdriicke allgemeine quadratisehe Formen der 

Funktionswerte ~ (x l ) , . . . ,  ~0(xh) sin& Demgem~tss setzen wir jetzt ~ und ~ in 

folgender Form an 

1 

(:6) ~ [~1 - -  ~'~ d ~ + ~ .,~ ~ (x,) ~ (x,) 
0 i ,  k ~ l  

(27) 

1 

[~] = ,.~'-d~+y~b,~ ~ ( ~ ; ) ~ ( x ~ )  
0 i ,  k ~  1 

a i k  ~ a k i  , b i k  = b k i  . 

Die Minimumprobleme, welche die zugehSrigen Eigenfunktionen und Eigenwer~e 

definieren, lauten mit der veriinderten Bedeutung yon ~ und ~ wSrtlich so wie 

oben. Die Eigenfunktionen u= geniigen nun aber, wie man genau nach dem obigen 

Muster erkennt, den folgenden Relationen 

(2s) L [u~] + i~ru, ,  = (pu',)'  + ~, run = o 

h 

(29) p(x , , )S ,  [un] q-Z(a,k--~nb,,J:)qg(Xk) --~0 (v= I . . . .  ,h), 

wobei S, [u.] die obige Bedeutung besitzt. Ferner gelten auch hier bei geeigneter 

Normieruug die Relationen (25). 

w 3. Ergfi~zende Bemerkungen. 

i. D i e  R a n d b e d i n g u n g e n .  

Bei den Problemen des vorigen Paragraphen haben wir keinerlei besondere 

Randbedingungen fiir die zul~ssigen Funktionen ~ (x) gestellt. Ieh nenne solche 

Probleme der Varia~ionsrechnung freie oder natiirliehe Probleme und die Rand- 

bedingungen, welche sich dabei ganz yon selbst eins~ellen, die zugehSrigen uatiir- 

lichen" Randbedingungen. Sie sind durch die obigen Gleichungen (23) fiir v = I  

bezw. v = h  gegeben. 

Das Problem aus w 1 mi~ der kiinstliehen Randbedingung 99 (o)=~ ( I )~  O 

ergibt sich ~ls Grenzfall aus einem natiirlichen Problem, n~mlich aus dem Pro- 

blem (I7) und (I8) mit h=2,  b ,=o ,  a l = a 2 : t  im Grenzfall fiir t - -*~.  
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Ich bemerke, dass bei unseren Variationsproblemen nur en%weder natiirliche 

Randbedingungen zuliissig sind, d. h. l~ndbedingungen, die man ebenso gut 

weglassen kSnnte, ohne die LSsung des Problemes zu modifizieren, oder solche 

kiinstliche Randbedingungen, in welchen keine Ableitungen auftreten, d. h. da 

wir es bier nur mit homogenen Randbedingungen zu tun haben, nur >>Randbe- 

dingungem> der Form 

-1 r (x,) + -  + r (xh) = o .  

Um einzusehen, dass andere als die gekennzeichneten kiinstlichen Randbedingungen 

unzul~ssig sind, beachten wir, dass z. B. durch Hinzufiigung einer Randbedingung 

in" unserem ersten Minimumproblem der Minimumwer~ ~, des freien Problemes 

jedenfalls nicht verkleinert wird, sodass fiir den Minimumwert ~ des kiinstlichen 

Problemes ~ ~),1 gilt; denn fiir das neue Problem ist der Bereich der zur Kon- 

kurrenz zugelassenen Funktionen verengert. Wenn nun in den kiinstlichen Rand- 

bedingungen Ableitungen vorkommen, so kSnnte man die LSsung u des natiir- 

lichen Problemes durch eine Funl~ion u* so approximieren, dass ~)[u*]:~ [u*] 

sich yon ~l ---- ~) [u] : ~3 [u] um beliebig wenig unterscheidet, dass aber u* die Bedin- 

gungen fiir das kiins.~liche Problem erfiillk Man braucht ja u hierzu nur in einer 

beliebig kleinen Nachbarschaft des Randes bezw. der Stellen xi abzu~ndern und 

zwar den Funk~ionswer% nur um beliebig wenig, den Wert  der Ableitung nur um 

einen besehr~nkr bleibenden Betrag. Daraus folgt, dass fiir das neue kiinstliche 

Problem zuliissige Vergleiehsfunktionen 9o=u* existieren, fiir welche ~) [u*] :~  [u*] 

beiiebig nahe an ~1 liegt. Also muss ~ _--< ~i+~ fiir jedes positive ~ gelten, und 

daher miisste die LSsung des neuen Problemes zugleich auch LSsung des alten 

nahirlichen sein, was nut  dann mSglich ist, wenn die gestellten Randbedingungen 

mit den nafiirlichen iibereinstimmen. 

Ist z. B. ~)=D,  @ = H  und wird die kiinsfliche Randbedingung r 

gesr so kann nicht etwa als weitere Bedingung r  (o)=2~'(I)  auferlegt werden, 

well sich sofort die natiirliche Randbedingung u' (o)= u' (I) ergibt. 

In den obigen t~berlegungen haben wir immer stillschweigend die Existenz 

der Ableitung yon u in den Randpunkten bezw. Sprungpunkten x, angenommen. 

In  der Tat ist diese Existenz eine unmittelbare Folge der Differentialgleichung 

(22); denn aus ihr folgt pu'-~--) , frudx,  und hier kann die Integration wegen 

der Ste%igkei~ yon u bis in die Punkte x, hinein erstreckt werden. 
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2. N o t w e n d i g e  B e s c h r ~ n k u n g e n  im  A n s a ~ z  d e r  Z u s a t z g l i e d e r ;  

B e d i n g u n g  d e r  K o p p e l u n g .  

_~hnliche t?berlegungen wie in Nr. I zeigen uns, warum der zun~chs~ sich 

darbietende Gedanke zu verwerfen ist, dass man in die yon einzelnen Punkten 

abhis ZusaCzglieder auch die Ableitungen q~' (x,) der Funktionswerte auf- 

nehmen kSnnte. Sobald n~mlich derurtige Zusatzglieder auftreten, k5nnte man 

in ihnen die Ausdriicke ~' (x,) durch Parumeterwerte t, ersetzen und nun das so 

entstehende Minimumproblem betrachten, bei welchem neben der Funktion q~ noch 

unabh~ngig yon ihr diese Parame~erwerte variabel und mi~ zu bestimmen sin& 

Die untere Grenze fiir dieses neue Problem miisste mit dem Minimumwert ). des 

urspriinglichen iibereinstimmen; denn wir kSnnen, ohne die Werte yon ~3 [q~] und 

[~] um mehr zu ~ndern als um einen unter einer beliebig klein vorgegebenen 

Schr~nke gelegenen Betrag, die Funktion q~ durch eine solche Funktion ~* approxi- 

mieren, dass die hbleitungen gp*P(x,) vorgegebene Werte t, erhalten. Das erste 

Problem ist also nur dann sinnvoll, d. h. es kann nut  dann eine LSsung (ein 

wirkliches Minimum, nicht bloss eine untere Grenze) besitzen, wenn das zweite 

Problem eine LSsung u*(x)und giinstigste Parameterwerte t , : T ,  besitz~, und 

wenn dann zufiillig u*' (x,.):~, wird. Die Ersetzung yon gp' (x,) durch unabh~ngige 

Parameter in einem Variationsprobleme (und ebenso analoge Prozesse bei irgend 

welchen Variationsproblemen) nenne ich Entkoppelung. u bei 

denen eine solche Entkoppelung die untere Grenze nicht modifiziert, werden im 

allgemeinen keine L5sung besitzen, bezw. zumindest als ausgeartete Fi~lle anzu- 

spreehen sein. Wir  wollen sie als >>Probleme ohne Koppelung>> bezeichnen. 

Als Beispiel fiir ein solches Problem ohne Koppelung betrachten wir das 

Minimumproblem, welches sich fiir 

1 

f h b 
~ = H :  ~02dx : I ,  ~ ) [ ~ ] = . D [ ~ ] + Z ~ ' ( x , . ) 2  + Z q o ( x , . )  ~- 

0 ~'~1 t'~1 

ergibt. Entkoppeln wit hier, indem wir q~'(x,) durch t, erse~zen, so erhalten wir often- 

bar als LSsung des Problemes nach Entkoppelung t,--= ~ -  o, ~v (x )=  u(x), wo 

u(x) die erste Eigenfunktion desjenigen Problemes bedeutet, welches sich ffir 
h 

~) [~] = D [~] + ~ ~ (x,,) ~, ~J [~] = H [~] = I ergibt, Und dessen Minimumwer~ wir 

etwa mit Z bezeichnen. Es wird also der Minimumwer~ nach Entkoppelung eben- 

falls gleich ~; andererseits kSnnen wir die eben gekennzeichnete Funktion u (x) 

3--2661. Acla mathematica. 49. lmprlm~ ]e 26 mars 1926. 
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in unmittelbarer Umgebung der S~ellen x~ derart ab~ndern, dass eine zul~ssige 

Vergleichsfunktion u* (x) entsteht, fiir welche u*" (x~)=o is~, w~hrend sich ~)[u*] 

yon D [u] + Z u (x,,) 2 : ~ und ~ [u*] yon ~ [u] beliebig wenig un~erscheidet. Fiir 

diese Funktion wird sich ~ [u*] : ~ [u*] beliebig wenig yon ~ unterscheiden; die 

untere Grenze des Problemes hat sich also bei Entkoppelung nicht ge~i~der~. 

Betrach~en wir dagegen die Minimumaufgabe ~.[~] : ~ [~] = Min. mit der Be- 

deutung ~) [~] = D [~] + ~ '  (x,) ~, ~ [~] -~ H I l l ,  so erhalten wir mit und ohne Ent- 

koppelung beide Male die LSsung u(x ) :  I. Wir haben also bier den obe'n 

erw~hnten Ausnahmefall vor uns. Probleme ohne Koppelung wollen wir yon 

der Betrachtung gTunds~tzlich ausschliessen. 

3. D e f i n i t e  u n d  i n d e f i n i t e  P r o b l e m e .  

Endlich sei noch hervorgehoben, dass fiir die vorangehende und folgende 

Untersuchung die Voraussetzung der Definitheit unseres Ausdruckes ~ [~] nicht 

ausdriicklich gemaeht zu werden braucht. Wesentlich ist nur, dass die GrSsse p 

im Fiihrungsintegral D [~] positiv bleibt. Wie wir in .~ 11 sehen werden, ist 

dann das Fiihrungsintegral fiir die Gr5ssenordnung des Ausdruckes ~) der aus- 

schlaggebende Teil; in diesem FaUe k5nnen immer nur endlich viele negative 

Eigenwerte auftreten. 

Wenn man dagegen die Voraussetzung des definiten Charak~ers yon ~ [~] 

fallen l~s t ,  so ist man zu einer Modifikation unserer t~berlegungen genStigt. 

Man muss dann bei unserem Minimumproblem start des Quotienten ~ [~]:~[~] 

den Ausdruck I~  [~] :~  [~]1 zum Minimum machen. Die zugehSrigen Eigenwerte 

~i werden dann in unendlich grosser Anzahl positiv und in unendMch grosser 

Anzahl negativ ansfallen. Wir women jedoch, um Weitl~ufigkeiten zu vermeiden, 

in dieser Abhandlung iiberall positiv-definiten Charakter yon ~ [~] voraussetzen. 

w 4. Erweiterung der Problemstellung durch Grenzfibergang. 

Von dem i m w  2 gewonnenen Standpunl~e fiihrt uns ein weiterer natur- 

gem~isser Schritt, n~mlich ein Grenziibergang, zu Problemen neuartigen Charak- 

ters. Wir fragen, was geschieht, wenn wir die Stellen x l , . . . , x h  immer mehr 

verdichten, indem wir gleichzeitig die GrSssen ai, b~ bezw. a~k, bik geeignet gegen 

Null streben lassen. In der Grenze werden dann die urspriinglich diskreten 

Stellen x~ - -  allgemein zu reden - -  das Grundgebiet o _--< x _--< I wieder kontinuier- 

lich erfiillen. 
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Gehen wir bei dem Grenzfibergang yon den Ausdriicken (I7) und (18) aus, 

so wird aus den Werten a, etwa eine stetige Funktion werden, die wir mit q (x) 

bezeichnen, wi~hrend die b, in eine stetige Funktion b (x) fibergehen mSgen. Es 

ergib~ sich also fiir ~ [9] ein Ausdruck 

1 1 

o 0 

fiir ~ [~0] ein Ausdruck der oben betrach~eten Gestalt (2), wobei nur r (x) durch 

r(x) + b (x) zu ersetzen ist. Die Behandlung der entsprechenden V~riationspro- 

bleme fiihr~ zu nichts Neuem; nur muss der Ausdruck L [ui] in der Differential- 

gleichung (7) durch L [ui]--q u~" ersetzt werden. 

Ganz anders aber liegt es, wenn wir yon der allgemeineren Gestalt 

h h 

~_~a, kqD(X,)9(Xk) bezw. ~ b,x~(xi)9(xk ) 
i ,  ~ = 1  l ,  k = l  

der Zusatzausdriicke in ~ und ~ ausgehen. Hier liegen drei verschiedene M~ig- 

lichkeiten fiir den Grenziibergang vor. Betrachten wir etwa den Zusatzausdruck 

in ~)[~], so kann der Grenziibergang einmal so ausgefiihrt werden, dass in der 

Grenze eine Summe der Form 

1 
h 

(31) 2 2~ ~ (*') f a. (x) ~ (,) d ,  
0 

ents~eht, wo wiederum die Werte x, irgendwelche feste Stellen des Intervalles 

bedeu~en. Entsprechend wiirden sich in ~ Zusatzglieder der Form 

1 
h 

(32) 2 ~ ~ ( z . ) f  t. (,) ~ (x) d x 
0 

ergeben. Die Funk~ionen a, (x), b, (x) setzen wir der Einfachheit halber als ste- 

tige oder stiickweise stetige Funk4ionen voraus. 

Zweitens kann der Grenziibergang sich gewissermassen gleichzeitig und 

unabhgngig nach beiden Indizes i und k erstrecken und fiihr~ dann zu Zusatzaus- 

driicken der Form 
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(33) ( ( A  (y)d  
d d  

wobei A Ix, y) =: A (y, x), B (x, y) = B (y, x) symmetrische etwa als stiickweise stetig 

anzunehmende Kerne sind. 

Endlich kann man sich vorstellen, dass der Grenziibergang sich zwar a u f  

beide Indizes erstreckt, dass diese dabei aber nicht unabhSngig bleiben, sodass 

sich im Limes Ausdriicke folgender Form ergeben 

1 

(35) f 
0 

1 

(36) f B (x) ~ (g) ~ (7) d x 
0 

wobei ~ und ~/ mit der unabh~ngigen Variabeln durch gegebene Gleichungen 

(37) ~ = f ( x ) ,  ~, = g (x) 

zusammenh~ngen und jede dieser Gleichungen eine umkehrbar eindeutige stetige 

Transformation des Grundgebietes in sich darstellen mSge. Der Einfachheit 

halber wollen wir annehmen, dass die Funktionen f u n d  g stiickweise stetige 

AbleRungen erster Ordnung besitzen. 

Es bedarf keiner besonderen Hervorhebung, dass auch mehrere, etwa k, 

Zusatzglieder der eben betrachteten Art  additiv nebeneinander stehen kSnnen; 

wir bezeichnen sie dann durch einen Index # der yon I b i s  k l~uf4. 

Das einfachste Beispiel solcher Zusatzglieder der drRten Art bietet der Fall, 

wo das Grundgebiet nich~ die Strecke o ~ x ~ t sondern die ganze unendliche 

G e r a d e - - ~  < x <  ~ ist, und wo einfach 

~---x, 7]~---x+ I 

gesetzt wird. Wir gelangen dann zu Zusatzgliedern der folgenden Form 



(38) 

Uber die Anwendung der Variationsrechnung. 

A (x) ~ (x) ~ (x + I) d x. 

~ . a o  
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Indem wit Zusatzglieder der verschiedenen hier beschriebenen Typen zu 

dem Ausdrucke D [~] bezw. H[r hinzufiigen, erhalten wir Ausdriicke ~ [~] bezw. 

[~], denen vermSge der bei konstanten a und fl geltenden Relationen 

(39) 

[,, ~ + # ~ ] - -  ~ ~ I~] + 2 ~ # ~.[~o, ~] + #~ -~ [~] 

Polarausdriicke ~)[r ~p] bezw. ~ [~, ~p] zugeordnet sin& 

Die physikalische Bedeutung der in diesem Paragraphen aufgestcllten Zu- 

satzglieder ist die, dass neben die Energieausdriicke, welche die Pokale Energie 

und p0~entielle Energie der Nahewirkung benachbarter Teilchen darstellen, noch 

solche Energieanteile treten, welche yon wechselseitiger Fernwirkung der konti- 

nuierlich ausgebreite~en und gegebenenfalls auch punktfSrmig konz(mtrierten 

Substanz herriihren. 

w 5. Aufstellung der zugehSrigen Integro-Differentialgleichungen mid 
F-~ktionalgleichungen. 

Wie lau~en nun die Gleichungen, denen die LSsungen unserer Minimum- 

probleme, d. h. die Eigenfunktionen, geniigen? Genau wie oben ergibt sich fiir 

alle betrachteten Probleme, wenn wir mit  ~ den Minimumswert, mit  u die zuge- 

hSrige Funktion bezeichnen, und wenn ~ eine willkiirliche stetige Funkt ion mit  

stiickweise stetiger erster Abieitung ist, die Gleichung 

(40) [,,, C] - 2 s~ [u,  C] = o 

aus welcher ohue wei~eres je nach der Bedeutung you ~ und ~ die entsprech- 

enden Bedingungen fiir u folgen. 

B e i s p i e l  1. 

A (x, y)q~ (x)qD (y) dx  dy 
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Die Gleiehung (40) geht  mit  Riieksieht auf  (6) tiber in 

- ~ (o)p (o) u' (o) + ~ (~)p (~)~' ( ~ ) =  o. 

Es ergibt  sieh also sofort  das Eigenwertproblem fiir die Integro-Differentialgleiehtmg 

(41 ) L [u] - -  (q - -  Z r) u - -  f (A (x, y)  - -  Z B (x, y)) u (y) d y -~ o 
Y 

mit den l ~ n d b e d i n g u n g e n  

(4 2 ) u ' ( o ) = , , ' ( ~ ) = o  

start  deren man auch ebenso erlaubte kiinstliehe Randbedingungen,  z. B. die 

Randbedingungen u (o) ---- u (I) ~ o stellen kSnnte. Fiir den speziellen Fall A (x, y) = o 

enth~l~ dieser Typus die yon A. Kneser  ausfiihrlich diskutierten Probleme, auf  

welche die Theorie der thermo-elastischen Erscheinungen fiihrt. 

Die unendliche Folge yon Eigenfunkt ionen u l , u 2 , . . ,  geniig4 bei geeigneter  

Normierung wieder den Relat ionen t 

[u,] = ;~,, <~ [u,,  uk] = o 

(43) (i ~ k) 

[l/,/] = I ,  ,~ [" i ,  Uk] = O .  

B e i s p i e l  2. 

h 

i Kneser und seine Schiller schreiben die beiden letzten Relationen als BiorthogonM-Relatio- 

nen zwischen den beiden Funkt ionensystemen u i(x) und v i (x) = u i (x) + S B (x, y) u i (y) d y und 

fiihren die Behandlung des Problemes auf eine unsymmetrische Integralg |e ichung zuriick. Es 

seheint  mir  abet, als ob die obige Darstel lung den Sachverhal t  deutl ieher zu Tage t re ten l~sst. 

(Siehe auch Anhang Nr. 4.) 
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h 

[~] = H  [~1 + 2F, ~ (~,)fb,  (x) ~ (~) dx. 

Dann is~ also wegen (40) und (6) 

1 h } 
= ~ ( x ) , - - L [ u ] - - ~ r u + ~ _ ~ u ( x , ) ( a , - - ~ b , ) d x  

v = l  
0 

1 h { } 
+~(~ , )  S,[u]p(x,)+ b,)~(~)dx. 

0 

Es ergibt sich also wegen der WiUkiir yon 

h 

(44) L [u] + ~," u - - ~  ~ (x,) (~,--X a ) = o  

mR den ~)Randbedingungen,) 

1 

(45) S~ [u] p (x,,) + / ( a ,  (x) --,~ b, (x)) u (x) d x :  o 

0 

( v ~ I , . . . , h ) .  

Man sieht, dass bier die Randbedingungen oder besser die Sprungbedingungen 

keine eigentlichen Bedingungen fiir den Ftml~ionsverlauf in der Umgebung der 

PunkCe x, mehr sind, sondern dass die Randwerte und Sprungwerte der Ablei- 

tung durch In~egrationsprozesse mit dem Gesam~verlauf der Eigenfunl~ionen ver- 

kniipft erscheinen. 

B e i s p i e l  3. 

[~] = f  (p (~) 9' (x) ~ + �9 (~) 9 (x+ I)) dx  

[ ~ ] = f , ,  (x) ~ (x) ' dx. 

Es ergib~ sich als Eigenwer~-Gleichung 
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(46)  L [u] + ~ ru  + U ( . ' ; C - - I ) + U ( X +  I ) =  O 

2 

wiihrend wir auf die Form der natiirlichen Randbedingung hier nicht eingehen 

wollen. Wir  erhalten also hier als Extremalen-Gleichung des Problemes eine 

Differenzen-Differentialgleichung. 

B e i s p i e l  4. 

Es seien ~=f(x) ,  *2-g (x) zwei umkehrbar eindeutige und stetige Abbildungen 

des Grundgebietes auf sich selbst mR stiickweise stetigen ersten Ableitungen 

Die inversen Abbildungen seien durch x=~0 (~), x=7(V)  gegeben; (vgl. (37) S. 20). 

dann setzen wir 

1 

0 

9 ~ (7) d x  

Es wird 

1 1 1 

Eo. f . '  (x) C' (x) x + : f A C (.7)ax + : f A r 
0 0 0 

Fiihren wir in dem ersten der beiden Zusatzintegrale V, in dem zweiten ~ als unab- 

hiingige Vergnderliche ein und nehmen dann in beiden Integralen eine Umbenen- 

hung der Integrationsvariabeln vor, indem wir sie beide Male mit x bezeichnen, 

so geht  die Summe dieser beiden Zusatzintegrale fiber in 

(4s) 

1 i/ 
~ (x) {A (~, (x)) u ( f  (~, (x))) 7' (x) + A (ga (x)) u (g (to (x))) ~ '  (x)} d x. 

o 

Im Hinblick auf die spiiteren Verallgemeinerungen ffir mehrere unabhgngige 

Vergnderliche is~ es zweckmgssig die obigen Transformationen des Grundgebietes 

symbolisch folgendermassen zu bezeichnen 



(49) 

b e z w .  

(50) 

und far  die AbleRungen 

(~ber die Anwendung der Variationsrechnung. 

~=fl~ x=tlv  

(51) dx  . . dx ~-~ = ~(~) ~ = ~ (~) 

zu schreiben. Fiihren wir nun zur Abkiirzung den Funktionalausdruck ein 
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I I 
(52) (~)J, t [Au;x]= ~ A (t lx)u(f-l t lx)~(x) + 2 A (fix)u (t -1 flx)a(x) 

so erhalten wir fiir die obige Summe (48) den Ausdruck 

1 

f '~(x) @~,t [A x] dx  U ;  

o 

sowie fiir den Funktionsverlauf u (x) die Bedingungsgleichung 

(5 3) L [u] + ]~ru-- q)~,~ [A u; x] : o 

also eine Funk~ionalgleichung, welche eine neuartige Verallgemeinerung der Dif- 

ferenzengleichungen darstellt. Die Rand- bezw. Sprungbedingungen ergeben sich 

genau wie friiher. 

D a s  a l l g e m e i n e  P r o b l e m .  

Alle die bei den einzelnen Beispielen erw~ihnten MSglichkeiten kSnnen na- 

tiirlich auch in mannigfaltiger Kombination miteinander sowie mit Zusatzaus- 

driicken der in w 2 erSrterten Art gemisch~ auftreten. So wird der allgemeine 

Ansa~z fiir ~) und ~ folgender sein 

1 
/t h 

~ [q~]--D[q~] + Z a,x. 
f, k = l  

0 

4 - - 2 6 6 1 .  

I I 1 
k 

"~ ~::1= f A,, (x)~ (f;1' ~)~ (t~-i i x ) d x +  f . f  A (x, y) qD(x)qD(y)dxdy 

0 0 0 

Aeta ~ b x ~ .  49. l m p r i m 6  ]e 26 m a r s  1926. 
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h 1 h 

i, k= l  ~ 1  
0 

1 1 1 k 

"F Z f B~ (X' ~ (~'-1 ] X'  (]9 ('~-1] X'  dx -~ f f l~ (x, y, ~9 (x, ~p (y, dx dy 
IJ'=l 0 0 0 

wobei ~ [x  und t~[x wieder umkehrbar eindeutige Transformationen des Grund- 

gebietes in sich mR den oben gekennzeiehneten Eigensehaften und deu inversen 

Transformationen i~1 Ix bezw. t~ 11 x sind. 1 

Das zugehSrige Eigenwer~problem fordert die Bestimmung yon Konstanten 

und Funktionen u, fiir welche ~ [u]= I ist und die Relationen 

(54) 

1 

h f ( A  (x,y)--~ B(x,y)) (2~u')' + i ~ , , - ~ ,  ,, (x.) ( a . - i b , ) .  

'v=:l 0 
h 

- Y ,  ~,..,. [(A.--i  B. ) . ;  x] = o  

u (y) d~ 

mi~ den Sprung- bezw. l~ndbedingungen 

1 

(55) S, [u]p(x,)+~.j (a,k--).b,~)u(xk)+ (a,(x)--).b, (x))u(x)dx=o 
k=l 0 

( v =  I ,  . . . ,  h )  

geRen. 

Wir haben also bier eine Klasse yon Eigenwer~problemen linearer reeht all- 

gemeiner Funktionalgleichungen vor uns, die in ihrer Mischung yon Differential-, 

Integral- und Funktionalausdriicken und ihrer Verkniipfung zwischen l~ndwerten 

und Gesamtverlauf der Funktionen weir fiber die bisher in der Analysis behan- 

delten Typen hinausgehen, und welche dennoch entsprechend ihrer naturgemitssen 

Entstehung sieh beinahe ebenso einfach behandeln lassen, wie die bekannten 

klassischen Probleme. 

1 

t Das in den iibliehen Darstel lungen auftretende Zusatzglied j'q (p'~ dx fiihren wir hier nicht  

0 

gesondert an, weil  es als speziel ler Fall  in den Z u s a t z g l i e d e r n f A  (x) ~p (~--llx) ef ( t - - l :x)  d x  fiir 

A ( x ) = q  (x) enthalten ist,  wenn  (lie Transformationen I und t beide die Identit~it sind. 
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Aus der Existenz der LSsungen u, unserer Minimumprobleme ~ [~]: ~ [~] --- Min. 

unter den Nebenbedingungen 

[~, u~] = o ( i = I , . . . ,  n - - I )  

folg~ genau wie oben, dass bei geeigneter Normierung zwischen den Funktionen 

u,~ und den zugehSrigen Minimumwerten ~n die Relationen 

(56) 

[u.] = i ,  9 [u,, , ,k]-o 
bestehen. 

(i ~ )  

w 6. Weitere Verallgemeinerungen; Auf~reten h6herer Ableitungen. 

Ebenso wie wir in unseren Be~rach~ungen yon dem Fiihrungsin~egral D in 

w 1 ausgingen, welches der potentiellen Energie einer Saite entspricht, h:s 

wir auch einen Ausdruck D an die Spitze sf~llen kSnnen, welcher Ableitungen 

zweiter Ordnung enth~lt, etwa den Ausdruck fiir die potentielle Energie eines 

Stabes. Wenn wir unseren Betrachtungen yon Anfang an ein solches Fiihrungs- 

integral z. B. 

1 

f p (x) ~" (x) ~ dx 
0 

zugrunde legen, so ergeben sich bei jedem Schritte der VeraUgemeinerung und 

des Grenziiberganges neue MSglichkeiten. 

Zun~ichst sind neben einem solchen Fiihrungsintegral nicht nur Zusatzglieder 

mSglich, welche durch eine quadratische Form der Funktionswerte in einer end- 

lichen Anzahl yon Punkten x~ gebildet werden, sondern es diirfen nunmehr in 

den Zusatzgliedern auch noch die ersten Ableitungen qo'(xi)auftreten. Denn 

das Fiihrungsintegral, welches zweite Ableitungen enthiilt, ist nunmehr in der 

Sprechweise yon w 3 auch mit solchen Zusatzgliedern noch gekoppelt, in denen 

erste Ableitungen auftreten; Ersetzung der Gr5ssen r durch unabhiingig 

variable Parameter wiirde niimlich den Charakter des Problemes zerstSren. 

Von dieser Bemerkung ausgehend, erkennt man, dass auch bei den Grenz- 

fibergi~ngen yon diskre~en Werten x, zu einer kontinuierf~en u eine 

Reihe neuer MSglichkeiten auftreten. 



28 Richard Courant. 

Ich verziehte darauf, diese hier im einzelnen zu diskutieren und begone nur, 

dass alle so entstehenden Funktionai-Probleme ebenso wie solche, die zu Fiihrungs- 

integTalen mi~ noch hSheren Ableitungen gehSren, sich ganz nach demselben 

Schema anordnen lassen, wie die in den vorigen Paragraphen er5r~erten Aufgaben. 

Es vers~eht sich yon selbst, dass dieselben Typen yon Zusatzausdriicken wie im 

Ausdruck ~ auch bei dem Ausdruck ~ erlaubt sind. 

KAPITEL  II. 

Probleme mit mehreren unabhitngigen Veriinderllchen. 

w 7. Aufstellung der Variationsprobleme. 

Ganz neue mannigfaltige Klassen yon Problemen ergeben sich im Falle 

mehrerer unabh~ngiger Ver~nderlicher. Ich will hier nicht systematisch alle F~lle 

aufz~hlen und diskutieren, sondern begniige reich damit, an charakteristischen 

Beispielen die auftretenden MSglichkeiten darzulegen. 

Betrachten wir etwa zwei unabh~ngige Ver~nderliche x und y in einem 

Grundgebiet G, dessen Berandung aus einer endlichen Anzahl analytischer ab- 

geschlossener KurvenbSgen bestehe und keine Spitzen, hSchstens Ecken, auf- 

weisen mSge. Ferner seien in dem Gebiete noeh eine weitere Anzahl yon abge- 

schlossenen analytisehen KurvenbSgen gegeben; die Gesamtheit dieser Kurven- 

bSgen, einschliesslieh der RandkurvenbSgen wollen wir mit C,(~--I ,  2, . . . ,  h) 

bezeichnen. Eine Funkt~on soll in dem Gebiete G stiickweise stetig heissen, 

wenn sic iiberall stetig bleibt, ausser beim Uberschreiten der KurvenbSgen C~. 

Die klassisehen Eigenwertaufgabenl wie sic e~wa dem Probleme der unhomo- 

genen schwingenden am Rande des Gebietes eingespannten ]Kembran entsprechen, 

kniipfen sich an Ausdriicke der Form 

(57) 
G 

G 

(,'>o). 
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Das Integral D [9], welches fiber einen positiv-definiten homogenen quadratischen 

Ausdruck in den partiellen Ableitungen der Funktion ~ erstreckt ist und welches 

den Charakter der folgenden Probleme wesentlich beherrscht, wollen wir wieder 

das ~Yihrungsintegral nennen. 1 

Es handelt sich in dem einfachsten Falle um die Aufgabe, das Minimum 

s des Quotienten D [9] : H [ 9 ]  zu bestimmen. Dabei wird fiir die Funk t ion9  

ausser Ste~igkeR noch stfickweise StetigkeR der ersflen AbleRungen in G und die 

Erffillung der Randbedingung ~ = o  vorausgesetzt. Die LSsung u=ul des Varia- 

tionsproblemes - -  wie immer setzen wir die Existenz der LSsung voraus - -  muss 

in G der partiellen Differentialgleichung 

(58) L[u]+Zru=o L[u]--(pu,),+(pu,)u 

ffir ~ = ~1, u = u 1 geniigen. 

Die weiteren Eigenwer~e )..,, Z, . . . .  und zugehSrigen Eigenftmktionen u_,, us, . . .  

erhalten wir als LSsungen der Minimumprobleme 

D [q~]: H [9] = Min. 

unter den linearen Nebenbedingungen 

(59) H [~0, u~] = o  

wobei 

(6o) 

( i - - - I , . . . ,  ~z--I) 

ff H[~0, ui] ~ rguidxdy  

den Polarausdruck yon H [9~] bedeute~, ebenso wie wir unter 

(6I) D - f f p  § dy 

den Polarausdruck von D [9] verstehen wollen. 

Wir modifizieren nunmehr unser Problem, indem wir zu dem Fiihrungsintegral 

auf der rechten Seite noch weRere Zusatzglieder hinzufiigen. Dabei ist ein erster 

Unterschied gegen die Probleme mit einer unabh~ngigen Ver~nderlichen der, dass 

jetzt keine Zusatzglieder zul~ssig sind, welche nur yon den Funktionswerten in 

einer endlichen Anzahl yon Punkt.en abh~ngen. Derar~ige Zusatzglieder wiirden 

i Es ist im Falle zwcier unabh~ngiger Veriinderlicher, wenn wir yon einer Transformation der 

unabh~ngigen Vedinderlichen absehen, das allgemeinste derartige Integral. 
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mit dem Ffihrungsintegral des Problemes nicht gekoppelt sein; denn man kann 

eine gegebene Funktion q~ (x, y) stets durch eine zweite, den vorgeschriebenen 

Rand- uud Stetigkeitsbedingungen genfigende FLmk~ion ~* ersetzen, derart, dass 

r in gegebenen endlich vielen Punkten vorgegebene Werte  enthglt, und dass 

D [~*] bezw. H[~*] sich von D [~] bezw. H[~] nur beliebig wenig unterscheidet. 1 

Es kommen aus diesem Grunde nur solche Zusatzglieder in Frage, bei welchen 

Funk4ionswerte ~ nicht isolier~, sondern fiber gewisse ein- oder zweidimensionale 

Gebiete integrier~ auftreten. Solche Zusatzglieder kSnnen sowohl zu dem Ffihrungs- 

integral D[r als auch zu dem Normierungsintegral H[~]  in derselben Weise 

hinzutreten. Wir unterscheiden folgende Typen: 

T y p u s  I. 

f f f  j A (x,y; ~,~)q~(x,y)qD(~,~)dxdyd~d~ 

bezw. 

f f f f B(xy; (x,y)qD( , )dxdyd dv 

wobei A (x, y; ~, 7) ~- A (~, 7 ; x, y), B(x,  y; ~, 7) =- B (~, 7 ; x, y) stfickweise stetige sym- 

metrische Kerne sind, und die Integrale sowohl in x, y als auch in ~, V fiber das 

ganze Gebiet G erstreckt werden sollen. 

bezw. 

T y p u s  2. 

wobei s die Bogenl~nge auf einer der stfickweise analy~ischen Kurven C in G 

bedeutet und wobei mit ~ (s) der Funktionswert yon ~ (x, y) auf dieser Kurve als 

Funk~ion yon s bezeichne~ ist. Die Integration ist in x, y fiber das ganze Gebiet 

G, in s fiber die ganze Kurve C, zu erstrecken. Allgemein kSnnen wir ffir jede 

der Kurven C, je einen mit Funktionen A, ( x , y ;  s) bezw. B , ( x , y ;  s) gebildeten 

derartigen Zusatzausdruck in Betrucht ziehen und h~tten dann jedesmal die 

Summe dieser Ausdriicke zu bilden. ~ 

i Der sehr  einfache Beweis dieser Tatsache mag  hier  i ibergangen werden. 

2 Den Fall, dass die Kurve C~ noch yon dem Punkte  x, y abh~ngt ,  wollen wir  hier  ausser  

Acht  lassen. 
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T y p u s  3. 

bezw. 

f f A(~,U) 

f f B(~,U) 

qo (~., ~) qD (Q, ~) dx dy 

wobei in symbolischer Schreibweise 

(62) 
x , u = ~ l ( g , v )  

x ,u  = ~: I (e, ~) 
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zwei 

tionen des Grundgebietes auf sich selbst darstellen mSgen. 

formationen seien entsprechend durch die Gleichungen 

umkehrbare eindeu~ige und s~fickweise stetig differenzierbare Trunsforma- 

Die inversen Trans- 

~ , v = ~ - ' [ ( x , u )  
(63) 

( , , , o - ~ - ~  I (x,u) 

O(x, u) ,~nd ~(~' v) gegeben. Ferner fiihren wir fiir die Funktiona.ldeterminan~en 0 (~, ~2) 0(Q,~) 

der Transformationen ~ und ~ die Bezeichnungen ein 

(64) O(x, u) q(~, v) O(x, u) 
o (~, v) = ' o(e, ~) = * (Q' ~)" 

Wenn speziell beide Trunsformationen 

Zusatzintegral einen Ausdruek der Form 

die IdentR~it sind, so erhalten wir als 

f f q(x,Y)~(x,y)~dxdy. 

T y p u s  4. 

wobei fiber die Kurve C, mit  der Bogenl~nge s sowie fiber die Kurve C~ mit  

der Bogenl~inge t zu integrieren ist und mit  9~ (s) bezw. r (t) die Funktionswerte 

yon q~ (x, y) auf diesen Kurven bezeichnet werden. Speziell kSnnen diese beiden 

Kurven auch zusammenfallen. Ohne Beschr~inkung der Allgemeinheit diiffen wir 

fiir das Folgende die Symmetriebedingung Aa, (s, t)= A,.,(t, s) vomussetzen. 
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T y p u s  5. 

wobei 

f A, (s) ~ (fTlls) ~ (t:  1 Is) 

cv 

i , !s  und t , : s  

ds 

zwei umkehrbare eindeutige stetige und stiickweise stetig differenzierbare Trans- 

formationen der Kurve C, mit der Bogenlgnge s in sich bedeuten. Speziell er- 

halten wir, wenn die Transformationen ~, und t, beide die Identit~t sind, fiir das 

Zusatzintegral die Form 

f A, (s) d q~ 
C,, 

T y p u s  6. 

f Q,[qD]ds 
Cv 

wobei Q, [~] ein beliebiger quadratischer homogener Differentialausdruck erster 

oder auch hSherer Ordnung in der Funktion g0 (s) und den Ableitungen ~' (s), 

~0" (s) . . . .  is~ und wo s die Bogenl~nge auf C, bedeutet. Noch allgemeiner kSnn- 

ten in einem solchen Differentialausdruck sogar wieder die Funktionswerte und 

Werte der Ableitungen in verschiedenen mi~einander gekoppelten Punkten auf- 

treten, bezw. kSnnte auf der Kurve C, ein aus mehreren verschiedenen Summan- 

den gemiiss den t]berlegungen yon Kapitel I gebildeter, yon der Funktion q9 (s) 

~bh~ngender, qua~lrutischer Ausdruck b [9] gegeben sein und additiv in b [9] auf- 

treten, etwa 

f bill-- 

wo ~ (s)> o is~. Auch solche Zusatzintegrale haben einen guten physikalischen 

Sinn. Z.B. treten sie bei den Problemen schwingender Systeme auf, welche l~ngs 

einzelner Linien versteift sind, etwa bei den Schwingungen yon Betondecken 

mi~ eingelassenen Eisentr~gern. Doch wollen wir auf diese allgemeineren MSg- 

lichkei~en hier nicht eingehen. 1 

Wir unterscheiden wieder kiinstliche yon natiirlichen Randbedingungen, 

welche sich yon selbst einstellen, wenn fiir den Rand in dem Variationsproblem 

Vgl. jedoch Anhang Nr. I und 2. 
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keinerlei besondere Forderungen an die konkurrenzfiihigen Funktionen q~ gestellt 

werden. Aus ~ihnlichen Griinden, wie schon oben in w 3 ausgefiihrt wurde, diirfen 

in den kiinstlichen Randbedingungen keine normal zu den Kurven C, genommene 

AbleRungen yon q~ auftreten. Wir brauehen uns allerdings nicht auf die ein- 

fachste Randbedingung q ~ o  zu beschr~inken, sondern kSnnen z. B. Randbedin- 

gungen der Form 

~ (8)~  ( 8 ) =  ~ (8)~ (f - I  18) 

stellen, wo a (s) und fl (s) stetige Funktionen auf dem l~nde  und f l s eine um- 

kehrbar eindeutige und ste~ige Transformation des Randes in sich bedeute~. Man 

kann auch noch welter gehen, indem man als Bedingungen derurtige homogene 

Relationen aufstellt, bei denen nicht nur die Funktionswerte am Rande, sondern 

auch noch Funktionswerte an vorgegebenen Kurven im Innern mit eingehen, 

oder bei denen Funktionswerte linear unter einem Integralzeichen auftreten. 

Endlich besteht sogar noeh die MSgliehkeit, in derartige l~iinsfliche Randbedin- 

gungen tangentiale Ableitungen der Funktionen mit aufzunehmen. 

Um die ErSr~erungen nicht zu weir auszuspinnen, will ich im folgenden 

auf die Betruchtung solcher und anderer kiinstlicher Randbedingungen verzichten 

- -  irgendwelche besondere Schwierigkeiten oder Komplikationen bieten sie nicht 

- -  und mich auf die Behandlung der natiirlichen oder freien Probleme beschr~n- 

ken. Ich weise im fibrigen daruuf hin, dass man auch hier wie in Kap. I (vgl. w 3) 

die kiinstliehen l~ndbedingungen als Grenzfall natiirlicher auffassen kann. 

Wir  bemerken zum Schluss, dass die Relationen (56) yon S. z7 im Falle 

mehrerer unabh~ngiger Ver~nderlicher genau so gelten wie bei einer unabh~ngigen 

Ver~nderliehen. 

w 8. Aufstellung der zugehiirigen Funktionalgleichungen. 

Zu den oben charalrterisierten VariationsprobleInen ergeben sich nun Funk- 

tionalgleichungsprobleme genau ebenso wie bei dem Fall einer unabhgngigen 

Ver~nderliehen aus der Relation 

(65) [ u ,  - [ u ,  = o ,  

welche fiir jeden Index n durch die zugehSrigen Werte ~ n  bezw. u ~ u , ,  er- 

fiillt sein muss, wenn ~ eine willkiirliche denselben Stetigkeitsbedingungen wie 

~0 geniigende Funktion ist. Diese Relation folgt hier w5r~lieh so wie oben in 

5--2661. Acta mathematiea. 49. Imprim~ le 29 mars 1926. 
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1. Aus ihr gewinnen wir die Funktionalgleichungen, indem wir nach der 

Greenschen Formel das Ffihrungsintegral in ~ so umformen, dass daraus die 

Ableitungen yon 9~ verschwinden. Diese Greensche Formel lautet: 

(66) sl D [~, ~] =-: - -  r L [~] dx dy + ~ (s) S,. [m]ds, 

wobei die einfachen Integrale fiber diejenigen Kurven C, zu erstrecken sind, bei 

welchen die Stetigkeit tier Ableitungen yon 9 ~ unterbrochen ist, und S, [~] den 

Sprung der normalen Ableitung yon 9~ liings dieser Kurve als Funktion der Bo- 

genliinge s bedeutet. 

Wenn dabei fiber Existenz der Ableitungen von ~ bei den fraglichen Kurven 

sclbst nichts Ngheres vorausgesetzt wird, so Sind die Kurvenintegrale bezw. ihre 

Summe in verallgemeiner~er Weise als Grenzwerte zu verstehen, welche man 

folgendermassen erhiilt: Man approximiert die fragliche Kurve C, yon beiden 

Seitcn durch je eine Kurve C,' und C,", deren Punkte man ebenfalls dutch die 

Bogenliinge s' bezw. s" festleg~ und einandcr so zuordnet, dass entsprechende 

Punkte beim Grenzfibergang in den Punkt  s auf C,. fibergehen. Wir betrachten 

dann die Summe 

C',v r U,v" 

wobei die Differentiation 00-n' bezw. O}~ sich auf die zur Kurve C,' bezw. G;" 

normale, yon tier Kurve ins Innere yon G weisende Richtung bezieht. Der 

Grenzwert dieser Summe, wenn die Kurven (/,.' und (,~" gegen die Kurve C, 

rficken, wird mit j -  ~ (s) S [9 ~] ds bezeichnet. ~ 
c, 

i Dass dieser Grenzwert fiir jede den Stetigkeitsbedingungen des Problemes geniigende 

Fnnktion ~ existiert, wenn ffir ~ die LSsung des u eingesetzt wird, erkennt man 

folgenderma.~sen. Zun/tchst folgt aus der Voraussetzung der LSsbarkeit des Variationsproblemes, 

wie sich in w 8 ergcben wird, die Stetigkeit des Ausdruckes L [u] im ganzcn Gebiet. Wcnden wir 

nun die Grecnsche Formel (66) auf dasjenige Gebiet G' an, welches aus G entsteht,  wenn man 

um jcdc der Kurven C~ einen schmalen, durch die Kurven C~.' und C~" begrenzten Streifen 

herausschneidet, so folgt die Existenz des fraglichen Grenzwertes sofort ans der Bemerkung, dass 

in dieser Greenschen Formel sowohl D [u, ~] als auch alas Integral yon ~ L [u] mit abnehmender 

Streifenbreite gegen bestimmte Grenzwerte konvergiert. 
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Im iibrigen bruuchen wir in Formel (66) nachher ausser dem Rande von 

G rechts nur noch Kurven C, zu beriicksichtigen, fiber welche in den Zusatz- 

gliedern integriert wird; denn fiir alle anderen miissen die Kurvenintegrale wegen 

der Willkiir yon ~ und dem Verschwinden des Ausdruckes (65) selbst verschwinden. 1 

Nunmehr k5nnen wir der Reihe nach den Einfluss der verschiedenen Be- 

standteile yon '3) und ~ auf die entsprechenden Funktionalgleichungen feststellen; 

zun~ichst ergibt bei der Umformung yon ~) [u, ~] das Fiihrungsintegral den Ausdruck 

(67) D [u, ~] = -- / /  ~ L [u] dx dy + ~ /r~ (s) & [u] ds 
~--1 U~ 

wobei iiber alle in den Zusatzgliedern auftretenden .Kurven, sowie fiber die Rand- 

kurven zu summieren ist und auf dem Rande - - S ,  [q~] die nach der Richtung 

der inneren Normalen genommene Ableitung bedeutet. 

Weiter  gibt ein Zusatzausdruck in ~) yore Typus I in w 7 wegen der Sym- 

me~rie yon A (x, y; ~, '~1) einen Bei~rag 

f f r f f A 
w~ihrend entspreehend ein Zusa{zausdruck in ~ zu einem Bei~rag 

ff --~, r y; (g, ~)d 

fiihrt. 

Sodann erhalten wir yon einem Ausdruck des Typus 2 zwei wesentlich 

verschiedene Beitrgge, ngmlich 

' f /r f A,(x,v;s)u(,)ds (69) 2 

c, 
und 

c, 

sowie entsprechende zwei Terme fiir einen analogen Zusatzausdruck in ~. 

Ein Zusatzausdruck des Typus 3 fiihrt zu folgender Bildung 

Wir  kSnn ten  auch  von vornhe re in  in den Z u l a s s u n g s b e d i n g u n g e n  i iberal l  aus se r  au f  den 

K u r v e n  (~ Ste~igkei$ der  Ab l e i t ungen  yon (p ver langen.  
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( 7 0  2 A(x ,y)u(~,V)~(~,~)dxdy + A(x,y)u(q,~o)~(~,~)dxdy. 

W e n n  wit  nun  im ersten dieser beiden In~egrale q, w i m  zweiten ~, , / a l s  unbh~ngige  

Vergnderl iche einfiihren, so erh~lten wir mig den Bezeichnungen (62) (63) (64) 

Iff + - A I(r 
2 

N e h m e n  wir jetzt  in l~eiden In tegra len  eine U m b e n e n n u n g  der  unabh~ngigen  

Ver~nderl ichen vor, indem w~r diese beide Mate mR x, y bezeichnen, so erhalgen 

wir schliesslich fiir (7i), wenn  wir zur Abki i rzung 

(7 2 ) q%, z [A u; x, y] = ~ A (~: [(x, y)) u (~-~ ~ [(x, y)) z (x, y) 

I 
+ - A (~  i (x, 71)) u (~-1 ~ ] (x, y)) a (x, y) 

2 

setzen, den  Ausdruck  

(73) ffr162 
Setzen wir beispielsweise speziell 

u; x, y] dx  dy. 

A ( x , y ) =  i, ~-=x+ i, V=y,  Q--~x, co=-y, 

so geh~ q)r [A u;x,y] in den e infaehen Differenzenausdruck 2 (u (x + I, y) - -  u (x - -  I, y)) 

fiir die F u n k t i o n  u fiber, sodass wir durch  S u m m e n  analoger  Zusatzausdrficke, 

wie man  sieh~, beliebige Differenzenausdri ieke der  F u n k t i o n  u erhal~en kSnnen.  

Zusatzausdriicke des Typus  4 ergeben einen Beilbrag 

ff  'ff A;,, (s,t)u(s)~(t)dsdt + 2 A,,, (s, t)u(t)~(s)dsdt 

oder 

(74) ~ (t) d t A~,, (s, t) u (s) ds + 

% c,, c',, c~ 
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Sodann erhalten wir bei Zusatzausdriicken des Typus 5 einen Bei~rag 

f A.(s).(,. , ; s )ds+ f A,(s)u(t, -t ]8)~(f~, -1  ]s)ds. 
C ~ C~, 

Fiihren wir hier wieder neue Ver~nderliche ein, und zwar in dem einen Integral 

t , - l [ s  in dem anderen f,-t  Is, so ergibt sich, wenn wit die Integra~ionsvariable 

wieder mit s bezeichnen und die Abkiirzung 

(75) q)f,t,[A,u;s]=-I2 A, (t, [s)u(f, -1 [ s)~,.(s)+ I A,( i ,  [ s ) u ( t , - ' . ,  ~,ls)a,(s) 

einfiihren, wobei 

(76) ~, (s) --  J ;  (f, Is) d (t, Is) 

bedeutet, der Ausdruck 

(77) f ~ (.,.) a)f,. ,, [A,,,;  .,.] ds. 

SpezieU entsteht aus dem Zusatzausdruck 

der Term 

f A, (4 qp (s)'- d s 

f A ,  (s) u (s) ~ (s) ds. 

Endlich ergibg sich aus den Zusatzausdriicken des Typus 6 ein Beigrag yon 

der Gestalt 

(78) f r  (s) L, [u (s)] ds + [~ (8) U, [u (s)] + r (s) V, [. (~)] +...]% 
81 

wo sich s t u n d  s~ auf die Endpunk4e yon C, beziehen. Dabei bedeutet 

0 d OQ, d~OQ.  
(79)i 2 L,  [u (s)] - -  ~-u Q, d s 0 u' + ds ~- 0 u" + "'" 
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den zu Q, [u] gehSrigen Eulerschen Differentialausdruck; und 

(79)~ 

~ 
P 

2 v,  [u (8)] = ~ Q~ 

d OQ, d "2 0Q,, 

ds Ou" + ds ~ Ou'" 

d OQ,, d s OQ,, 

d s 0 u'" + d s ~ 0 u (-~v) 

+ . . .  

+ . . .  

sind die zugehSrigen Randausdriicke. 

h u f  die weiter mSglichen Verallgemeinerungen wollen wir hier nicht eingehen. 

Die Ausdriicke (67) (68) (69) (70) (73)(74) (77) und (78) liefern uns nun 

vermSge der fiir willkiirliche Funktionen ~ bestehenden Relation 

[u, C] --z~ [u, C] = o 

unmittelbar die Bedingungsgleiclmngen, welche die LSsungen u(x,y) bezw. ,g 

unserer Variationsprobleme erffillen miissen. Indem wir die s~mtlichen ange- 

gebenen Umformungen beriicksichtigen, kSnnen wir verschiedene zusammen- 

geh5rige Bestandteile zusammenfassen; der eine stellt sich dar als ein fiber G 

erstrecktes Integral eines Produktes yon ~ ( x , y ) m i t  einem Funktionalausdruck 

in u, der zweite Bestandteil als eine Summe yon Integralen fiber die Kurven C,, 

wobei die Integrauden fiir jede Kurve C, die Form besitzen: Produkt aus ~(s) 

und einem Funktionalausdruck in u. Die weiteren Bestandteiie beziehen sich 

auf die Endpunl~e der Kurven C, und ergeben sich ohne weiteres aus Formel 

(78); sie treten nur auf, wenn Randausdrficke des Typus 6 vorhanden sind. 

Indem wir die einzelnen Faktoren voa ~ (x, y) bezw. ~ (s) fiir jede Kurve 

C, gleich Null setzen, erhalten wir Funktionalgleichungen der folgenden Form 

(so) nlu]+xr ,--ff(A(x,y; 
- - ~  (A, (x,y; s)--~B,, (x,y; s))u(s)ds 

k 

- ~  a~%, ~,~ [ (A.--Z B. )  u; z ,  y] = o 
/ ~ 1  

wo mit ~ ,  5g~ Transformationen der oben gekennzeiehneten Arten bezeichnet 

sind und ferner fiir die Kurve 6', eine >>Randbedingung>> bezw. >)Sprungbedingung>> 
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Iu]+ f f ( A  (x,y; (x,y; 
J J  

39 

+ 

+ qu ,, [(A, -- ). B,)  u; s] + L,. [u (s)] -- ~ M, [u (s)] = o 

( ~ : I , . . . ,  h) 

wo L,. [u(s)] und Mr [u(s)] Differentialausdrficke der Form (79)1 sind. 

Endlich erhalten wir ffir jeden Punkt  E des Gebietes, in welchem eine oder 

mehrere der Kurven C, endigen eine Reihe yon Eckenbedingungen, sobald in 

dem Problem Zusatzglieder vom Typus 6 auftreten. Diese Bedingungen ergeben 

sich daraus, dass man die Werte yon ~, ~x, ~,r in den Eckpunkten willkfirlich 

w~hlen kann. Treten die Zusatzglieder etwa nur in ~ [~] auf, so bestehen die 

Eckenbedingungen darin, dass an der Stelle E die Summen 

z u ,  [~] 

z ~,' v ,  [u], zy , '  r ,  [u] 

fiber s~mtliche dort endigenden Kurven (~ verschwinden, x, (s), y~, (s) ist dabei die 

Darstellung von C, durch die Bogenl~nge s und diese ist so gerechnet, dass sie 

yon der Ecke ausgehend auf allen Kurven C, w~chst. 

Das Eigenwertproblem, welches mit unserem ]~Iinimumproblem ~quivalent 

ist, verlangt die Bestimmung eines Parameters ~ und einer nicht identisch ver- 

schwindenden Funktion u, welche iiberall im Grundgebiet abgesehen yore Rande 

und yon den sonstigen Kurven C, mit ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung 

stetig ist, derart dass die Funktionalgleiehung (8o)und die l~ndbedingungen (8I) 

erfiillt sin& 

Es ist bemerkenswe~, dass in diesen Gleichungen der Unterschied zwischen 

der eigentlichen Funktionalgleichung und den Randbedingungen teilweise ver- 

wisch~ is~. Denn ebenso wie in der Gleichung (80) explizRe die Funk~ionswerte 

yon u auf gewissen der ))Randliniem> C, auftreten, geht in die Bedingungen (8I) 

der Gesamtverlauf der Funktion im Grundgebiet ein. 
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Es mag dem Leser iiberlassen bleiben, die lJberlegungen dieses Kapitels fiir 

den Fall zu verallgemeinern, dass es sich um mehr als zwei unabhiingige Ver- 

gnderliche handelt, oder dass h5here als erste k bleitungen im Fiihrungsintegral 

auftreten. In allen diesen Fgllen wgchst natiirlich die Mannigfaltigkeit der 

m5glichen Zusatzglieder ausserordentlich. 

KAPITEL III .  

Die Darstellung willkUrlicher Funktlonen durch die Eigenfunktionen und das 

Verhalten tier Eigenwerte. 

w 9. Die VoUst~digkeit der Eigeni~mlrtionen. 

Die wichtigste Eigenschaft der Eigenfunktionen beim klassischen Sturm-Liou- 

villeschen Problem ist ihre Vollstgndigkeit, d. h. die Tatsaehe, dass man jede 

willkiirliche im Grundgebiete stetige Funktion dureh eine lineare Kombination yon 

endlich vielen Eigenfunktionen im Mittel beliebig genau approximieren kann. 

Dieser Satz dehnt sieh nun sinngemgss auf alle in den vorigen Kapiteln aufge- 

stellten Eigenwertprobleme aus, wobei wir ausdriicklieh die Voraussetzung wieder- 

holen, dass go ein positiv-definiter Ansdruck ist. Es gilt dann der Satz: Wenn 

~n mit wachsendem n gegen Unendlich strebt, dann ist das System der Eigenfuuk- 

tionen ul, u~ , . . .  >>v0llstgndig in Bezug auf den Ausdruck go>>; d. h.: fiir jede 

s~tige Funktion f und jede noch so kleine positive GrSsse e kann eine lineare 

Kombination 

(82) cq Ul + " "  + an u.--=o~,, 

aus endlich vielen Eigenfunl~ionen gebildet werden, sodass 

(83) gO [ f - -  oJ,,] < ~ 

wird. 

Wir  bemerken vorab: Die in Bezug auf den Ausdruek go giinstigste mittlere 

Approximation yon f dureh eine Kombination der ersten n Eigenfunktionen, d. h. 

der kleinste Wert  yon go [f--wn] wird erreicht fiir 

(84) = c, = 8 [f,  u,].  



Uber die Anwendung der Variationsrechnung. 41 

Die dureh (84) definier~en GrSssen ee nennen wir die Entwicklungskoeffizienten 

der Funktion f in Bezug auf das System unserer Eigenfunktionen. Die /VIini- 

mumseigenschaft  dieser Entwicklungskoeffizienten ergibt sich bier genau  in der 

iiblichen Weise wie bei beliebigen Orthogonalfunktionen, indem wir in dem Aus- 

druck ~ [ f - -w,]  die GrSssen a~, . . . ,  a~ durch die Relationen 

_0__ ,~ if__ co,] = --  2 ~ [f--eo~, u~]-~o 
o~ cti 

bestimmen, was sofor~ mit  Riicksieht auf 

[u,] = I ,  [u,, = o  f a r  

die Gleichung (84) ergibt. Aus der Beziehmlg 

n 

o <-_ ~J [ f  --~_j c, u,] = gJ[f] --~_j c~" 
i - -1  i :=1 

Go 

folgt unmit~elbar die Konvergenz der unendliehen Reihe ~, c~ und genauer die 
i ~ 1  

Ungleichung 
Go 

c:. ~ ~ [f] .  
i ~ l  

Die oben behauptete Vollst~ndigkeitseigenschaft besagt, dass stets nicht nur  diese 

Ungleichung sondern genauer die Gleichung (Vollstffndigkeitsrelation) 

(85) 

gilt. 

die 

oo 

i ~ l  

Um nun diese Vollst~ndigkeit zu beweisen, nehmen wir zun~ichst an, dass 

Funktion f den Stetigkeitsbedingungen und gegebenenfalls den gestellten 

kiinstlichen Randbedingungen des Problemes geniigt, und bilden mit  der Funktion 

fn ~ ~ c/u~ den Ausdruek 

n n 

t = l  / =1  

welcher sich mit  Riicksicht auf (56) und (65) in die Gestalt 

6 - - 2 6 6 1 .  A e t a  ma$hemat iea .  49 .  ImpHm6 le 29 m a r s  1926 .  
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n 

[f--f,,] =~3 I f ] - -  ~, d Z, 
i ~ l  

setzen lgss~. Da nach Vomussetzung mR wachsendem n der n-re Eigenwert 

An gegen Unendlich sfirebt und daher nut  endlich viele Eigenwer~e negativ sein 
oo 

k5nnen, und da ferner die Reihe ~ c~ konvergier~, so bleiben die Ausdrficke 
i = l  

~)[ f - - f , ]  sicherlich bei wachsendem n unterhalb einer festen positiven Schranke 

M. Andererseits erffillt die Funktion 90 ~ f - - f ,  alle Bedingungen 

[ ~ ,  u , ]  = o (~ = ~ , . . . ,  . ) ;  

also ist wegen der Minimumseigenschaf~ des Eigenwertes Z,,+I 

[~] = u [ / - f . ]  > z.+l & [f;---fd. 

Dividieren wir durch ~,,+1 und gehen zur Grenze fiir n--+m fiber, so folg~ wegen 

M &  5~ [~] unmit~elbar die Relation 

lim ,~ [ f - - f . ] = o ,  

welehe die behaup~e~e Vollstii~digkeRseigensehaf~ aussprieht. 

Geniigt die sge~ige Funkgion f nicht den Stetigkeits- und Randbedingungen 

des Problemes, (isg sic z. B. nichg differenzierbar) so kann man sicherlich f 

durch eine diesen Bedingungen geniigende Funktion f *  so approximieren, dass 

[ f - - f * ]  <~ wird, s o d a n n f *  aurch eine F u n k t i o n f ~ ,  sodass ~ [ f * - - f : ]  <-( wird. 
4 4 

Dann isg mR Rficksichg auf 

~O [f--f2] = gO bc--f  *] + ~ [f*--f~,] + 2 ~ [f*--f~,, . f--f*] 

und die Ungleichung 

(vergl. S. 5) gewiss ~ [f--f:] < ,  und wegen der Minimumseigenschaft yon f,, erst 

rech~ ~ If--f,,] < ~, womR die Vollst~ndigkeitseigenschaft auch ffir solche all- 

gemeinere Funk~ionen J bewiesen isk 

Ausdrficklich verdient bei unserem Resulta~ der Fall hervorgehoben zu werden, 

in dem der Ausdruck ~ gar kein IntegrM fiber das Grundgebie~ enth~R, sondern 

nur  aus Integralen fiber Rand- oder Sprungkurven C~ besteht. Ist  z.B. 
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wo dieses Integral fiber den Rand yon G erstreckt wird, so besagt unsere u 

st~ndigkeitseigenschaft lediglich Vollst~i, ndigkeit im gewShnlichen Sinne fiir die 

Randwerte der Eigenfunk4ionen. Ist etwa 

=o://, (q~x + qDv) d x  dy 

so werden die Eigenfunk%ionen solche der Potentialgleichung J u----o genfigende 

Funktionen, welche am Rande eine l~ndbedingung der Form 

Ou 
u + ~ . ~  ~- o 

erffillen. Die Vollst~indigkeitseigenschaft besagt, dass man durch die Randwerte 

dieser Eigenfunktionen im Mittel jede stetige Funktion auf dem Rande beliebig 

genau approximieren kann. 

Unser Beweis zeigt als wesentliche Grundiage fiir den Vollsti~ndigkeitssatz 

das unbegrenzte Anwachsen der Eigenwel4e. Dieses Anwachsen miissen wir un- 

tersuchen, um der Vollstiindigkeitseigenschaft ein sicheres Fundament zu geben. 

In der Tat werden wir zeigen, dass bei allen Problemen mit gewissen allge- 

meinen Definitheitseigenschaften diese Bedingung erfiiIlt ist. 

w 10. Maximum-Minimumeigenschaft  der  Eigenwerte und Eigenfunktionen. 

Der Ausgangspunkt ffir jede genauere Untersuchung der Eigenwer~e ist deren 

Maximum-Minimumeigensehaf~, welche sieh genau wie bei dem einfachs~en Pro- 

blem yon w 1 in folgendem Satz ausdriielr~: Sind vl . . . .  , vn-1 wiilkiirliche stetige 

Funktionen in G, und ist d[v~, . . . ,  vn-1] das Minimum (bezw. die untere Grenze) 

von ~ [~ ] :~  [~1 unter den Nebenbedingungen 

(86) ~ [9, v,]=o ( i = I , . . . ,  n - - l )  

und den vorgesehriebenen Stetigkeitsbedingungen, (gegebenenfalls aueh Randbe- 

dingungen), dann ist der n-~e Eigenwel4 1~ (n > I) das Maximum yon d Iv I . . . .  , v,-1], 

wenn zum Vergleiche alle Systeme yon n - - I  s~etigen Funktionen v l , . . . ,  v,-1 

zugelassen werden. Dieses Maximum-Minimum wird angenommen ffir 

9=Un,  Vi=U,, ( i = I , . . . ,  n - - I ) .  
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Der Beweis verlguft hier wSrtlieh so wie dort und braueht deshalb hier 

nich~ wiederholt zu werden. Nur einige erg~nzende Bemerkungen seien hinzuge- 

fiig~. Zun~chst bemerken wir, da~s wir bei dem Minimumproblem fiir ~3 [99] : ~ [99] 

'irgend eine quadratisehe Normierungsbedingung fiir die Funktion 99 stellen kSnnen, 

dass wir z. B. s~att der Normierungsbedingung 

(87) ~ [99] = I 

irgend eine andere Bedingung 

(88) ~ '  [99] ~ I 

w~hlen diirfen, wobei ~ '  [99] einen yon ~ [99] verschiedenen quadrutischen definiten 

Ausdruck bedeutet, der stets zugleich mit ~ [q~] yon Null verschieden ist. 

Wenn wir ferner die untere Grenze d* [vl, �9 �9 v,-1] yon ~) [99]: ~ [99] suchen 

unt~r den Bedingungen 

(89) 5)' [99, v,]=o ( i = I , . . . ,  n - - I )  

so bleib~ die Sehlussweise yon w 1 bes~ehen, dass man eine lineare Kombina~ion 

c l u l + " "  +c~ u , -99  aus den ers~en n Eigenfunktionen u , , . . . ,  un bilden kann, 

welche den Bedingungen (89) geniig4. Denn diese Bedingungen stellen n- -  I lineare 

homogene Gleiehungen fiir die n Unbek~nn~en c~, . . . ,  cn dar. Genau wie dort 

sehliessen wir also, dass d* [ v , . . . ,  V,-l] ~Zn ist und, da die Funktionen vl, �9 �9 v,-1 

ganz willkiirlich sind, so gilt auch fiir das Maximum ).* des Minimums yon 

[99]:~ [99] (bezw. fiir die obere Grenze der unteren Grenzen) unter den Bedin- 

gungen (89) die Beziehung 

(90) /t" < J.,. 

Diese Bemerkung dient uns zum Beweise des folgenden wiehtigen Satzes: 

Wenn neben ~ und ~ zwei entsprechende Ausdriicke ~ '  und ~ '  gegeben sind, 

und wenn fiir jede den StetigkeRsbedingungen geniigende Funktion 99 

(9 I) ~ [99] ~ ~ '  [99] ~--> o o ~ ,~ [99] ~ ,~' [99] 

gilt, wean ferner %'n der n4e Eigenwert zu den Ausdriicken ~)' und ~ '  is~, so gilt 

fiir alle n 

(92) z._>_z.. 

Nach (90) ist ngmlich ~,--~n ; wobei definitionsgem~ss ~: das Maximum-Mini- 

mum yon ~ : ~  bei den Nebenbedingungen (89) bedeutet. Andererseits ist Z', das 
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Maximum-Minimum yon ~ ' :  ~ '  unter denselben Nebenbedingungen; und fiir jedes 

System yon Funktionen v I . . . .  , vn-1 und jede Funktion r ist 

~ :9_>~':9'. 

Mithin gilt diese Ungleichheitsbeziehung bei gegebenen Funktionen v , . . . ,  v,~-~ 

auch fiir die untere Grenze der beiden Seiten, und daher auch fiir die obere 

Grenze dieser unteren Grenzen bei ver~nderlichen Funktionssystemen v l , . . .  , v,_~. 

Daher ist % = .  ~, womit der Beweis unserer Behauptung erbracht ist. 

Der bewiesene Satz l~sst sich als das transzendente Analogon zu dem alge- 

braischen Satze auffassen, dass die n-re t tauptachse eines EUipsoides, welches ein 

zweites ganz umschliesst, grSsser als die n-re Hauptachse dieses zweiten sein muss. 

w 11. Das Anwachsen der Eigenwerte. 

Die Anwendung des eben dargelegten Verfahrens zum Vergleiche verschie- 

dener Variationsprobleme gestattet uns, die Absch~tzung der Eigenwerte nach 

einer Art Majorantenmethode auszufiihren. Wir woUen die 1VIethode, we[che in 

vielen F~llen bis zu einer feineren asymptotischen Absch~tzung der Eigenwerte 

fiihren kann, hier nur dazu benutzen, um das Anwachsen der Eigenwerte festzu- 

stellen; und zwar wollen wir den f i i r  die Fundierung der Vollst~ndigkeitsrelation 

ausreichenden Satz beweisen: Wenn der Normierungsausdruck ~ [q~] je nach dem, 

ob es sich um eine oder zwei unabh~ngige Ver~nderliche handelt, Ungleichungen 

der Form 

c" ' (93) 

oder 

(94) 

(c>o, c'>o, c">o) 

§ c' q~ ds  

C~, 

geniigt, wobei c, c' und c" drei yon r unabh~ngige Konstante bedeuten und die 

Punkte x, bezw. die Kurven C, im Grundgebiet fest vorgegeben sind, dann strebt 

der n-re Eigenwer~ ~n mit wachsendem n gegen Unendlich. 

Wir fiihren den Beweis fiir den Fall yon zwei unabh~ngigen Ver~nderlichen 

dutch, indem wir bemerken, dass fiir eine unabh~tngige Ver~nderliche dieselben 



46 Richard Courant. 

Betrachtungen mit entsprechenden Vereinfachungen ihre Giiltigkeit behalten. Zum 

Beweise fiihren wir folgende Bezeichnung ein 

(95' h ]'q~ ds. 

Dana gilt der wichtige Hilfssatz: Wenn N [ ~ ] - - I  ist, so besteht immer die Un- 

gleichung 

(96) R [q~] < C V- V [q~] + C' 

und die aus ihr folgende 

(97) If R [~] < C" V V[r + ( / "  

wo C, C', C", C'" positive Konstante sind, die nicht yon ~, sondern hSchstens 

yore Gebiete G abhgngen. Entsprechend gelten fiir eine unabhiingige Yer~nder- 

liehe, wean wir 

1 1 
h 

0 0 

setzen, fiir alle Funktionen 9% fiir welche N[q~] = I i s t ,  Ungleichungen derselben 

Form wie (96) und (97). Wegen des nieht schwierigen Beweises dieser Integralun- 

gleichung verweise ich auf eine schou genannte friihere Arbeit. ~ 

Wir kSnnen nun leicht den Ausdruck ~ mit Hilfe yon V, N und R ab- 

sehgtzen. Sicherlich gilt 

D [~] > a V [~] 

wo a eine Konstante 1st. Weiter gilt fiir jeden Zusatzausdruck des Typus Nr. 1 

aus w 7 eine Ungleichung der Form 

( 9 9 )  ; ; ; ; A ( x , y ;  ~,~)q~(x,y)q~(~,v, dxdyd~d v <a,N[!p] ;  
J J J J  

denn es ist, wenn M das Maximum yon A (x, y; ~, 7) bedeutet, 

f f f f  (ff )' A(x,y;~,V)q~(x,y)qD(~,v)dxdyd~dv <=M IqD(x,y)ldxdy 
l 

l~ber die Eigenwerte bei den Differeutialgleichungen der mathemat i sehen  Physik,  Math. 

Zeitschr. Bd. 7, S. 13. 
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und hieraus f o l ~  wegen der Schwarzschen Ungleichung sofort 

/ / f  f A(x,V;~,V)9(x,y)90(~,v)dxdyd~dv < MINI90]. 

Welter erkennt man in ganz ~hnlicher Weise fiir die s~tmtlichen Typen yon 

Zusatzausdriicken Z aus den Nr, 2 his 6 yon w 7 dass sie unter der Voraus- 

setzung N [90].= I Ungleichungen der Form 

{~oo) I z I<  ,~ Ir [90] + ,,~ V-R [ ~  + ~ 

geniigen, sodass wir schliesslich mit l~iieksicht auf (96) und (97) unter der u 

setzung N[90] = I fiir ~ [90] eine Absch~tzung der Gestalt 

( ioi)  ~[90]>~ v[90]--2~V~[~;~--r>=~(Vv[90]-~)~-~ 

erhalten, wo a, fl, 7, 6 positive yon 90 unabh~ngige Konstante sind. Also ergibt 

sieh mit Riicksieht auf (94) immer unter der Bedingung 

N [90] = 

das Bestehen einer Relation der Form 

[90] > a (V V [90] - ~)~ 

[90] = ~ + ~' R [90] ~" 
und daher 

(,o~) ~ [901 >,~ (Vv[90]-~)~  , 
[90] ~' V v[90] + /  r, 

wo a', fl', 7', ebenfalls positive Konstante sind. 

Das Maximum-Minimum ~ der linken Seite bei den ~ebenbedingungen 

_N[90, v i ]~o  ( / ~ I , . . . , n - - i )  ist nach w 10 nicht grSsser als ~,; andererseits ist 

~afolge der Ungleichung (IO2) der Wert )~ nicht kleiner als das Maximum- 

Minimum der rechten Seite. :Nun ist das Maximum-Minimum yon V[90] unter  

der NorInierungsbedingung N[90] ~ I und den Nebenbedingungen N[90, v~] ~-o 

gerade der n-re Eigenwert /~ des Eigenwertproblemes yon 

J u + # u = o  

bei freiem Rand (d. h. also bei der Randbedingung: normale Ableitung gleich 

:Null). Es ist bekannt ~, dass bei wachsendem n dieser Eigenwert /~ gegen Un- 

I VgI. COURANT-HILBERT, 1. C. Kap.  6. 
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endlich strebt. Bezeichnen wir die Eigenfunktionen dieses Problemes mit w~, 

w~ , . . ,  und wfihlen wir speziell v~.=u,~., so wird sieherlichV[r ~p.~, werden und 

daher gewiss auch bei hinreichend grossem n 

Vv[qp] + 

sein, w o k  eine nur vom Gebiet abh~ngige Zahl ist. Daher ist auch ffir v~---w~ 

das Minimum der rechfen Seite yon (Io2) und somit aueh das Minimum der 

linken Seite gr6sser als diese Zahl; folglich gilt dieses erst recht yon dem 

Maximum-Minimum ~* Es besteht also bei hinreichend grossem n die Beziehung 

K > k 

und aus ihr folgt unmittelbar wegen 2, :> 2: die Behauptung lim ) ,n - -~ i  welche 

zugleich die Aussage in sich schliesst, dass bei unserem Problem nur endlich 

viele Eigenwerte negativ sein kSnnen. 

Die oben zugrunde gelegte Annahme (94) schliesst den Fall aus, dass, z. B. 

ffir zwei Variable, 

Cv 

oder allgemeiner 

% 

ist, wo p~ eine stetige positive Or~sfunktion auf 6~ ish Um auch in diesem 

Falle die Tatsache des unendlichen Anwachsens der Eigenwerte sicher zu stellen, 

machen wir die beschr~nkende Annahme, dass alle Zusatzglieder, welche in ~ zu 

D hinzukommen, positiv definit sind. Dann erhalten wir ohne wei~eres die Ab- 

schStzung: 

[9o] > ~ [ ~ ]  

[~] a ' V  Viii + ~" 

aus der wir alle weiteren Schliisse wie oben ziehen k~nnen. Mithin ist aueh in 

diesem Falle die Vollst~,ndigkeit der Eigenfunktionen erwiesen. 



Uber die Anwendung der Variationsrechnung. 49 

KAPITEL IV. 

Die Existenz der Liisung. 

Wir wenden uns nun der Frage nach der Existenz der L5sungen unserer 

Variationsprobleme zu. Fiir die Probleme mit einer unabh~ngigen Ver~nder- 

lichen women wir den Beweis hier dureh Grenziibergang vom entsprechenden 

a]gebraischen Problem durchfiihren, wiihrend wir hinsichtlich der Probleme mit 

mehreren unabh~ngigen Ver~nderlichen auf eine demn~chst erscheinende weitere 

Publikation verweisen. Der Kiirze h~.lber women wir uns auf natiirliche Probleme 

beschr~nken, d. h. yon kiinstliehen Randbedingungen absehen. Der Full kiinstlicher 

l~ndbedingungen l~sst sich analog erledigen. 

w 12. Das eiafachste Problem. 

Der Gedanke des Beweises tr i t t  am deutlichsten bei dem einfachsten Problem 

hervor, bei welehem 

1 1 

t /  Q /  

0 0 

1 

a /  

0 

gesetzt ist. 

Wir  weisen daruuf hin, da~s, auch wenn t und t' nicht als positive GrSssen 

vorausgesetzt sind, dennoch aus der Integralungleichung (95) Kap. I I I  die Be- 

sehr~kthe i t  yon D folgt, sobald die Beschr~nktheit yon ~) und ~ feststeht, und 

dass ~ jedenfalls oberhalb einer festen Schranke liegt, sobald ~ beschr~inkt ist. 

Wir  teilen das Grundintervall o ~ x ~ I  in n gleiche Teile der L~nge 1. 

Mit ~0, ~1, �9 �9 ~,,  �9 �9 q~- bezw. Po, . . ,  P~; qo,. . ,  q~; ro, �9 r~ bezeiehnen wir die 

Werte yon 9~ (x) bezw. p (x), q (x), r(x) in den Teilpunkten, wobei Anfangspunkt 

und Endpunkt des Intervalles als nullter bezw. n-ter Teilpunkt zu z~thlen sin& 

Neben den Ausdriicken ~)[~] und ~ [~] betrachten wir die beiden quadrati- 

schen Formen in den Variabeln ~, 

n - - 1  / x 2 n - 1  

~ _ ~  /q~,+~--q~,/ ' l~q,q~,+tqD~+t'q~ 
�9 = 0  y = l  

7 - - 2 6 6 1 .  Ac~a mathematics,. 49.  I m p r i m 6  lo 31 m a r s  1926 .  
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n - I  

~n [qP, qP] = l Z r ~  qp~. l 

Wir bezeichnen mit ~ die untere Grenze des Quotienten ~ [~ ] :~  [~], wenn zum 

Vergleich im Grundgebiet stetige, mit stiickweise stetiger Ableitung versehene 

Fanl~ionen zugelassen werden; zu zeigen, dass diese untere Grenze fiir eine 

solche Funl~ion 9 ( x ) = u ( x )  angenommen wird, ist gerade das ttauptziel unseres 

Beweises. Das Minimum des Quotienten ~)n [~, ~]: ~ [~0, ~0] d. h. der kleinste 

Eigenwer~ der quadratischen Form ~)n mit Bezug auf die quadratisehe Form ~ 

sei ~(n); dass dieses Minimum erreicht wird, ist hier selbstverst~ndlich. Das 

Wertsystem ~ o , . . . , ~ n ,  fiir welches es angenommen wird, bezeichnen wir mit 

~ , = u ,  (n) oder kurz mit ~ ,~-u , ;  wir diirfen voraussetzen, dass es der Normie- 

rungsbedingung 

~ n  [U {n), IS (n)] = I 

geniig~. 

Das Wertsystem uo(') , . . . ,  Un (') erg~nzen wir zu einer stetigen Funk~ion u(") (x), 

der zugehSrigen >)Polygonfunktion>), welche in jedem der Teilintervalle linear ist 

und in den Teilpunkten die Funktionswerte u, (n) besitzt. 

Wir wollen nun beweisen: erst~ns dass der untere Grenzwert (limes inferior) 

der ~(n) ( n = I , 2 , . . )  nicht grSsser als ~ ist, (es wird sich sp~ter zeigen, dass er 

ihm gleieh ist), zweitens dass wir aus den Polygonfunk~ionen u (') (x) eine geeig- 

nete Teilfolge ausw~hlen kSnnen, welche im ganzen Grundgebie~e gleichm~i~sig 

gegen eine stetige FunkCi0n u (x) konvergiert, und, drittens dass diese Grenzfunk- 

tion die gesuehte erste Eigenfunktion unseres Variationsproblemes ist. 

Um die ers~e dieser Behauptungen zu beweisen, betrachten wir irgend eine 

zul~sige Funktion ~ (x), fiir welche ~ [~] -= I u n d  ~ ~ ~) [~] < ~ + ~ ist, unter 

eine beliebig klein vorgegebene Konstante verstanden. Nach der Definition yon 

muss es eine solche Funktion zu jedem noch so kleinen e geben. Offenbar 

wird, wenn wlr n hinreichend gross w~hlen, der entsprechende Ausdruck ~n [~, ~], 

bezw. der Ausdruck ~),, [9, 9], sich nur beliebig wenig yon ~ [9] = I bezw. yon 

~) [~] unterscheiden, sodass der Quotient ~)~ [~, ~] : ~ ,  [9, ~] hSchstens etwa um 

2 ~ yon ~ abweicht. Also ist auch das Minimum ~(n) yon ~ [~0, ~0] : ~n [~, ~] sicher 

nicht grSsser als ~ + 2 

i Dass ausser  in der  e rs ten  S u m m e  die Summat ion  n i ch t  mehr  iiber die Wer te - f i i r  r = o  

und  v = n  ers t reckt  wird,  geschieht absichtlich mit Rficksicht auf  eine sich sp~ter  daraus ergebende 

kleine Vereinfachung.  
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und  fiir den unteren Grenzwer~ gilt  dannl :  

lim~(') ~=<~. 

Bevor wir den Beweis der zweiten Behauptung durehfiihren, schicken wir 

.folgende Bemerkung voraus, welche auch fiir die Untersuchung des n~chsten 

Paragraphen  yon Bedeutung ist: Die GesamtheR aller stetigen Funkt ionen ~ (x) 

mi~ stiickweise stetiger AbleRung, fiir welche ein Integral  der Form ]p99'~dx 
a ]  

0 

unterhalb einer festen Schranke M bleibt, ist gleichartig (d. h. gleichm~ssig in 

Bezug auf  die gesamfe Funkt ionenmenge)s te t ig ,  sobald nur  iiberall p(x)>m 
wird, unter  m eine feste positive Konstante  verstanden. 

In  der Tat  ist: 
X2 

i ~ (x l ) -  ~ (x~)l --<]1 ~' (x) l dx 
f b  

Q ]  

Xl 

und daher  zufolge der Schwarzschen Ungleichung 

1 

l ~ (~) - ~ (x,)J' <= I x~-x~ J f ~ "  dx <= J x~--z" ,hi M_. 

0 

Diese Gleichung driickt die behauptete gleichartige Stet igkeit  aus. Wenn  also 

eine solche Funkt ionenmenge auch noch gleichm~ssig beschr~nkt ist, so l~sst sich 

aus ihr nach einem bekannten Fundamenta lsa tz  der AnMysis stets eine gleich- 

m~.ssig konvergente Teilfolge ausw~hlen. Die gleichmiissige Beschrfi.nktheit einer 

solchen Funkt ionenmenge ist aber gesichert, wenn es fiir jede Funkt ion  eine Stelle 

des Intervalles gibe, fiir die der Funktionswer~ unter  einer fes~en Schranke liegt, 

also sicherlieh z. B., wenn ~ [r unferhalb einer solchen Schranke bleibt. 

Da hiernach die Funkt ionen u(n)(x) gleichartig stetig und somit wegen 

~ [u (~), u (')] ~ I aueh gleichmgssig beschr~nk~ sind, so kSnnen wir aus ihnen eine 

Teilfolge auswghlen, welche gleichmgssig gegen eine stetige GrenzfunkCion u (x) 

konvergiert.  

Man kSnnte schon an dieser Stelle unmittelbar erkennen, dass )~(n) gegen )~ konvergiert. 
Hierzu braucht man sich nur davon Reehensehaft zu geben, dass bei hinreichend grossem n aueh 
umgekehrt der Quotient ~)[u(n)j:.f~ [u(n)] beliebig nahe an )~(n) kommt; da dieser Quotient nieht 
kieiner als 3~ ist, so gilt dies auch fiir den unteren Grenzwert. 
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Im folgenden wollen wir unter einer Wertfolge I, 2 , . . . ,  n , . . .  immer nur 

eine solche verstehen, fiir welche die Beziehungen lira )(,0 = ). und lira u (~) (x) = u (x) 

gelten. 

Um schliesslich zu zeigen, dass diese Grenzfunktion u (x) stetige Ableitungen 

erster und zweiter Ordmmg besitzt, und dass sie die LSsung unseres Eigenwer~- 

problemes ist, betrachten wir die Bedingungsgleichungen, welchen die Wer~e 

u , = u ,  (') geniigen miissen. Wir gelangen zu ihnen unmittelbur entweder nuch 

den elemen~ren Regeln der Differentialrechnung oder in vollkommener hnalogie 

zu den ErSrterungen uus w 1, indem wir beachCen, dass fiir ein willkiirliches 

Wertsystem ~o, ~1,--., ~ , , . . . ,  ~- die Relation 

~.  [5 u (~)] - z  (~) ~ [~, ~(~)] = o  

erfiiUt sein muss, welche ~.usgeschrieben luutet: 

n - - 1  n - - 1  n - - I  
I 

�9 = 0  ~ 1  ~,--1 

Eine unmittelbur sich ergebende Umformung (purtielle Summation) liefert uns 

-1) 
n - - 1  n - - 1  n - - I  

- -  , I - Z ~ , ( P ,  J u , - - P , - 1 J u , - i ) § 1 7 6  
v ~ = 1  y : 1  y : l  

woraus sich wegen der Willkiirlichkeit des Wertsystemes t 0 , . . . ,  ~. zun~chst die 

Randbedingungen 
d u o  

(Io3) t U o - p o  - ~ -  = o 

�9 J U n - - 1  

(Io4) t ' u ~ + p ~ - i  1 - - o  

und sodann die Differenzengleichung 

(lO5) 

oder 

ergibt. 

~ (p, A u, --p,-1 A u,-1) -- q, u ,  + ~ r, u,---- o 

~ A ( p , - 1 A u , - 1 ) - - q , u , + ) .  r, u , = o  
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Die Summierung dieser Differenzengleichung (IO5) vom Summationsindex I 

bis zum Summationsindex ~ ( I ~ n - - 1 )  bezw. n--1 ergibt mi~ Riicksieht auf 

(m3) und (m4) 

('06) ~p, ~ ' " '=~Z  q,,",,-~" ~ Z",'", '  + t,,o 
F = l  ~ = 1  

n--1  n--1 

I --t'u,=l~_~quua.--),l~_a r~u~,+tuo. (IO7) [ p . _ ,  . t  u ._ ,  = 

/ z= l  #--1 

Noehmalige Summierung yon (1o6) naeh dem Index ~ yon I bis m- - I  (m _--< n) 

ergibt, wenn vorher dureh p, dividim4 wird, 

( ) m- ,  _[_ l ~ , ( ; ~ r ~ , - - q , ) u t , - - t u  o . u~=ul--1 ~, p, 
�9 = 1  ~ 1  

Wegen der gleichmiissigen Konvergenz der We~menge u j  n) gegen die s ~ i g e  

Ftmk~ion u (x) folgt nun unmi~t~lbar auf Grtmd der elementarsten Tatsachen der 

Integralreehmmg, 

( 1 0 8 )  f f 
0 0 

und aus dieser Gleichung dureh Differentiation die weitere 

x 

(IO9) p (x) u' (x)= - - f ( Z  r (~)--q (~)) u (7) d~ + t u (o) 
i /  
0 

und durch noehmalige Differentiation 

(IIo) (pu ' ) '=- -Zru+qu,  

woruus wir ersehen, dass ~atsgchlich u sfletige Ableitungen ersfer und zweiter 

Ordnung besitzt und der Sturm-Liouvilleschen Differen~ialgleiehung fiir ~=_Z ge- 

niigt. Es konvergier~ aber nicht nur u (n) (x)gleichmgssig gegen u (x), sondern 

auch der erste Differenzenquotienr gleichm~sig gegen die erste Ableitung; man 

erkennt das unmittelbar daraus, dass die recht~ Seite yon (lO6) gleichm~,issig gegen 

die rechte Seite yon (Io9) konvergierk Hier~us folg~ sofort die Konvergenz der Form 
1 1 1 

--. f f f 1 __j~ p, ~ "  gegen p u'* dx; d~ auch die Integrale qu* dx und ru* dx 

0 O 0 
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n- 1 ?~--1 
Grenzwerte der entsprechenden Formen l~. q, u, 2 und 1 ~ r,  u, ~ sind, so erhalten 

wir wegen 

lain '~n [u (n), ~(n)] = ~, ,~n [u 00, ?g(n)] ~_ I 
n~ao 

fiir die Grenzfunktion u(x) 

(111) ~ [U]-~-_~, ~ [ U ] :  I. 

Der Quotien~ _~ = .~ [u] : ~ [u] kann aber nicht kleiner sein, als die untere Grenze )., 

und da _~ auch nicht grSsser ist, muss 

(I 1 2) ) : : l im  ).('):). 

gelten. Damit ist erwiesen, dass u(x) eine LSsung des Variationsproblemes und 

somit die erste Eigenfunktion u~ (x), w~ihrend ) .de r  erste Eigenwert ).1 ist. 

Dass u (x) der Eigenwertgleichung 

(I 1 3) (put) ' -  q u  + ) . r u = o  

geniig4, folg~ nun sofor~ aus (I I o); dass die erste Randbedingung 

(I I4) p (0) U'(o)=tu(o) 

erfiillt ist, ergibt sich aus (lO9) fiir x = o .  

Fiir die zweite Randbedingung ziehen wir die Formel 

1 

--t' u(1)= - - t  (),r--q) u d~ + tu (o) 
. 1  
0 

aus (Io7) durch Grenziibergang ergibt. Gleichung (Io9) liefert herun, die sich 

dann fiir x =  I 

(115) p(i) u'(i)= -t'u(i). 

Beide Randbedingungen sowie die Gleichung (II3) folgen selbstverst~ndlich auch 

unmittelbar als na~iirliche Randbedingungen bezw. als Eulersche Differential- 

gleichung aus der Tatsache, dass u die LSsung des Variationsproblemes ist. 

Dutch eine ganz ~hnliche Betrachtung erweisen wir nun die Existenz des 

zweiten Eigenwertes und der zweiten Eigenfunk~ion. Wir bezeichnen die eben 

gefundene erste Eigenfunktion mit ul, den ersten Eigenwert mit ).1 und definieren 

jetzt die GrSsse Z:).~ als die untere Grenze des Quotienten ~)[qg]: ~ [~], wenn 

die Funl~ion q~ ausser den Stetigkeitsbedingungen noch der linearen Nebenbedingung 

(i ,6) u,]-o 
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unterworfen wird. Bezeichnen wir nunmehr  mit )~i,,I den zweiten Eigenwert der 

quadra~ischen Form ~n [q~, ~0] in Bezug auf `9, [~, ~], so behaupten wir, dass 

lim 2(")~ ~ ~ ~ = ~ 

wird. Der Wer~ )2') ist definiert als der kleinste Wert  yon ~ ,  [~, ~] unter der 

Nebenbedingung 

(, ,7) ~,, [~, ~ ] =  ~, `9. [~, *Al{")]=o, 

wenn wir mit  u,{~) das oben kurz u (n) genannte Wertsystem bezeichnen, fiir welches 

'~n [*At{n), *A1 (n)] =hi(n}, ~n  [*At {''), Ul (n}] == I 
is~. 

Is t  nun ~ eine den Ste~igkeitsbedingungen und der Nebenbedingung (I I6) 

geniigende Funktion,  fiir welche 

gilt, so wird sicherlich bei hinreichend grossem n wieder ~)~ [~, ~] und ~ [~0, q~] 

beliebig wenig yon ~ [99] und ~ [~] verschieden sein und auch `9,, [9o, ul/") ] be- 

liebig klein werden. 

Wir ersetzen nun ~ dutch eine Funk~ion % fiir die genau On [% u~(")]=o 

gil~; wir setzen sie mit konstantem a in der Form ~ ( x ) ~  (x)+~ @")(x)an und 

finden ~ [~, u~('0]+a=o; es wird also a bei hinreichend grossem n beliebig klein. 

Sodann folgt wegen 

und wegen 

.9 .  [~p, ~]  = ~ .  [~o, ~] + 2 ~ `9.  [~o, ,,,(-)] + ,~-" = `9.  [~, ~] - ,~, 

die Gleiehung 

~ .  [~, ~v] = ~ .  [~, ~] + 2 .  ~ .  [~o, u?-)] + .~ U . ) =  7). [~, ~] - ~" U ,  ). 

Wir haben somi~ fiir hinreichend grosses n ein Wer~system ~P0,. .... ~p,, ge- 

funden, das der Bedingung (I~6) geniiga~, und fiir das ~),[~p,~Oj :`9~[~P,~O] beliebig 

nahe an ~ liege. So kSnnen wir wie friiher schliessen, dass der untere Grenzwer~ 

der ~(") nich~ grSsser is~ als ~; es iS~ also 

_). = lira 2 (~) ~ ~. 

Alle weiteren Schliisse verlaufen genau wie friiher. Bezeichnen wir das 

Wer~system, fiir welches 
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O .  [~, u,(")] = o 

wird, mit u~ (n) oder kurz mit u ('), so erkennen wir unmittelbar wie oben, dass 

dieses Wm~system fiir ein willkiirliches Wertsystem ~o, . . . ,  ~ der Relation 

~ .  [u("), ~] - z(") 9 .  [u% ~] = o 

geniigen muss. 

Freilich besteht diese Relation zun~chst nur fiir Wergsysteme ~,, welche 

die Rela~ionen 
9 .  [~, u,(")] = o  

erfiillen. Aber man befreit sich sofo~ genau na~h dem Muster yon w 1 yon 

dieser eiuschr~nkenden Bedingung. 

Dann vollender sich der Beweis wSr~lich so wie beim ersten Eigenwer~, und 

in derselben Weise vollzieht sich der Existenzbeweis fiir den zweiten, dritten 

usw. Eigenwert und die entsprechenden Eigenfunl~ionen. 

w 13. Die allgemeineren Probleme. 

Ffir die L~isungen der iibrlgen im Kapitel I behandelten Probleme kann 

der Existenzbeweis ganz nach dem Muster yon w 12 gefiihrt werden. Es wird 

geniigen, etwa folgende F~lle zu betrachten: 

( I I 8 )  

wobei 

(I I9) 

[r = D [~] + Z [~] + W [~] 

[~] = H [~] 

1 1 

D[qD]-- f pqJ2 dx H[qD]= f rq~- dx 
0 0 

h 

Z [go] = Z a,~: 9) (~,) qD (~k) (a,k = a~), 
i ,  k = l  

1 1 

0 0 

gesetzt ist. 1 

Unter den h Wergen ~ soll ~1 = o und ~a = I sein. Wir bemerkeu wieder, 

1 Die Stellen ~i bedeuten in diesem Paragraphen dasselbe wie die SteUen x i in Kap. I. 
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dass mit Rficksicht auf die t~berlegungen yore w 12 aus der BeschrgnktheR von 

.~ die Beschr~nktheit yon D folgt, selbst wenn die Zusatzglieder Z und W nicht 

positiv definit sind. 

Wir  teilen das Grundgebiet in n Intervalle und stellen die qua~lratischen 

Formen auf, die den In~egralen ~ und ~J entsprechen. Hierbei i s [ e s  zweck- 

m~sig,  den Punkt  ~ durch den am niichsten liegenden Punkt x n d e r  Einteilung 

des Intervalles o :< x ~ 1 zu ersetzen, wobei wir n so gross vorausse~zen, dass zu 

einem Teilpunk~ hSchstens ein Punkt  ~ gehSrt. Die Integrulausdriicke ~ [~v] und 

~[!P] ersetzen ~i r  nun dutch die quadratischen Formen in den Variabeln 

~Vo, ~v~, . . . ,  ~v~: 

n - I  \ ! (~,+1/__ q~,)~ h ~, , 

v--0 i, k ~ l  ~,/~. 

! 

r ,  

Dabei ist A,~:A,,:A(x,,x,) gesetzt und ~ bedeutet eine Summe fiber alle 

Werte der Indizes mi~ Ausnahme der h Werte  ~i. 

Wiederum gilt auf Grund genau derselben t~berlegungen wie in w 12, dass 

der un~ere Grenzwert _~ der Eigenwerte Z(n) des Problemes ffir ~,, [~, ~v]:~, [~, ~0] 

nicht grSsser ist als der Eigenwer~ Z des Problemes ~ [~1 : ~ [~], und welter, dass die 

Polygonfunktionen u (") (x), die wir aus den zu Z(") gehSrenden WerCsystemen u,(") 

bilden, eine Teilfolge enthalten, die gleichmiissig gegen eine stetige Grenzfunktion 

u(x) konvergiert. 

Fiir das Wertsystem u, (") = u ,  (~----o, I , . . , n )  erhal~en wir die Beziehung: 

I 2 0 )  

oder ausgeschrieben 

[u% C] - 9 , ,  [u% C] = o 

n--1 h 

( I 2 I )  I 

v=O i, /c=l 

i 

r v 

Die Umordnung nach ~, liefert die Randbedingungen 

h h 

( 1 2 2 )  I I _ _ Z a T ~ k U , ~ k = O  ~ ~pOJuo--~_jalku,k=O; --  - / p n - 1 J  U,,--1 
k=] k~l  

8 - - 2 6 6 1 .  Acta mathenmtlea. 49. I m p r i m 6  Iv 31 m a r s  1926. 
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ferner die Sprungbedingungen an den Stellen x n 

h 

i d (I23) ~(P,, ",i--P,i--l~U,i--1)--ZaikU,,=O 
k = l  

( i ~ 2 ,  . . . . , h - -  I) 

und fiir alle anderen Teilpunkte die Differenzengleiehung 

(124) 
P 

I 

f~ (p, Au,--p,_~ Au,_,)-- lZ A,, u, + kr, u , = o .  

Summierung yon (I24) fiber den Index �9 gib~ mit Rfieksieh~ ~uf (122) und (I23) 

(I2S) 

und 

(~26) 

l~'I z ~ u . = Z  Z a i , , . .  § l~ " Z Z Au/z,._~l Z r~"t~ 
i , ~ 1  x = l  F /~=1 

h n - - 1  n - - 1  t 

t , k = l  z = l  F F : 1  

Die zweite Su_mmlerung yon (I25) iiber v yon I bls m--I (m~n) liefer~: 

m--1  i v p m- -1  I ~ P  

(127) Um=Ul+lZp, . 
�9 - -1  k ~ l  * = 1  u---1 ~ 1  p v  / ~ 1  

Ffihr~ man nun den Grenziibergang n--*r aus, so erh~lt man: 

(128) 

+ 

h 

u (x)= u (o) + a ' ~ ~ a,~u/~k) 
i ,=I 

o ~ 

z ~ x z 

f ) f f  ; ; 
dg d~ A(,l,~)u(g)dg--k dg I- rude. 

-j pj 
0 0 0 0 0 

Fiir die Ablei~ung ergibt sieh hier~us 

(,29) f p u ' =  Z Y,~,u(~)  + 
i ,=0 

0 0 
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und durch nochmalige Differentiation 

59 

1 

0 

Da aus Formel (i29) und (I25) nunmehr auch die gleiehmiissige Konvergenz 

des ersten Differenzenquotienten yon u ('0 gegen die Ableitung u'(x)folg4, so 

ergibt sieh fiir die Grenzfunktion unmittelbar wie in w 12 

[U] = 4,  ~ [t$] = I .  

sicherlich wegen d~r Definition yon ~ andererseits ~3 [u] ~ g sein Da ~ < ~  und 

muss, so folg4 

[u] = 4 ,  

d. h. u 15st unser Variationsproblem. Somit effiillt u g e m , s  w 5 auch die 

Randbedingungen bezw. Sprungbedingungen 

h h 

p (O) u' (O) -~ Z alk u (~k); -- p (I) U t (I) : Zaak u (~k) 
k = l  k ~ l  

h 

p (~)(~' (l, + o) - u '  (~, - o)) = ~ ~ k .  (5) 
k = l  

welehe sich naturgem~ss auch unmittelbar dutch Grenziibergang aus (I22) und 

(I23) vermSge (126) und (I29) ergeben. 

Wit  haben damit die Existenz der ersten Eigenfunktion nachgewiesen und 

erkennen sofort, dass die Existenz der weiteren Eigenwerte und Eigenfunktionen 

sich ohne jede neue Modifikation ganz nach dem Muster des vorigen Para- 

graphen ergibt. 

w 14. Schlussbemerkungen. 

Die in diesem Kapitel dargelegte Methode l~sst sich auch ohne weitere 

Modifikation zum Existenzbeweise benutzen, wenn das Fiihrungsintegral des Pro- 

blemes h6here als erste Ableitungen enth/~lt. Dagegen is~ eine unmittelbare 

t~ber~ragung unserer Methode fiir den Fall mehrerer unabh~ngiger Variablen 

nicht mSglich. Immerhin ist auch hier der Weg gangbar, das Differential  oder 

Funktionalgleichungsproblem durch ein entsprechendes Problem fiir Differenzen- 
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gleichungen bezw. Differenzensummengleichungen zu ersetzen und dann einen 

Grenzfibergang auszufiihren, wie ich an anderer Stelle 1 n~her darlegen will. 

Die Ausdehnung der in dieser Arbeit entwickelten Theorie auf den Fall, 

dass es sich um die Bestimmung mehrerer unbekannter Funl~ionen handelt, macht, 

wie zum Schluss bemerkr werden mag, keinerlei prinzipielle Schwierigkeiten. 

ANHANG. 

Beispiele  aus der mathematischen Physik.  

Als Anhang seien einige kurze Bemerkungen fiber mehrere tier mathema- 

tischen Physik entnommene Beispiele hinzugefiig~, welche zum Tell insofern fiber 

den Rahmen der oben entwickelten Theorie hinausgehen, als es sich bei ihnen 

um die Bestimmung mehrerer unbekannter FunkCionen handelt. 

i. Eigenschwingungen einer Membran, welche in ein Netz yon elastischen 

F~ len  eingespannt ist. 

Eine ebene homogene und gleichm~ssig gespannte Membran, die in der 

Ruhelage das Gebiet G bedeeke, sei durchsetzt yon einem System geradliniger 

elastiseher F~den, den Kurven C~. Der Rand sei ein aus einigen der Kurven C~ 

gebilde~es Polygon. Bei festgehaltenen Eeken des Randpolygons sollen die Trans- 

versalschwingungen dieser Membran betrachtet werden. Der poten~ieUen bezw. 

kinetischen Energie der um ~ (x, y) yon der Ruhelage abweichenden Fl~s entsprich~: 

G C v 

bezw. 

a c ,  

t t ierbei sind die Konstant~n a~ bezw. r der Spannung bezw. der Dichte des 

Fadens C, proportional. 

Die Eigenschwingungen dieser Membrun werden durch das ]~Iaximum-]~ini- 

mumproblem ffir 5b [~0]:~ [9] geliefert. Sie erfiillen die Differentialgleichung 

Lt~ + ; t g = o .  

i Vgl. auch meinen Aufs~tz: ~ber die Theorie der linearen partiellen Differenzengleichungen. 
GSttinger Nachrichten 23.X. 1925. 
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Dazu treten auf den Kurven C, die Sprung- bezw. Randbedingungen 

& [ ~ ] -  a, ~ " ( , ) - ~ ,  ~, q~ (,) = o .  

In  jeder Ecke des Kurvenne~zes besteht die Eckenbedingung: 

~, a~ 9~'~--- o , 

wobei die Summe fiber aUe i n  der Eeke endigenden Kurven C, zu nehmen ist 

und ~' die Ableitung yon q~ nach der yon der Ecke aus waehsenden BogenFange 

bedeutet (vgl. S. 38 f:). In  den Ecken des Randpolygons gilt, wie yon vornherein 

gefordert, ~ o .  

2. Eigenschwingungen einer durch T r ~ e r  versteiften Platte. 

Die Platte G sei durchsetzt und berandet yon einem System yon gerad- 

linigen Tr~gern C,. Platte und Trgger leisten Widerstand gegen Bieg~ng; ihre 

potentiellen Energien hgngen also yon den zweiten Ableitungen der Durchbie- 

gung ~ (x, y) ab. Der gesamten potentiellen bezw. kinetischen Energie entsprechen 

Ausdrficke yon der Form: 

G C~, 

G C,~ 

bezw. 

ist die Querdehnungszahl. 

Die Eigenschwingungen dieser Platte efffillen die Differentialgleichung 

z t J ~  -- ~ = o .  

Um die Sprungbedingungen, die sich an den Kurven C, ergeben, zu formu- 

lieren, bilden wir die folgenden Ausdrficke 

Q[qD]=x, Ox ( e l  out ~,,ou 
On 9~** + Y' x' 



62 Richard Courant. 

O 
wobei sieh die Differentiation Onn auf die Ableitung naeh der Richtung denjenigen 

Normalen bezieht, die ins Innere der in C, zusammenstossenden Gebietsteile 

weisen; x' und y' bezeielmen die ~ngent ia len Ableitungen. 

Die erste Sprungbedingung besteh~ dann in der Forderung, dross der 

Ausdruck 

bei der Ann~herung an C, yon beiden Seiten denselben Wert  ergibt. 

Zweitens muss gelten: 

= - a ,  + o, (s), 

wobei der untere Index I bezw. 2 bedeute~, dass der Ausdruek in der Klammer 

das  eine Mal durch Ann~herung v o n d e r  einen, das andere mal yon der anderen 

Seite an die Kurve C, gewonnen werden soll. 

Als Eckenbedingungen ergeben sich: 

Z ( ( I  --0") Q [~] -{- a ,  ~9'"} = o 

:~ a ,  q~" x '  ~ o ,  .~ a ,  ~0"y '= o. 

Wieder ist die Summe fiber alle in der Ecke endigenden Kurven C, zu nehmen. 

3- Schwingungen einer elektrisch geladenen Seifenblase. 

Ein besonderes mathematisches Interesse bieten die Probleme der Elektro- 

Kapillarit~t, weil hier Integrodifferentialgleiehungen mit singul~iren Integranden 

auftreten. Ein Beispiel dafiir ist die elel~risch geladene Seifenblase, die um ihre 

Gleichgewichtslage kleine Schwingungen ausfiihr& 

Das Gleichgewieht kommt dadurch zus~ande, dass dem t~berdruck der ein- 

geschlossenen Luf~ und den elel~rischen Kr~ften die Oberfl~i~henspannung ent- 

gegenwirl~. In  der Ruhelage wird die Seifenblase Kugelgestalt annehmen. 

R sei der Radius und v die radiale Abweichung yon der Ruhelage. Die poten- 

tielle Energie der Kapillarit~t ist das Produkt  aus dem 0berfliicheninhalt und der 

doppelten Oberfl~chenspannung 2 T. Die elektrisehe Ladung e wird sich in der 

Ruhelage gleichm~ssig fiber die Kugel verteilen; wir maehen die Anna.hme, dass 
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bei Verbiegungen die Ludung eines Fl:s erhalten bleibk Die Ab-_ 

h~ugigkeit des inneren Druckes p yon dem yon der Seifenbluse umschlossenen 

Volumen V sei durch die Gleichung iov~--~cons~, fes~geleg~; bei adiabatischen 

Vorggngen wird a = ~  der Quotient der spezifischen Wgrmen sein. Als 
Cv 

potentielle Energie des Druckes in einem beliebigen Zustund se~zen wir die Ar- 

bei~ an, die der (~berdruck q leistet, wenn die Fl~che uus der Ruhelage gleich- 

m~ssig in jenen Zus~and iibergefiihr~ wird. 

Auf Grund dieser Annahmen lgss$ sich die gesamte poten~ielle Energie der 

um v verschobenen Seifenblase berechnen. Man finder hiernach leich~ die Gleich- 

gewichtsbedingung: 

e ~ I 

4 T - -  4 ~ Rs  q R = o .  

Vernactfliissigen wir in der Entwicklung der poSen~iellen Energie nach v die 

Glieder yon hSherer als zwei~er Ordnung in v und sehen wir yon der konstanten 

Energie der Ruhelage ab, so erhalten wir, da wegen der Gleichgewich~sbedingung 

die linearen Glieder wegfallen, einen in v quadra~ischen Ausdruck Q) [v]. 

Um ihn anzugeben, fiihren wir Poiarkoordinaten r, ~, ~ ein. Das Fl~chen- 

element der Einheitskugel K sei d t o = s i n ~ d ~ d q ~ .  Mit r~2 bezeichnen wir den 

Abstand zweier Punk4e Pt und P~ tier Kugel in der Ruhelage. Dann wird: 

~ ) [ v ] = T j [ s i  n ~ v~ + v~ d~ 
K 

J r12 
K1 /G 

a f f(Vl-~_V2) ~ d(D~,do) 1 
4 R~ d rl2 

K,K~ 

+ b v d(o + c v~ doJ. 

K K 

Der kine~ischen Energie en~spricht: 

K 
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Dabei ist mar Abkiirzung gesetzt: 

I e 2 
a :  b-~ 3 a p  R,  

2 (4z) ~' 

e ~ i 

c=2  T +  4 ~ R  s q R  

und es is~ offenbar a >_--o und b ~ o. ~ ist die Dichte der Seifenblase, 19 und 

q beziehen sich auf die Ruhelage. 

Der erste Antefl  in ~3 Iv] riihrt yon der Kapillarit~t her, der zwei~e und dritte 

yon der Elektrizit~t und der vierte yore Druck; in den letzten beiden Anteilen 

kommt zum Ausdruck, dass sehon einer konstant~n Dehnung Widerstand entge- 

gengesetzt wird. 

Die in den Integranden der Doppelintegrale auftretenden Singularit~ten 

(r12----o) stSren die Existenz der Integrule nicht. Man muss�9 diese Integr',de 

nur im iiblichen Sinne so verstehen, dass man zun~chst bei der Integration nach 

dw 2 einen kleinen Kreis um den Punk~ P1 ausschliesst mad dann zur Grenze 

iibergeht. Bei derselben Erkl~rung existier~ aueh das Integral ; ~  d~o 2, wean 
j 12 
K, 

f stetig und einmal ste~ig differenzierbar ist; zwar verschwindet f~_f2 nur yon 

derselben GrSssenordnung wie r12; aber das Integral yon f l - - f~ iiber einen Kreis 

� 9  die singul~re Stelle Px wird Null wie r[2, und infolgedessen ist .)~:f2- late- 
�9 r12 

grierbar. 

Wenn man dies beachtet, macht es keine Schwierigkeit, die aus dem Ver- 

sehwinden der ersten Variation folgende Integrodifferentialgleichung als Eigen- 

wertgleichung abzulei~en: 

T ( s i n ~ V ~ + s i ~  (s inOva)e)  

FV- -V  1 a f v - - v t  dWl- -b  fvdw +zaJ ,~T~ d~ ,'1 
1~1 1(, .h- 

- - e v +  , ~ q v = o .  

An Steile der l~ndbedingungen tritt  die Bedingung der Regularit~t auf der ganzen 

Fl~ehe. 1 

i I ch  mSchte  ausd r i i ck l i ch  darauf  h inwe i sen ,  dass  es s ich in  d icsem A b s c h n i t t  n u r  um einen 

Ansa t z  h a n d e l t  und  dass  ich die  Theor ie  dieses  P r o b l e m s  n i c h t  du rchge f i i h r t  habe.  
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4. Thermoelastische Erscheinungen bei Stiiben. 

Ein elastischer KSrper dehn~ sieh bei einer TemperaturerhShung aus. Be- 

riicksichtig4 man dies, so erhi l t  man nach Franz Neumann 1 und Duhamel ~ fiir 

das Gleichgewicht des KSrpers mid fiir die TemperaturstrSmung ein simultanes 

System yon Differen~ialgleichungen, das wieder auf Eigenwertprobleme fiihrt. 

Wir  betrachten zuerst einen geraden Stab. Er bedecke das Intervall o ~ x =< I. 

Die longitudinale Versehiebung, d.h. die Abweichung eines seiner Punkte aus der 

Ruhelage in der Li~ngsrich~ung, sei w(x, t), t die Zeit. Die Temperatur des 

Stabes und seiner Umgebung im Ruhezustand sei Null; O(x; t) sei die (kleine) 

Temperatur w:~hrend des Vorganges. Dann lautet die Gleichgewichtsbedingung 

fiir den Druck: 

(I) w ~ -  d O~ = o  

und die Wirmes~romgleiehung: 

_ Cp - -  ev 
(2) k 0 ~ - -  (~ ev o , + e  ~ - -  w ~ = o .  

Dabei is~ ~ der lineare Ausflehnungskoeffizient, k die Wirmeleitf~higkeit, Q die 

Dichte, cp undcv  sind die spezifischen W~rmen. 

Nach dem Ansatz: 
w = e  • qp (x) 

0 = e -  ,: (x)  

fiir exponentiell zum Ruhezustand zuriickkehrende svnchrone Vorgiinge, wird aus 

den Differentialgleichungen (x) und (2): 

(3) 

(4) 
mit; 

~0" ~ (J ~ '  ~ 0 

l(~ ~ ' + 7 ~ ) + s ~ " = o  

6~ c~ . k~ ~ 

r-=- cp--c~' ~=e(ep--c,-) 

Dies sind die Eigenwertgleichungen des Maximum-Minimumproblems: 

1 A b h a n d l .  d. Berl.  Akad.  au s  d. J a h r e  1841. 

J o u r n a l  de l 'Ecole  p o l y t e c h n i q u e  cah.  25. 36. 

9--2661.  Acta ma~hema~ica. 49. Imprim6 le 1 avril 1926. 
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1 

[v, q~] - -  e f ~'~ dx  = Max.-Min. 

0 

1 1 1 

0 0 0 

qp '2  d x  ~ I . 

Als natiirliche Randbedingungen treten auf: ~' ~--o d. h. das Temperaturgefiflle 

verschwindet an den Enden, und ~ ' - -c?~=o,  d. h. gegen die Enden wirkt kein Druck. 

Als kiinstliche Randbedingungen kommen vorzugsweise in Frage 

~----o d. h. an den Endeu behglt der Stab die Temperatur seiner Umgebung, 

und ~ = o  d. h. die Enden bleiben fest. 

Wi t  haben hier ein Maximum-Minimumproblem vor uns, bei dem es sich 

um die Bestimmung zweier unbekannter: Funl~ioen handelt. Es lgsst sich aber 1 

ganz nach dem Muster der in Kap. I - - I V  entwickelten Theorie behandeln und 

fiihrt zu entsprechenden Resultaten fiber die Vollst~tndigkeit des Systems der 

Eigenfunktionen und fiber das Verhalten der Eigenwerte. 

Im iibrigen kaun man ohne weiteres, wenn man ~ aus den beiden Differential- 

gleichungen (3) und (4) und etwa der Randbedingung ~ = o  eliminiert, sofor~ zu 

der Integrodit~erentialgleichuug fiir eine unbekannte Fanktion 

1 

0 

gelangen, die zu den Ausdriicken 

1 

0 

1 

0 

gehSrt (vgl. Beispiel I. S. 2 I). 

d x  - f~2 

0 

Vgl.  e ine  d e m n i i c h s t  e r s c h e i n e n d e  D i s s e r t a t i o n  y o n  O. H.  MALIK.  
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5. Thermoelastische Erscheinungen bei zwei-und dreidimensionalen Kiirpern. 

Wir kSnnen uns auf den Fall eines zweidimensionalen KSrpers beschriin- 

ken, etwa einer Membran, die in der Ruhelage ein Gebiet G der x,y-Ebene 

bedecke. Die Verschiebung eines Punk~es aus der Ruhelage in der Ebene sei 

durch einen Vek%or Iv mi~ den Komponent~n u, v gegeben. O sei wieder die 

Temperatur, die im Ruhezustand und in der Umgebung des KSrpers verschwinde~. 

Die Gleichgewichtsbedingungen haben hier folgende Gestalt, wenn wir die 

Differentiation nach x und y durch tiefgestellte Indizes bezeichnen 

(5) 

I 
~-z d u  + ~- (u~ + v~), --  d O~ = o 

~- ~ v  + L (u~ + v~)y- ~ O~ = o 
2 2 

und die W&rmestrromgleichung: 

i-, Cp--Cv I (~x -J- Vy )t : O. (6) k L / o - e  c~, e , , -  e - ~ - -  2 

I - - ( ;  
Es ist dabei a = wo a die Querdehnungszahl bedeutet. 

I +  

ID ~ ll e - 2 t  

O = , z  e - ~  

Der Ansa%z 

liefert die Eigenwertgleichungen - -  wir bezeichnen die Komponenten yon u wieder 

mit u, v - - :  

(7) 

I 
~-Zu2 + ~(u~ + v~)~- ~ ~ -~o  

a_2 d v + ~- (u~ § vy)y - -  ( i  ~ y  ---- o 

(8) A(6~(u~ +v~)+lv) + edv-~o. 

D~s Maximum-Minimumproblem, aus dem sie entspringen, is~ bes~imm~ durch 
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O 

o o 

I f f f f 4 4 j j (  
G G 

Die na~iirlichen Randbedingungen lauten:  

2- " {(u~ - v~) ~nno x 

COy 
- - o  

On 

O y ]  I Ox t)x 

+ (u~ + ~) ~ I + - ~ ('~ + v~) -o-~- ~ ~ 

Ox I I (u~ + vv) Oy Oy 

+ (,~ + u~)o~ J +~- ~ - ~  

~ 0  

~ O .  

Als kiinstliche Randbedingungen kommen �9 = o und u = v = o in Frage.  

Die ganze Theor ie  dieses Problems (Verhalten der Eigenwerte ,  Vollst~n- 

digkeit  des LSsungssystems) lgsst sich nach den Methoden der vorl iegenden Ab- 

handlung entwickeln. 

Auch hier  wiirden wir, wenn wir aus dem simultanen System (3), (4)u und 

v oder  �9 el iminieren zu Eigenwer~problemen vom In~egrodifferent ialgleichungstypus 

fiir eine unbekannte  Funk t ion  bezw. einen unbekannten  Vektor  gefiihr~ werden. 


