Uber die Entwicklung einer willkiirlichen Funktion
nach den Polynomen eines Orthogonalsystems.

Yon

G. Szegd in Berlin.

Eiuleitung.

- In meiner Arbeit, Uber die Entwicklung einer analytischen Funktion
nach den Polynomen eines Orthogonalsystems?), habe ich Entwicklungen
untersucht, die- nach den N#herungsnennern

Q (), @ (@), ... @, (), ...

1
p(t) -,
f 204

-1 .
gehérigen Stieltjesschen Kettenbruches fortschreiten; hierbei bezeichnet
p(z) eine im Intervalle —1<Lx <1 definierte (L)% integrable nicht-
negative Funktion, die daselbst nicht fast iiberall®) verschwindet; diese
Kettenbruchnenner @, () sind gewisse klassische Polynome, die man un-
abhiingig von jeder Kettenbruchtheorie auch durch die folgenden Ortho-
gonalitﬁtseigenschaften definieren kann:

des zur. Funktion

a) @, (z) ist ein Polynom n-ten Grades,
b) der Koefﬁzmnt von z* in Q, (%) ist poextlv,

¢) fp(a: (2)@,( x)da:~{

Im folgenden bezeichne ich diese Polynome @, (2) als orthogonal in bezug
auf die ,»Belegungsfunktion® p(z), oder auch als' orthogonale Polynome,

0 fiir m2<n,
1 fir m=n (m,n=0,1,2,.

b Mathematische Annalen 82 (1921), 8. 188—212.

%) D. h. im Lebesgueschen Sinne.

%) ,Fast fiberall® heillt: mit Ausnahme einer Menge mit dem Lebesgueschen
MaBe 0. '
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die zu . der Belegungsfunktion p(x) gehéren. Aus der Definition folgt,
dall die .Funktionen_ ’ ‘

Vp(2) Qo (%), Vp(2)@i(2),- .., Vp(2)Q.(2),
ein Orthogonalsystem bilden*).
Ich fithre folgende bekannte Beispiele an:
Fir p(2)=1 ist @,(x) (abgesehen von einem konstanten Faktor)
das n-te Legendresche Polynom.

Fir p(z) = 1ét Q, (x) = konst. cos » arc cosz, d. h. 'Qn‘(cos 3)

1:
Vi—za®
= konst. cosn &, )
Fiir p(x)—-—— V1—ax? ist @ (cosd)= konst, S0+ 1D 8

sin 9
Fir p(x)=(1—=2)‘(1+z) (¢, p>—1) sind die @, (x) die
J acoblschen (hypergeometrischen) Polynome ).

In meiner oben angefiihrten Arbeit habe ich die Entwicklung einer
analytischen Funktion nach den Polynomen @, () untersucht, mit dem
‘Ergebnis, daB fiir eine ausgedehnte Klasse von Entwicklungen analoge
Sitze gelten, wie fiir die Entwicklung nach Legendreschen Polynomen.
Diese Klasse war dadurch charakterisiert, daB die Belegungsfunktion p(x)
als im Intervalle —-1< # <1 positiv und samt

(1—2*) " *log p(2)
(L) integrabel vorausgesetzt war. Die Ergebnisse dieser: Arbeit waren
eigentlich A‘nwendungen meiner fritheren Untersuchungen iiber Toeplitz-
sche Formen *). ' : '

Ich will nun in der vorhegenden Arbeit mit vollig anderen Methoden
eine weit ' schwierigere Frage behandeln, iiber welche in der Literatur
bisher nur. ganz spezielle Resultate vorliegen, némlich, die Entwicklung
einer ., willkiirlichen** Funktion nach den’ Polynomen Q, (), d. h. einer

Funktioli, von welcher zunichst' gar nichts anderes voraﬁsgesetzt wird,
als daf sie (etwa im Lebesgueschen Sinne) integrabel sei?).

Y In der Stieltjesschen Theorie. ‘werden »Belegungen® der ganzen reellen
Achse . (also eines unendlichen Intervalls) betrachtet.. Sobald man sich auf ein end-
liches Intervall beschrinkt, ist es offenbar keine Einschrinkung der Aligemeinheit,
wenn das Intervall (— 1, 1) zugrunde gelegt wird. — Beziiglich der wichtigsten Eigen-
schaften der Polynome @, (x) verweise ich iikrigens auf meine Arbeit a. a. 0.7).

%) Vgl. Kapitel IIL

% Diese Zeitschrift 6 (1920), S. 167202 und 9 (1921), S. 167—190.

) Vgl. G. Darboux, Sur I'approximation des fonctions de trés grands nombres
et sur une classe étendue de développements en série. Journal de Mathématiques
pures et appliquées (3) 4 (1878), 8. 5~56; O. Blumenthal, Uber die Ent-
wicklung “einer willkiirlichen Funktion nach den Nennern des Kettenbru_ches‘\js‘w,
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Unter einer solchen Entwicklung verstehe ich, ausfiihrlicher formuliert,
folgendes: p(z) f(x) sei (L) integrabel, ferner setze man

(1) c”==_;{ p(z)f(2)Q, (z)dx (n=0,1,2,..),

wobei die @, (x) die oben definierten, zu p(x) gehorigen orthogonalen
Polynome bezeichnen. Dann ‘gehért zu f(z) die Entwicklung

(2) () ~ €@ (%)t ¢ @ (2)+. .. 46,0, (2)+..;

hier bedeutet das Zeichen ~, wie auch in ‘der Theorie der Fourierschen
Reihen, lediglich das Bestehen der Gl (1), sagt aber nichts iiber die
Konvergenz, Summierbarxeit usw. von (2) aus. Die oben angefiihrten
Beispiele zeigen, daB die Entwicklung nach trigonometrischen Funktionen
"'sowie nach Legendreschen Polynomen in diese allgemeinere Klasse von,
Entwickelungen gehért.

In dieser Arbeit soll ein Theorem bewiesen werden, welches fiir einen
inneren Punkt & des Intervalls —1 < <1, in dem die Belegungsfunktion
p(x) gewisse Stetigkeitseigenschaften besitzt, simtliche auf die Entwick-

“lung (2) betreffenden Konvergenz- und Summierbarkeitsfragen auf die
entsprechenden Fragen beziiglich Fourierscher (Kosinus-) Reihen zuriick-
fihrt. Dieser Satz spielt somit in der Theorie dieser allgemeineren Ent-
wicklungen eine &hnliche Rolle, wie ein bekannter Satz von A. Haar?®)
in der Theorie der Legendreschen Reihen, der seinerseits iibrigens als
Spezialfall in dem hier bewiesenen Theorem enthalten ist. Auch habe ich
bei der Abfassung dieser Arbeit gew1sse Untersuchungen von J. Tamarkine
vor Augen gehabt, durch die eine allgemeine Klasse von Entwicklungen
(mit denen jedoch die unsrigen — abgesehen von einigen trivialen Fillen — -

Gottinger Dissertation 1898. KEinleitung; W. Stekloff, Sur le développement d’une
fonction donnée en séries usw. Journal fiir die reine und angewandte Mathematik
125 (1903), 8. 207-236; vgl. auch A. Kneser, Die Theorie der Integralgleichungen
und die Darstelluug willkiirlicher Funktionen in der mathematischen Physik. Mathe-
matische Annalen 63 (1907), 8. 477524, bes. S. 524. — Die in der vorliegenden ArLeit
verwendete Methode scheint iibrigens auch zur Behandlung der anderen, oben er-
wihnten Fragestellung (betreffend die Entwicklung einer analytischen Funktlon) ge-
eignet zu sein. -

*) A. Haar, Relhenentwickhmgen nach Legendreschen Polynomen. Mathe-
matische Annalen 8 (1917), 8. 121—136. — Wiahrend der Korrektur sind mir die
folgenden Arbeiten von W. H. Young zuginglich geworden: Sur les séries de poly-
nomes de Legendre. Comptes Rendus 165 (1917), S. 696—699; On the connexion
between Legendre series and Fourier series. Proceedings of the London Mathe-
ma_ﬁical Society (2) 18 (1919), 8. 141-162. Diese Arbeiten enthalten ein Theorem
iiber Legendresche Reihen, welches etwas allgemeiner ist als das Haarsche.
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nichts Gemeinsames haben) auf &hnliche Weise auf die trigonometrische
Entwicklung zuriickgefiihrt wird, wie es hier geschieht?).

Ich definiere zunichst eine Klasse (A4) von Belegungsfunktionen p(2)
folgendermaBen. Es sei p(x) im Intervalle —1Z 2 <1 nach Riemann
integrabel und im Innern dieses Intervalles positiv. An den Endpunkten‘
2= -1 kann sie auch 0 odér unendlich werden, ]edoch so, dall sie von
der Form

p(z)=(1—2)"(1+2)"q(z)
‘sei, wobei — 3 <&, # <1 und g(x) eine beschrinkte, im Riemannschen
Sinne integrable Funktion ist, welche im ganzen Intervall (—1, 1) ober-
halb einer positiven Schranke bleibt. Mit Hilfe dieser Bezeichnungsweise
kann ich das Hauptresultat dieser Arbeit in der folgenden Form aus-
sprechen:.

Theorem. Es ses p(x) eine Funktion der Klasse (A);
Qo (2), €, (), - -, @, (%), ...

seten die zugehdrigen orthogonalen Polynome, fir. die

(0 fir m=zn
V1 fir m—-n (mn=0,1,2,...)

tf ?(2)Q,.(2) Q”(z) da— —
-1

ist. Es sei f(x) eine reelle Funktion, fiir welche p(z)[f(=)]" im Inter-
valle —1<a <1 (L) integrabel ist®), und s, (x) bezeichne die n-le
Partizlsumme der Entwicklung von f(z) mack den Polynomen Q,(z),
d. h. der Entwicklung ‘

f(x‘)~coeo(w)—rclcz;(ww---+c,.Q,,(x>+' :
[c,.—fp<x>f )@, (z)dz]:

es sei ferner o, (x) = a,(cosd) die n-te Partialsumme der Entwicklung
ton p(cos B)f (cos #)|sin| in ‘eine Kosinusreihe, d. h. der Entwicklung

p(cosﬂ)f(cosb‘[smﬁl 7"—{-— 1,08 ...y, cosnd +. ..

[J’n _=.;2’- ‘f p (cos ?) f(cos ) sin ¥ cos n i d 0] .
' a

Dann besteht zwischen s, (z) und o, (x) an jeder inneren Stelle & = cos 9,

") J. Tamarkine, Sur quelques points de la théorie des équations différentielles
linéaires ordinaires et sur la généralisation de la série de Fourier. Rendiconti del
" Circolo Matematico di Palermo 84 (1912), 8. 345—382. Ebenda findet sich eine Zu-
sammenstellung der Literatur beziiglich dieser Frage.

19) Daraus folgt schon die Integrierbarkeit von p (&) f(x).
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des Intervalles —1< 2 <1, wo die Belegungsfunktion p(z) zweimal
sietig differenzierbar ist, die folgende Beziehung

: : oa (£)
lim [8”(5) o = 0,
d. h. n=®W p (S) Vl —E :l

i | 370, s)fp<w)f )0, (x)da

7—0

p(E)\/l_—E—?,%: cos v y- fp cos ) f(cos ) sin & cos » & dﬂ] 0.

Dieses Theorem liefert unmittelbar die Mﬁglichkeit, die bekannten
Konvergenz- und Summierbarkeitssitze der Theorie .der Fourierschen
Reihen auf unsere allgemeineren Reihentypen zu iibertragen. Fiir p(z)==
folgt hieraus der oben erwihnte Satz von Haar'®).

Im L Kapltel schicke ich zunichst einige elementare Hllfssatze vor-
aus, um die spiteren Beweisfilhrungen nicht unterbrechen zu miissen,
Ebenda wird auch die Beweismethode skizziert. Im II. Kapitel betrachte
ich zwei an sich interessante Belegungstypen, nidmlich die folgenden:

1—=2% 1 1
iff@)’ wnd Ry
wobei P, (z) und P,(x) im Intervalle (—1, 1) positive Polynome be-
zeichnen. Fiir diese Belegungen lassen sich die Polynome @, (z) (wenigstens
von einem gewissen Index an) explizite aufschreiben und auch die Ent-
wicklung nach ihnen laft sich einfach auf die trigonometrische Entwick-
lung zuriickfithren. Durch diese Betrachtungen gelangt man &uflerst ein-
fach zum Beweis unseres Theorems. Im III. Kapitel untersuche ich
endlich Entwwkl\mgen nach Jacobischen (hypergeometnschen) Polynomen;

11 Ich benutze im folgenden die Bezexchuungswelse 2 Z'a ——— — Die
r=0 »=0
zweimalige stetige Differenzierbarkeit ist so zu verstehen, daB ein & enthaltendes
offenes Intervall existiert, wo diese Bedingung erfiillt ist. Diese Bedmgung 148t sich
iibrigens noch betriichtlich reduzieren.

12} Man kénnte offenbar die Partialsummen unserer Entwicklung ebensogut auch
mit -denen der Kosinusreihe von p(cos#) f(cos #) (oder auch von f(cos #) selbst),
wie es a. a. 0.% Haar macht, vergleichen; dann muB aber die weitere Voraussetzung
getroffen werden, daB p(cos¥) f(cos ?) im Intervalle 0< & <w, oder was dasselbe

heiBt, (1 —=22)" i p(z) f(x) im Intervalle —1 < <1 (L) integrabel sei. (Dies folgt
kemeswegs aus den Voranssetzungen unseres Theorems. Beispiel: p(2) =1, f () sei

1 1
0 fiir — <— d fii <
ir —1 <z une ‘/E;log(l-—z) Hir 2_z£l)

Mathematische Zeitschrift. XIL 5
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das dabei erhaltene Resultat gestattet auch diese Entwicklungen auf die
trigonometrischen zuriickzufithren 13).

Die in dieser Arbeit verwendete Methode (vgl. § 3), die iibrigens
ganz elementar ist, scheint anch zur Behandlung anderer verwandten
Fragen mit Erfolg brauchbar zu sein. Von diesen erwihne ich hier nur
die Untersuchung der angegebenen Entwicklung an solchen Stellen des
Intervalls —1<L 2 <1, in denen die der Belegungsfunktion p(z) in unse-
rem Theorem auferlegte Bedingung (zweimal stetig differenzierbar zu sein)
nicht erfiillt ist; ferner die Behandlung von Entwicklungen, die nach solchen
Stieltjesschen Kettenbfuchnennern fortschreiten, welche zu einer Belegung
des unendlichen Intervalls — co < & < oo (oder 0 < % < o) gehéren. (Vgl.
die FuBnote *)). Die eingehende Untersuchung dieser sowie anderer Ent-
wicklungen, die nach gewissen von mir definierten Poiynomtypen fort-
schreiten!!), behalte ich mir fiir eine andere Gelegenheit vor.

Inhalt.

Kapitel I. Hilfssitze. Darstellung der Methode.
§ 1. Ein Hilfssatz aus der Theorie der Funktionen einer reellen
Verinderlichen.
§ 2. Ein Hilfssatz aus der Theorie der Funktionen einer kom-
: plexen Verénderlichen.
§ 3. Darstellung der Methode.
Kapitel II. Uber zwei Typen von Belegungsfunktionen.

§ 4. Uber die orthogonalen Polynome, die zu der Belegungs-
V1l—2z

funktion - Pz

gehoren.

13) E3 ist vielleicht nicht ohne Interesse, daB der Beweis dieser Theoreme (vgl.
§ 3) nicht auf die asymptotische Untersuchung der Polynome @, (2) (oder auf die
der ,Lebesgueschen Konstanten“) begriindet ist, wie es bei verwandten Betrach-
tungen gewdhnlich der Fall zu sein pflegt. (Vgl. etwa A Haar, a. a. 0.9). — Meine
Methode lefert iibrigens auch eine asymptotische Formel der Polynome @, (r). Diese
Formel, die ich in einer anderen Arbeit ableiten will, lantet: '

P . x
Qu (008 85) = Y/~ Bfn 7 R MR (CE3 PR

A (ciﬂo)

wobei 4(z)=4(p; z) die im Hilfssatz II (§ 2) definierte analytische Funktion

bezeichnet tnd lims, =0 ist. (Die Voraussetzungen fiir 2 () sind hierbei dieselben,
n=1 .

wie in dem oben ausgesprochenen Theorem.)

" ) Beitrige zur Theorie der Toeplitzschen Formen. (Fortsetzung.) Diese
Zeitschrift 9 (1921), 8. 167—190; vgl. insbesondere S. 180. — Uber orthogonale Poly-
nome, die zu einer gegebenen Kurve der komplexen Ebene gehtren. Ebenda S. 218
his 270; vgl. insbesondere S. 263.
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Uber die Quadratsumme der orthogonalen Polynome.
Beweis von Satz I,
Beweis von Satz II.

wn w0 wn
-3 o Ot

Kapitel III. Entwicklung einer willkiirlicher Funktion nach
Jacobischen (hypergeometrischen) Polynomen.

§>8. Hilfssitze,
§ 9. Beweis.
Kapitel L
Hilfssiitze. Darstellung der Methode.
§ 1.
Ein Hilfssatz aus der Theorie der Funktionen einer reellen
Verinderlichen.

Hilissatz 1. Zu jeder Funktion p(z) der Klgsse (A)*), -die an
einer inneren Stelle £ des Intervalles (— 1, 1) zweimal stetig differenzierbar
ist und zu jeder moch so kleinen positiven Zahl ¢ lassen sich zwes
Funktionen von der Form '

11
7 (%)= P(ﬂ und pe(“":)z\/_f:ffﬁ £()

angeben, wobei P, (%) und P,(z) fir —1<x <1 ‘positive Polynome
bezeichnen, die folgenden Bedingungen genugen
a) Ee 18t fiir -—1<x£1

P (%) S p(x) £ pa(2).
b) Man: hat ‘

logp,(x)—]ogp,(xl dx
0 f ‘ R
s @ty e

¢) Endlich ist
P,(8) =p:(8) =p (&)
Anmerkung. Aus b) folgt mit Riicksicht auf =)

0<flogp»(x)-—lozp<r> = _,
z

—§) Y1zt

und eine analoge Ungleichung fiir p, (). (Umgekehrt ergibt sich aus
diesen zwei Ungleichungen durch Addition eine im wesentlichen mit b)
gleichwertige Beziehung.)

) Vgl. Einleitung.
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Man setze
1—2? (1-—:&:)’5_"(1-{—::)%*/?
oo _ )
k() =log—ry =1 1(z) ’

dies ist eine von oben beschrinkte (hochstens logarithmisch unendlich
werdende) (R)') integrable Funktion. Die im Hilfssatz I enthaltene
Forderung (soweit sie sich auf p, (x) bezieht) 1iBt sich somit auch fol-
gendermaflen aussprechen:

Es sei k(x) eine von oben beschrinkte (hochstens logarithmisch un-
endlich werdende) (R) infegrable Funktion, die fir x =& (—1<&<1)
zweimal stetig differenzierbar ist. Man bestimme ein fir —1<2<1
positives Polynom P,(x) derart, dap

a) k(z) < log P, (x) (~1<2<1),
1
b) ‘J‘logPl(;z:)—-gk(x) dux <e,
(x—&) 1—o
-1
<) k(§) =log P, (&)
seien.

Wire k(x) eine ganze Funktion, etwa ein Polynom, so wiirde der
Nachweis der Existenz von P, (x) gar keine Schwierigkeit bereiten?”). Es
geniigt also vollkommen, die Existenz eines Polynoms I7(z) zu beweisen,
Yiir das

a") k(=) < (=) (—1251),
1
, (z)—k(z) da
b ) :[‘ (x—f)" \/]_‘—x'-’ <e&,
e’) k(&) =I(§)
gelten.

Zu diesem Zwecke bet;‘achte man die Funktion

k@) -k -K () (@—H - O -8

2

I(z)

(x — £) ]

die im Intervalle (— 1, 1) von oben beschrinks (hichstens logarithmisch

10y D_h. im Riemannschen Sinne.
7y Man betrachte dann einfach die Abschnitte s, () (m ist. ungerade) der nach
den Potenzen von (x — &) fortschreitenden Taylorschen Entwicklung der analytischen
Funktion ¢¥'%1 Da fiir geniigend groBe m gleichmiBig im Intervalle 1<z <1
!gk(z)_sm(x)i<‘.r(x_‘_$)m+1 (Iit%t:’:())
ausfillt, so geniigt P, (#) =8, (2)+ ¢ (x—&)™ ! der Forderung.
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unendlich) und (R) integrabel ist. Es gibt mithin ein Polynom = (z),

fiir das .
l(z) L n(x) (—1L2L1)

und
1

[ta@) — 1) o<

-1

ist. (Dies folgt aus der Definition des Riemannschen Integrals.) Man
setze endlich

H(z)=k(&)+ k' (&)(z— &)+ 3k" (&) (x ~ &) + (z — &)’ n(a),

dann erfiillt IT(z) offenbar die Bedingungen a’), b’), ¢’). Es ist auch
leicht ersichtlich, daB sich stets solche Approximationspolynome P, (z)
ermitteln lassen, die fir — 1 <2 <1 unter einer von & unabhéngigen
oberen Schranke bleiben. '

Ahnlich beweist man die Existenz von P, (z).
§ 2.
Ein Hilfssatz aus der Theorie der Funktionen einer komplexen
Veriinderlichen.

Man verdankt Herrn Fejér den folgenden Satz aus der Theorie der
trigonometrischen Polynome:

Jedes positive trigonometrische Polynom t(9) lift sich in der Form
tH(P) =|a(z)| (z =€)

darstellen, wobei a(z) ein Polynom von z ist'®).

Das Polynom @ (z) ist im- allgemeinen durch ¢(9) noch nicht ein-
deutig bestimmt; es miissen vielmehr etwa noch folgende einschrinkende
Bedingungen hinzukommen:

1. a(z) sei von 0 verschieden fiir |2|< 1,
2. a(0) sei reell und positiv.

Hiermit ist das Polynom a( z), das die obige Darstellung liefert, eindeutig
bestimmt. Man hat niamlich

logt(#) =2 Rloga(ei?),
-wo_bei R log a(z) den reellen Teil der fiir |2| <1 reguliren analytischen

18) ﬁbeg' trigonometrische Polynome. Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik 146 (19186), 8. 5382,
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Funktion loga(z) (loga(0) ist reell) bezelchnet und hieraus ergibt sich
bekanntlich

loga(z) = ——flogt(ﬁ) Ttze” :# o,
Diese Betrachtungen lassen sich in gewissem Sinne verallgemeinern ),
Es sei f(#) eine fir 0 <9 < 27 definierte, samt log f(9) (L) mtegrable
(fast iiberall positive) Funktion. Dann laBt sich die analytische Funktion

2 Y

: -t
1 f < 14+ze =
v logf(ﬂ)—-—:_;_—dc)

D(z)=¢ 0 t-ze” !
bilden, die. folgende Eigenschaften besitzt [vgl. die FuBnote %)]:
a) D(3) ist regulir und von 0 verschieden fiir |2| < 1.
b) D(0) ist reell und positiv.
¢) Es ist fast iiberall im Intervalle 0 < ¢ < 2
lim | D(res?)|” = ().

Ich will jetzt eine Bezeichnungsweise einfithren, die im folgenden oft
gebraucht wird. Es sei p(z) eine im Intervalle — 1 <2 <1 definierte
fast iiberall positive Funktion, fiir welche logp(cosd) im Intervalle
0<% £ 2xn (L) integrabel ist. . Man setze dann

~
i

c'ﬁ.
o~
I

. -39
~1— log p (cos H) 1t2¢ 43
iz F
4(p;z)=e
Diese Funktion besitzt analoge Eigenschaften, wie oben D (z). Hat ferner
P (%) an einer inneren Stelle & = cos &, des Intervalls (— 1, 1) einen stetigen

zweiten Differentialquotienten, dann existiert
lim A4(p; rei®)=4 (_p; eid),
r=1 .
lim 4 (p; re®) = 4’ (p; €*%) )
r=1
und es ist
lim | 4 (p; ret)|" =4 (p; ¢t%)| = p(cos 9) = p(8) ™.
r=1

%) Im folgenden werden die Buchstaben &, z als Integrationsbuchstaben ver-
wendet. ; »

) ‘Vgl. G. Szegd, Uber die Randwerte einer analytischen Funktion. Erscheint
in den Mathematischen Annalen.

1) 4’ (p; 2) bezeichnet die Ableitung von 4 (p; z) nach z.

%) Diese drei Gleichungen lassen sich vielleicht am einfachsten auf die folgende
Weise ableiten. (Fortsetzung der FuBnote 22 auf nachster Seite.)
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Es gilt nun der folgende

Hilfssatz II. Es sei p(z) eine Funktion der Klasse (A)%), die
an einer inneren Stelle & = cos 9, des Intervalles (— 1, 1) zweimal stetig

Die dritte Gleichung ist eine unmittelbare Folge des Schwarzschen Satzes iiber
das Poissonsche Integral.

Die wesentlich weitergehende erste Gleichung erglbt sich unschwer aus einem
von Herrn Lichtenstein verschiirften Fatouschen Satze (vgl Crelle Journal 141,
8. 12—42), nach welchem

14re %
*) hmff(o) * a0
existiert, sobald f(#) fiir # =0 stetig ist und der Grenzwert
o s
tim [ 7(0)~£(-9)) etg 5 2

existiert. In unserem Falle ist f(&)=1logp[cos(#+ 8,)] sogar (zweimal) stetig
differenzierbar fiir =0, d. h. das Integral

ffw) HOPH
8111——

ist absolut konvergent. In diesem Falle folgt 'die Existenz von (*) mit Riicksicht -
auf die Ungleichung

L a—i®
1-¢ <2 (0<8<2m;0<r<1)

1—re~t?

wesentlich einfacher, da ja fiir »r <1, ¢>0

f (Fo)—ro)f Lre gy ' <2 ([ 1r)= f(O)xdﬂ
= 1—re~ % )

Slﬂ'z

ist und das Integral auf der rechten Seite strebt mit ¢ gegen 0.
Ahnlich ergibt sich aus der Voraussetzung, daB f(#) zweimal stetig differenzier-
bar ist, die absolute Konvergenz von

(F(3)— fo)-r 03

gint 2
2a 2

und hieraus die Existenz von

_’.e-sd)ﬂ

- e— 9
lim f ) —° ___dd
r=1 (1
Man erhilt daraus ohne Scliwfc;'igkeit, daB
lim 4" (p; re*¥)
r=1

existiert. _
*) Vgl. Einleitung.
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dzﬁerenzzerbar ist. Es sei ¢ eine beliebtg kleine positive Zahl und
, (), p,(x) die sm Hilfssalz 1 definierten Funktionen. Dann ist

a) |4 (pa; €5%) — 4 (p; e¥%)| < n, (e),
b) 147 (Pa; €5%) — 4" (p; 5% | < s (i) (=1, 2),

wobes ), (&), 0, (¢) Funkiionen von & bezezchnen, die mit ¢ beliebig klein
werden.

Man setze zunichst

y -
A(2) =123,

_d1+z 2
(2) = dz 1—z (1)’
dann ist (vgl. Fulnote **)) '

1+ry

(cosT — con,)* | A (restt) | <|1—p)* | 1222 é‘*lﬁ%’ <s,

- (cos? — cosdy)® | B(restt=m) | < |1 — y]% ﬁ-ﬁTg 8
. -—ry
(y = 8= r < 1),
man hat ferner (¢ =1, 2)
logd(p,; e?) —log A(p; ei?) = lim [ogd{p,; rei?) —log d(p; reito)]

27

= hm — f [logp, (cos®)-- log p (cos&)]A (reite=9)dd,

also nach Hilfssatz I

: 21 5) —1 I -
|log 4(p,; ei%) — log 4 (p; ei%)| < f;f' 282000 ) — Lk p (D) 5

0

(cos &, — cos #)°

4 [llegp,(z)—logp(2) | @y - 4
< — {1 ——3 ———
r f (§—~=x) Vi—a? x

Da |4 (p; ei%) "= |4 (p,; €%)|® = p(cosBy) = p(&) > 0 ist, folgt hieraus
ohne Schwierigkeit die Ungleichung a).
Um auch b) zu beweisen, geniigt es offenbar, den Ausdruck

& (P69 =T (9 €% =lim - j [log p,(c0s3) — log p(cos B)]B(rese-)d 3
. hd r=1
0

abzuschitzen, was analog, wie oben, geschieht. Damit ist der Hilfssatz II
bewiesen.
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§ 3.
Darstellung der Methode.

1. Es sei p(z) eine im Intervalle (—1,1) definierte Funktion der
Klasse (A), die an einer inneren Stelle £ = cos#, dieses Intervalls zwei-
mal stetig differenzierbar ist. Es sei F(2) eine Funktion, die im Tuter-
valle {— 1, 1) samb ‘

|F ()]’

p(z)
(L) integrabel ist und 4, p bezeichnen zwei reelle Parameter. Ich stelle
die folgende Maximum-Aufgabe:

Man betrachte die Gesamtheit aller Polynome n-ten Grades 4, (x)
mit reellen Koeffizienten, die der Bedingung

1
[ p@ @) de=1
unterworfen sind. Gefragt wird nach dem Maximum M, (p; 4, u) von

1
(24,(8) + 1 [ F(2)4,(z)ds]"
‘Die Antwort lautet:

(a3 s 1= 3 100+ [ P, (2)ds ]

~wobei die Q, () die zu der Belegungsfunktion p (=) gehdrigen orthogonalén
Polynome sind, fiir welche

fp(w w)Q (z)dz

ist. (Vgl. die Einleitung.)
Es sei in der Tat -

| A,(2) = 1,Qo(2) +4,Q, (2) + ..+ ,Q,(2),
wobei die i, beliebige reelle Zahlen bezeichnen, die der Bedingung,

0 fiir m=n,
l1firm=n (m,n=0,1,2,...)

fﬂw) A, () dr =t i1
genﬁggn. Man hat
14, (8)+ u_fi F(x)4,(z)dz sZ't, [1Q, (%) —i—ﬂ-jiF(;u)Q,(x)dx],

woraus nach Anwendung der Schwarzschen Ungleichung unsere Behauptung
ohne Schwienigkeit folgt.
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Der Ausdruck M, (p; 4, ) 1aBt sich auch in der Form

(1) M, (P; 4, ) = K, (p: £)4" +-28,(p; §) dp + H,(p) p°
schreiben, wobei

K, (p; s)--Z[Q &1

r=0

u(p3 1= 0.6) f P10, (5)a,

p;—Z[fF )Q, (z)dz]*

ist; K, (p; &) bezeichnet hier - die Quadratsumme der zu p(z) gehorigen
n ersten orthogonalen Polynome, S, (p;#) die n-te Partialsumme der
Entwicklung von ‘ '
F(zx)
r(z)
an der Stelle & (in dem in der Einleitung festgestellten Sinne) und H,, (p)
die- Quadratsumme .der Koeffizienten dieser Entwicklung. Man hat nach
der Besselschen Ungleichung

1
[F(2)]®
(2) H(n)<H(p) = [ 53] do.

=1

2. Es sei nun ¢ eine beliebig kleine positive Zahl und p, (), p,(x)
bezeichnen die im Hilfssatz I definierten, zu p(z) gehorigen Funlktionen.
Dann kénnen fiir die Funktionen p, (x) bzw. p,(x) und F(x), &hnliche
Maximum-Aufgaben gestellt werden, wie in 1. fiir p(x) und F(z). Es
gelten ferner mit Riicksicht auf Hilfssatz Ia) fiir die Losungen M, (p_; 4, )
(=1, 2) dieser Maximum-Anfgaben folgende Ungleichungen:
(3) M, (Py; 4, ) S M, (D5 4, 1) SM,(py; 4, 1),

und zwar fiir jeden Wert der Parameter 4, . ‘Man setze

M. (2, 2, 1) =K, (p; )4 +28,(p,: §)An+ H,(p,)n* (2=1,2),
wobei die K, (p,; &), 8,(p,; &), H,(p,) analoge Bedeutung haben, wie
K, (p; &) usw. Man hat also

K, (pg; §)A° 28, (py; E)An+H (%)H“<K"(:ﬂ, §A*+28,(p;&)ip

(3 ) _*‘Hn(p)lu2 <Kn(pl’ 5)1 _L-zsu(pl’ )llu' + ‘Hn(pl)l“
Daraus ergeben sich die Ungleichungen
(4) K, (P §) S K, (ps §) XK, (p; ‘)v
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(5) H,(p,) < H,(p) S H,(p,)
and '

[, (9 §) — 8, (p; )1 S [H,(9) — H, (£.)) [K, (p; ) — K, (s; £)]
(6) <H(p)[K,(p; §) — K, (ps §)]-

3. Ich behaupte nun, daB der Beweis “unseres Theorems. welches in
der Einleitung formuliert wurde, sich auf den Beweis der folgenden Sitze
zuriickfithren 1i8¢: _

Satz 1. Es sei p(x) eine Funkiion der Klasse (4), die an einer
inneren Stelle & des Intervalles (—1, 1) zweimal stetig differenzierbar ist.
Es sei ¢ eine beliebig kleine positive Zahl und p,(z), p,(x) bezeichnen
die in Hilfssatz 1 definierten Funktionen. Dann gilt fir die Quadrai-
summen

-3
[41]

"
K,(pi8)= 2/ 1€ )0° («=1,2)
der zu p, (x) gehorigen Polynome Q' (x) (¢ =1, 2) an der Stelle £ eine

Unglezchung
VS K, (py: §)— Kn(pa; )<y (8)7

i (&) bezeichnel hier eine Fun‘ktion von ¢, die micht mehr von n abhdngt
und mit ¢ gegen O strebt.

Satz II. s sei p,(x) eine Funktion von der in Hilfssatz 1 ein-
gefiihrien Form 1

P = By

wober P,(x) ein fur —1 <2< 1 positives Polynom bezeichnet. Es

seien Q‘g’(x ) die zu p,(x) gekorigen orthogonalen Polyname und F(z,
bezewime eine (L) integrable Funktion. Dann ist fiir alle z im Innern
des Intervalls — 1,1 (x=cos?; 0 <9 < =)

lim [ 2 Q% (z) f F(7)QY(z)dz

— o /_1__.;%, cosm? —fF cosb‘)smﬂcosm?dﬂJ = ().

In der Tat'nehmen wir fiir einen Augenbhck diese Siitze als bewiesen
an. Es sei f(z) eine Funktion, fiir welche p(x)[ftz)]’ (mithin auch
p(x) f(2)) (L) integrabel ist. Man setze

F(z) = p(x)f(x)
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Diese Funktion geniigt alsdann den in 1. gestellten Bedingungen. Es sei
ferner-

f(@)~egQy(z)+¢,Q () + ...+ ¢,@,.(x)+... [c, =_jj p(z)f(2)Q,(x)dz]

die Entwicklung von f(z) nach den orthogenalen Polynomen Q,(z), die
zu p(x) gehdren. Dann ist offenbar mit unserer oben eingefiihrten
Bezeichnungsweise

8,(p; &)= ¢ Q,(¢)

r=0

und

n

8,(ps3 £) = 3 @ (2)  plw) F2) @ (),

=0
auBerdem ist p(£).= p,(§). Unser Theorem wird also, mit Riicksicht aunf
Satz II, bewiesen, wenn wir zeigen kénnen, daf

ist. Nun folgt aber aus (6) wegen Satz I
lim sup | 8,(p; &) ~ 8, (ps; &) | < VH(p)n(e)

und da 7(e) sich mit ¢ beli-ebig klein machen lagt,
lim [8,(p; §) — 8, (p; £)] = 0.

Alles geht somit darauf hinaus, die Sitze I und I, die sich ja auf
die speziellen Belegungsfunktionen p, () und p, (x) beziehen, zu beweisen.
Jies wird im Kapitel IT gezeigt werden.

Kapitel 1.
Uber zwei Typen von Belegungsfunktionen.

In diesem Kapitel will ich zwei Typen von Belegungsfunktionen be-
trachten, bei welchen man die zugehdrigen orthogonalen Polynome (wenig-
stens von einem gewissen Index an) direkt berechnen kann und fiir die
auch die Entwicklungsfrage &uBerst einfach zu erledigen ist. Diese sind:

_Vi-st N S S

p1(x) - P, (2) und ps(m) - ‘/—1—_—:‘9. l’g(x) ( 1 éxg -'-)

wobei P,(z) und P,(z) fiir —1 <z <1 positive’ Polynome bezeichnen.
Ich werde mich‘zunﬁchst mit. der Belegungsfunktion

S (-1<2 <),

P(z)
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beschiftigen, unter P{z) ein fiir —1 < & < 1 positives Polynom verstanden.
Aus ihr gehen die vorhin definierten Belegungsfunktionen hervor, indem
man

P(z) = P\(=)
bzw.
P(x)=(1—2%)Py(w)
setzt.
§ 4.

. R

Uber ' die orthogonalen Polynome, die zu der Belegungstunktion !%’_(_%_2
gehiren.

Es sei P(x) ein Polynom k-ten (und nicht niedrigeren) Grades,
- welches im Innern des Intervalls (— 1, 1) positiv ist und an den End-
punkten z = + 1 hochstens von der ersten Ordnung verschwindet. Dann’
ist P(cos ?) ein nichtnegatives trigonometrisches (Kosinus-) Polynom k- ter
Ordnung. Man hat somit nach einem Satz von Fejér*!)

P(cos®) = |1(2)|* = [¢(9)]" + [s(9)]° (z = ei?),
12)=1,+72+ ... +12* (g +0, 1 == 0)

ein Polynom k-ten Grades mit reellen Koeffizienten und

wobel

c(#) =1y 1,c089 + ... + 7 coskd,
s(%) = ,snd ...+ usinkd

konjugierte Kosinus- bzw. Sinuspolynome k-ter Ordnung bezeichnen, die
die reellen und imaginiren Komponenten von 7(e¢?) sind, d. h.

t(et?) = ¢(?) + i 8(P).

Es sei das Polynom 7(z) fiir |2] <1 von 0 verschieden (mit eventueller
Ausnahme der Punkte z = 4+ 1, wo es hochstens von der erst_eh Ordnung
verschwinden kann), ferner z(0) reell und positiv. (Durch diese Forderungen
ist 7(z) eindeutig bestimmt.) Ich behaupte dann den

Satz 1. Die zu der Belegungsfunktion
Vi—zt

P(x)

gehorigen orthogonalen Polynome, wober P(x) ein fiir —1 <z <1 po-
gitives, fir x = 1+ 1 hochstens von der ersten Ordnung verschwindendes

. #) Vgl. Fulnote 1%).
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Polynom k-ten Grades bezeichnet, lassen sich fir n > — I durch fol-
gende Formel gewinnen:

sin & @, (cos #) = @Se“"“""t(e“")
= V2 [~ 8()cos(n + 1)8 + o(#)sin (n + 1) 8}
Der rechtsstehende Awuwsdruck a8t sich auch in der Form
VElwsin(n+ 1) +rsinnd + ... +gsin(n L+ 1 — k)9

schreiben und hieraus ist es ersichtlich, daB dieser stets ein Sinuspolynom
(n+ 1)-ter Ordnung darstellt; @, (z) wird somit mit Hilfe der obigen
Formel tatsichlich als ein Polynom n-ten Grades definiert.

Um diese Formel zu beweisen, geniigt es bekanntlich, die Ortho-
gonalitatseigenschaft

e .
W fp(mf Q@)ardz=0 (0<r<n—1n>5-1)
und die weitere Gleichung
/‘1—3_' :
-1
nachzuweisen.

Die Gleichungen (1) lassen sich offenbar in der folgenden Form
schreiben:

"sinﬂ Q. (cos ?)
P (cos 9)

sindeos’$dd =0 (0<r<n—1; n>%—1);
diese Gleichungen sind, da sin® cos*# ein Sinuspolynom (» + 1)-ter Ord-
nung und - umgekehrt ein solches- Sinuspolynom stets von der Form
sin? A(cos?) (4(z) ein Polynom »-ten Grades) ist, mit den folgenden
dquivalent:

2

nsinﬂq.(cosﬁ), a7g_ L[sn0Q(cos8) . g
f P(cos B) .S_mu"dﬂ—af-w———————l,(cos&) sinv9dd =10
0 Hd

Q<r<ms n>2 7).
23) Man zeigt leicht, daB diese Formel (abgesehen von einem konstanten Fak-

tor) auch fiir n= %—-1 (k gerade) gilt,
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Die Gleichungen (1) sind also bewiesen, wenn wir zeigen konnen, daB

2z
e“n+1)l"t(6 "’) |,v0 —nu? . k
J‘ lf(c“’)' ( ) O (1="=n n>2 1)

ist. Das letzte Integral 148t sich aber (nach Multiplikation mit ¢) auf die
folgende Form bringen:

2a z"(z'-_,l_>
‘eiln’ X R .. . P

f ——(e¥? — e~i%)gei? da?:j————————-d%

0 I(Ct ) fz|=1 t(z)

wobei das Integral rechter Hand im Cauchyschen Sinne zu nehmen ist.
Da die Funktion
Bty _am—v

7(2)

fiir |2{ <1 (auch an den Stellen z = + 1) reguldr ist, folgt hieraus die
Behauptung.

2

Um auch die Gleichung (2) nachzuweisen, berechnen wir das Integral

T EE

yi=z? _f sin & f[qnﬂQ,.(cosa?)]
f 1265 Q,.(a:)d Bloos 5 Q,.(cosﬁ)smﬁdﬁ——o —P(osd) dd

in+ 18, —i?
=.lj‘{3¢”‘ (et d9.
3

Le(e ) [*

Andererseits ist unter z eine beliebige komplexe Zahl verstanden,

zf? —':Rz

(32 =LL5Re

Unser Integral reduziert sich somit auf das folgende:

22 simanBy —i 2
h 9 = € !‘t(e )] 19.
S ST N mof EP T

Das erste Glied ist offenbar gleich 1, das zweite Integral 148t sich in der
folgenden Form schreiben:

Tei(ehu)ﬂt(e_lm) o RIPS (1)
—_— = = _____*d

0 t(e”") lz‘:l ®2)

22n+1r(_1_)
NE

#(2)

1 2"1 B+ NP =iy

Nun ist aber die Funktion
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regulir fiir |z| < 1%%), mithin verschwindet dieses Integral. Daraus folgt
die Gleichung (2) und somit der Satz 1.

§ 5.
Uber die Quadratsumme der orthogonalen Polynome.

Unsere néchste Aufgabe ist, die Summe

K, (2) = [Qo(=))* + [Qu(2))* + ... +[Qu(=))
zu berechnen, welche, wie in § 3 gezeigt wurde, in unseren Betrachtungen
eine wesentliche Rolle spielt. @ () hat hier durchwegs die in § 4 an-
gegebene Bedeutung, x = cos bezeichnet eine feste Stelle im Innern. des
Intervalls (—1,1).
Man hat nach der Christoffelschen Formel®)

K ()= [Qnri(2) @, (2) — Qu(®) Qu+ ()],
wobei [, > 0 den hochsten Koeffizient von @, (x), d. h. den Koeffizient
von z" bezeichnet. Nun folgt aus Satz 1, mit Riicksicht darauf, daB

sin(n+1) 4
sin 9

ein Polynom n-ten Grades von cos ¥ mit dem hochsten Koeffizient 2" ist,

daB fiirn>-;£—-1

_ __21[ _[0’
also
1, 1
Int1 2
d. h. .
K, (z)— @n+1(x) Qn(z’);Q;(z}QnH(x)
ist.
Andererseits hat man
sind @, (cos #) = \/i_i—[— s{d)cos(n+1)9 + c(z?)éin (n4-1)#]
und

_ cosd @, (cosd) —sin®P @ (cos 9
= \/% [— &' () cos(n -+ 1)9 + ¢ (9)sin(n 4 1)9]
+ \/g(n + 1) [s(#)sin(n + 1) + ¢(9)cos(n 4 1)3].
%) Auch fiir z=+1.

7) Vgl. etwa O, Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen (Leipzig und Berlin:
Teubner, 1918). S, 381.
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Daraus ergibt sich nach einer leichten Rechnung der folgende
Satz 2. Die Quadratsumme K () der n -1 ersten orthogonalen
Polynome, die zu der Belegungsfunktion
v1—a2
P(zx)
gehoren, wobei P(x) ein fiir —1 < & < 1 positives — fiir x = L 1 hochstens
von der ersten Ordnung verschwindendes — Polynom k-ten Grades be-

zeichnet, lapt stch fir n > 12‘— — 1 aus folgender Formel entnehmen:

asin® 9 K, (cos #) = (n + 1)sin & P(cos 9) + 4,[e(9)]” + B"[s(ﬁ)_]g
+C,c(#)8(3) + D, ¢’ (#)s(#) + E, c(¥)s'(9),

wobes ¢ (&) und () die in §4 definterten trigonometrischen Polynome
bezeichnen und A, B,, C,, D,, E, von P(x) unabhdingig (nur von n
und © abhdngig) sind; und zwar ist

A4,= —sin(n+ 1)Pcos(n 4 2)9,

B, = sin(n 4 2)#cos (n-+1)9,

C,=cos(2n+3)%, D,=—E, =sind.

§ 6.
Beweis von Satz I.

Ich will nun den im § 3, 3. formulierten Satz I beweisen, der sich auf
die Quadratsumme der orthogonalen Polynome bezieht, die zu den im
Hilfssatz I definierten Belegungsfunktionen

Tz - 7
e

gehoren; P, (z) und P,(x) bezeichnen hier zwei Polynome k,- bzw. k,-ten
(und nicht niedrigeren) Grades, die fir — 1 <z <1 positiv sind. Es sei
P, (cos®) = |7, (e5?) " = [¢, (9)]" + [s, ()]
und
P (00s9) = | 5y(¢59)* = [ey(9)]" + [a,())",
wobei 7,(z), ¢,(#) usw. analoge Bedeutung haben, wie z(z), ¢(#) usw. im
§4. Es ist t,(z) =40 fir [2]<1 (e =1, 2).
Diese Belegungsfunktionen gehen aus der in §§ 4 und 5 behandelten
hervor, indem dort

P(z) =Pz, baw. P(x)=(1— 2 P,(x),

Mathematische Zeitschrift. XIL 6
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oder wegen
1—z‘—’ 2
Z=e

1—cos?d=

£ 2

L,(z)

() =1,(2) baw. 1(2)==

gesetzt wird. Ich setze nun der Symmetrie halber

¥ (2) = 5 (2)

und ‘
23 (€80) = ¢ (#) + 55 ().

Dann folgt aus Satz 2 fiir die in § 3, 3. eingefilhrten Quadratsummen
K, (p,;x) (¢ =1, 2) die folgende Darstellung:

. 1)sinz ¢ 2 . 2
asin 8 K, (p;soos ) = LI 4 4, [0, (9)]° + B, [5,(9)]

+ 0, 0,(9)8,(9) + D, cl(#) 8, (#) + B, c,(9)s{(9),

4+ 1)sin?d / ayy? 12
e+ LG () + B, [s3(8)]
+C, e (9)ss (9) + D,e’ (9)s) (9)+ B, c5 (9)ss ().

nsin®9 K, (p,; cos ¥ )=

Hierbei ist 7 > Max (—’;L— , %—) Daraus ergibt sich insbesondere fiir

x=&=co8d, (0 < ¥, < n)mit Riicksicht auf Hilfssatz I c)
nsin® 8o [ K, (p,; §) — K, (3 §)] = A {les(8)]" — [e (8,)]"}
+ By {(s, ('90)]2 —[&* ('90)]2} .
wobei AP, BY, .., die Ausdriicke bezeichnen, die aus &, B, ... fiir
& =8, hervorgehen. _ '
Wir wollen nun Hilfssatz II heranziehen. Es ist zunachst

l—z2
A1) =355
und
1 2
A(Pe;z)=mvm§,
d. h.
1—22 1
=V 5 d(p:2)
und ‘

() =
Daraus folgt, daB

«zQT z)__ T— 22 1
2 ‘-’-( - 2 A(py;2)

lim 7, (8%) = lim 7;* (ei%)

existiert, wenn & gegen (. strebt und dasselbe gilt fiir die -Ableitungen
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Da die Ausdriicke 4., BY, ... fiir alle n beschrinkt sind, folgt hieraus,
daB die Differenz K, (p,; &) — K, (p,; &) mit & gegen O strebt.

Damit ist unser Satz I bewiesen.

Gleichzeitig ergibt sich ohne Miihe mit Riicksicht auf die Un-
gleichungen (4) von § 3 der folgende

Satz I'. Es sei p(zx) eine Funktion der Klasse (A), die an einer
inneren Stelle & = cos 3, des Intervalls (<= 1, 1) zweimal stetig differenzier-
bar ist. Es seien ferner Q,(z) die zugehdrigen orthogonalen Polynome.
Dann ist

‘79111319 _K (p S ”JlSln319 Z 008190)] ('n+1)sin20

0 (0) 2
= pTeay T An [6(%)]

+ By [s(89)]* 4 C Ce 0)3( o) + Dy ¢ (8)8(8) + En ¢(By) 6’ (%6) + ¢,
wobes ALY BY, ... die obige Bedeutung haben und

. 1—e2t% 1
0("0)'*‘”('?0):‘/ 2 A(pseiy

geseizt wird (analog werden ¢! (8) und s’ () definiert; vgl. § 2); endlick ist
lim &= 0%),

n=wx

§ 7.
Beweis von Satz Ii.

1. Wir wollen jetzt den letzten Schritt zum Beweis des in der Ein-
leitung ausgesprochenen Theorems tun, indem wir den in §3, 3. formu-
lierten Satz II beweisen.

Es folgt zunichst aus Batz 1 fiir die zur Belegungsfunktion

Po(®) = \/lv-::f’3 P, (x)
gehorigen orthogonalen Polynome Q‘2’( ) die folgende Darstellung
sin 9 Q% (cos #) = fd eintld g ¥ (g=iP) = f R} Feimtnnl

wobei 7,(2) und t¥(z) die in § 6 gegebene Bedeutung haben. Diese
Formel gilt fiir

-213

7, (€7%?),

n>BE2_ 1 antir 0>,

%) Aus diesem Sa;tz léBt sich auch die in der Funote !3) angegebene asympto-
tische Formel der Polynome @, (z) ableiten. Ferner ergibt sich hieraus der folgende
interessante Grenzwertsatz:

lim QO +QI(E)+.. +Q§<5)= 1
n=wn ﬂ+1 ,ﬂP(E)‘{l—-E" -
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wenn k, ‘den (echten) Grad von P(x) bezeichnet®). Da ferner
1 o e-—-?i'ﬁ
2
ist, folgt hieraus ,

QY (cos®) = \/_% Reindq,(e7i%) = J:%[c,3 (#)cosnd s, (#)sinnd].

2. Ich will nun der Einfachheit halber die Indizes 2 iiberall weg-
lassen und den Satz IT folgendermaflen formulieren: )

Es sei P(x) ein fir —1 <2< 1 positives Polynom k-ten (und
nicht niedrigeren) Grades und F (x) eine im Intervalle (—1,1)(L)
integrable Funktion. Man bezeichne mit s,(x) die n-te Partialsumme
der Entwicklung

=gq¢gindet?

® 1
D o) [ F#)Q. () dz,
v=0 -1
wobes Q, (x) die zu der Belegungsfunkiion
: 1 1
p(‘”) = ‘/m‘g 'P;(_:L‘S
gehorigen orthogonalen Polynome bezeichnen.
Es bezeichne ferner o, ()= o,(cos?) die n-te Partialsumme der
Kosinusreihe
T
2 cosvﬁ;J‘ F (cos})sin cos v diF .
»=0 0
Dann ist fir —1 <z<1
lim s, (z) — P ()0, (s)] = 0.

Hier ist "
Q”(cosz?)=\/]%S{e‘””t(e"”)::V/:;—Z[c(ﬂ)cosnz9+s(~e9)sinn19} (n>§),
‘wobei

P(cosd) = |t(ei'9)[2- [t(2) =0 fir [2] < 1,7(0)> 0]
und
7(ei?) =¢(®) +is(9). d. h. P(cosd)=[c(9)]"+[s()]
ist. Man setze ferner
t(2) =1+ 1,24 ...+ 12" (>0, 7,4 0),
dann ist

Q, (cos )= \/g[tocosnr?—}—tlcos(n —1)d+... 4 1. cos(n—k)¥?].

) Diese Formel gilt (abgesehen von einem konstanten Faktor) auch fiir
”= k,; (ky gerade). Vgl die FuBnote 25).
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Der Beweis von Satz II stiitzt sich ebenfalls auf die Christoffel-
sche Formel ®), wie der von Satz I. Man hat

x

8, (z)= fF(x\Qn-ﬂ(x)Qn(x) Q,(z)q,,+1(x)dx

wobei [, den héchsten Koeffizient von @, (x) bezeichnet. Nun ist fiir n >I§‘

l,= \/3-2"_1%,

1
s, (2) = _12__ fF (%) Quty (X) @n (5)—2- () @nty @ dz (n > E)
-1

d. h.

——— 3
Ich setze

&, (9, 9) =[c(9) cos (n+1) 9 s (?) sin (n 1) #] [¢ (F) cos n F 4 (F) sin n 9]
- [c(®)cosn® + s (D) sin nd] [¢(P)cos(n 4+ 1)9 + s(F) sin (n 4+ 1)F],

dann ist

s, (cosd) = -_t—fli‘(cosg) sind 2@ _g5_o.
’ 0

coB # — cos ¥

Man hat ferner nach bekannten Formeln

« sm(2n+1)———— sin(gnﬂ)'l;,}? B
(cosﬁ)—-—fF(cosﬁ)smﬂ —— 4 — | d .
. 49 & -9
0 ZslnT Zsm—-z—-

Ich benutze jetzt das fundamentale Lemma aus der Theorie der Fourier-
schen Reihen, wonach fiir jede im Intervalle (0,x) (L) integrable Funk-
tion ¢ (¥#) die Gleichungen

lim [ () cosnddd = lim [@(®)sinnddd =0

n=wo O n=wn 0

0+# fiir 0 < ) < & oberhalb einer

positiven Zahl bleibt (wenn ¥ eine feste Stelle im Innern des Intervalles
(0, =) bezeichnet), daB

. sm(2n+1)m ~
hm | PeosB)sind —— 2 gF—
9 4ig 2P
3 sm———

gelten. Daraus folgt offenbar, da sin ——

30) Vgl. FuBnote ).
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ist. Der zu beweisende Satz lautet somit
lim fF(cos #)sin &

nN=w

O
= sin Zn+1)——| _
IO P(cosﬁ)-——————_—?— a9 =0.
cos # — cos # -9
2

2 sin

Ich fithre jetzt die Funktion
P (#,3)=[c(9)cos (n-+1)® + s () sin (n 1) #] [c () cos n F-+ 5 () sinn & ]
— [e (D) cosnd + (9 )smna‘)] [c(®)cos (n +1)F + s(P)sin (n +1)3]
ein, die man offenbar auch in der Form

¥ (8,9)={[e(] + [8(19 1%} {eos [(n+-1)® + p]lcos[nd +~(p]

— cos [n 3+¢] cos [('n 1—1) d+¢l}
~.—-P(cosv9){sm (271,—}—1)———- +“ @]s m—+ sin (2n+1) »—si —-—’2_—'2,
schreiben kann, wobei ¢ nur von &, nicht aber von 9 und n abhingt %),
Da ferner die folgenden Funktionen von ¢

F (cos ) sin § —~= () =¢®)  ynq F (cos @) sin § —22 UG RLIC!
. coad—cosé cos § — cos &
(L) integrabel sind, folgt, dafl

7T

lim F(cosﬂ)smﬁ 2u(3,9) = ¥ (3, ﬁ)dﬂ
n=wm. d cos  — cos &

ist. Der zu beweisende Satz 148t sich mithin auch folgendermaﬁen formu-
lieren :

_y
_ _ = sm(2n+l)—~—
IimfF(cosﬂ)sina En.0)__ P(eosd)— 2 [ dF=0.
n=o cos & — cos ¥ 99
0 2sin 5
Nun ist -
. lsiuﬁ_H9
. 2 1
_ - _ =0,
cos # — cos & +2 int?_—_t? -
iy
man hat also $_3
sm(2n+1)-———
M P(cosﬁ).._____._..
cos © — cos & 2sin6_0
2
smﬂ_ﬂ
Ly s #49 2
= —-P(COS’I?) sm{(Zn—f— 1)_i—+2 :] m .

3} Es ist nimlich @ cos & + bsind = Va®+ b3 cos (# + ), wobei & von & unah-
héngig ist.
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Da die Funktion von &
90—
2

cos & —cos &

sin

F (cos ¥ )sin Fsin [(271, +1) IH_# -+ 2 ]
(L) integrabel ist, folgt hieraus die Behauptung.

Damit ist Satz II und also auch unser in der Einleitung formuliertes
Theorem bewiesen.

Kapitel IIL

Entwicklung einer willkiirlichen Funktion nach Jacobi-
schen (hypergeometrischen) Polynomen.

Das in der Einleitung ausgesprochene und in Kapitel II bewiesene
Theorem gestattet auch die Entwicklungen, die nach Jacobischen (hyper-
geometrischen) Polynomen  fortschreiten, mit der trigonometrischen Ent-
wicklung zu vergleichen. Die Jacobischen Polynome J, (a, ; #) gehéren
zu der Belegungsfunktion

p(2)=p(e,B;x) =1 —2)" (1 + ),

wobei « und 8 groBer als —1 sind, und lassen sich bekanntlich durch
die Orthogonalititseigenschaft
0firm=mn,

f(]_ (1+”‘ﬂ']m(“’ ‘”)J"(“”g;”)d””’:{lﬁirm:n (m,n=0,1,2,...)

charakterisieren (vgl. Jacobi, Werke 6, S.184). 'Das im vorhergehenden
bewiesene Theorem ist indessen nur fiir — 1 < &, 8 < 1 auf diese Polynome
anwendbar, da p(x)=p(e,p; z) nur in diesem Falle zu der Klasse (4)
(vgl. Einleitung) gehdrt. Der Zweck dieses letzten Kapitels ist das Ent-
wicklungstheorem auch fiir Jacobische Polynome zu beweisen, deren In-
dizes entweder der Bedingung: &, > — %, oder der Bedingung: «,f < —1
geniigen. Den Fall, wo von den Zahlen «, 8 die eine > — 1 und die andere
< — 3 ist, konnte ich leider nicht erledigen.

" Bevor ich auf diese Erweiterungen iibergehe, schicke ich einige, im
wesentlichen bekannte Hilfssitze iiber diese Polynome voraus.

§ 8.
Hilfssitze.

Der Zweck dieses Paragraphen ist den asymptotischen Wert von

$) K, (p; z) =2 [J. (e, 8; z)]°
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fiir groBe n zu berechnen, wenn « eine innere Stelle des Intervalls (—1,1)
bezeichnet.
Man hat zuniachst nach der Ch rlstoffelschen ‘Formel

(1) Ky (00— B (1] 5 ) T (B3 )T 5 ) s 21,

wobei I, (e, ) den Koeffizient von 2" in J, («, f; «) bezeichnet.
Es ist bekanntlich

» v nta a+
(2) ple,f;2)d, (@ p2)=(—1) c,.<a,ﬂ)di;;(1—x> (1 )
die (offenbar positive) Konstante ¢, («, 8) 15Bt sich aus der Bedingung
1
Jp(epi0) [, (0 8 0)) dw =1
berechnen. Es -ergibt sich

, _2n4at+B+1 n—+ a4+ B)!
[c"<a’ﬂ)] T Tg2mtatfil alm+ o)l (n B

d. h. nach der Stirlingschen Formel
o
ool P = [1+0(3)]
2 2 y2a

Cn(“:ﬂ) —_9 32
e te B) 2n 4 0(1)%).

/ 2 + e+ ! . ”
luk“’ﬂ)z%&,’%}%-q:(“Sﬁ)’

l,L(a,ﬁ\_: : L0 ( >‘33)

by o (e, B)

und

Aus (2) folgt ferner

also ist

3) O (a,) ist das ibliche Zeichen fiir eine Grﬁﬁe; die mit a, dividiert bei
wachsendem 7 beschrinkt - bleibt. Der Kiirze halber wird I'(e ¥+ 1)=IT (z)=z!

geschrieben.
3%) Die etwas wenlger besagende Gleichung

. b, f) 1
hm A= —
nl:nl: l’! +1 (a, ﬂ) 2

l'l 2
2

sogar die Gleichung
lim
n"=90
-1 .
gilt viel allgemeiner.” Es sei p(z) eine samt (1 —z®) *log p(z) (L) integrable Funk-
tion und 1, (p) sei der Koeffizient von 2" in @, (z), wobei @, (x) das zu p(z) ge-
hérige #-te orthogonale Polynom bezeichnet. - Dann ist

1 1
) bm 11,' (27) o hl'_, f-(l—z’) *logpimidz
i, (1} n== 9" -1

(Vgl. a. a. 0.1 8. 207).

tim 2{P) _ i
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Nun liefert (2) durch Differention nach
P (e, 85 %), (o, B; %) + p(, f; 2) Ju(e, B; 7)

n+1 . .
= (= 1)" (@, B) s (1 — &)™ (1 4 &)™
=- ;;;‘%(:“{%:T)p(a& LE—-1a)d, (e —1,p—1;2)
und hieraus ergibt sich unschwer

p(“ B; x) [Jﬂ'rl( a:)J (cx B;z)— (“sﬂ;x) J i1 (@5 B3 )]
= —p(e—1,p— L) [l 1,8 1;2) T, (e b; 2)

leypole—- 1, p—1)"nt2

- E:l?T(_‘f’—ljﬂ%__ﬁJg+1(“ -1, B—1;z) Jn+1(“’ B; x)-[ ’
d. h.
4 lna) n :
(1) K, (030 =gy s i o = L A= 132, (0 B3 )
— el g (e 1,6 132) T, (w, Bi %)

Wir wollen jetzt eine von G. Darboux herrithrende asymptotische
Formel der Polynome J,(«,$; x) heranziehen® ). Es ist fir 0 < ¥ <=

J, («,B; cos )
Ve mr— oo )9S e+ g)+0 )
() ()

Man setze hier der Kiirze halber

VJs?nﬂ 9(112—_13' . 01‘1/ s ﬂ* ns?nﬂ‘,/p(“—;‘jgo—s‘g) g(e, f;9)
2% (L) (o)
und ) gl N
(n+ =) 0 — 2o+ 3) = ralas 5 9) =7,
dann ist

(u B; cos ) =gfe, B; ﬂ)cosy"—l—0< ) (0 <¥ <),

Daraus folgt u.a., daB die Polynome J, («, fi; z) an einer festen Stelle
im Innern des Intervalles (—1,1) beschrinkt bleiben. Aus den obigen
Formeln ergibt sich ferner

Zn(“ ﬁ) : cn("‘ ﬂ) -
e e, oy T3 T o)

) Darboux, a. a. 0.7), S. 23. Die von uns angegebene Formel folgt durch eine
leichte Umformung aus der Darbouxschen.
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und

-]

1. (“fﬂ) Ca 1(“!5)
ln+x(“:ﬂ) cn+2-(+-“_lrﬁ_'1) = 2 +0(1\

d. b
(lm) ’ K”(p; x) =-2(—1{—:‘:T)[Jn+1(af1, ﬂ —‘1; m) J,H.l(a, ﬂ; x)
— Jure(a—1, f~1;2) Ju(e, 5 2)]+ O(1)
(—l<z<l).

Man hat nun fiir 0 <d <=x

J, (e, B; cos#) =g (e, B;3) cosy,,
ferner

Tusa (e, B; cos8) =g (, B; 9) cos (3,4 9)+0(3 ),
ur(e—1, f—1; 0089) =g (e —1, f—1; #) oos (7, + 5 ) + 0 ()
=—g(e—1,f—1;)siny, +0(3),
Jara(@—1,6—1;c080) =g (e — 1, —1;8)cos (7, +9+3) +0()
=—g(e—1,8=1;9)sin(y,+ )+ 0(5)-

Der Klammerausdruck in (1") 1aBt sich also nach der Substitution
z = cos ¥ auch folgendermaBien schreiben:

gle, g;9)gle—1,8—1;8)[— sinynco(yn—{—z?)—{_—cosynsin(yn—}.ﬁ)]
+0(%) =g(e, f;8)g(e—1,-1; 0)sina+o<:.;)

~2 . ' 1y _2 Ji=z® 1
7 Vp(w Proos9)p(a—1, f—1;c088) 0(z) =% ernsTol)
(# =cos?),
d. h.
) . =l__~____”_______ _
Kl w) = im0 (—l<z<1).
§9.
Beweis.

Es sei x = cos?, T = cos?d und

€, (8, 9) =2.L(cc, B; cos #) J, (, B; cos D)
y=0

n
1 2 yv 5
T pla, e d)emd = ot Lcos v cosvd,
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dann lautet der zu beweisende Satz folgendermaBen: Es ist fiir jede
Funktion f(z), die im Intervalle (—1,1) samt p(e, 8; z)[f(2)]° (L) inte-
grabel ist und fiir —1<f=cosdy<1 (0 <Py< @)

(3) lim [ p(e, B; cos#)f(cos§)G, (%, §) sinddF = 0.
n=w 0 .

1. Es seien zunichst die Indizes « und § gréBer als —3. Dann
148t sich zu jeder & die ,, Approximationsbelegung‘ p,(x) genau so wie
im Hilfssatz I ermitteln. Wir kénnen also dhnlich wie in § 3 schlieBen.
Es habe K, (p; &) und K, (p,; £) die dortige Bedeutung, d. h. die Quadrat-
summe der n 41 ersten, zu p(z) bzw. p,(x) gehdrenden orthogonalen
Polynome fiir = ¢&. Dann ist nach § 3, (6) [p(«, 8; 2) = p(x)]

(8) || P (c059)f (005 B) €, (30, 8)sin B B* S H @) K, 3 ) = K, (945 ).

Unsere Behauptung wird somit bewiesen, wenn wir die Gleichung
lim [, (p; £) — K, (33 §)] = 0

zeigen konnen.

Dies 188t sich in der Tat nachweisen, und zwar mittels einer von
G. Darboux a.a.0.7) ausgefiihrten Methode. Doch gestalten sich die.
hierbei erfotderlichen Rechnungen &uBerst langwierig; wir wollen hier
also dieser Schwierigkeit aus dem Wege gehen, indem wir zeigen, daB es
fiir unsere Zwecke vollkommen geniigt, das Bestehen einer Ungleichung

(8) 0S K, (p;8) — K (p; §) <O

nachzuweisen; C' bedeutet hier eine von n» und f(z) unabhingige positive
Konstante.

In der Tat, nehmen wir (5) als bewiesen an. Dann folgt aus (4)
(4 }fp(cosz‘))f(cosﬁ) (80, 9)sinddd|° < CH= C’fp(m)[f(x) dz.

Es sei nun A(2) frgendein Polynom (etwa r-ten Grades). Man hat
offenbar

Z’J(a ﬂ,x)fp<x)A ), (a, B Z)dE=A(z) (n27)

und mit Riicksicht auf elementare Konvergenzsitze aus der Theorie der
Fourierschen Reihen

- lim — 2/ cosm‘)fp (cos 3) A (cos B) sind cos v d9 = p(cos #) A(cos #)sin &

n=% »=0

(0 <d <a,
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d h. .
lim [ p(cos®)d (cosd)E,(5,,?)sinddd =0.
a=x 0

Aus (4') ergibt sich somit, indem dort f(z) durch f(z)— A(z) ersetzt
wird, -
| Tim sup f (cos ) f (cos 3) B, (9,,8) sin 8dF|*

<0fp<z> f(z)— A(z)) dz,

wobei A (z) ein beliebiges Polynom bezeichnet. Die rechte Seite 1aBt -
sich aber hier durch geeignete Wahl von A4 (z) beliebig klein machen %),
woraus tatsichlich (3) folgt.

Es bleibt uns also iibrig, die Ungleichung (5) zu beweisen. In §6
wurde die Formel

¥ ——Lﬂ~—+ S b
K, (p; &)= End o(1) e pay gAY
abgeleitet, wobei O (1) eine fiir alle # und & beschrankte GroBe bezeichnet.
Mit Riicksicht auf die im vorigen Paragraphen abgeleitete Formel
n
w8 = e T oW

folgt hieraus ohne Schwierigkeit die Behauptung.

Damit ist unser Entwicklungstheorem fiir alle Entwicklungen bewiesen,
die nach Jacobischen Polynomen J,(w, f;z) mit Indizes o, > —1
fortschreiten.

2. Eine einfache Bemerkung erméglicht aber, auf dieselbe Weise auch
den Fall —1 < e, § < — 1 zu erledigen. Inder Tat 1iBt sich dann genau
'so wie in § 1 eine Belegungsfunktion p, (2) ermitteln, die von derselben
Form ist, wie die im Hilfssatz I festgestellte (d. h.

1 1
)= Fp B

wobei P,(z) ein fir —1<2 g 1 posxtxves Polynom bezeichnet) und
wortlich dieselben Eigenschaften besitzt wie die dort angegebenen, mit
dem einzigen Unterschied, daB

p(z) 2> p{2} (-1£2L1)

ist (und nicht <, wie dort). Dementsprechend erleiden die Ausfithrungen
von § 3 eine lelchte Modifizierung. Es ist mit der dortigen Bezeichnungs-

weise
M.(P; 4, #) S M, (py; 2, u)
) Vgl. etwa Stekloff, a. a. 0.7), S.214 und FuBnote.
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und
K, (p; §)4°428,(p; §)dp + H,(p)p®
L LK, (9;6)2°+28,(py; §)An+ H, () 1*,
K, (5 ) S K, (ps: §).
H. (p)£H,(p)
und

|8,(5 &) — 8, (ma; ) S [H, () — Hy(9)[K, (95 §) — K, (3 €)]
< H,(p:)[K,(p:5 §) — KM(P, &)1,
wobei S, (p; &) (wie in § 3) die n-te Partialsumme der Entwicklung von
F(z
e |
F(x) wird hierbei (wie dort) als (L) integrabel vorausgesetat. .
Es sei nun (wie in § 3)

F(z)==p(z)f(z),

“nach den zu p(a) gehorigen orthogonalen Polynomen bezeichnet;

dann ist

[I"(x)

Pe (‘”
iy -1

H, (p,) < limH, (p,) =

vorausgesetzt, dafl dieses Integral endlich ist. Den Ausdruck
K.(p.; &) — K, (p: &)

konnen wir dhnlich wie vorher abschitzen. Unser Resultat bleibt also in
Giiltigkeit, vorausgesetzt, d48 nicht nur das Integral

Jr@)(f(@)] de

sondern sogar

oder, was dasselbe heiBt,-
1
V=@ @) de

endlich ist. (Oﬁenbar folgt daraus, daB das Integral von p(z)f(x)
endlich ist.)

Indem wir zwei Reihen Z @, und Zb” als ,, dquikonvergent*: be-

zeichnen, wenn es eine von O verschiedene Zahl k gibt derart, daB

lim 3 (@, —kb,)=lim | a —&35,] =
T A=w Yo g v=0
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ist, konnen wir unser Entwicklungstheorem iiber Jacobische Polynome
folgendermaBlen formulieren: '
Es seien
' J (e, B; x) (n=0,1,2,...)
die J acobischen (hypergeometrischen) Polynome mit den Indizes ¢ und 8
(e, 8> —1), die durch die Orthogonalildtseigenschaft

1 (
S0 20 I pi2) 0, 0w =

2u charakterisieren sind. Es sei ! (x) etne Funktion, fiur welche das
Lebesguesche Integral

Ofirm=zn,

fa- 0@ i

existiert. Dann ist die Entwicklung von f(z) nach Jacobischen Poly-
nomen

£ 1 .
D T (e, 5 2) [(1— %) (1+5)F(F) I, (e, p; Z)dZ (z = cosd)
n=0 -1 .
. dquikonvergent mit der Kosinusentwicklung von (1 — cos #)*(1+ cos &)”
f(cos®)|sin®| fiir alle x ¢m Innern des Intervalls (—1,1), voraus-

gesetzt, daf3 entweder
o und B> — % und (1—2)"(14-a)"[f(2)]* (L) integrabel
oder.
o und f<— % und (1— x)euﬁ'(l —l—'x)gﬂﬂ[f(x)]g(lz) integrabel
ist.
Unter den zahlreichen Anwendungen dieses Satzes, die sich yon selbst
bieten, hebe ich die folgende hervor:
Die Bntwicklung einer .steﬁgen Funktion nach den Jacobischen
Polynomen J, (., f;x) mit den Indizes ¢, § > — L oder—1 < o, p < -1

(oder insbesondere die Entwicklung einer sietigen Funktion nach den
speziellen Jacobischen Polynomen J, (e, «;x), wobei « > —1 beliebig
1st) st im Innern des Intervalles — 1< x <1 nicht notwendig kon-
vergent; sie ist aber stets summierbar mit Hilfe der Cesaroschen Mitleln
von der Ordnung ¢, wobei ¢ eine beliebig kleine positive Zahl bezeichnet.

Berlin, Marz 1921.

(Eingegangen am 25, Mirz 1921.)

1firm=n (m,n=0,1,2,...



