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Von 

G. 8zeg6 in Berlin. 

Eiuleitung. 

In meiner Arbeit, 13bet die Entwicldung einer analytischen Funk-tion 
nach den Polynomen eines Orthogonalsystems 1), habe ich Entwicklungen 
untersucht, die nach den N~iherungsnennern 

Q0(x), Q, (z) . . . .  ; Q~(x), . . .  
des zur. Funktion 

1 

f p (t) d t  

-1 

gehSrigen St iel t jesschen Kettenbruches fortschreiten; hierbei bezeichnet 
~(z)  e ine  im Intervalle -- 1 <: x _< l definierte (L)~t  integrable nicht- 
negativeFunktion, die daselbst nicht fas~ iiberall s) vetsehwindet; diese 
Kettenbruchnenner Q. (z) sind gewisse klassische Polynome, die man un- 
abhiingig yon jeder Kettenbruchtheorie aueh dutch die folgenden Ortho- 
gonalit~itseigenschaften definieren lrann: 

a) Qn(z) ist ein Polynom n-ten Grades, 

b) der Koeffizient von z s in Q. (z) ist positiv, 
t l 

C) 
1 f l i t  m = n  (m, ~ =  0 , 1 ,  2, . ..). --t 

Im folgenden bezeiehne ieh diese Polynome Q.(z)  als orIhogonal in bezug 
auf clie ,,Belegungsfimktion" ~o(~), oder auch als orthogonale Polynome, 

1) M~themstisehe Ann~len 82 (1921), 8. 188--212. 
o) D. h. im Lebesguesohen  Sinne. 
8) ,Fas t  iiber~ll u heitit: mit AusnaJame einer Menge mit dem Lebesguesehen  

MaBe 0. 
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die z u  der Belegungsfunktion p ( z )  gehSren. AUS der Definit~ion folg~, 

dal3 die Funktionen 

V (X3Oo( ), . . . .  

ein Orthogonalsystem bildent) .  

Ieh fiihre folgende bekannte Beispiele an: 

Ffir p ( x ) -  1 ist Q,,(z) "(abgesehen yon einem konstanten Faktor) 

das n- t e  L e g e n d r e sehe Polynom. 

Fiir p(x)~-~/i -~-'1, ist Q,~(x)-~konst. eosn a reeosx ,  d. h. Q , ( e o s ~ )  

-~- koust, cos n #. 

~--- k O D 8 1 ~ ,  Fiir  p ( x ) - - ~ l / 1 - -  x ~ i s tQ , , ( cos~)  - . sha(,,+l) ~. 
sin ~' 

Ffir p(x)--(1--x)"(lq-x)Z (a, fi> 1) sind die O,,(x) die 

J a e o b i schen (hypergeometrisehen) Polynome '~). 

In meiner oben angefiihrten 3Lrbeit habe ieh die Entwieklung einer 

analytischen Funktion naeh den Polynomen Q,, (z) untersueht, mit dem 

Ergebnis, dab Iiir eine ausgedehnte Klasse yon Entwieklungen analoge 

S~ttze gelten, wie flit die Entwi.eklung nach L e g e n d r e s e h e n  Polynomen. 

Diese Klasse war dadureh eharakterisiert, dal~ d i e  Belegungsfunktion p (x) 

als im Intervalle --  1 ~ �9 <_ 1 positiv und samt 
- - t  

( 1 - - x  ~) ~ logp (x )  

(L)  integrabel vorausgesetzt war. Die Ergebnisse dieser Arbeit warren 

eig.ent[ieh Anwendungen meiner frfiheren Untersuehungen fiber T o e p  l i t z -  

sehe Formen "). 

Ieh will' nun in der vorliegenden Arbeit mit vSllig anderen Methoden 

eine welt sehwierigere Frage-behandeln,  fiber welehe in der Literatur 

bisher nut g a ~  spezielle Resultate vorliegen, n~imlieh, die Entwieklung 

einer ,,willkigrlichen" Funktion naeh den Polynomen Q~(x), d.h.  einer 

Funktiofl, yon weleher 7.un~iehst gar niehts anderes vora~sgesetzt wird, 

als dal3 sie (etwa im L ebesgueschen  Sinne)integrabel  seiT). 

�9 ) In dot Stieltjessehen Theorie Werden ,Belegungen" der ganzen reellen 
Aehse (also eines unendliehen Intervalls) betraohtet. Sobald man sich auf ein e'nd- 
liehes Intervall besehr~inkt, ist es offenbar keine Einsehriinkung der Allgemeinheit, 
wenn das Intervall (-- 1, t ) zugrunde gelegt wird. - -  Beziiglich der wiehtigsten Eigen- 
schaften tier Polynome Q, (0c) verweise ieh iil~rigens auf meine Arbeit a. a. O. l). 

z) Vgl. Kapitel III. 
a) Die se Zeitsehrift 6 (1920), S. 167--202 und 9 (1921), S. 167--190. 
~) Vgl. G. Darboux,  Sur l'approxima~ion dos fonotions do tr~s grands nombres ' 

et sur une classe ~tendue de d~veloppements en s~rie. Journal de Math~matiques 
pures et appliquSes (.q) 4: (1878), S. 5--56; 0. Blumenthal ,  Uber die Ent- 
wicklung einer willkiirliehen Funktion nach den Nennern des Kettenbruches'osw. 
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Unter einer solchen Entwieklung verstehe ich, ausfiihrlieher formUliert, 

folgcndes: p(x) f(~)  sei ( L )  integrabel, ferner setze man 

1 

(1) %.--',f~(x)f(x)Q,~(x)dx ( n - - 0 ,  1 ,2 . . . .  ), 
- - I  

wobei die Q,,(x)die oben definierten, zu p(x) gehSrigen orthogonalen 

Polynome bezeichnen. Dann 'gehSrt z u  f(x) die Entwicklung 

(2) f(x),'~coQo(x)-f-clQl(x)--~-...-~-v,,Q,,(x)+...; 

bier bedeutet das Zeichen ~ ,  wie .auch in 'der Theorie der Four ie rschen  

Reihen, lediglich das Bestehen der Gl. (1), sagt abet nichts fiber die 

Konvergenz; Summierbarl~eit usw. yon (2) aus.: Die oben angefiihrten 

Beispiele zeigen, dab die Entwicklung n a c h  trigonometrischen Funktionen 

sowie nach Legendreschen  Polyn0men in diese allgemeinere Klasse yon 

Entwiekelungen gehSrt. 

In dieser hrbeit soil ein Theorem bewiesen werden, welches flit einen 

inneren Punkt  ~ des Intervalis --  1 _< x ~ 1, in dem die Belegungsfunktion 

p ( x )  gewisse Stetigkeitseigensehaften besitzt, siimtliche auf die Entwick- 

lung (2) betref[enden Konvergenz- und Summierbarkeitsfragen auf die 

entspreehenden Fragen beziiglieh Fou r i e r s che r  (Kosinus-)Reihen zuriick- 

fiihrt. Dieser Satz spielt somit in der Theorie dieser allgemeineren Ent- 

wicklungen eine iihnliche Rolle, wie ein bekannter Satz yon A. H a a r  s) 

in der Theorie d e r L e g e n d r e s c h e n  Reihen, der seinerseits fibrigens als 

Spezialfall in dem hier bewiesenen Theorem enthalten ist. Auch habe ich 

bei der Abfassung dieser Arbeit gewisse Untersuchungen von J. T a m a rk i  n e 

vo~ Augen gehabt, dutch die eine allgemeine Klasse yon Entwicklungen 

(mit  denen jedoeh die unsrigen ~ abges~hen von einigen trivialen Fifllen -- 

GSttinger Dissertation 1898. Einleitung; W. Stekloff ,  Sur le d6veloppement d'une 
fonetion donn~e en s~ries usw. Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 
125 (1903), S. 207--236; vgl. auch A. Kneser,  Die Theorie dei Integralgleichungen 
und die Darstellung willkiirlicher Funktionen in der mathematischen Physik. Mathe- 
matische Annalen 63 (1907), S. 477-524, bes. SI 524. -- Die in der vorliegenden Arbeit 
verwendete Methode schelnt iibrigens auch zur Behandlung der anderen, oben er- 
w/ihntcn Fragestellung (betreffend die Entwieklung einer mlalytische~ Funktion) ge- 
eignet zu sein. 

~) A. Haar,  Reihenent~vickhmgen naeh Legendreschcn Po!ynomen. Mathe- 
matische Annalen 78 (1917), S. ]21--136. -- Wi~hrend der Korrektur sind mir die 
folgenden Arbeiten yon W. H. Young zugiinglich geworden: Sur lea s~rics de poly- 
homes de Legendre. Comptes Rendus 165 (1917), S. 696--699; On the connexion 
between Legendre aeries and Fourier  series. Proceedings of the London Mathe- 
matical Society (2) 18 (1919), S. 141--162. Diese Arbeitcn enthalten ein Theorem 
fiber Legendresche Reihen~ welches etwas allgemeiner ist als das Haarsehe. 
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nichts Gemeinsames haben) auf iihnliche Weise auf die trigonometrische 
Entwickhng zuriickgefiihrt wird, wie es ]tier geschieht~). 

Ich definiere zun~chst eine Klasse ( A ) y o n  Belegungsfunktionen p(x)  
folgendermallen. Es sBi p(x)  ira Intervalle -- 1 ~ x _< 1 nach R i e m a n n  

integrabel und im Innern dieses Intervalles positiv. An den Endpunkten 
~, - -  + l kann sie auch 0 oder unendlich werden, jedoch so, dall sie yon 
der Form 

p (x) = (1-- x)" (1 + x)aq (x) 

sei, wobei -- { ~ u, fl ~ �89 und q(x) eine beschriinkte, im Ri~mannsohen 
Sinne integrable Funktion ist, welche im ganzen IntervaU (--1,  1) ober- 

halb einer positive n Schranke bleibt, Mit Hilfe dieser Bezeichnungsweise 
kann ich das Hauptresultat dieser Arbeit in der folgenden Form aus- 

sprechen: 

Theorem. Es sei p(x)  eine Funktion der Klasse (A); 

Qo (x), Q~ (~),..., Q, (x) . . . .  

seien die zuge.h6rigen orthogonalen Polynome, ]iir die 
t 

f ( 0 f i i r  m ~ n  
, P ( x ) Q ' ~ ( x ) Q " ( z ) d x - ~ ] l  fiir m = n  ( m , n = O ,  1 , 2 , . . . )  

ist. Es ,ei f (x )  eine reelle Funktion, l~r welche p(x) [ f (x) ]  ~ im I~ter- 
valle --1 ~ x ~ 1 (L) integ,abel ieta~ und , , ,(x) bezeichne die n-le 
Parti~lsumme der E n t w i d d u ~  yon f (~)  ~ h  den Polynome.a Q,(x),  
d. h. der Entwicktung 

f(x)  ~, c oQoOv) + c x Q  t (x) %-... + c ,Q,(x)  + . . .  
1 

[ r  f p (x )  f(x)Q,.~(x)dx]: 
-- i 

sei /erner a. (x) = o,,(cosO) die n-re Partialsumme der Enlwicklung 
yon p (cos O) f (cos O) [ sin ~9 [ in eine KoSinusreihe, d. It. der Entwicklur~l 

p (cos O) f(cos #)[ sin 01 ro ~, ~- + ~,~ cos,9 + . . .  + 7. cos n 0 + . . .  

$g 

f p(ooso) f oos.o)s ., oos.o doJ. 
L ," ~ J  

0 

Dann besteht zwi,chen s, ( x ) und % ( x ) an ]e:ter inneren 8tdte Z = cos ,~0 

9) j. Tamarkine, Sur quelques Imint~ de la th6orie des Squations diff6rentielles 
lin6aires ordiuaire~ et sur la #n6ralisation de la ~rie de Fourier. Rendieonti del 
Circolo Matematieo di Palermo St (1912), S. 845--882. Ebenda findet sieh eine Zu- 
sammensiellung der Literatur beziiglioh dieser Frage. 

so) Daraus folgt schon div lntegrierbarkeit yon p(x)f@:). 
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des Intervalles - -  1 ~_ x <_ 1, wo die Belegungs]unktion T (x) zweimal 

sietig differenzierbar ist, die /olgende Beziehung 

l =o,  
d . h .  = 

1 

lim , p (x)  f ( x ) Q , ( x ) d x  

, , f ] ~ eosvO,. 2 s in0eosvO dO = p (~) ~/1 - ~ , _ o  ~ p (cos O) f(cos ~q) 0 " ) .  
- -  0 

Dieses Theorem liefert unmittelbar die MSglichkeit, die bekannten 

Konvergenz- und Summierbarkeitss~tze der Theorie d e r  Four ie r schen  

Reihen auf unsere allgemeineren Reihentypen zu iibertragen. Fiir p (x) == 1 

folgt hieraus der oben erw~hnte Satz von H a a r  1~). 

Im I. Kapitel schicke ich zun/~ehst einige elementare Hilfss~tze vor- 

aus, um die sp~teren Beweisfiihrungen nicht unterbreehen zu miissen. 

Ebenda wird aueh die Beweismethode skizziert. Im II. Kapitel betrachte 

ich zwei an sich interessante Belegungstypen, n~mlich die folgenden: 

#1 - x~" und 1 1 

wobei P~(x) und P2(x) im Intervalle (--1,  1) positive Polynome be- 

zeiehnen. Fiir diese Belegungen lassen sich die Polynome Q, (x) (wenigstens 

yon einem gewissen Index an) explizite aufschreiben und aueh die Ent- 

wieklung naeh itmen l~flt sieh einfach auf die trigonometrisehe Entwiek- 

lung zuriiekfiilu.en. Dutch diese Betraehtungen gelangt man iiuflerst ein- 

faeh zum Beweis unseres Theorems. Im III.  Kapitel untersuehe ich 

endlieh Entwieklungen naeh J a c o b i schen (hypergeometrisehen) Polynomen; 
7t n 

it) Ich beniitze im folgenden die Bezeichnungsweise ~ , ' a y =  Z a,--~-.  -- Die 
v = O  ~----0 

zweimalige stetige Differenzierbarkeit ist so zu verstehen, dab ein $ enthaltendes 
offenes Intervall existiert, wo diese Bedingung erfiillt ist. Diese Bedingung l~illt sich 
iibrigens noch betri~chtlich reduzieren. 

12) Man kfnnte offenbar die Partialsummen unserer Entwicldung ebensogut aueh 
mit -denen der Kosinusreihe yon p (cos ~) f(cos v ~) (oder such yon f(eos ~) selbst), 
wie es a. a. O. s) Haar maeht, vergleichen; dann muB aber die weitere Voraussetzung 
getroffen werden, dal~ p(cos#)f(eosv ~) im Intervalle . 0 < , ~ t ,  oder was dasselbe 

heiflt, (1 _ ~ 2 ) - ~ ( z ) f ( x )  im Intervalle --1 <_z~ 1 (L)integrabel sei. (Dies foigt 

keineswegs aus den Voraussetzungen unseres Theorems. Beispiel: p (x)=  1, f(x) sei 
< 1 1 1 1 <  l) 

0 f i i r - - l ~ z = ~  und ~/1--z log(l--x) fiir ~ = x ~  -" 

Mathematisehe Zeitschrift. x I L  5 
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das dabei erhaltene Resultat gestattet auch diese Entwicklungen auf die 
trigonometriSchen zuriickzufiihren is). 

Die in dieser Arbeit verwendete Hethode (vgl. w 3), die iibrigens 

ganz elementar ist, scheint auch zur Behandlung anderer verwandten 
Fragen mit Erfolg brauchbar zu sein. Von diesen erw~hiie ich hier nur 
die Untersuehung der angegebenen Entwickhng an solchen Stellen des 
Intervalls --1 ~ x  _~1, in denen die der Belegungsfunktion p(x)  in unse- 

rein Theorem auferlegte Bedingung (zweimal stetig differenzierbar zu sein) 
nicht erfiillt ist ; ferner die Behandlung von Entwicklungen, die nach solchen 
S ti elt j  esschen Kettertb!:uehnennern Iortschreiten, welche zu einer Belegung 

des unendlichen Intervalls -- cc < x < oc (oder 0 ~ z ~ ~ )  gehSren. (Vgl. 

die Ful~note 4)). Die eingehende Untersuchung dieser sowie anderer Ent- 
wicklungen, die naeh gewissen von mir definierten Poiynomtypen fort- 
schreiten!~), behalte ich mir fiir eine andere Gelegenheit vor. 

Inha l t .  

K a p i t e l  I. Hilfss~itze. D a r s t e l l u n g  der  Methode. 

w 1. Ein Hilfssatz aus der Theorie der Funktionen einer reellen 

Vergnderlichen. 
w 2. Ein Hilfssatz aus der Theorie der Funktionen einer kom- 

plexen Vergnderlichen. 

w 3. Darstellung der Methode. 

Kap i t e l  II. Uber  zwei Typen yon Be legungs funk t ionen .  

w 4. Uber die orthogonalen Polynome, die zu der Belegungs- 

t/i:z~ 
funktion p(.~) geh6ren. 

13) E3 ist vielleicht nieht ohne Interesse, daI~ der Beweis dieser Theoreme (vgl. 

w "3) nicht auf die asymptotische Untersuchung der Polynome Qm (x) (odor auf die 

der ,Lebesgueschen Konstanten") begriindet ist, wie es bei verwandten Betrach- 

tungen gew6hnlic!l der Fall zu sein pflegt. (Vgl. etwa A.' Haar, a. a. O. s)). w Meine 

Methode liefert fibrigens auch eine asympt0tische Formel der Polynome Q, (x). Diese 

Formel, die ieh in einer anderen Arbeit ableiten will, lautet-" 

@,. (co~ #0) -- ~/~ 

wobei ~ (z)=A (p; #) die im Hilfssatz II (w 2) definierte analytisohe Funktion 

bczeichnet mad lira ~, = 0 ist. (Die Voraus~tzungen far p (z) sind hierlmi dieselben, 
m~D 

wie in dem oben ausgosprochenen Theorem.) 

~) Beitr~ige zur Theorie der Toeplitzschen Formon. (Fortsetzung.) Diese 

Zeitschrift 9 (1921), S. 167--190; vgl. insbesondere S. 180. -- ~0ber orthog0nalo Poly- 

nome, die zu einer gegebenen Kurve der komplexen Ebene goh6ren. El)ends S. 218 

bis 270; vgl. insbesondere S. 263. 
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Kapite l  III. 
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Uber die Quadratsumme der orthogonalen Polynome. 
Beweis yon Satz I~ 
Beweis yon Satz II. 

Entwicklung einer willkiirlichert Funkt ion nach 
Jacobisohen (hypergeometr3schen) Polynomen. 

Hilfssiitze. 
Beweis. 

Kapitel 1. 

t l i lfss~tze. Dal~te l lung  der  Methode. 

w 

Ein Hilfssatz aus der Theorie der Funktionen einer reellen 
Verilnderliehen. 

Hi lfssatz I. Zu jeder Funktion p(x)  der Khtsse (A)I"~), d ie  a n  
einer inneren Etdle ~ des Intervalles (-- 1, 1) zweimal steti9 differenzierbar 
i.st und zu j eder noeh so kleinen positiven gahl ~ lassen sich zwei 
Funktionen yon der Form 

r ( x i  r  1 1 

angeben, wobei Pa(~) und Pe(x) fitr -- 1 ~ x ~_1 'positive Polynome 
bezeichnen, die /obyenden Bedingungen aen~oen: 

ai En ist /~ir - - l ~ x < l  

p,(~) < ~ ( z ) <  w.(x). 
b) Man: hat 

1 

f logpe(x~)--logpi(x'~ dx 
O ~  . 

-. ,  " ( ~ - ~ )  ~ / V : ~  < ~" 

c) Endlich ist 
p, (r = p~ (~) = p (~). 

Anmerkung. Aus b) /olejt mit Riicksicht au/ a) 
1 

und ein~ anal~e' U~tgleichung /ar p, (z). (Umgekehrt ergibt sieh aus 
diesen zwei Ungldehungen dutch Addition eine im wesentlichen mit b~ 
gleichwertige Beziehung. ) 

~:') VgL Einleitung. 

5* 
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M a n  setze 

k(x) = log ~/l-  z~ _-- log(1-z)-"-~ (1 + x) ~-~" 
p(x) q(x) ' 

dies ist eine von oben beschriinkte (hSehstens logarithmiseh unendl ich  
werdende) (R) le) integrable Funktion. Die im Hilfssatz I enthattene 
Forderung (soweit sie sich auf Pl (x) bezieht) l~il~t sieh somit auch fol- 
gendermal~en aussprechen: 

Es sei k(x)  eine yon oben beschr~nkte (hSc~tens loyarithmisch un- 
endlich werdende) (R) in~egrable Funktion, die /i~r x = $ ( - -  I < 2 < 1) 
zweimal stetig differenzierbar ist. Man bestimme ein /iir -- 1 <_ X <_ 1 
positives Polynom Pl (x) derart, dafJ 

kix)=< logp  ( -  1 _< z _< 1), 
1 

b) f log / ' , (x ) -k (x)  dx 

- - 1  

c) k (2) = log P l  (2) 

8ei~n. 
Wiire: k(x)  eine ganze Funktion, etwa ein Polynom, so wiirde der 

Naehweis der Existenz yon P1 (x) gar keine Schwierigkeit bereitenX:). Es 
geniigt also vollkommen, die Existenz eines Polynoms II(x) zu beweisen, 
~[iir das 

a') k(x)  <= FI(x) (-- 1 ~ x _<_ 1), 
1 

f H(x) -k (x )  dx .~e,, 

- -1  

e') k(2) = H(2)  

gelten. 

Zu diesem Zweeke betrachte man die Funktion 

1 .tl k ( x ) - k ( Z ) - k ' ( ~ )  (x - -~) -~k  (~)(x-~)" 

1 (x) = (IX - ~)~ ' 

die im Intervalle ( - - l ,  1 ) von oben beschr~inkt (hSchstens logarithmisch 

to) D. h. im R i e m a n n s c h e n  Sinne. 
t:) Man betraehte dann einfaeh dis Abschnitte s,,.(x) (mist ungerade) der nach 

den Potenzen yon ( x -  ~) fortschreitonden Tay lo r sehen  Entwieklung dot analytischen 
Funkt.ion e l'!z) . Da fiir genligend grebe m gleiehmiiflig im Intervalle - -1  ~ x ~ 1 

]e~'(~_s,,,(x) l<.,(x.~)n--~ (lim d = O) 

ausfiillt, so geniigt P1 ( x ) =  s~, (x) + *' ( x - -  ~)m+t der ~'orderung. 
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unendlich) und (R) integrabel ist. Es gibt mithin 
fiir das 

(~) < ~ (~) 
und 

1 

[=(~) - ~(~)] r _ x---~ < ~ 
--1 

ist. (Dies Iolgt aus der Definiti~ Riemannschen Integrals.) Man 
setze endlich 

n ( ~ )  = k (~) + k ' ( ~ ) ( , -  ~) + ~ k " ( ~ ) ( ~  ~)~+(~- ~)~=(~), 

dann erfiillt H(x) oflenbar die Bedingungen a'), b ' ) ,  c'), Es ist auch 
leieht ersichtlich, dal~ sich stets solche Approximationspolynom e P~ (z) 
ermitteln lassen, die f i i r -  1 ~ z  ~ 1 unter einer von ~ unabhRngigen 
oberen Schranke bleiben. 

Ihnlich beweist man die Existenz yon P~ (z). 

69 

ein Polynom ~(x), 

( - - 1 s  1) 

w 

Ein Hilfssatz aus der Theorie der Funkti0nen einer komplexen 
Yer~nderlichen. 

Man verdankt Herrn Fej6r  den iolgenden 8atz aus der Theorie der 
trigonometrischen Polynome: 

Jede, s positive trigonometri~che Polynom t(~) hiflt 8ich in der Form 

t(o) = la(~)I ~ (~ = e'~) 

darsteUen, wobei a(z) ein Polynom van z istl~). 

Das Polynom a(z) ist im allgemeinen dutch t (O)noeh  nieht ein- 
deutig bestimmt; es miissen vielmehr etwa noeh folgende einschri~nkende 
Bedingungen hinzukommen: 

i. a(z) sei von 0 versehieden fiirlzIs 1, 

2. a(0) sei reell und-positiv. 

Hiermit ist das Polynom a(z), das die obige Darstellung liefert, eindeutig 
bestimmt. Man hat n~mlich 

log t (0) = 2 ~ log a ('e'~ 

wobei 911og a(z) den reollen Tell der fiir I zl ___< 1 reguIgren analytischen 

18) 13bor trigonometrisohe Polynome. Journal fiir die roine und *mgewandte 
Mathenmtik 146 (1916), S. 58--8"2. 
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Funktion loga(z) (loga(0) ist reell) bezeiehnet und hieraus ergibt sieh 
bekanntlieh 

2~ 

]' f log~(~') 1JI-Z~--'~ d~ 19) loga(z)----- ~ 1-ze "~* 
o 

Diese Betrachtungen lassen sich in gewissem Sinne verallgemeinern'~0). 
Es sei f (O)e ine  fiir 0 ~ 0 <: 2~ definierte, saint log f (# ) (L )  integrable 
(fast iiberall positive) Funktion. Dann lgl3t sich die analytische Funktion 

D ( = )  = e 0 1-ze  

bilden, die folgende Eigensehaften besitzt [vgl. die Fuflnote o.~)]: 

a) D(z) ist regulgr und yon 0 versohieden fiir I z [ <  1. 

b) D(0)  ist reell und positiv. 

c) Es ist fast iiberall im Intervalle 0 <: 0 ~ 2 ~z 

lim] D(eer f(O). 

Ich will jetzt eine Bezeichnungsweise einfiihren, die im folgenden oft 
gebraucht wird. Ks sei p (z )  eine im Intervalh - -1  ~ x ~  1 definierte 
fast iiberall positive Funktion, flit welehe log p(cosO) im Intervalle 
0 ~ 0 ~ 2~z (L) integrabel ist~. Man seize dann 

I f l o g , ( e o s ~ ) l + z *  ' ~  d ~ 

zJ (p ;z )=  e o ;_z , - ,  ~ 

Diese Funktion besitzt analoge ]~igenschaften, wie oben D (z). Hat ferner 
p (x) an e/net inneren Stelh ~ = cos # o des Intervalls (-- 1, 1) einen stetigen 
zweiten Differentialquotienten, dann existiert 

lira ~ (p; r e~o) = a (~; e~*.), 

] im3 ' (p ;  re'~o) = J ' ( p ;  e~,~o) e;) 
r=l 

und es ist 

lira ] A (p; ee'"o)[ ~ = I A (p,; e'do) 19 = p (cos 0o) = ~(r ~'~). 

~) Im folgenden werden die Buchstaben ~, ~v als Integrationsbuchstaben ver- 
wendet. 

�9 0) .Vgl. G. Szeg6,  lYberdie Randwerte einer analytischen Funktiom Erscheint 
in den Mathematischen Annalen. 

?~) A'(p;  z) bezeiehnet die Ableitung yon A (p; z) nach z. 
" )  Diese drei Gleichun~en lassen sich vielleicht ~m einfachsten auf die folgende 

Weise sbleiten. (Fortsetzung der Fuflnote 22 auf n~chster Seite.) 
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Es gilt  nun der  f o l g e n d e  

�9 H i l f s s a t z  I I .  Es  sei ~ ( x )  eine Funk~ion der K l ~ s e  (A)gS),  d / e  

an einer inneren E~elle $ = cos 0 o des I n t e r m / / e s  ( - -  1, 1) zweima~ atet/g 

Die dritte Gleichung ist eine unmittelbare Folge dee S chwarzschen Satzee fiber 
des Poissonsche Integral. 

Die wesentlich weitergehende erste Gleichung ergibt sich unschwer aus einem 
yon Herrn L i c h t e n s t e i n  verschiirften Fatouschen S&tze (vgL Crelle Journal 14i, 
S. 12--42), nach welchem 

f l + r e _ r  o 
(*) lim f(O) i,~ d~ 

r----t 1 - - r e -  

existiert, sob&ld f ( ~ )  ffir ~--~0 stetig iet und der Grenzwert 

lira f { f ( ~ ) - f ( - ~ ) } e t g ~ 2 d ~  
�9 =o j 

existiert. In unserem Falle ist f (O)=logp[eos(~q+~o)]  sogar (zweimal) stetig 
differenzierbar fiir ~ = O, d. h. das Integral  

f r o)-f o> 
o sin T 

ist ~beolut konvergent. In diesem Falle folgt die Existenz yon (*) mit Rfiekeicht 
auf die Ungleichung 

1 - e ' i ~  ] 
l _ r e _ t  o ~ 2  ( 0 ~ O ~ 2 ~ ; 0 ~ r < l )  

wesentlich einfaeher, da ja ffir r < 1, �9 > 0 

-~ 1 --re -0~ 2 s m ~  

let und dee Integral &uf der rechten Seite etrebt mit �9 gegen 0. 
~hnlich ergibt eieh aus der Vorauseetzung, dab f (~ )  zweimal etetig differenzier- 

bar ist, die absolute Konvergenz yon 

_f f(r -f(0)- f (0)o ~ 

und hleraue die Existenz yon 

f e - i o  
lira f(O) r e -  ~o)~ dO. 
r = x  ( 1  - 

Man erh~lt dsraus ohne SeHwiedgkeit, dab 

lira A' (p; r e  i~ 
existier~, r= l 

.~8) Vgl. Einleitung. 
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diHeren~ierbar i~t. Es s e i t  eine beliebig kleine posi$ive Zahl und 

px(x), p.~ (.x) die im Hil[ssatz I definierSen Funldionen. Dann ist 

a) [a (p~; e~.) - a (~; ~ ' )  I < ~ (~), 
b) t a'(po; e'~.) - a'(p; ~'~o) I < ,~, (~) ( ~  1, ~), 

wobei Yl (t), ~2 (t) Funktionen yon t bezeichnen, die m i $ t  beliebig klein 
w~rden. 

:Man setze zuniichst 
A( ) 1+ ,  

Z ~--~- 1 _ z  ~ 

d l'+z 2 
B (z) = ~ i ~ - z  ~ (1-z)  "~' 

dann ist (vgl. Fu~note ~-)) 

(c~176 " A (re't'~~ ~ [ 1 -  ~ ' i '  I l =< 41 l = < 8 , ' + r '  l--~,, 

(cos~-- cosOo)" I B (re'c~o-~)) l __<ll - r]' ~ =  s 

(7 =: e~(~~ r < 1), 

man hat ferner (a = 1, 2) 

logA (p,; e~.)  -- togA(p; e~~ ~- lira [l~gA (p~; re~,~o) -- log A(p; rO~o)] 
r = l  

2 z  

J 
0 

also nach Hilfssatz I 
�9 2 ~  

Iloga(p.; e'r e'"~ =< ~ f l  log,o(oo.~)-]og~(oo~)l(oo.___~o=~V d~ 
0 

4 ~ I logp,(s)-  logp (x) I dw 4 

- -1  

Da [A (~; e ~0) [~-~ ]A (p~; e~ao)]~ p (cos Oo)-----p(~)> 0 ist, folgt hieraus 
ohne Schwierigkeit die Ungleichung a). 

Um auch b) zu beweisen, geniigt es ottenbar, den Ausdruck 

A '  A '  . 2= 

(P~; r176 Z (p; e'~ ~-- ~m l~f [ l~176 -- l~176176 d$  

o 

abzuachiitzen, was analog, wie oben, gesehieht. Damit ist der Hilfssatz II 
bewiesen. 
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w 

Darstellung der Methode. 

1. Es sei p(z)  elne im Intervalle (-- 1, 1) definierte Funktion der 
Klasse (A), die an einer inneren Stelle ~ cost9 o dieses Interva]ls Zwei- 
real stetig differenzierbar ist, Es sei F (z )  eine Funk'tion, die im ~nter- 
valle (-- 1, 1) saint 

IF(~)f 
p(x) 

(L) integrabel ist und 2,/~ bezeichnen zwei reelle Parameter. Ich stelle 
die folgende Maximum-Aufgabe: 

Man betrachte die Gesamtheit aller Polynome n-ten Grades�9 A,  (x) 
mit reellen Koefllzienten, die der Bedingung 

1 

- 1  

unterworfen sind. Gefragt wird nach dem Maximum M,(p; 2,/~) yon 
1 

y 
- - 1  

Die Antwort lautet: 
#t  

1 

wobei die Q, (x) die zu der Belegungsfunktion p (x) geh5rigen orthogonalen 
Polynome sind,, fiir welche 

-1 1 ffir m = n  (m,n--=O,1,2,.. .) 

i s t .  (Vgl. die Einleitung.) 
Es sei in der Tat 

A"(x) -~ t o Qo(x) + t, Q~ (x) +.... -~ t,Q,(x), 

wobei die L beliebige reelle Zahlen bezeichnen, die der Bedingung, 
1 

- 1  

geniigen. Man hat 
1 ~ 1 

2A (~) + # f F(x)A,(x)dx - ~ ,  L[2Q, (~) + ~ f t.F (x)Q,(a:)dx], 
Y=O 

worau~ nach Anwendung tier Sehw arzschen Ungteiehung-unsere Behauptung 
ohne Schwiengkeit folgt. 
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Der Ausdruck M,,(p; 2,/~) l~iBt sich auoh in der Form 

(1) M~(p;~,~)=K.,(p;~)2+-2S,,(p;2)~.~§ 
sehreiben, wobei 

n 

x . (p;  ~) = ~  [Q, (2)] ~, 
Y ~ 0  

n 

~ ' = 0  - -1  

n 
1 

: H . ( p ) = ~ . ~  -~ [ f  F(x)Q.(x)dxJ" 
~ 0  --1 

ist; K.(p; 2) bezeictmet hier-die Quadratsumme der zu p(x) gehSrigen 
n ersten orthogonalen Polynome, S~(p;~) die n-to Partialsumme der 
Entwicklung yon 

F(~') 

an der Stelle ~ ~(in dem in der Einleitung festgestellten Siune)und H,,(p) 
die Quadratsumme tier Koeffizienten dieser Entwicklung. Man hat naeh 
der Besselsehen Ungleiehung 

1 

f [~(~)]~. (2) H,,(p)=< H(p) = ~(~i a~. 

2. Es .sei nun e eine beliebig kleine positive Zahl und pl'(x), pg (x) 
bezeiehnen die im Hilfssatz I definierten, zu p(x)geh6rigen Funktionen. 
Dann k~nnen ~ ,  di~ Funk~ionen p~ (x) bzw. p,(x) una F(x) .  ahnliehe 
Maximum-Aufgaben gestellt werden, wie in 1. fiir p(x) und F(x). Es 
gelten ferner mit Riicksicht atff Hflfssatz I a) fiir die LSsungen M.(p~; 2,/z) 
(a = 1, 2) dieser Maximum-Aufgaben folgende Ungleichungen: 

(3) M.(p.~; ~, t,) < M.(pi 2, ,,,) < M.(p~; 2, ~), 

und zwar fiir jeden Weft der Parameter 2, to. Man setze 

M,;(p.; 2,/ ,)  : K , , ( p ~  ~)P+2S.,,(p.; 2)2~ + H,,(p.)~ ~ ( ~ =  1,2), 

wobei die K.(p~;~) ,  E,,(p.; ~), H.(p.) analoge Bedeutung haben, wie 

K.(p; 2) usw. Man hat also 

K,,(p~i ~)ff ~- 2S,,~p.~; ~)2 t t -~ H,,(p~)~u ~ ~_ K,i(p; '~)2 ~ + 2 S,,(p; ~)2 t~ 

(~') +.H,,(~)z~___<.K,,(~,; ~)2~+ ~S,,(~; ~)2~, +H,,(~)~, ~ 

Daraus ereeben sieh die Ungleiehun.gen 

(4) g,, (~.,; ~ )<  ~ . (~;  ~)__<K,,(~,; ~.), 
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(5 ~ H, (p.~) ~ H" (p) ~ H, (p~) 

Lind 

IS,, (p; 2 ) .  s .  (p~; ~)]"< [H,, ( p ) -  ~ .  (p~)] [K. (p; 2)" ~ .  (p~; ~)] 
<H.(~)iK.(p;  ~) " K.(p,; ~)] 

(.) < H(p)[K.(p; ~) - K,,(p,; ~)]. 
3, Ich behaupte nun, daft d,er Bewe.is ~unseres Theorems. welches in 

der Einleitung formuliert wurde, sich auf denBeweis der folgenden siitze 
zurtickfiihren l~l~t: 

Satz I. Es s e i p ( x )  eine FunLtion der Klasse (A),  die an einer 

inneren 8telle ~ des lntervalle8 ( - -1 ,  1 )zweimal stetig di//erenzierbar ist. 

Es sei ~ eine beliebig kleine positive Zahl und p l (s ) ,  p, (x) bezeichnen 
die in Hil/~satz I de/inierten Funk~ionen. Dani~ gil~ /itr die Quadrat- 

8um~te~ 

x, , (~ , , :~)=  Z ",')~ " [Q, ( )] (~--- 1, 2) 

der z~t p.~x) gehdrlgen Polynome Q(.")(x) (a--~1, 2) an der 8tdle ~ eine 

Ungleichung 
0 ~ K . ( p , ;  ~) -- g,,(p~; 2) < ,~ (e): 

t 

JZ (e~ bezeichnet hier eine Funktion ton e, die nic~ mehr yon n abhdngt 

und mit e gegen 0 streb$. 

Satz II. Es sei p.~(x) eine Funbtion yon der in ttil/saatz I ein- 

lle/iihrten Form 1 I 
p~(z) = ~ ~(~), 

wobei P~(x) ein ~iir -- l ~_ x ~_ 1 positives Polynom bezeichnet. Bs 

13 ( ~ ) ' seien .~, ix) die zu p.,.(x) gehdrigen orthogonalen Polynome und F(x~ 
be zeichne eine ( L ) int~/rable Funldion. Dann ist /fir aUe x im Innern 

des Intervalls ~ 1, 1 (x ---- cosv~; 0 -~ t9 < ~) 

_ Sg 1 

lira [ ~ Q ? ( = )  f P(~)r  
- - 1  

p~(x) _ ~ 
- - i  

In der Ta~nehmen wir flit einen Augenblick diese Siitze als bewiesen 
an. Es sei f (x)  eine Funktion, fiir welche p(x)[ f~x)]  ~ (mithin auch 
p(x)/ ' (x))  (L)integrabel ist. Man "setze 

t' (~) = ~ (~,) f(x). 
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Diese Funktion geniigt alsdann den in 1. gestellten Bedingungen. Es sei 
ferner- 

1 

f(~) ,~coQo(x ) -Jr- e~Q,(x) + ... + c,,Q,(x)+... [c;, = f p(x) f(x)Q,,(x)dx] 

die Entwieldtmg yon f(x) nach den orthogonalen .Polynomen Q"(x), die 
zu p(x) gehiiren. Dann ist offenbar mit unserer oben eingefiihrten 
Bezeiehnungsweise 

-2 s . (p ;  ~ ) -  ~:Q,(~) 
v~O 

und 
n 1 

S,,(p~; ~) = ~ ,  Q~2, (~) f p(z)f(x)"Q~)(x)dx, 
~ = 0  --1 

auflerdem ist p(~)o= p~(~). Unser Theorem wird also, mit Riieksicht auf 
Satz II, bewiesen,owenn wit zeigen kSnnen, daft 

lim [S,,(p; ~) -- S,~(p.~; ~)] --= 0 

ist. Nun folgt abet aus~ 6)' wegen Satz I 

lira sup I s.(~; ~) - 8.(p.~; ~)1< YH (p) ~(~) 

und da ~(8) Sich mit e beliebig klein machen l~iflt, 

Alles geht somit darauf hinaus, die SRtze I und II, die sich ja auf 
die speziellen Belegungsfunktionen Tl(x) und p~ (x) beziehen, zu beweisen. 

ties wird im Kapitel I I  gezeigt werden. 

Kapitel H. 

~Yber z w e i  T y p e n  y o n  B e l e g u n g s f u n k t i o n e n .  

In diesem Kapitel will ich zwei Typen yon Belegungsfunktionen be- 
trachten, bei welehen man die zugehiirigen orthogonalen Polynome (wenig- 
stens yon einem gewissen Index an) direkt berechnen kann und flit die 
aueh die Entwicklungsfrage ~iul~erst einfaeh zu erledigen ist. Diese sind 

~l(x) = ~ d  p~(x) = CT~-~, ~(~) (--1 _<x_< ~) 

wobei Pi(x) und Pg(x) fiir -- 1 _~ x _~ 1 pbsitive ~ Polynome bezeichnen. 
Ieh werde reich zun~iehst m i t  der BelegungsfunkCion 

PCx) ( -  1 _< z _< 1), 
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beschi~ftigen, mater P (x )  ein fiir -- 1 < x < 1 positives Polynom verstanden. 
Aus ihr gehen die vorhin definierten Belegtmgsfunktionen hervor, indem 

m a n  

P ( x )  = P~(x)  
bzw. 

o ( ~ )  = (I - ~ ) P ~ ( ~ )  

setzt. 

w 

,,!1 - -  x e. 
Uber die orthogonalen Polynome, die zu der Belegungsfunktion P ( x )  

gehiiren. 

Es sei P ( x )  ein Polynom k-ten (und nicht niedrigeren) Grades, 
welches im Innern des Intervalls (-- 1, 1) positiv ist und an den End- 
punkten x, = ___ 1 hfichstens yon der ersten Ordnung verschwindet. Dann 
ist P(cos 0)  ein nichtnegatives trigonometrisches (Kosinus-) Polynom k-ter 
Ordnung. Man hat somit nach einem Satz yon Fe j6 r  ~ 

P(cosO) =-I~(~)J'= [~(o)1~ + [8(o)] ~ (~ = e,~), 
wobei 

�9 ( z ) = ~ o + ~ l z +  . . .  + ~ k z *  ( ~ o +  0, ~ k # o )  

ein Polynom k-ten Grades mit reellen Koeffizienten und 

c(O) = ~o + 31 cosO + . . .  + ~ cos kO, 

s(v~) = % sin v~ + . . .  + ~k sin kO 

konjugierte Kosinus- bzw. Sinuspolynome k-ter Ordnung bezeichnen, die 
die reellen und imagin~ren Komponenten yon ~(e ~~ sind, d.h.  

~(e'~) = ~(o)  + i ~ ( o ) .  

Es sei das Polynom ,(z) fiir ]zt ~ 1 von 0 verschieden (mlt eventueller 
Ausnahme der Punkte z = + 1, w o e s  hSchstens yon der ersten Ordnung 
verschwinden kann), ferner ~(0) reell und positiv. (Durch diese Forderungen 
ist ,(z) eindeutig bestimmt.) Ich behaupte dann den 

Satz  1. D/e zu  der Be legungs /unk t ion  

~f l -- x ~ 
2"(x) 

geh6rigen orthogonalen Po lynome ,  wobei P ( x )  eizt /i2r - -1  < x < 1 po- 

Sitives~ / i ir  x = -4-1 h~chstens yon der erster~ Ordnuug verschwlndende,  

s4) Vgl. Ful~note 1~). 
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k Potyn~.n k-ten Grades bezeichne|, lassen sich flit n > ~ 1: dutch /ol- 

gen~Ze Formal geu~n~n : 

~in~ Q~(cos o ) =  ~e'~'+l~(e -'~) 

Der rechtsstehende Ausdruck l ~ t  sich aueh in der Form 

~/~- [% sin(n + 1)# -]- zlsinn@ q - , . .  -k z~ sin (n ,-k 1 -- k),~ 1 

schreiben und hieraus ist es ersichtlich, dab dieser stets ein Sinuspolynom 
(n q- 1 )-ter Ordnung dsrstellt; Q,(z) wird somit mit Hilfe der obigen 
Formel tatsiichlieh sis ein Polynom n-ten Grades definiert. 

Um diese Formel zu beweisen, geniigt es bekanntUch, die Ortho- 
gonalit~itseigenschaft 

1 

r ~r . .  ( , , .  ~ - 1 )  
(1) j~(~)~,~x)xa:z=O ( O _ ~ r _ ~ n - -  1; n > ~  

- - t  

und die weitere Oleiehung 
1 

k 1) (2) r~l-fi-'L'~X~Q~(z)dx 1 ( n > ~ - -  
.1 P(-) 

- 1  

naclmuweisen. 
Die Gleichungen (1) lassen sich offenbar in der folgenden Form 

schreiben: 

sin O Q. ( cos 19) k 
J P(cos O) sin~gcos"OdO=O ( 0 _ ~ v ~ n - -  1; n > ~  1); 
O 

diese Gleichungen sind, da sin~9 cos"O ein Sinuspolynom ( r +  1)-ter Ord- 
nung u n d  umgekehrt ein solches Sinuspolynom stets v o n d e r  Form 
sin~gA(cosO) (A(x) ein Polynom ~-ten Grades) ist, mit den folgenden 
iiquivalent ! 

aT 2 ~  

['ein ~ Q, fo__~ ~). . . Q  l ('sin ~ Q. (cos a) 
J P(cosa) .sin~. ' q a U ~ J  P(cosa). sin~Oda---- 0 
0 0 

k 
(1 _~. r_~ n; n ~ - - ' 1 ) .  

~ Man zeigt leicht, dal~ diese Formel (abgesehen yon einem konstanten Fak- 
k tor) auch fiir n~ ~ .  l (kgerade) gilt. 



Entwicklung einer willkiirlichen Funktion. 79 

Die Gleichungen (1)s ind  also bewiesen, wenn wir zeigen k6nnen, daft 

2 ~  . . ~  

re'("+1)~ ~(e-" ), ~,o e-,,,~)d# I r  1) 
J :T~T"-]Y ~ - = o  ( 1 < , < , ; , > ~  
0 

ist. Das letzte Integral 1Rft sich abet (nach Multiplikation mit i) atff die 
folgende Form bringen: 

~--' r~.(,z._;;) F "e': n"" 

o I z l= l  

wobei (]as Integral rechter Hand im Oauchyschen Sinne zu nehmen ist. 
Da die Funktion 

Zn+r Zn-~ 

,(z) 

flit I zi~ 1 (auch an den Stellen z = ___ 1) zegul~ir ist, folgt hiezaus die 

Behauptung. 

Um auch die Gleichung (2) nachzuweisen, berechnen wit das Integral 

1 ~ 2z .  

rOT--=`3 . . ~ . . .  r ~ o _  .0 z r['J~q.(~ 
j~c, tz)az=j.P(cos~ ) Q,,(cos#)sin #dO = 2J ~'(eosO) 
-I o 0 

2 ~  

= ; a  l ~(~)1`3 " d O .  

0 

Andererseits ist unter z eine beliebige komplexe Zsld verstanden, 

Unser Integral reduziert sich somit auf das folgende: 

f '3 ';,~e 2 i(n..I. 1) B, qr/e_i#~l`3 
I'(Jo)f ' I d#-,~-74 ~ ' j  ],(e~o)t`3 - - "  

o 0 

Das e~te Glied ist offenbe~ gleieh 1, das zweite Integral lgftt sieh in der 
folgenden Form sehreiben: 

re ~m"+m~ r { 1 

, ( e ' )  
0 

Nun ist aber die Funktion 

z,,*+~,,(]) 

,(~) 

rz2.§ 

i J  ~(~) " 
Izl=1 
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regular fiir I z i ~  1i~), mithin verschwindet dieses Integral. 
die Gleiehung (2) und somit der Satz 1. 

Daraus folgt 

w 

t~ber die Quadratsumme der orthogonalen Polynome.  

Unsere n~ichste Aufgabe ist, die Summe 

K,(x) " = [Qo(x)] -? [Q~(x)] ~ + . . .  -+- [Q,,(xt] 

zu berechnen, welehe, wie in w 3 gezeigt wurde, in unseren Betraehtungen 

eine wesentliehe Rolle spielt. Q,,(x) hat  hier durehwegs die in w 4 an- 

gegebene Bedeutung, x ~ cos 0 bezeichnet eine feste Stelle im Innern des 

Intervalls (-- 1, 1). 

Man hat naeh der Chr i s to f fe l schen  Formel'-':) 

: ~ [Q/,+ ~(x)Q,,(x) - Q~(x)Q,+ ~(x)], K,i (x) 

wobei I, > 0 den hSehsten Koeffizient yon Q,,(x), d. h, den Koeffizient 

yon x" bezeiehnet. Nun folgt aus Satz i, mit Riieksicht darauf, da{~ 

sin (n + 1 ) 
sin 0 

ein Polynom n-ten Grades yon cos 0 mit dem hSchsten Koeffizient 2" ist: 
k 

dal] fiir n > ~ - - I  

1, ,=  2 T o, 

also 

d.h.  

ist, 

~.§ = ~ '  

2 

Andererseits hat man 
/ 

sin ~ Q.(eos ~) V ~  [ -  ~Co) cos (n + !)0 + c(O) Sin (~ + 1 ),~] 
und 

= ~ / ~ [ - -  s '(O) cos (n + 1 ) # +  e ' (0)  sin (n + 1)01 

+ ~/~(n + 1)Is(,#) sin(n -k 1)~ + c(O)cos(n -~- 1)0]. 

~6) Auch fiir z = ~ 1. 
~7) Vgl. etwa O. Perron, Die Lehre yon den Kettenbriiehen (Leipzig urld Berlin: 

Teubner, 1918). S. 381. 
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Daraus ergibt sieh naeh einer leiehten Reehnung der folgende 

Satz 2. Die Quadratsurame K, (x )  tier n-+-1 ers~en orthogonalen 

Polynome, die zu der Belegun#s]unktion 

~fl--x2 
P(x) 

geh6ren, wobei P(x)  ein ]i~r -- 1 < x < 1 posir - -  far x = + 1 hde~tens 
yon der eraen Ordnung versvhwindendes - -  Polynom k-$en Grades be- 

k 
zeiehnet, ldflt sich /ar n > y -  1 aus [olgender Formal entnehmen: 

= + :r sins ~9 K,  (cos tg) (n + 1)sin 0 P(eosO)-[- 

P~9 

wobei c(o a) und s(O) die in w 4 definierten trigonometrisehen Polynome 
bezeichnen und A . ,  Bn, C., D.,  E~ yon P(x)  unabhdngig (nut yon n 

und ~ abhdngig) sind; und zwar ist 

A,,--  -- sin(n + 1)~geos (n + 2) 0, 

B.  = sin(n + 2 ) 0 c o s ( n +  1)0,  

C n = cos (2 n + 3) ,9, D,, = -- E n = sin ~9. 

w 

Beweis yon Satz I. 

Ich will nun den im w 3, 3. formulierten Satz I beweisen, der sich auf 
die Quadratsumme der orthogonalen Polynome bezieht, die zu  den im 
Hilfssatz I definierten Belegungsfunktionen 

px(X ) __ I / 1 - - x  ~" und p.~(x) = 1 1 

geh6ren; Pl(x)  und Po(x) bezeichnen hier zwei Polynome k 1- bzw. k,.-ten 
(und nieht niedrigeren) Grades, die fiir -- 1 _< x _< 1 positiv sind. Es sei 

P~ (cosO) = !~(e  ~ )  I ~ = [c~ (0)] ~ + .[8~ (0)] ~ 
u n d  

P (eosO) = I = + 

wobei h(z) ,  ~l(~) usw. analoge Bedeutung haben, wie ~(z), ~(0)usw. im 
w 4. Es ist v , ( z ) +  0 fiir [z[ ~ 1 (a = 1, 2). 

Diese Belegungsfunktionen gehen aus der in w167 4 und 5 behandelten 
hervor, indem dolt 

P ( x ) = P t ( x )  bzw. P ( x ) = ( 1 - - x ~ ) P ~ ( x ) ,  
Mathematlache ~eitschrlft. XlI. 6 
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oder wegen 

gesetzt wird. 

und 

G.  S z e g ~ .  

1 -- cos~'.O-~ 1 - z  -~ ~ 

1 - z  'z 
z(z) = ~(z )  bzw. *(z) ~ v ~ i z )  

Ich setze nun der Symmetrie halber 

Tr ,~(z)  

* 0  **(e '~  = c~ ( ) + i s* (~ ) .  

Dann folgt aus Satz 2 fiir die in w 3, 3. eingefiihrten Quadratsummen 

g i , (p , ;  x) (a = 1, 2) die folgende Darstellung: 

~sinaOK.(pi; .cosO) ~ (n+  1) sin ~ 

+ C, cx(O)sx(O) + D,,c~()s,(O) q- Encx(#)sx(O), 

zt sin ~ 0 K ,  (p:; cos 0)----- (n + 1 ) s i n  ~ ~9 , ,  o~ .~ ~(r Jr A,,[c~. ~ )] B [s*(a)] ~" 

, t  , +C~*(O)s*(O).D.c... (0)8~ (o )+  E.c..* (0)8.~*' (o). 

Hierbei ist 

x = $ ---- cos0 o (0 < v~ o < :~) mit Riicksicht auf Hilfssatz I c) 

(o) ~ o 
~s ina0o [K~(p , ;  ~) - K , ( p . ~ ;  $)] = A~ {[c~(0o) ] - - [ c #  (0o) ] } 

B (o) ~ + . ~L8~ (ao)]""  [8r (Oo)]'-} + . . . .  

wobei A~ I, Bn (~ . . . .  die Ausdriicke bezeichnen, die aus ~ . , ,  B . . . . .  fiir 

0 - -  0 o hervorgehen. 

Wit wollen nun Hilfssatz I i  heranziehen. Es ist zun~ichst 

und 

d: h. 

und 

Daraus folgt, dal~ 

existiert, wenn , 

1 1 - - z  ~ 

I �84 

=--V-~..  (z) = ~ ~(~;~)" 

lira '1 (e~~176 = lira T~ (e ~~176 

~eeen 0 strebt und dasselbe ~ilt fiir die-Ableitungen 
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Da die Ausdriicke A(~ B (~ flit a l len  beschr~ialkt sind, folgt hieraus, 

dab die Differenz K , ( p ~ ; ~ ) -  K~(p~,;~) m i t e  gegen 0 strebk 

Damit ist unser Satz I bewiesen. 
Gleichzeitig ergibt sich ohne Miihe mit Riieksieht auf die Un- 

gteichungen (4) von w 3 der fotgende 

Satz  I'. Es sei p(x)  eine Fun~ion der Klasse(A),  die an einer 
inneren Stelle ~ = cos ~o des Int~rvaIls (-: 1,1 ) zweimal stetig diHerenzier- 
bar ist. Es seien ]erner Q~ (x ) die zugeh6rigen orthogonaten Polynome. 

Dann ist 
n 

(n-b 1) sin s O. o 
~ - s i n 3 ~ o K , , ( p ; 8 ) ~ t s i n 3 v % ~  [Q,(eostgo)] ~'~ p(eos#o) + A~~ ~" 

* ' ~ 0  

~(8} r ~ (0) if)) _i D. r s(Oo) E2' e(~9o)s' + _ .  ts (Oo) ]- + c,, c (Oo) s (~o) + (oo) + (oo) + ~,,, 

wobei A (~ , _,~R r176 . . .  die obige Bedeutung haben und 

t / ;  C (tgo) 2v iS (ao) = 1 t.. o~ 1 
A (p; e ~o) 

gesetzt wird (analog werden e', (ao) and s' (•o) definiert; vgl. w 2); endlich ist 

o~). lira e,, 

w  

Beweis  yon  Satz II. 

1. Wit wollen jetzt den letzten Sehritt zum Beweis des in der Ein- 
leitung ausgesprochenen Theorems tun, indem wit den in w 3, 3. formu- 
lierten Satz II beweisen. 

Es folgt zun~chst aus Satz 1 fiir die zur Belegungsfunktion 

1 1 

P~(~) = / i - ~  1"..(.) 

gehSrigen orthogonalen Polynome Q(n~*(x) die folgende Darstelhmg 

Sin OQ(~2)(cos/~) = r  ~ e , -+l ) ,  ~: ( e - " )  = ~ ~ e  '('+1)" 2 ~: ( e - '~ )  , 

wobei v~(z) and t~ (z) die in w 6 gegebene Bedeutung haben. Diese 
Formel gilt fiir 

> ~ + 2  n ~ - - 1 ,  d.h. fiir n >  k~ 
2'  

as) Aus diesem Satz l~iBt sich auch die in der Fu0note la) angegebene asympto- 
tisehe Formel der Polynome Qn (x) ableiten. Ferner ergibt sich hieraus der folgende 
interessante GrenzwertsatZ: 

Q~ (~) + Q~ (~)+ . . . .  q~(~) 

6* 
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�9 o 9 wenn k._, den  (echten) Grad von P(x)  bezelchnet" ). Da ferner 

1 " e  -~ ' ia  
- -  = i s i n O e  -~~ 

2 
ist, folgt hieraus 

QZ) (c~ O) -- i ~  ~ e ~  3s ( e - " ) - - V ~  [c'~ (~) ~176 n 0 + s , ( O )  s inn  #] .  

2. Ich will nun der Einfachheit halber die Indizes 2 iiberall weg- 
lassen und den Satz I I  folgendermallen formuliexen: 

yes sei P ( x )  ein flit -- 1 <_ x < 1 positives Polynom k-ten (und 
nicht niedrigeren) Grades und F ( x )  eine im Intervalle (--1, 1) (L)  
integrable Funktion. Man bezeiehne mit s , (x)  die n-re Partialsumme 
der Entwicklung 

Qr 1 

57 Q,(x) f F ( ~ ) O , ( ~ ) d ~ ,  z--f 
v = O  - - 1  

wobei Q.(x)  die zu der Belegungs/unktion 

1 1 

gehdrigen orthogonalen Polynome bezeichnen. 

Es bezeiehne /erner %(iv ) -~%(cosO)  die n-re Partialsumme der 
Kosinusreihe 

O~p =r 

cosvO F ( cos ~ ) sin "[~ eos v O d O . 
r = O  0 

Dann ist liar -- l < x < 1 

lim [% (xi -- P (x) o,, (x ) ] -~  0. 

Hier ist 

~wobei 
P ( e o s t ~ ) = ] 3 ( e ' ~ ) l  ~ [ 3 ( z ) + 0  fiir Iz] =__< l ,  3(0) > 0] 

und 

~(e ' )  = 0 0 )  -~ i~(o), d.h. P(~o~ 09 = [c (0) ] '+  [~(0)]0" 
ist. Man setze ferner 

~(z)=3o+3,z+...+3~z~ (3~ 3~+ o), 
dann ist 

Q, (cos 0) ~/~ [3 0 cos n 0 + ~, cos (n - 1) 0 + . . .  + z k cos (n - k) O ]. 

.-9) Diese Formel giIt (abgesehen yon oinem konatanton Faktor) auch fiir 

--- (k.~ gerade), ggl. die Ful~note ~5). 
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Der Beweis von Satz II stiitzt sich ebenfalls auf die Chris toffe l -  
sche Foemel~~ wie der yon ~ t z  I. Man hat 

1 

- - t  

wobei l~ den h6chsten Koeffizient von Q~ (x) bezeichnet. Nun ist fiir n > 

d. h. 

Ich setze 

~/2 2--~ 
I n  ~--- u  0~ 

1 

�9 ,,(x) =~ F(~)Q"+'(*)Q'(~)-Q'(*)Q'+'(~)d~., ._~ n>~ 
- - I  

�9 ,,(~, ~) = [c (~) cos ( n +  1) # + s (0) sin (n + 1) 0] [c (~) cos n ~ + s  (0) sin n ~] 

[c (~) cosn v~ + s (#) sin n 0] [c (~) cos (n -4- 1) ~ + s (~) sin (n -I- 1 ) ~], 

dann ist 
xr 

0 

Man hat ferner nach bekannten Formeln 

I f  sin (2 n + 1)--~--  
E( os )sin,  + 

0 

~' (~ '~)~dO O. 

2sin  J 
Ich benutze jetzt das fundamentale Lemma aus der Theorie der Four ie r -  
schen Reihen, wonach fiir jede im Intervalle (0, n) (L) integrabie Funk- 
tion qo(O) die Gleichungen 

lim 
n~-~-r 0 n~-~oo 0 

�9 o+~  gelten. Daraus folgt offenbar, da s m - ~ -  fiir 0 ~ ~_~ ~ oberhalb einer 

positiven Zahl bleibt (wenn ~9 eine feste Stelle im Innern des Intervalles 
(0, n) bezeichnet), dal~ 

sin ( 2 n + l )  0 + ~  
]Him 1 f F ( c o s ~ ) s i n ~  --2-d~---~ 0 

n = |  2sinO+O 
0 2 

so) Vgl. FuBnote s~). 
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ist. Der zu beweisende Satz lautet somit 

cob O -- cos 
lira f F (cos 8) sin 

Ieh fiihre jetzt die Funktion 

sin (2 n + 1) ~ ]  

j a =o. 

~ .  09, #) = [c (0) cos (n + 1) v~ + s (0) sin (n -~ 1) O] [e (0) cos n ~ +  s (0) sin n O] 

-- [c(O)eosnO + s (0.) sin n O] �9 [c (~9)cos (n + 1)O + s(O) sin (n  + 1)0]  

ein, die man offenbar auch in der Form 

(0, ~) = { [ ,  (O)] ~ + [.s (e) ]  +} {cos [(n + 1 ) O + , ]  cos [n  ~ + , ]  

- cos In o+ o] [ ( n + l )  o +,p] } 

=--P(cos,~){sin[<2n+1)~--~+27~]sinO~---~+sin<2n+l)~-Osin~ ! 
" 2 2 s 

sehreiben kann, wobei ~ nur yon ~, nieht abet von 0 und n abh~ingt 3~). 

Da ferner die folgenden Funktionen v o n ~ '  

F (cos O) sin ,~ e (a) - c (~) und z~ (cos v~) sin 0 + (~) - s (#) 
cos a -  cos ~ cos 0-- cos 0 

(L) ingegrabel sind, folgt, dab 
Yr 

lira f F(cos v~)sin ~ #"(e'  ~) - ~" (e' ~) dO = 0 
r ~ = =  COS t9 -- COS 

0 

ist. Der zu beweisende Satz l~i~t sich mithin auch folgendermaflen formu- 
lieren: 

L 

Nun ist 
�9 s i n - -  

2 

co. 0 - cos ~ + 

man hat also 

I 
-- P(cosO)-  ~2sin02+~ J 

= O. 

1 
0 - ~  = 0 ,  

2 sin --2-- 

cos ~-- cos 0 ~ - 
2 sin - -  

2 
�9 0--~ 

o 

- cos 0 -- cos 0 

81) Es ist n~mlieh a cos ~ +  b sin ~ =  ~ ] ~  cos ( O +  er wobei u yon $ unab- 
hgngig ist~ 
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Da die Funktion yon 
~ - o  

P(cos~)sinv~sin 2 n §  2 r  cosO-oos~ 

(L) integrabel ist, folgt hieraus die Behauptung. 
Damit ist Satz II  und also auch unser in tier Einleitung formuliertes 

Theorem bewiesen. 

Kapi te l  HI. 

Entwicklung einer willktirlichen Funkfion nach Jaeobi- 
schen (hypergeometrischen) Polynomen. 

Dastin der Einleitung ausgesprochene und in Kapitel II  bewiesene 
Theorem gestattet aueh die Entwicklungen, die naoh Jaeobischen (hyper- 
geometrischen) Polynomen fortschreiten, mit der trigonometrischen Ent- 
wieklung zu Vergleichen. Die Jacobischen Polynome J,,(a,/3; x) gehSren 
zu der Belegungsfnnktion 

p (x) = p (~, Z; x)  --- (1 - x)a (1 + ~)~, 

wobei a Und ~ gr61~er als - - 1  sind, und lassen sich bekanntlich durch 
die Orthogonalit/itseigenschaft 

1 {0 flit m ~ n ,  
f(1--x) a (1 § (a, fl; x) Jn (a, fl; x)d~ ~- 1 flit m-~ n (m, n~-0, 1, 2,...) 

- - 1  

charakterisieren (vgl. Jacob i ,  Werke 6, S. 184). "Das im vorhergehenden 
bewiesene Theorem ist indessen nur fiir -- �89 <~_a, fl ~ �89 auf diese Polynome 
anwendbar, da p (x ) -~  p(a ,  fl; x) nur in diesemFalle zu der Klasse (A) 
(vgl. Einleitung) gehSrt. Der Zweek dieses letzten Kapitels ist das Ent- 
wicklungstheorem auch ~ Jacobische Polynome zu beweisen, deren In- 
dizes entweder der Bedingung: a, fl ~ -- x oder der Bedingung: a, fl ~ -- 1 ~, .9 

geniigen. Den Fall, wo yon den Zahlen a, fl die eine > -- �89 und die andere 
< -  �89 ist, konnte ich leider nioht erledigen. 

Bevor ieh auf diese Erwei~erungen fibergehe, schicke ich einige, im 
wesentlichen bekannte Hilfssgtze fiber diese Polynome voraus. 

(1) 

w 

H i i f s s i i t z e .  

Der Zweek dieses Paragraphen ist den asymptotischen Weft von 
sg 

K,(~;  x) = Z  [J- (~,~;  x)] g 
~ ' ~ 0  
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fiir grofle n zu bereohnen, wenn x eine innere Stelle des In te rva l l s  ( - - 1 , 1 )  

bezeichnet.  

Man ha~ zuniichst nach der C h r i s t o f f e l s c h e n  F o r m e l  

(1 ' )  Kn(p;x ) -  l.+,(e~,fl)|d~t+l[a, fl; x)J,,(a, fl;x)'--J**(a, fl; x)J~,+t(tz, fi; X)], 

wobei  l,,(a,fl) den Koeffizient von x"  in J,,(a, fl; x)bezeichnet. 
Es ist bekannt l ich  

(2)  p(a,fl;x)S,,(a, f l ; x ) = (  1)"c,,(a, f l )s  q -x ) "+~ ;  

die (offenbar posit ive) Kons tan te  % (g,  fl) liiflt sich aus der  Bedingung 

1 

- - 1  

berechnen.  E s  ergibg sich 

2n+a+fl+l (n§ 

d . h .  nach der S t i r l i n g s c h e n  Formel  

(;)" 
cn(~,Z)= . + ~  

und 
e.(~,fl) _2nq_O(1)m). 

Aus (2)  fo]gt ferner 
'4 (2.+~+p)~_ (~,fl), 

also ist 
/,,(,~, ~) 1 

l~+~(~,fl)-- 2 q-O \n/'~). 

a.,-) O(an) ist das iibliche Zeichen fiir eine GrSBo, die mit a~ dividiert bei 
waehsendem n beschrgnkt bleibt. Der Kiirze halber wird I ' (z~l)=lI(z)=z~ 
geschrieben. 

8a) Die etwas weniger bosagende Gleidmng 

l,, (~, fl) 1 
lim 

sogar die Gleichung 

lim l"(F'fl)=c>O 
1 

gilt viel allg~meiner." Es sei p (x) eine saint (1 --x'~) -~  log p (x)(L) integl~able Funk- 
tion und l~(p) sei der Koeffizient yon x ~ in Qn(x ), wobei Q,~(x) das zu p(x) ge-. 
hSrige n: te  orthogonale Polynom bezeichnet. Dann i s t  

1 ~ . t  

lim ~ - = l i m  ~!u 2" e ~--~_ 

(Vgl. a. I a. O. x) S. 207). 
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Nun liefert (2) dutch Differention nach x 

p ' (a ,  fl; z ) J ,  (~, fl; x) + p(a,/7; x)J'~,(d, fl; x)  

( -  1)" d"+'  " ~)"+~ = c,~ (a, fl) ~ :? : - ( 1  -- z)~+" (1 + 

e,,(a,,a) (a : fl 1; x) d,,+~(:u 1,fl -- 1; x) 

und hieraus ergibt sieh unschwer 

p(a, fl; x) [J:+((u,  fl; X) J= (a, ft.; x) -- a'. (a, fl; x) J.+,  (a, fl; x)] 

= _ p(ec _ l , f l  _ l;  x) r~e,,+_~_~.__ t_~_ 1) j , + ,  (a _ c = + ,  (a,#t): 1, fl --  1; x) J,,(g;iJ; x)  

-- r162 J~+t (a - -  1;fl 1; x) J=+,(a,  fl; x)] 
en+t ( a _  1, f l _  1) 

d.h. 

K ( 1 l,,a,~) [. ~(,z,~} ; , , + i ( a _ l ,  f l _ l ; z ) j , + x ( a ,  f l ;x  ) (f ')  

c= +~ (--s l ,  Si_ 1) ~ + ~ ~ 

Wit wollen jetzt eine yon G. Darboux herriihrende a~ymptotische 
Formel der Polynome d~(a, fl; x) heranziehena4). Es i s t  flit 0 < 0 < 

J . ( ~ , p ;  c o s O )  

~'g "1  r 

.~ sin .~ ,,+# . 
"-7-., f .  a\~'f OX '~ 

t=," d too= : )  

Man setze hier der Kiirze halber 

V :  ~ i =_ V 2 -  , ~Tn0 -+~ ~ 0  ~,pt,,,~;Lo,0) = ~ ( ~ ' p ;  0) 

und 

dann ist 

:0<0 <=). 

Daraus folgt u.a., dal] die Polynome J (a,/J~ x) an einer festen 8telle 
im hmen: des Intervalles ( - -1 ,1)  beschriinkt bleiben. &us den obigen 
Formeln ergibt sich ferner 

]~,+t (ez, fl) e ,+ 1 ( , - - 1 , / 1 7 1  ) ~-' 2 + 0 ( 1  ) 

u) D a r b o u x ,  a. a: 0. ~), S. 23. Die yon uns angogebene Formei folgt dutch eine 
leiehto Umformung aus der D a r b o u x s e h e n ;  
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&h. 
n 

(1") K.(v;  x) - - - - , a ( l _ ~ . ) [ & + 1 ( ~ - l , / ~ - 1 ;  x ) & + , ( . ,  t~; ~ 

-- Jt,+u(a -- 1, fl-- 1; x) Jn(a,/~; x)] q- 0(1) 
( - - l < : x < l ) .  

Man hat nun fiir 0 < 0 < 

o~. (~,/~; cosO) -=g(,~,/~; o) cos r~, 
:[~rnel" 

J,.+,(,,, p; oosO)=g(~,. ~; o)cos (~.. + o / +  o (-~), 
,T,,+I ( a -  1, fl --1; cos 0 ) =  g ( a -  1, fl--1; 0)cos (y, q- -~) -}- 0 (1 )  

= - - g ( r  f l--1;v~)siny, ,q-O(1),  

orn+~ ( a -  1 , f l -  !; cos0 )= , ( a  --1, fl -- 1; 0)cos (7,"{- 0 q- ~)--b O(1) 

= - -  g(a--  1 , f l "  1; O) sin (7,-{- ,~) -k 0 ( 1 ) .  

Der Klammerausdruck in (1") l~iBt sich also nach der Substitution 
z ~ c o s ~  auch folgendermaBen schreiben: 

g(~,/~; o)g (~, - 1, t~ - 1; o ) [ -  sin r .  ~o~ (r~ + o) + oos y. si~ (y. + o)] 

+ 0 (  1 ) =ff0z, fl; O)g(,r fl--1; 0)sin0-{- 0 (  1 ) 

2 1 ( 1 )  2 ~/'1 -- x* ( 1 )  
----" ~/~(~,,8;~osO)r(~,-1,8-1;~os,~) -bO -,, ~--F,~) §  

(x = cos 0) ,  
d.h. 

K ( p ; x ) = l  n ~-0(1) ( - - l < x < l ) .  

w 

Beweis. 

Es sei x=cosO, ~=cosv~ and 
n 

~ ( o ,  ,~) = ~X'or~ (,,, t~; ~os o) J.(~,/~; eos~) 
~'--~0 

1 
p(~,fl; cos ~) sin ~ 

2 Z , .c~ ~ 0 cos ~ O, 
v ~ O  
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dann lautet der zu beweisende Satz folgendermal~en: Es ist fiir jede 

Funktion f (x ) ,  die im Intervalle (-- 1, 1) samt p (a, fl; x ) [ f ( x ) J ' ( L )  inte- 
grabel ist und fiir --1 ~ ~ ----- eosO o ~ 1 (0 ~ 0 o ~  :~) 

7g 

(3) lira f p ( a ,  fl; e o s ~ ) f ( e o s 0 ) ~ , ( 0  o, v~)sin0d~ • 0. 

1. Es seien zun~hst  die Indizes a und fl grS~er als -- �89 Dann 
l~l~t sich zu jeder e die ,,Approximationsbelegung" p~(x) genau so wie 
i m  Hilfssatz I ermitteln. Wir kSnnen also ~hnlieh wie in w 3 schliel~en. 
Es babe K,(p; ~) und K , ( p , ;  ~) die dortige Bedeutung, d .h .  die Quadrat- 
summe der n + l  ersten, zu p(x) bzw. p~(x) gehSrenden orthogonalen 

Polynome fiir x~ -~ .  Dann ist naeh w 3, (6) [p(a, fl; x)= p(x)] 

(4) 1 f P  (cos ~) f(cos ~) ~.(~o, ~) sin ~d~l~_< H(~) [g.(~; ~) -- K. (~.~ ; ~)]. 
0 

Unsere Behauptung wird somit bewiesen, wenn wir die Gleichung 

lira [K,(P;  ~) -- g,,(p~; ~)] = 0 

zeigen kSnnen. 
Dies li~l~t sich in der Tat naohweisen, und zwar mittels einer yon 

G. D a r b o u x  a. a. O. 7) ausgefiihrten Methode. Doeh gestalten sich die 
hierbei erfo~derliehen Reehnungen ~ullerst langwierig; wir wollen hier 
also dieser Sehwierigkeit aus dem Wege gehen, indem wir zeigen, dal~ es 
flit unsere Zwecke vollkommen geniigt, das Bestehen einer Ungleichung 

(5) 0 < K.(~; ~) - K.(~,;  ~) < c 

naehzuweisen; C bedeutet hler eine von n und f(z) unabhiingige positive 

Konstante. 
In der Tat, nehmen wir (5) als bewiesen an. Dann folgt aus (4) 

: r  1 

(4'.) I f  p(cosO)f(cos~)~,(~o,'~)sin#d~[~'~CH=C f p(x)[f(x)]~dx. 
0 - - 1  

Es sei nun A(x) irgendein Polynom (etwa r- ten Grades ) .  Man hat 

oftenbar 
1 

z~'a;(,~,t~;~)f ~,(~)a(~)~(,~,~;~)d~.=A(~) (,~>r) 
* ' = 0  - - 1  

und mit Riieksieht auf elementare Konvergenzs~itze aus der Theorie der 

F9ur iersehen Reihen 

lira ~-2 ~ cos ,, ~ f p (cos ~), A (cos ~) sin,Ocos ,, 0 dO = p (co~ 0) A (cos O) sin 

(0 < 0 < ~), 
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d. h. 

nm f p (cos ~) a (co~ ~) ~. (~o, ~) sin ~ d~ --- 0. 
1'. ~ 0 

Aus (4') ergibt sich somit, indem dort f (x )  dutch f ( z ) -  A(Z ) ersetzt 
wird, Jg 

l lira sup f p (cos ~) f (cos ~) ~ ,  (~o, ~) sin ~ d ~ 1~ 

1 

c f ~(~)[f(~) - A (~)]~d~, 
- - 1  

wobci A(x)  ein bdiebige~ Polynom bezeichnet. Die rechte Seite liiBt. 
sich abez bier dutch geeignete Wahl yon A (x) beliebig klein maehen 3~}, 
woraus tats~chlich (3) folgt. 

Es bleibt uns also iibrig, die Ungleichung (5) zu beweisen. In .~ 6 
wurde die Formel 

�9 n + l  n + l  
Kn(P.,.; ~ ) =  n~/~Z_~op~(~)I 0 ( 1 ) ~  I 0 (1 )  

abgeleit&, wobei 0 (1) eine fiir a l l en  und e beschr~inkte GrSl~e bezeiehnet. 
Mit Riicksicht aaf die im vorigen Paragraphen abgeleitete Formel 

K,(p; ~) = ,~ 1~_~21 ~ (~) + 0 (1) 

folgt hieraus ohne Schwierigkeit die Behauptung. 
Damit ist unser Entwicklungstheorem fiir alle Entwicklungen bewiesen, 

1 die nach Jacobisehen Polynomen J~(~, f l ;~)  mit Indizes a, f l>  
fortschreiten. 

2. Eine einiaehe Bemerkung ermSglieht aber, auf dieselbe Weise auch 
den Fall - -  1 < a, fl ~ -- �89 zu erledigen. In der Tat liiflt sich dann genau 
so wie in  w I eine Belegungsfunktion p.~(x) ermitte]n, die yon derselben 
Form ist, wie die im Hilfssatz I festgestellte (d. h. 

1 1 

p+ (~) = v,1 ++-~---~ ~(~), 
wobei P~(x) tin (iir --1 ~ x ~ l  positives Polynom bezeiehnet) und 
wSr~lieh dieselben Eigenschaften besitzt wie die dort angegebenen, mit 
dem einzigen Untersehied, daft 

p ( ~ ) >  p+(z) ( -  ~ < ~_< 1) 

ist (und nieht ~ ,  wie dort). Dementsprechend erleiden die Ausfiihmngen 
yon w 3 eine leichte bIodifizierung. Es ist nlit der dortigen Bezeiehnungs- 
weise 

m,(p;  ~, ,,) < M,(~+; 2, ,,) 

+~) Vgl. etwa Stekloff, a. a. O. +), S. 214 und FuBnote. 
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und 

K . ( p ;  $)2 + 28 . (p ;  $)2/~ + H.(p)/x- 

d.h.  
K.(p; $) s K.(pg; $), 

H~(p) < H.(p..) 
und 

! s.(v; ~ ) -  s.(p~; e)l~__< [H~(p~)- H~(V)] [K.(p~; ~) -  K.(V; ~)] 
4 H.(p.)[K.(p...; ~) -- K.(p; $)], 

wobei 8.(p; ~) (wie in w 3) die n-te Partialsumme der Entwicklung von 

F(x) naeh den zu p(x) gehSrigen orthogonalen Polynomen bezeichnet; 

F(x) wird hierbei (wie dort) als (L) integrabel vorausgesetzt. 
Es sei nun (wie in w 3) 

F(x) = p(x) f(x),  
dana ist 

1 1 

_ f C F ( ~ ) P  d ~  = f lv (~ ) ; "  [ f ( ~ ) ] ~ d ~ .  H,,(p~.) ~ l imH.( l~)  - - d  p,(s) d p.,.(x) 
- 1  . - 1  

vorausgesetzt, dab dieses Integral endlich ist: Den Ausdruck 

K, (p : ;  ~ ) -  g.(p;  ~) 

kSnnen wir ~ihnlieh wie vorher abschBtzen. Unser Resultat bleibt also in 
Giiltigkeit, vorausgesetzt, d~fl nicht nurdas  Integral 

1 

f p(x)[f(x)]"d x , 
- - 1  

sond'e~n soga~ 
1 

[p(x)] ~ ~ f-FC(~(~-7[f~x)] dx 
- - 1  

Mer, was d~selbe heiflt,. 
1 

- - I  

endlieh is~. (OtTenbar folgt daraus, daft das Integral yon p(x)f(x)  
endlich ist.) 

Indem wir zwei Reihen Z a , ,  und ~ b , ,  als ,,dquikonvergen$" be- 
zeichnen, wenn es eine von 0 versehiedene Zahl k. gibt derat~, dab 

n n ~ 

lira ~ (a,.-- kb,). = lira [;~o a,. k .~Jbr]  = ,) 
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ist, kSnnen wit unser Entwicklungstheorem fiber Jaeobische Polynome 
folgendermaflen formulieren: 

Es seien 
J,,(a, fl; x) (n = 0 ,  1, 2 , . . . )  

die Jacobischen (hypergeometrischen) Polynome mit den lndizes ~ und fl 
(a, fl > -- 1 ), die dureh die Orthogonalitdtseigenscha]t 

1 

f ( x  - ~)~(1 + x)" J . ( ~ ,  Z;~).5 (c:, Z; ~) d~ = ~o f ~  ~ ~ n, 
-1 [1 f f i r m =  n ( m , n = O ,  1 , 2 , . . .  

zu charakterisleren sin& Es sei f (x)  eine Funktion, /iir welehe das 
Lebes  guesche Integral 

1 

f (1 -- x)"(1 -~ x )~ f ( x )dx  
--1 

existiert. Dann ist die Entwicklung v.on f (x )  n a ~  Jacobischen Poly- 
n o r a  e n  

~ 0  --1 

,, dquikonvergent,' mit der Kosinusentwicklung yon (1 -- cos ~)~( 1 + cos v~)~ 
f(eos~)lsina t /i~r alle x im Innern des Intervalls ( - :1 ,  1), voraus- 
gesetzt, daft entweder 

1 
und fl > -- ~ und (1 - -  x)'~( l + x)~ [f(x) ~- ( L) Ortegrabel 

oder 
1 

und fl ~ -- ~ und (1 -- x)~"+~ (l + x)~t~+�89 integrabel 

isto 

Unter den zahlreichen Anwendungen dieses Satzes, die sieh ~?n selbst 
bieten, hebe ich die folgende hervor: 

Die Entwieklung einer ststigen Funktion nach den Jacobisehen 

Polynomen J,  (a, fl; x) mit den Indizes a, fl ~ - ~ oder~-- 1 < ~, fi ~ - -  
(oder insbesondere die Entwicklung einer stetigen Funktion nach den 
speziellen Jacobischen Polynomen J~(a ,a ;  z), wobei a>--~1 beliebig 
ist) ist im Innern des Intervalles --1 ~ x ~_ 1 nicht notwendig kon- 
vergent; sie ist abet stets summierbar mit Hil/e der Cesdroschen Mitteln 
yon der Ordnung e, wobei e eine beliebig kleine positive Zahl bezeichnet. 

Berlin, Mi~rz 1921. 

(Eingegangen am '25. biiirz 1921.) 


