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G r u n d l a g e n .  D e r  l i n e a r e  F a l l .  

Es seien auf der Geraden der  reeUen Zahlen unendhch viele Punkte 

~ ,  r  r �9 . .  

markier~; wir rollen die Gerade au f  einen Kreis vom Umfange 1 auf und 
fragen~ ob dabei die an den S~ellen a n befindlichen Marken schlieBlich 
den Umfang des Kreises fiberall gleich dicht bedecken. Dies wtirde dwnn 
der Fall sein, wenn die Anzahl na derjenigen under den n ers~en Marken 
eq, ~ .  �9 .~ ~ ,  welche beim AufroUen in den Teilbogen a der Kreisperipherie 

hineinfallen, asymp~otisch durch l a t - n  gegeben ist: 

(1) lim ~ =1"1; 

unter [a I is~ dabei die Lgnge des Bogens a verstanden. Daun und nur 
dann, falls diese L~mesgleich-~ng fiir jeden Teilbogen a erffillt is~, sprechen 
wir yon einer gleichmgBig dich~en Verteilung der Marken fiber die Kreis- 
peripherie. Das /kufrollen der Geraden auf den Kreis besag~, dab wit die 
reellen Zahlen rood. 1 betrach~en, "d. h. dab zwei Zahlen bereits dann als 
gleich gel~en~ wenn sie sich um eine ganze Zahl un~erscheiden. Unter 
den Zahlen x, welche einer gegebenen r rood. 1 kongru~ent sind~ g i ~  e~ 
sine und nur eine, welche der Ungleichung 0 ~_ x <~1 gentigt; diese~ die 
Reduzier~e yon ~ rood. 1, mSge~mi~ (~).~bezeichne~ werden. 

Um zu einem Kri~erium ffir d~ie Gleichv~eilung zu gelangen~ ~nehmen 
wir an, dab die Zahlen ~ rood. 1" -(tieses ~esetz erfiillen. D~nn behaupte 

*) Den gleichen @egens~and wie ~ i e  vo~flfegende A~bei~ beli~]id~It eine'~n den 
G6t~tinger~N&c-llrich~6n ~Si~zung yore tS.~ffm~i ~t914) erscldenene : ~ e  d~  ~erfa~sers. 
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ich, kiinnen wir daraus ftir jede beschriinkte, Riemannisch integrierbare 
Fnnktion f(x), die periodisch mit der Periode 1 ist, die Limesgleichung 

n 1 

1 
(2) lira ~- 5 ~ f(ah) -~j ' f (x)dx 

n = o o  h = l  0 

erschlieBen; d. h. der mittels der di~skreten Zahlen a, gebilde~e Mittelwert 
1 

der Funktion f slimmt mi~ dem kontinuierlichen Mii~elwert _ / ' f (x)dx 
0 

ltberein. In der Tat besagt unsere Voraussetzung, dab (2) erfiillt is~ ftir 
jede sttickweis kons~ante Funktion yon der Periode 1. Es liegt im Wesen 
einer im IntervaU 0 ~ x ~ 1 gegebenen, beschriinkten, Riemannisch inte- 
grierbaren Funktion f(x), dai] zu ihr zwei stiickweis konstante Funktionen 
fx, f~ existieren, welche sie zwischen sich enthalten ( f l ~ f ~ f ~ )  und 

1 1 

deren Integrale f f l  dx, f f ~  dx sich beliebig wenig voneinander unter- 
0 0 

scheiden. Sei der Unterschied dieser Integrale ~ e, so ist 

n 1 1 

1 

n = o a  h = l  0 0 

Filr hinreichend groBes n ist daher 

also afortiori  

n 1 

1 / ' f d x  2 
h - - 1  0 

n 1 

-s f(a ) > f x- -  2 ~. 
h = l  0 

Ebenso ergibt sieh mit Benutzung yon f~, dab fiir him'eichend groBes n 
die linke Seite 

1 

< f f d x  + 
0 

is~, und dami~ is~ unsere Behauptung erwiesen. 
Die ei~aehs~ Funk~ion yon der Periode 1 ist 

sie ist die eigenfliche anal/ytische Invariante der Zahlklasse~ rood. 1. Der 
reellen Zahl x die komplexe e(x) zuordn~n, besag~ nichts ande~es, als den 
ProzeB des Aufrollens der Zahlgerade auf den Kreis yore Umfange i ana- 
lytisch ausftihren. Ftir jede ganze Zahl m hat auch e(mx,)_die Periode 1, 



Gleichverteilung ,,'on Zahlen rood. Eins. 315 

und daher gilt unter unserer obigen/knnahme insbesondere ftir jede gauze 
ZaM m ~ 0 

n I. 

1 
lira ~- E e(ma~) = r e ( r e x ) d x  = O. 
n = z z  h : l  0 

Die Theorie der Fourierschen Reihen lehr~, dab aus den speziellen Funk- 
tionen e(mx) sich jede periodisehe Funktion linear zusammensetzen 1M3t. 
Daraus kann die folgende Umkehrung unseres Ergebnisses hergeleitet 
werden: 

S atz 1. Gilt fiir jede ganze Zahl m .~ 0 die l_,imesgleichung 
n 

= o ( . ) ,  

h = l  

so geniigen die Zahlen a,, mod. 1 dem Gesetz der iiberall gleichmiiflig dich~n 
Verteilung. 

In der Tat, da die Gleichung (2) ftir die Funktion e(Ox)= 1 selbst- 
versfiindlich ist, folgt sie aus der in Satz 1 gemaohten Annahme ffir jede 
abbreehende ~rigonometrisehe Reihe: 

a o  f(x) .= -~ + (a 1 cos 2~x + b, sin 2~x) + . . .  + (a~ 0os2 ~mx  + b,,, sin 2zmz) .  

Is~ f(x) eine beliebige stetige Funktion yon der Periode 1, so kann mall 
bekanntlich zu jeder positiven Zahl s e i n e  abbrechende ~rigonome~risehe 

Reihe f, finden, so dab I f -  f,I < ~ ist. fl = fo - s und = f, + t sind 
dann zwei abbrechende trigonometrische Reihen, welehe f zwischen sich 

enthalten und deren Integrale 
1 1 

O 0 

sich um 26 voneinander un~erscheiden. Wir schlie~en daraus wie oben, 
dab G l e i c h u ~ 2 )  fflr die Funktion f giil~ig is~. Bezeichnet endlich f eine 
sttickweis ~ F u n k t i o n  yon der Periode 1~ so kann man leicht (in- 
dem man etwa die Sprtinge yon f durch s~eile, geradlinige BSschungen 
ersetzt) zwei stetige Funktionen fl, f~ finden, die f zwischen sich enthalten 
und deren Integrale beliebig wenig voneinander verschieden sin& .Darum 
gilt (2) dann auch ftir eine solche Funkfion f .  In dem" damit bewiesenen 
Sa~z 1 besitzen wit ein analytiseh gu~ brauehbares Kri~;erium ,f~r die 

Gleichver~eilung yon Zahlfolgen rood. 1. 
Wir geben sogleich eine Anwendung, :!ndem wir se~gen: 
Sat;z 2. Ist ~ eine irrationale Zahl, :$o liegen die : ~ a r ~ z s . a ~  ~ -  

f achen yon : 
lf, 3f , . . .  

rood. 1 iiberall gleid~ dicht. 
~i* 
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Ist m eine gauze Zahl + 0 und setzen wir m~----~, so haben wir 

nur festzustellen, dab 

h.-~l 

wird. Die hnke Seite liiBt sich aber als geometrische Reihe summieren, 

ihr absoluter Be~rag ist 

_ t e((n-]-~)~) -- e(~) l ~ ~ 1 
- -  e(~/) - -  1 = t e (~7) - -  1 I -~- ] sin :~ /1 '  

ist also, da ~ keine ganze Zahl ist, nicht nur = o(n), sondern bleibt sogar 
unterhalb einer endlichen Grenze. 

Der Satz 2 ist yon Bohl, Sierphiski und mir 1909--1910 auf Grund 

der Tatsaehe bewiesen worden, dab sich die irrationale Zahl ~ dutch einen 

Bruch, dessen Nenner ~ o(n) ist;, mit einem Fehler -----o ( 1 )  approximieren 

liiBt.*) Ein weiterer elementarer, d. h. die Exponentialfunktion nicht be- 
nutzender Beweis rfihrt yon Herrn H. Bohr her.**) Er geht so vor: Man 
w~hle eine grol~e ganze Zahl ]T und verstehe unter ~ die absolut kleinste 
Zahl, welche einer der Zahlen 1~, 2~  . . . ,  H~ rood. 1 kongruent ist. Es 
sei etwa J~ ~ ~. Ferner seien [1] ~ alb 1 und [2] -~ a~b~ zwei Intservalle 
yon gleicher L~nge. Man kann die ganze positive Zahl L so bestimmen, 
dab a~ A- L8 rood. 1 zwischen % -- ~ (exkl.) und a~ (inkl.) liege. Das Inter- 

vaU, welches yon a 1 q-L~ bis b 1 -b L~ reicbt, heiBe [2']. Jedesmal, wenn 
n~ mod. 1 im Intervall [1] liege, lieg~ (n-b LJ )~  rood. 1 im Intervall [2'], 
und umgekehrt. Bezeichnet n 1 also die Anzahl derjenigen unter den n 
ersten Zahlen 

(3) 1~, 2~, 3 ~ , . . . ,  n~, 

welche rood. 1 in [1] liegen, und haben die Zeichen n~, n~, die analoge 
Bedeutung ftlr die IntervaUe [2], [2'], so bleibt I n ~ -  n~, I fiir a l l en  unter- 
hatb einer endlichen Orenze C. Dasjenige St~ick ~ yon [2'], das fiber [2] 
hinausrag~, ha~ eine Liing~ < ]~]. Liegen zwei Zahlen h~ und k~ ( h < k )  

rood. 1 in ~, so ist demnach (k- -h)~  rood. 1 kleiner als e mad daher 

> n Za lo  + i 

Die Anzahl derjenigen unter den Zahlen ~3), die in [2] trod [2'] zugleibh. 
(d. h. in [2'], aber nicht in ~) liegen, ist demnach 

*) P. Bohl, Or. J. 1~5 (1909), S. 189--283, insbesondere S. 222. W. Sierpihski, 
Krakau, Ak. Anz., ma~h.onaturw. KI., A, Jan. 1910, S. 9. H. Weyl, Rend. Circ.~ Mat. 
Palermo 30 (1910), S. 406. 

**) Vgl. H. Bohr und J. E. Li~lewood~ The Riemann Zeta-function and the Theury 
of Prime Numbers (Cambridge Tracts in Mathematics and Mathematical Physics; noch 
nicht erschienen). 
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Infolgedessen ist a fortiori 

Daraus ergibt sich 
lira sup. n ~ -  n., < 1 

n -----H ~ 
n r  

und da H beliebig gro$ genommen werden kann, 

lira sup. nt --n, ~ 0. 

Da das Gleiehe unter Vertauschung der Intervalle [1] und [2] gilt, mu$ 

lira n, -- n, = 0 
~t 

sein, d. h. in die Intervalle [1] und [2] yon gleicher Liinge enffallen 
asymptotisch gleich viele der Zahlen (3). Teil~ man jetzt das ganze Inter- 
vall 01 in eine endliche Anzahl gleicher Teile ~) yon, der L~ge  ~, so 
entfallen auf jedes ~ asymptotisch gleich viele der r~'tluzier~en Zahlen (3); 
da abet jede Zahl in einem und nut einem 2) gelegr is~, mu• die Anzahl 
der auf jedes ~ entfallenden asymptotisch -= 6.:n sein. Daraus folg~. 
unsere Behauptung (1) zun~chst fiir jedes Intervall a, des aua einer end- 
lichen Anzahl yon Interval[en ~) zusammengesetzt ist, und dana auch, 4a 
6 beliebig klein genommen werden kann, fiir jedes beliebige Intervall. 

Zum Schlul~ bemerken wir noch, zu unserer allgemeinen Frage zuritck- 
kehrend, dai~ die Limesgleichung (1), wenn sie iiberhaupt bei einer ge- 
gebenen Zahlenfolge a, fiir jedes Intervall a zuLrifft, auch gleichmii$ig fiir 
alle [nLervalle a (yon einer L~ge  < 1) Giil tigkeit hat. Denn teilen wir 
des Intervall 01 in eine endliche Anzahl ~o~a Teilen ~,  deren Lii~ge ~ 6  
ist, so gilt fiir alle n oberhalb einer gewissen Grenze und alle InLervalle 

~(1-  ~)~ s ~ _< ~(1 +6).. 

Faint man nun bei einem beliebig gegebenen IntervaU a einerseits die- 
jenigen Intervalle ~) ins Auge, die im Innern yon a gelegen sind (sie 
haben eine Gesamtliinge > l a i -  2 ~), andererseits diejenigen, die ttherhau~ 

Punk~e rail a gemein haben ( u n d  deren Oesa~ntlii.n.ge < [a [ -[- 2 #:I~;)i" gO 
bekommt man ftir Werte n, die oberhalb der erwiihnten Grenze liOgen.~ 

( I . I -  ~ )  ( 1 -  6) ~ __< n. __< (IQt + 2~) (x + r 
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w 

~ b e r t r a g u n g  auf  mehrere  Dimensionen. Anwendungen. 

Dadurch dab man ~ Variablen xl,  x ~ , . . . ,  x~, bestimmte Werte 

Xi = gl' X] "~- g~ ,  " "  ", Xla z % 

erteilt, erh~lt man einen Punkt (a) im io-dimensionalen Raum; die a s sind 
seine Koordinaten. Zwei solche Punkte nennen wir kongruent (gemeint 
is~: rood. 1), wenn die entsprechenden Koordinaten der beiden Punkte 
einander rood. 1 kongruent sind. Unter denjenigen Punkten, welche dem 
gegebenen (a) kongruent sind: 

x 1 ---- al, xs ---- a,, " ', x~ ----- % (rood. 1), 

gibt es einen und nur einen, weleher dem Einheitswtirfel 0 ~ xl,  x s , . .  

�9 .., x~ ~ 1" angehSrt; ihn nennen wir den Reduzierten. Identifiziert man 
zwei Punk~e, falls sie einander kongruent sind ~ oder faBt man jedes 
System kongruenter Punkte als einen einzigen ,,Punkff' auf, so entsteht 
aus dem gewiihnlichen p-dimensionalen Raum eine geschlossen_e s 
sionale Mannigfaltigkeit ~ .  Ein Raumsttick (d. i. eine abgeschlossene, 
im Endlichen gelegene Punktmenge mit bestimmtem Volumen V im Cantor- 
Jordansehen Sinne) des gewShnlichen Raumes is~, falls es keine zwei zu-  
einander kongruente Punkte enthiilt, aueh im iR$ ein (einfach bedecktes) 
Raumsltick veto Volumen V. Eine lineare Transformation 

P 

+ =, :, 2,...,v) 
k = l  

iiiltt sich dann and nur da~n als eine Transformation des ~R~ ansprechen, 
wenn sie ganzzahlig und unimodular ist {d. h. weuu die Koeffizienten ai~ 
ganz9 Zahlen*) yon der De~erminan~e i 1 sind}. 

Es set im ~ eine unendliehe Punktfolge 

, (n ) :  x, - -  ul (n), x~ = a,(n), . . . ,  x~ - -  ~ ( n )  (rood. l )  

{ n---- 1, 2, 3 , . , . ,  in inf. } 

gegeben. Wit fragen wie oben im Falle p----1: wann Iiegg diese Folge 
im I~r v ttberall gleichm'~Big dieh~, d.h.  wann ist die s derjenigen 
unter den n ersten der Punkte a(n), welehe in einem beliebig abge- 
grenzten Raumstfiel/ yore Volumen V liegen, asympto~isch durch V. n 
gegeben? Darauf antwortet das folgende, genau wie oben zu beweisende 
Kriterium: 

*) Die a, kiinnen beliebige Zahlen sein. 
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Satz 3. Die Punktfolge a(n) erfiillt den ~ iiberaZl gleichmd[3ig dicht, 

wenn f~ir tides System ganzer, nicht sSmtlich ve~'schwindender Zahlen 

ml, ms, �9 �9 ", m~ die Limesgleichung 

e(ml l(h) + + . . .  + %%(h)) = o(,) 
h ~ l  

stallfindet. 
Daraus ergibt sieh sogleich folgende Verallgemeinerung yon Satz 2: 
Satz 4. Bind ~1, ~ , ' "  ", ~ irgend p Zahlen, t~wischen denen keine 

ganzzahlige lineare Belation besteht (d. h. keine Relation 

in der die Koeffizienten ~i und ~, ohne siimflich zu versehwinden, ganze 
Zahlen sind), so ~iegt die ]~eihe der PunT~te 

(n[~, n[~, . . . ,  n~,) {n -1 ,2 ,3 , . . . , i n  inf.} 

rood. 1 iiberal[ gleich dieM. 
Die Behauptung, dab diese Punktfolge fiberall dich~ liegt, ist der 

Inhal~ eines beriihmten Approximationssatzes yon Kronecker.*) Das vor- 
liegende viel schiirfere Theorem ist zuerst im Sommer 1913 yon mir in 
einem Vortrag in der Gii~inger Mathematischen Gesellsehaft aufgestell~ 
und auf iihnliche Weise wie bier bewiesen worden. Die im wesentlichen 
iibereinstimmenden, yon Sierpi~[ski, Bohl und mir herrfihrenden Beweise 
des Satzes 2 lassen sieh auf den mehrdimensionalen Fall nicht tiber~ragen, 
wohl abet is~ das mit dem elementaren Bohrschen Beweis miiglich. Be- 
treffs der iiberrasehenden Anwendungen~ welche Herr Bohr yon dem 
Kroneckerschen und diesem schiirferen Theorem auf die Theorie der Rie- 
mannschen ~-Funktion mach~e, verweisen wir den Leser auf die oben 
zitierte Schrift, ,,The Riemann Zeiafunction and the Theory of Prime 
Numbers" yon H. Bohr und J. E. Li~ilewood.- Wie sieh die Aussage 
modifiziert, wenn zwischen den ~ eine oder mehrere ganzzahlige Rela- 

tionen besiehen~ sol] i m w  5 diskutierf~ werden. 
Wir kiinnen den in Satz 4 die diskre~e Reihe der ganzen posiliven 

Zahlen durchlaufenden Parameter n dutch elnen koniinuierlichen Para- 

meter t, den wit als Zeit deuten, ersetzen. Dann kommt: 
Satz 5. ~ewegt sich im ~ ein Punkt mit 7wnstanter Ges~hwindig- 

keit auf gerader Linie: 
(4) x, ~ ~, "a t- r,t  (a,, n Konstante), 

*) Die Periodensysteme yon Funk~ionen reeller Varieblen, Berich~e' d. K. Preu~. 
/kk. el. W. zu Berlin 1884~ S. 1071--1080~ und: Ni~herungsweise ganzz~hlige AuflSsung 
linearer Gleichungen, ebenda 1884, S. 1179--1193,1271--1299. (Werke III 1, S. ~2--109,) 



3~20 H. Wmrr. 

so betrtigt sc4~e relative VerwetTzeit in einem beliebigen I~aumstiiek so viel, 

als das Volumen des Raumstiicks angibt. Vorausgesetzt ist dabei, daft zwischen 

den Richtungs~ahlen 7, keime homogene ganzzahlige lineare t~dation besteht. 

Ist wi~hrend der langen Beobaehtungszeit yon t = 0 bis t die Gesamt- 

l~inge derjenigen Zeitintervalle, wiihrend weleher der bewegliehe Punkt 

sich in dem Gebiet G veto Volumen V aufhiilt, = ta, so versteht man 
ta 

unter der relativen Verweilzeit im (~ebiete G den lim y .  Das Volumen 

eines Gebietes G im ~ kann man als die apriorisehe Wahrseheinliehkeit 

dafttr betraehten, dab ein willkt~rlieh gewiihlter Punkt in dies Gebiet G 

hineinfiillt, und unser Satz besagt also, dab ffir eine geradlinige, mit 

konstanter Geschwindigkeit durchmessene Bahn die relative Verweilzeit 

gleieh der atrtqorischen Wahrseheinlichkeit ist. Die Beziehung zur statistischen 

Meehanik is~ e in leuchtend. -  Sind ml, m~, . . . ,  m~ irgend p ganze Zahlen, 

die nicht aUe versehwinden, und setzt man 

m~ a 1 + m s ~ % . . .  + m~% ffi a,  m~,~ + m st2 +"  "" + m~r~ ~ r ,  

so liiBt unser auf einen kontinuierlich variierenden Parameter t fiber- 

tragenes Prinzip (Satz 3) erkennen, dab man zum Beweise des Satzes 5 

allein der Gleichung 
t 

+ d t  = 

0 

bedaff. Diese aber ist evident, da das Integral auf der linken Seite sich zu 

e(a + ~,t) - -  eft,) ffi 0(1) 
7 

bereehnet. 

Man kann Satz 5 in verschiedenen anderen Formulierungen aus- 

spreehen. Unter einem geschlossenen Euklidisehen .Raume versteht man 

jede geschlossene p-dimensionale Mannigfaltigkeit, welche die Eigensehaft 

hat, dab zu jedem Punkt derselben eine Umgebung gehSrt, in welcher die 

Euklidische Geometrie giiltig ist.*) ~p ist ein soleher geschlossener 

Euklidiseher Raum. Ist I- o irgend eine aus endlich vielen, sagen wit v, 

ganzzahligen unimodularen linearen Transformationen des ~R~ bestehende 

Gruppe und faBt man jedes System yon ~, nach der Gruppe I" 0 iiquivalen- 

ten Punkten des ~Rp als einen einzigen Punkt auf, so entsteht aus ~ ein 

*) DM Problem, die Axiome der Euklidischen wie Nicht-Euklidischen Geo- 
metrie so zu formulieren, dab sie nut iiber die Umgebung eines jeden Punktes (deren 
Ausdehnung unbest~immt bleibt) etwas ausasgen, und dann zu untersuchen~ welche im 
Siune der Analysis situs verschiedenen Ri~ume diesen Axiomen geniigen, wird nsch 
den Urhebern dieser Fragestellung d~s ,,Clifford.Kleinsche Problem der Raumformen" 
ffenannt. VR1. namentlich Klein, (~ber Nicht-Euklidische Geometrie, Math. Ann. 87. 
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geschlossener Euklidischer Raum ~R~ °, ilber dem sich 9~ r als unBegrenzter 
mad unverzweigter endlieh-bl~,ttriger ~-berlagerungsraum ausbreitet, falls 
keine der zu r 0 geh~rigen Transformationen einen FLxpunkt in 9~p besitzt. 
Es l~iBt sich streng beweisen (ich werde das im Anhang ausfithren), dab 
jeder gescMossene Euklidische Raum ein soleher ~ °  ist. DemgemiiB kSnnen 
wit behaupten: 

Sa~z 6. In einem geschlossenen EukUdischen _Raum verlaufen alle ge- 

raden Linien, yon leicht zu charakterisierenden Ausnahmegeraden aSgesehen, 

so~ daft jede yon ihnen jedem _Punkt des _Raumes bdieMg nahe kommt und 

auch in jedem gleich groflen Gebiet dessdben durchschnittlich gleich lange 

verweilt. 
L~iBt man im ~p zwei Punkte zusammenfal]en, deren Koordinaten his 

aufs Vomeichen rood. 1 iibereins~immen, so dal~ dann ein einziger Punk~ 
durch die Kongruenzen 

x 1 ~ + aa, x~ ~ _ a ~ , . - . ,  x~ ~ ± % (rood. 1) 

unter Zulassung aller 2p Vorzeichenkombinationen bestimmt wird, so hat 
1 

jeder solehe Punk~ in dem Wiirfel yon der Kantenli~nge -~: 

1 
0 < xl, x,, . - . ,  xp =< 

einen und nur einen Vertreter. In diesem Wtirfel stell~ sich dann die mit 
konstanter Geschwindigkeit durchlaufene Gerade (4) als eine Zickzackbahn 
dar, die ein Massenpunkt im p-dimensionalen Raum beschreiben wiirde, 
tier yon den W~inden jenes Wtiffels nach dem gewiihnhchen Reflexions- 
geselz zuriickgewoffen wird (ira Falle p = 2 als die Bahn einer Billard- 
kugeI). Wenn zwisehen den Gesehwindigkei~skomponenten naeh den Ko- 
ordinatenachsen keine homogene ganzzahlige lineare Relation besteht, verweilt 

also ein nach diesem Gesetz sich bewegender Punkt in jedem gleich grofle~, 

Gebiet des Wiirfels im Durchschnitt gleich lange. DaB er jeder Stelle im 
WiIrfel beliebig nahe kommt, haben auf Grund des Kroneckerschen Ap- 
proximationssatzes die Herren D. Kiinig und h. Sziies bereits friiher ge- 
zeigt.*) Es wttrde keine Sehwierigkei~en maehen, die miigliehen Ausnahme- 
fi~lle, yon denen die Herren Kiinig und Sziics gleichfalls sprechen, voil- 
st~,ndig durchzudiskutieren. 

Den ~s kann man bekanntlieh umkehrbar eindeutig und konform auf 
den Torus abbilden; die geraden Linien gehen tiber in die Loxodromen 

auf dem Torus, welche desseu Meridiane fiberall under gleiehem Winkel 
schneiden. Man kann dabei einen Torus yon jeder Gestalt herausbekommen, 

*) Mouvement d'uu point abandonn6 ~, l'int~rieur d'un cube, Rend. Circ. Mat. 

Palermo 86 (1913). 
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wenn man in unseren Betrachtungen den ~ erse~z~ durch diejenige zwei- 

dimensionale Mannigfaltigkeit~ in der zwei Punk~e (x~ y'), (x", y") dann 

und nur dann zusammenfaUen~ wenn 

x ' ~  x" (rood. a), y ' - -  y" (rood. b) 

ist; unter a, b sind dabei zwei lest vorgegebene reelle Zahlen verstanden. 

Jede dieser Mannigfaltigkeiten l~$t sich abet durch eine vorggngige af-fine 

Transformation der Koordinaten xy in den ~s verwandeln. Der Torus 

entstehe durch Rotation eines Kreises yore Radius r, und x set an jeder 
Stelle seiner Oberfl~iche der Wer~ der GauSschen Kriimmung. Dann kiinnen 

wir sagen: Eine Loxodrome auf dem Torus verl~iuft (abgesehen yon leicht 
zu charakterisierenden Ausnahmen, die geschlossene Kurven sind) so, daft 

sie ihn iiberall dicht bedeckt ; die D~chtigkeit, mit der das geschieht, ist jedoch 

an verschiedenen Stellen nicht die gleiche, sondern proportional zu 1 -  r~x 

(ist also griiBer an den der Rotationsachse zugekehrten Teilen des Torus 

als an den abgewandten). 
Fiir p = 2 kann man den Satz 5 offenbar auch so aussprechen: Ist 

- . - ) .  

fl $ eine Strecke*) im Ms, die der geradlinigen Bahn (4) des beweylichen 

_Punktes nicht parallel ist, so kommt es im Durchschniit l~ro Zeiteinheit so 

oft vor, daft der bewegliche Punkt diese Strecke iiberschreitet~ als der Inhalt 
r 

des aus der Strecke fl~ und dem Geschwindigkeitsvektor (~'1, ~ )  gebildeten 

Parallelogramms angibt. Vorausgesetzt ist dabei, dal~ das VerhMtnis der 
C~eschwindigkeitskomponenten ~,~ : 7~ irrational is~. 

Diese Formulierung riihrt yon Herrn Bohl her und is~ yon ihm aus 

Satz 2 hergeleite~ worden. Er benutzte sie dazu, um eine yon Lagrange 

aufgeworfene Frage fiber die Superposition yon Schwingungen zu erledigen. 
Ein aus der Superposi~ion yon m einfachen Schwingungen hervorgehea- 
der Sehwingnngsvorgang wird dutch eine Formel 

m 

(5) c, + r,t) 
i = l  

beschrieben, in der die a,, ~,~ reelle, .die C, positive Konstante sind; geo- 
metrisch lii$b er sich in der komplexen z-Ebene durch eine Epizykelkurve 
dars~ellen. Wir schreiben z = r .  e(a), indem wir unter r ( ~ 0 )  den abso- 

luten Be~rag und unter a das Azimut yon z verstehen. Lagrange waft 

die Frage auf, ob das hzimut a i m  Durehschnitt pro Zeiteinheit um einen 

lroaslanten Betrag w~chst, d. h. ob der lira T existiert. In einem besoa- 

deren Falle konnte Lag'range selber die Frage bereits bean~wor~en; wenn 

*) Eine Strecke ~-~ isr im !~ natfirlich nicht eindeu~ig dutch Ahftr~tgs- und 
Endt)unkt fl und d bestimm~. 
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n~imlich eines der C~, etwa C~, grSf~er ist als die Summe aller andern, 
gilt - -  sogar dar.u, wenn man die hrgumente a,-~-y,t dureh unabh~ingige 

Variable ersetz~ - -  stets 
6 

konnte im Falle m-----3 aueh den NiehbLagrangeschen Fall 

Er zeigte: Sind ~h, die Winkel des aus den drei S e i ~  C, ge- 

Herr Bohl 
erledigen. 

bildeten Dreiecks, so ist 

(6) lira -/- ~ ~i A~ + ~ A~ ~- 7~ A~. 
t----oo 

Vorausgeseizt ist, dab zwisehen den 7, keine ganzzahlige lineare homogene 
Relation besteht. Beim Beweise daft man a a ----~,~ = 0 annehmen. 

Funktion yon x~, x~ ftir die beiden Punkte 

xl ------ fll ---- 1 -- A~ 1 -]- A~ 
2 Xl ~ ~i ----- 2 

fl: (rood. 1); d: (rood. i) 

versehwindet als 

im Ms. Schneider man den ~Rs in der Strecke 

~-~: x~ -----fl~ v + ~(1--v)  

x~ ~ - t ~  + ~(1--~) 
(rood. 1) { 0 g , ~ l }  

auf, so kann man durch eine sehr einfache geometrische Betrachtung 
zeigell, dab die durch (7) definierte Funktion # ~ #(xlxs) , die um die 

Punkte fl, r herum verzweigt ist, in dem aufgeschnittenen ~2 eine stetige 

eindeu~ige Funktion ist~ die abet fiber den Schnitt fl ~ hinfiber den Sprung 1 
erleidet. Daraus ergibt sich ohne weiteres das Bohlsche Gesetz. 

Da der Satz 5 fiir jedes p gliltig ist~ macht es keine Schwierigkeiten, 
die Lagrangesche Frage nicht nur ffir m ~ 3, sondern ffir jedes m voll- 

�9 stiindig zu beantworten (was Herrn Bohl noch nicht gelungen war). Ist 
m ~ 4, so zeff~illt der Nicht-Lagrangesche Fall noch wieder in zwei Unter- 
fiille. Ich spreehe hier das Resultat ffir den einen dieser Unterfiille aus*): 

Sa tz  7. Es seien vier ~ositive Zahlen G x < Cg < C a < C, gegeben, flit 

die G x -}- C~ > C~ ~- C s und G 4 < Cx: ~- C i ~- C8 ist. _4~sdann vermag ein 

ebeaes Gebnkviereck mit den Beiten C, in e i~m dn~igen Z y ~  die samaichen 

�9 ) ~rgl. hierzu einen yon mir auf der Friihlingstsgung 1914 der Schweizerischen 
Mathematischen Gesellschaft gehaltenen Vort~g ,,Une application de ls th~orie des 

o 

~om'dzes ~, ls m~r sta~sticlue et ~ la th$orie des perturbations", Ensmgnement 
m~jadm~ique No: 6, 16" Ann& (1914). 



324 H. WEYL. 

inkongruenten Zustiinde zu durchlaufen, deren ein ebenes Viereck mit den 

Seiten C i iiberhaupt fiihig ist. Bezeichnet 2 ~  die Wmkel,.-welche die Seiten 

C, eines solchen Vierecks in seiner Ebene mit irgend einer fast in derselben 

angenommenen Geraden bilden, so kehren die Winkeldifferenzen 2z(~--~k)  

bei Durchlaufung eines solchen Zykels siimtlich zu ihren Ausgangswerten 

zuriick. Man bilde das" iiber einen Zykel erstreckte Integral 

1 
A. = f (i di  -- i di ) + a 6 . -  i.di ) + (i.di  -- i di.) 

und analog A~, As, A~. Diese Integrale sind unabh~ngig davon, in wdcher 

Weise das ebene Gelenkviereck seine siimtlichen inkongruenten Zustiinde 

durchl~iuft und auch unabMingig davon, gegen welche feste Gerade die Winkel 

2 ~  gemessen werden. Ich nenne sie daher die Integralinvarianten des 

Gelenkvierecks. Ihre Summe ist ~ 1. Dutch Superposition yon vier einfachen 

$chwingungen mit den Amplituden C~ entsteht die Schwingunt~ 

= 

i = 1  

ihr A z i m u t  ~ wiichst im Durchschni t t  pro Ze i te inhe i t  um ~/,~ A~, 
~ = 1  

falls zwischen den 7i keine ganzzahlige lineare homogene t~elation besteht. 

Die lntegralinvarianien A i seheinen zu den Seiten Q des Gelenk- 
vierecks in analogen Beziehungen zu stehen, wie sie gem~iB der ebenen 
Trigonometrie zwischen den Winkeln und Seiten eines Dreiecks statthaben. 

Die Frage yon Lagrange hat ein besonderes Interesse in der Asbronomie. 

Dpr~ bedeute~ r die numerische Exzentrizitiit einer Planetenbahn, a aber 
die Perihelliinge (oder r den Sinus der Bahnneigung gegen die unver- 
iiaderliche Ebene des Planetensystems und a die Knotenl~nge). Formeln 

yon der Gestalt (5) stellen also insbesondere das s~ikulare Vorriicken yon 

Perihel- und KnotenlSnge dar. Der :Nicht-Lagrangesche Fall liegt in unserem 
Sonnensystem nur vor ftir Venus und E~rde. 

w 

Die Reihe .~e(~(n)) fiir ~in Polynom ~. 

Bisher haben wir angenommen, daft die Punkte im ~p, die wir be- 
trachteten, in linearer Weise yon einem, sei es kon~inuierlichen, sei es 
die ganzen Zahlen durchlaufenden Parameter abhingen. Wit gehen jetzt 
zu dem allgemeineren Fall fiber, dab diese Abh~ingigkei~ dutch Po/~n, ome 

hb'heren Grades gegeben wird. Lassen wix den Parameter t (die Zei~) 
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kontinuierlich alle Werte durchlaufen, so kSnnen die en~spreehenden Fragen 
sogleich erledigt werden auf Grtmd der Formel 

t 

(8) f e(~(t)) dt -- o(t), 
0 

die gfiltig ist, wenn r irgend ein Polynom yon t ist, das sieh aioht 
auf eine bloBe Konstante reduzier~. Nachdem der lineare Fall besproehen 
ist, k5nnen wit den Grad yon r grSBer als 1 annehmen. Wir bestim- 
men ein t o so, dab f[irt  ~ t o die Ableitung ~'(t) bestiindig dassolbe Vor- 
zeiehen, etwa das positive hat, und machen in dem Integral 

t 

ta 

die Substitution ~(t)-----x. Es geht dann fiber in 

t t 

t = Q  to 

Partielle Integration liefert: 
L 

m'(t)a,o- j  (m'(t~), e(m(t))dt. 
t, 

O0 

Da I -]m''I dt konvergier~ ergib~ sieh daraus die Konvergenz von 
to 

f e(m(t)) at . 
0 

Gleiehung (8) ist also sogar in der seh~rferen Form 

t 

f e(mr dt = O(1) 
0 

bewiesen. Mi~ Hilfe unseres Prinzipes erschlieBen wir daraus: 
Satz 8. 8~nd ~,(t), ~( t ) ,  . . . ,  % ( 0  irgen~ ~ Pol~nome Yon s o ~  

Art~ daft keine mittels ganm~ahliger, nicht s~ntlich verschwindender ,Koeffi- 
zienten aus ihnen zu bildende lineare Kombination sich auf ei~e blo~t KvnJ 
stante reduziert, so verwe~Tt ein nach dem Gesetz 

im ~p sich bewegender ~unkt in jedem gleich groflen t ~ u ~ . ( b , ~ , ~ * "  
end~h ausgedehnter Beobavhtungszeit) im Iherchschnitt g~. : . : ~ .  
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Sehwieriger wird die Untersuehung, wenn wir den kontinuierlichen 
Parameter t durch den diskrelen n ersetzen, welcher der Reihe nach die 
natiirliehen Zahlen durchl~iuft. Es kommt alles darauf an, zu zeigen: 

Satz 9. Ist is  einem l~olynom q~" Grades r  

~(~) = %~ + %_~q-1 + . . .  + % 

einer der Koeffizienten %, a~_~, . . . ,  ~ irrational, so gilt die Limesgleichung 

(9) 

9"1, 

= o(,0.  
h----0 

{ Zusatz:  Ist a~ u,ater den irrationa~a Koeffi~ienten derjenige~ welcher 

dqn h ~  Index ~ triigt, so gilt (9) bei festem a~ gleichm~flig mit .Bezug 

aUf ~ W~r~e der fdgenden Koeffizienten aj_l, . . . ,  al, %.} 
Ffir ~(m)== azq is~ dieser Satz zuerst yon den Herren Hardy und 

Lit~lewood in Cambridge (1912) ausgesprochen worden.*) Ftir Polynome 
(p(z) yore 2. Grade haben die beiden Autoren einen auf der Anwendung 
des Cauchyschen Integralsatzes beruhenden Beweis seither in den Acta 
Math. publizier~**); wie ieh einer freundlichen Mitteilung des Herrn Hardy 
entnehme, haben sie aber die Gfiltigkeit yon Satz 9 genau in dem gleichen 
Umfange wie ich erkannt, und ihr Beweis, der yon dem meinigen durch- 
aus abweicht, wird binnen kurzem in den Acta Ma~h. erseheinen. 

Ieh betrachte im gewShnliehen q-dimensionalen Raum alle Gitter- 
punkte r ~ (r 1 , r~,...~ rq), d. h. alle Punkte mit ganzzahligen Koordinaten r,, 
welche dem ,oktaedrischen" Bereich 

It] = l r l l  + Ir ] + . . .  + Ir l < n  

angehiiren. Ihre Anzahl heiBe nq; sie ist 

Doch kommt es auf den genauen Wert yon nq nicht an; wir brauchen 
nur die (zahlengeometriseh ja ohne weiteres evidente) fiir unendlich grot~e 
n gfiltige asymptotische Formel 

Dem Beweis yon Satz 9 miissen wir diesen Hilfssa~z vorausschicken: 

*3 In ihrem Vor~rag ,Some problems of Diophant:ine approximation',; vgl. den 
KongreBbericht. 

**) Acta Mathemat~ica 37, S. 193--238, Theorem 2.1~ auf S. 213. Diese Axbeit 
ist die Fortsetzung der auf S. 155 beginnenden Abhandlung ,,Some problems of Dio~ 
phantine Approximations',, deren 8. Teil gegenw~rtig noch aussteht. 
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E s s e i  ~ eine irrationale Zahl. Unter den nq Gitter'tmnkten 

= ", 

welche dem oktaedrischen Bereich [r I ~ n angeh6ren, fassen wit  diejenigen 

ins Auge, fiir welche die Zahl 

rlr, . . . rq~ rood. 1 

in dem beliebig vorgegebenen Intervall a b yon der Zdnge c - - - b -  a < 1 

gelegen ist; ihre Anzahl, wird behauptet, betrdgt asymptotisch C.nq. 

~emiil~ dam in Satz 1 aufgestellten Prinzip ha~ man zum Beweise 
nur die Limesgleichung 

1 ~ e(rlrs...rq~) = 0 (10) lira n-~ 
'~:1 <_n 

herzuleiten. Trifft diese niimlich fiir jede irrationale Zahl ~ zu, so wird 
sie auBer fiir ~ auch fiir jedes ganzzahlige Multiplum m~ yon ~(m~=O) 
bestehen. Da ffir q----1 die behauptete Gleichung richtig ist, k6nnen wir 
den Beweis mi~tels des Schlusses yon ~ / -  1 auf ~/ erbringen. Ich ftihre 
in der Summe auf der linken Seite yon (10) zun~chst die Summation 
nach rq, dann nach den tibrigen r aus. Bezeichnei r" den ,projizierten" 

Gitterpunkt (rl, r s , . . . ,  rq_x) fin (q--1)-dimensionaien Koordinatenraum 
(xq=O), so seize ich also 

2-22. 
r r' rq 

Die iiuBere Summation nach r' erstreckt sich dabei fiber den oktaedrischen 
Bereich I r'[ <~ n und ffir jedes solche r' die innere tiber alle der Bedingung 

genfigenden ganzen Zahlen. Die innere Summation kann ich ausi'tthren 
(geometrische Reihe); sie ergibt, wenn noah 

rlr~.. �9 rq_~ 
gesetzt wird, 

rq 

Da jane Summa sus hiichstens 2n + 1 Gliedern besteh~ gilt auBerdem 

Ich w~de eine positive Z a h l ,  (<  ~) .  Wit woU~en a.,ehmen, 

unser Satz ffir q - 1 bereits feststilnde; dann wissen w~r~ dab die Anzahl 
derjenigen unter den n~_l Gitterpunkten r'f flit :welche ~ rood, 1 zwischen 

a nnd + a oliegt, asympto~isch =-~i~.n~_l~ mithin~ fttrE~ hh~eiehend 
groBes n gewil3 ~ 3,~ .nq_ 1 is~. Ftir" diese r' wenden wix d~zwei~te der 
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eben angegebenen Abschiitzungen der inneren Summa an, ffir die iibrigen 

liefer~ die erste: 
[ ~ ( ~ ) l <  1 . 

- =  s i n ~ $  
rq 

Wir haben insgesamt 

Da 

{ 3 , ( , ,  + 1) } . 
r r rq 

lira n~_~(2n+~) 
~ = ~  n~ 

= q  

ist, wird infolgedessen f~ir hinreiehend hohe n: 

• [ ~ ( ~ , , , . . .  ~,~)[ < ~(3q+ t), 

mad das war der Inhalt unserer Behauptung. 

Beim:Beweise yon Satz 9 warden wir diese Folgerung unseres Hflfs- 

satzes zu verwenden haben: Diejenigen Systeme ganzer Zahlen rl, r j , . .  

�9 rq_ t, fiir welehe 

is~ trod /i~ = r~ r~ . . .  rq_l~ rood. 1 zwisehen - - e  und + e liegt~ sind ftir 

hi~reiehend grol3e n in einer Anzahl < 3e .n~_ x vorhanden. 

Naehdem dies vorausgesehiekt is~, k~nnen wir die Un~ersuehung der 

S u l n m e  
n 

e. ~ e(~(h)) 
h~O 

m Angriff nehmen. Wit setzen zun~ichst voraus, dat] der h6ehs~e Koef- 
fizient % yon ~(z) irrational ist. 

1. Schr i t f ,  Die Konjugierte yon % ist 

h = 0  
also 

n 

h=O k=O ~k  

Ich setze h ~ k + r; dann wird 

~(h) = ~(k + r) ---- ~(k) + r~(r ,  k). 

~(r, k) ist eine ganze rationale Funktion yon k .and r, die nur Glie~ler 

( q - - l )  ~ oder niederer Ordnung entitle; in ihrem Ausdruck kommt der 
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Koeffizient % nicht mehr vor; die Entwicklung nach fallenden Potenzen 
yon k beginnt rail dem Term ~e~k ~-~. Wir  haben also jetzL 

I ~ l ' - - . ~ . ~ ( r q ' ( " ,  k)), 
r k 

Der Summationsbereich wird beschrieben durch: 

o<=~<=., o<=z~+r~_n. 

r durchliiuft also das ganze Intervall yon - n  bis + n, und in der inneren 

Summe durchliiuft k ftir jedes solche r die siimtlichen ganzen Zahlen des 

Intervalls yon 0 his " - I ~ t  oder yon I~1 bis n, je nachdem r ~ O  oder 
r ~ 0 ist. 

2. S c h r i t t .  Verwenden wir das Zeichen n~ fiir q = 1, 2 , . - .  in der 
gleichen Bedeutung wie im Hilfssatz, so erh~lt man aus der letzten Glei- 

chung mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung 

r k 

Nunmehr wiederhole ich das beim ersten Schritt befolgte Veffahren. Es ist 

I ~ ( ~ ( ~ ,  ~))) ' --~(~(~, ~) - ~(~, z)). 
k, 

Wiederum schreibe ich 

k = ~ + s, ~(~, k) = ~(~, ~ + s) = r 0 + s~(r ,  s, 0. 
Die ganze rationale Funktion 9 (r, s, l) yon r, s und 1 en~hiilt nur Glieder 

tier Ordnung ~ q -  2 und beginnt bei der Entwicklung nach absteigen- 

den Potenzen yon 1 mit dem Term q(q--1)aqlq-S;  die Koeffizienten %, a l 

kommen nicht mehr vet. Im gegenwiirtigen Stadium ist 

r~ $ l 

(r, s) durchliiuft bier das zweidimensionale ,,Ok~aeder" ]r I + Is] • n und l 
dasjenige Intervall, welches aus dem oben geschilderten Summationsinter- 

-call yon k ents~eht, wenn man hinten oder vorn Isl Zahlen 'abstreicht~ 

j e  nacl~dem s :> 0 oder s ~ 0 ist. 
Der 8. S c h r i t t  beginnt mit abermaliger .A~venahm~ ~k~ Sohwarz~ 

schen Ungleichung, welche liefert: 

I~W ~ < . ~ - , ~ l  ~ ( ~ ( ~ ,  ~, ~))I', 
r ,  ~ l 

trod geh~ da~n in der gleichen Weise welter wie oben. 
Wir mtissen diesen Prozel~ fortsetzea bis zur Ausfiihrung :r (q . ,1)  ~ 

~chrittes. Dazu mtissen wir die Summationsbuehstaben h, k, Z, . . . ;  r~ s, . . -  

du tch  Indizes un~erscheiden~ etwa so: 

I f a t h e m a t t s c h e  Anna l en .  L X X ~ I I .  ~ 



~_~=r~_~+~ ; ~(r,,...,r~_~,~_O=~(r,,...,r~_,,~)+r~_~(r~,r~,...,r~_,~). 

Es wird das letzte, yon den q Argumenten rx, r~, �9 �9 rq_t, h abhiingige 
nur Glieder der O. und 1. Ordnung enthalten, und der Koeffizieng, mit 

welehem h multiplizierg isg, lautet q!aq: 

~, (r~, ,-~,..., ,.~_~, ~)...q~ %h .+ (t~o + t~,,', + ~,,'~ + . .  + r 

Die konstan~en Koeffizienten fl bereehnen sich aus den beiden ers~en 

Koeffizient.en %, %_~ yon ~(~) in einer Weise, die uns bier nicht weiter 

zu interessieren braucht. Ffihre ieh folgende Abkfirzungen ein: 

l~=rtr~...r~_t, 0-- R(&+~,rt +&r~ +...+~q_trq_~), ~ ~q!%, 

Q ffi ~ -  ~, ivffi (~)~-~ ( , , )~- ' .  �9 �9 ~ _ ,  ~ _ , ,  

(fttr q ~ 2 is~ N-ffi 1 zu setzen), so kommt schliel~lich die Ungleiohung 

$' h 

zustande, in weleher r'=ffi (rt, r~ , . . . ,  r,~_1) das Oktaeder Ir'l ~ n duroh- 
ls h aber ein yon r' abh~ingiges zusammenhgngendes Intervall yon 
n + 1 -  [r'[ ganzen Zahlen; dasselbe entsteht dadurch aus On, dab man 

der Reihe nach (i-----1, 2, . . , g - - 1 )  jedesmal ]r~l Zahlen hinten oder vorn 

abstreieht, je nachdem r~ ~ 0 oder ~ 0 ist. Ersetzt man in dem Ausdruck 
f iir .A r jedes n~ dutch n ~, so geht 2f in eine Potenz yon n fiber, deren 

Exponent 

1.2~-s+ 2.2q-~+ 3.2~-5+...  + ( q _ 2 ) .  2 ~ = Q -  q 
r 

isk Daher gilt ffir N selber eine asymptotisehe Formel 

in der ~ eine nur yon q abh~ngige Konstante ist. 

In. (11) k~nnen wir die innere Summe nach h, da sie eine geo- 
me~rische l~eihe ist, auswerten. Wir bekommen ftir alle r', ftir die / ~  
rood. 1 nich~ zwischen - -~  und + ~ liege, 

1 

fiir die fibrigen r', deren Anzahl bei hinreiohend groflem n kleiner ist als 

3e .n~_~,  benutzen wir wieder die rohe Abschiitzung 

1 2  < ~ + i .  
h 
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Dann folgt aus unserer Formel (I1) die Ungleichung 

1 
I .1 + 

Sobald n hinreiehend gro$ ist, wird daher 

1) t~ Q<3~ + \(q - -  i)., 

und unser Beweis ist beendet. 

Wenn der hiichste Koeffizient nicht irrational ist, sondern etwa 

aq, aq_ l , . . . ,  at+ 1 rational sind, abet a~ irrational, so set G der General- 

nenner der Brtiche aq, aq_l, " �9 ", a~+~. Wir trennen dann die ~ in G 
n 

Teile je nach dem Rest, welchen n rood. G liiBt. Wir ersetzen also n 
dutch Gn + r u n d  haben 

d~n--I G - I  n 

h=O r = [ l  h=O 

Es ist aber ~p(G~+r)  fiir jedes r =  O, 1 , - . - ,  G -  1 einem Polynom %(z) 

vom 1 t~ Grade mod. 1 kongruent,*) dessen hiiehster Koeffizient a~G z 

irrational ist. Infolgedessen is~ jede einzelne der G Summen, in die wit 

unsere ursprfingliche zerIeg~ haben, = o(n). 

Neben a. kann man Reihen wie 

1 

oder allgemein 

n 

betrachten, in denen at, a:, a s , . . ,  positive Zahlen sind, deren Summe 

divergiert. 

Satz  10. Die Limesgleichung 

gilt fiir jede divergente t~eihe a o + at + % + �9 �9 ", deren positive Glieder 

monoton abnehmen. Nehmen die Glieder monoton zu, so gilt die gleiche Be- 

hauptung jedenfalls immer dann, wenn 

ha .  _ 0 a h 

ist; also beispielsweise stets, wenn a. wie eine Potenz yon n wiichst. 

*) Zwei Polynome heiSen kongruent rood. 1, wenn ihre Differenz ein Polynom 
mit lauter ganzzah!igen Koeffizien~en is~. 
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Summation. Es ist 

~_~ a~,e(qD(h)) = a .  a., + 

h=O 

~rI. W E Y L .  

Dies ergibt~ sich in bekannter Weise durch Anwendung der partiellen 

n---"l 

h-----O 

Ist e eine vorgegebene positive Zahl, so gilt yon einem bestimmten h 

ab l a at < e'  h, und darum ist 

n n - - 1  

h = O  h----O 

wo C, eine wohl yon ~, aber nieht yon n abhiingige Konstan~e bedeutet. 

Nehmen r a~ monoton ab, so ist die Summe reehts 

n - - 1  n 

h = O  h = l  

und wir finden 
n 

h = O  h = O  

Damit ist dieser Fall eriedigt. Nehmen hingegen die a,, monoton zu, so 

ist die Summe reehts 

n - - 1  ~z 

=~h(an+l--al, ) =na, , --~_ I a,,< ha,,, 
h = l  h=O 

und wir bekommen 

h=O 

Ich hebe insbesondere die Gleiehung 

--o(ign) 
h = l  

*) Das urspriingliche Ziel der Hardy-Litflewoodschen Un~ersuchung war die 
Gewinnung der Limesgleiehung 

(1 + ~i) = o Og 0 
ffir die Riemannsche ~-Funktsion, d. i. 

t 

~ = = o O g O .  

Dies kann man gleichfalls mittels der bier auf ~e (~n) )  ange~we~/deten Me.ode be-. 
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sind Auch F~lle, in denen die Reihe a o ~ - a ~ - %  + . . .  konvergiert, 

yon Wieh~igkei~. BeLrachbn wir z. B. die einfachsb ~-Funktion: 

ffir reelle Argumen twerb  v (z isL der gewiihnlich mit q bezeichnete l~Iodul). 

Sehreiben wir, indem wit I z t ~ -  r setzen, z ~-- r e  ~ " ~  und behalten yon der 

Summe zun~ehst nur den Teil bei, der yon n----0 bis - t - ~  liuftb so geht 

die ~?-Reihe fiber in 
CO 

~ e(~ (~)) /~(~) --~n~ + ~ 1. 

Wir wollen das Verhalten der #-Funktion unbrsuchen, wenn der Modul 

l~ngs eines Radius gegen einen auf dem Einheitskreis gelegeuen Punk~ 

konvergier~, d. h. wir wollen r (unter Festhal~ung yon r und v) yon 

kleineren Wer~en her zu 1 konvergieren lassen Unsere Reihe kiinnen 

wit schreiben 
r 

~----0 

iudem 
Quadratzahl ---- m gis t ,  c~---- e((p(m)). Hier liefer~ die partielle 

wir c. ~ -0  se~zen, falls n keine Quadra~zahl is~, wenn abet n e i n e  
Summation 

O0 

n--O n--O n~--O 

A, ~ S + e~ + . . .  + c,, ~ e(~(~?). 

Wenn a irrational is~, wird 
(~.~... (2.+1)~. 

Da 
eo $ 

s. s...('~+~:~..:~ i) r~ _- ( l _ r ) -  ~ 

- } 
r - 1  ~n---O 

ist, gilt also 

weisen; es liegt dleser Sa~z sogar, wie miz scheinen will, weniger fief als der Salz 9, 
da man zur He~lei~ung yon (,) sich nicht auf das ,,Prinzip" (Sa~z 1) zu s~ii~zen '~araucht. 
Ich werde meinen Beweir sp~,~er (vielleich~ ira AnschluB an die Arbei~ der Herren 
Hardy und LiYdewood ~iib~dr diesen Gege~t~nd) ver~iffenflichen. 
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Wir erhalten demnach fiir die #-Funktion:*) 

a( . ;v )=o  i - I ~ i  " 

Etwas Entspreehendes finder s~at~ ffir die allgemeinere Funktion 

-~o0 

a(~; v~, vg,. . ., v~_~)--- ~ ~'~e(v~n+ v~n ~ + . . .+v~_ ~  n~-'). 

Satz 11. L~iflt man z bei konstantem, mit 2~ inkommensurablen 

Azimut gegen den Einheitskreis k(mvergieren, so ist 

a(~; v" v~'" "%-') = ~ (~ / ~-I~1 ) 

g k~ichcn~flig in den redlen Argumenten v. 

w 

Folgerungen fdr die Gleichverteilung yon Punkten im gtp. 

Aus Sa~z 9 flieBen auf Grund des Prinzips, auf das unsere ganze 
Untersuchung basier~ ist, diese Folgerungen: 

Satz 12. .[st  ~(z) ein t)olynom mit dem konstanten Term a o und 

sind nicht alle Koeffizienten yon ~ ( z ) - - %  rational, so liegt die Reihe der 
Zahlen 

~(1), ~(2), q~(3), . . .  

mod. 1 i~erall gleich dicht. 

Insbesondere: 

Satz  13. Ist ~ eine irrationale Zahl, so bedeckt die t ~ h e  der Punkte 

1~, 4~, 9~, 16~, 2 5 ~ , . . . ,  

wenn man die Za~dgerade auf den Kreis yore Umfang 1 aufrollt, die 

t)eripherie des Kreises iiberall gleich dicht. Das Entsprechende g~Tt, wenn man 

die Quadratzahlen ersetzt dutch die Kubik$ahlen oder die vierten Potengen usw. 
hUgemeiner: 
S at z 14. Sind 

~ (~), ~,(~), . . . ,  ~(~) 

irgend p Polynome yon der Art, daft keine mittels beliebiger, nicht s~imtlich 

verschwindender ganzer Zahlen aus den ~i(z) gebildete lineare J~orabination 

ein Polynom ergibt, das einer Konstanten rood. 1 kongruent ist, so liegt die 
l~eihe der _Punkte 

*) Vgl. Hardy und Littlewood, Theorem 7 des Cambridger, Vortrags. 
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x~ ~_ ~ ( n ) ,  xs = ~s (n) , . - - ,  xp ~ cp~,(n) (rood. 1) 

{ n == 1, 2, 3,. . .  in inf. } 

im ~ i~eraU gleich dicht. 

Denn fiir jedes System nicht siimtlich verschwindender ganzer Zahlen 

m 1, mt, . .  ., m~ ist 

ein Polynom, das die Voraussetzung des Satzes 9 erffill~. 
In Sagz 14 sind als besondere Tatsachen enthalgen: 
Sagz 15. 1st ~ eine irrationale Zahl und grenzt man im ~inheits- 

intervall 01 irgend q Int~rvalle a~b, (i ~-1, 2,.. . ,  q) ab, so ist die An~ahl 

derjenigen unter den n ersten ganzen Zahlen h ~ 1, 2 , . . . ,  n befindliehen, 

fiir wdche die rood. 1 reduzierte Zahl (h~) in a~ b~ und zugleich (h~) in 

a~b~,..., (hq~) in aqb~ liegt, asymptotisch 

-- (b~ --a~) (b~ --a~) . . . (bq-- aq)n 

f'~r lim n ~ oo. 
Sa~z 16. Sind ~,  ~ , . . . ,  ~ irgend p Zahlen, zwischen denen keine 

gan~ah~ige lineare t~dation besteht, u~d gren~t man im ~ i n h e i t s ~ a U  

beliebige pq Strecken a~ b,~ ab~ so sind diejenigen unter den ZaMcn 

�9 h----1, 2 , . . . ,  n, fiir welohe die s~imtlichen Unglvivhungen 

a~, s (h~,) s b,,, a,, s (h'~,) ~_ b~,, . . ., a 0 ~_ (hq~) s bo, 
a �9 * �9 �9 �9 . �9 " �9 �9 " �9 �9 * # * �9 

bestehen, asymp~o~isch in der An~ahl 

P 

,,.H H 
i = I  j = 1  

Auch die Herren Hardy und Littlewood hsben in ihrer ersten Arbeit 
in den Ach~ Math. (auf elementarem Wege) gezeig~, dab Zahlen h yon 
der in Sa~z 15 und 16 geforderten Besehagenheit, ttberhaup~ existieran; 
sie bediirfen dieser Ta~saehe zu ihrem Beweis des Sa~zes 9. Die bier 
aufgestellten Theoreme, die wit in umgekehr~er Wegrichh2ng aus dem 
anders und direk~ bewiesenen Sa~ze 9 eraeJalossen haben, sind yon i]anen 

nut vermute~ worden. 
Ein wei~erer in~eressan~er Spezialfall yon Satz 14 ist dieser: 
Sa~z 17. Ist q~(z) em Pohy~wm, in welchem ~. die hb'ohsi;e vor~m- 

mende, einen irrationa~n Koeffi~ienten tragende Poten~ ist, und aehtet man 
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darauf, warm und wie oft es vorkommt, daft je l aufeinanderfolgende der 
Zahlen 

~(1), ~(2), ~(3), . . .  

rood. 1 der l~eihe nach in 1 vorgegebene Intervalte aib i fallen, so stdlt sich 

heraus, daft die relative H~iufigkeit eines solchen Vorkommnisses gleich der 
l 

a~riorischen Wahrscheinlichkeit H ( b ~ - - a ~ )  ist. 
i ~ 1  

Man hat zu prfifen, ob es 1 ganze Zahlen mo~ ml~ . .  ~m~_ 1 geben 
kann~ so dab 

~'----O 

ein Polynom ist, dessen s~m~liche Koefiizienten, vom konstanten Gliede 
abgesehen, rationale Zahlen sind. Bei der Prfifung dieser Frage kann man 

ersetzen durch dasjenige verkiirzte Polynom, welches aus ~ en~steht, 
wenn man alle (]lieder mit hSherer Potenz als z~ streicht. Ist das verkfirzte 

(z) gleich az ~ + a:~-~ + . . .  + ~, (a irrational), 
so hat man 

Sollen die Zahlen m~ die geforderte Beschaffenheit haben, so ergeben sich 
also der Reihe nach die Gleichungen 

l - -1  

r = O  

| - - I  

= 0 ,  

~ r m  r ~ O~ 
r = 0  

~ ~-Im~= O, 
r = O  

und daraus erhRlt man 

mo - - -  ml ----- "'" = m z - i  = O. 

Zuglei~h erkenn~ man, dai3 der Sa~z fiir mehr als 1 aufeinanderfolgende 
der ~(n) nich~ mehr rich~ig sein kann. 
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w 

Die Ausnahmefiille. 

Es seien wieder 
�9 ", 

irgend p Polynome mit reellen Koeffizienten ohne kons~antes Glied.*) Ieh 
nehme jetzt an, es g~ibe ganze Zahlen l~, so da$ 

/1 ~ (~) + l~ ~(~) + . . -  + l, ~(~) 

ein Polynom mit ]auter ra~ionalen Koeffizienten wird. Ein System ganzer 
Zahlen (11, l~, . .- ,  l~), fiir welches dieser Umstand eintritt, will ich als einen 
,,Punkt [" bezeichnen. Die Punk~e I bilden ein Gitter; d. h. mit I ist  auch 
immer ~ [ und mit zwei Punkten I'~ [" auch die Summe ['-]-1" ein 
,,Punkt I".**) Naeh einem bekannten Verfahren, das yon Minkowski als 
,,s eines Zahlgitters an ein enthaltenes" bezeichnet wird,***) lassen 

sich jetzt Punkte [: 
= . . . ,  ( k =  i , 2 , . . . , q )  

in einer inzahl  q =<~ so bestimmen, da$ zwischen ihnen keine Relation 

~ yk[~ = 0 mit beliebigen, nicht siimtlich verschwindenden Koeffizienten 

k = l  

y~ besteh~, aUe Punkte [ sich aber mittels ganzzahliger Koeffizienten h~ 

aus den [~ zusammense~zen lassen: 
q 

k=l 

Diejenigen Punk~e ~ = (xl, xs, " ", x~), die mit Hilfe beliebiger redler 

Koeffizienten Yk in der Form 
q 

k----I 

dargestellt werden kS nnen, bilden im gewShnlichen p-dimensionalen Raum 

eine q-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit D. Ich verstehe unter einem 

Gitterpunkt jeden Punkt ~ mit ganzzahligen Koordinaten x~; dann be- 

haupte ieh, bilden die Punkte [ die siimtlichen~ auf der linearen Mannig- 

*) Die letzte Annahme wixd nut der bequemeren Ausdrucksweise wegen gemaehk 

**) In welchem Sinne hier Punkte mit Zshlfsktoren mu]tipliziert und addier~ 

werden, bed~rf wohl ksum einer ausdrttekliehen Erklgrung. 
***) Diophsntisehe Approximationen (Leipzig 1907), w ll; k~irLez ist das Ver- 

fahren beschrieben z B. auf S. 78 meines Buehes ,,Die Idee der Riem~nnsdhen Ftltehe" 

(Leipzig 1913). 



faltigkeit ~ gelegenen Oitterpunkte. Da zwisehen den Punkten I t keine 
lineare Relation besteht, finder sich in dem Schema 

{ In ,  l~,, " ' ,  l~,, 

~,  ~:, ..., ~, 

eine q-reihige, yon 0 verschiedene Determinante, etwa 

L = II~,~ll,:,,~,...,~. 
k = 1~ 2, �9 �9  q 

bus den ersgen q der Gleichungen 

(i = 1, 2,.. -,p) 

(1~) 
i = t  

P 

i-----1 

Diese Formeln stellen mithin eine hneare Transformation im ~R, dar.: 

(h ffi 1, 2 , . . . ,  r ) .  

k = l  

gehg, wonn ~ ~ (x~) ein auf ~) gelegener Oitterpunkt ist, durch AuflSsung 
nach y horror, dab die y~ gebrochene Zahlen mi~ dem Nenner L sind. 
Mithin ist L~ ein Punk~ I, infolgedessen aber auch (man gehe auf die 
Definition der Punk~e I zuriick) $ selbst, und daher miissen gemiil~ der 
Auswahl der Punkte Ik die Koeffizienten Yk ganze Zahlen gewesen sein. 

? 

Da alle in ~ gelegenen Gigterpunkte folglich in der Form ~ ykI~ mittels 
k = l  

ganzer y~ dargestellt werden k6nnen, finder man dutch Fortsetzung des 
Adaptionsverfahrens, dab man zu den Git~erpunkten It, I~ , . . . ,  1[~ noeh 
r = = p -  ~ weitero 

m~ -- (m~,, m ~ , . . . ,  m~,) (h-- 1, ~,. . . ,  ~) 

so hinzufiigon kann, dab jeder Gitterpunkt ~ eine Darstellung 

(12) ~ - ( y ~  + y ~  + .  . . + y~[a) + (s~mx + . . . + ~m~)  

mittels ganzzahliger Koeffizienten y~, z h gestattet. Die Gleiehung (12) oder 

ergibt domnaeh oine ganzzahlige, unimodulare lineare Transformation der 
Koorelina~en x in die neuen Koordinaten y, z, boi welcher das System der 
Oitterpunkge erhalten bleibk Das (~leiehe gilt demnach auch fiir die 
kontragredienge Substitution 
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Wir bilden insbesondere die Polynome 

i = l  

J~ 

~'~(~) = ~  m, ~,(*) 

(k-- 1, 2,..., q), 

(h -- 1, 2,..., r). 
t = 1  

Die ersten q haben lau~er rationale Koeffizien~en, deren Generahaenner 
mit G bezeichne~ werde. Mit Bezug auf die le~z~n r aber gil~ dab keine 

r 

mittels ganzer Zahlen tl, t s , . . . ,  t r gebildeb Kombination ~ th~A(Z ) der- 

selben ein Polynom mit rat~onalen Koeffizienten wird, es sei denn, da~ 
alle t~ ~ 0 sin& Wir haben die Aufgabe, die dutch 

x, = ~,(n) (rood. 1) (i.= 1,2, . . . ,p)  

definierten Punkte im ~ zu studieren, wi~hrend n der Reihe nach aUe 
positiven ganzen Zahlen durchlguft. Dutch unsere ganzzahlige unimodulare 
Transformation kommt diese Frage darauf hinaus, die Punkte (y, ~): 

(k= 1,~,..., q) (h= 1, ~,...,~) 

zu unbrsuchen. Fiir jede ganze Zahl n wird durch die Kongruenzen 

v l - f l ( , ) ,  v , -  fs(,), "", v~-f,(,*) (rood. 1) 
allein in dem (auf die KoordinaWn y, �9 bezogenen) ~ eine bestimmto 
r-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit ~ definiert. Alle ~ sind unter- 
einander parallel, weil sie der r.dimensionalen Mannigfaltigkeit 

Yl ~ 0 , y ~ 0 , ' ' ' , y q ~ 0  (rood. l) 

parallel sin& AuSerdem ist ~:~ mit ~,~ identisch, wenn die beiden ganzen 
Zahlen n und m rood. G kongruent sind, so dab man sich auf die Be- 

trachtung einer einzigen Periode 

(14) ~,, ~ , , ."  ", ~a 
zu beschrgnken hat. Under den ~ gibt es also nur endlich vide .veto 
einander verschiedene: g', g", -. "; diese mSgen in einer einzelnen Padode 
(14) bzw. m, m ,  -real vorkommen (m' + m "  + . . . - - G ) .  Wit be- 

haupten: Die Punkb 

(15) Yk ~ f~(n), m, = ,~(n) (me& I) 

(k= 1,~,...,q) (h= 1,~,...,~) 
im 9~ verteilen sich, wenn n die Reihe der ganzen positiven Zahlon dur~- 
l~iuft, mit v~llig gleichm~giger Dichte iiber dis unterei~der lmrallelen 
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r-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeiten ~1, ~-~,'" ", ~a. Das ist so 
za verstehen, dab die Dichte ffir jede einzelne dieser Mannigfaltigkeiten 

l # r  allerorten dieselbe ist, auf zwei verschiedenen yon ihnen, etwa ~,  ~ ,  
deren MuRiplizitiiten m', m" proportional ist. 

Da~ Punkte (15) nut auf den ~ ,  angetroffen werden, ist ja selbst- 
verstiindlich. Um die gleichmiil~ig dichte Verteilung zu beweisen, wieder- 
holen wir unsere in den vorigen Paragraphen durchgeffihrte Methode, indem 
wir zeigen~ da~ flit jede besehriinkte, auf den ~, defmier~e Funktion 

F(y~, y~, . .., y~; zl ,  z~, . . . ,  ~) ,  

die nach den za Riemannisch integrierbar ist und in allen Variablen die 
Periodo 1 besitzt, die Limesgleichung besteht: 

(16) lira 1-- ~ F(y~= f~(n), ~=V,(n)) 

G 1 1 1 

1 

= y ,  f f . . .  - -  r , ( - ) ;  . . .  

~=I 0 0 0 

Es genfigt, das fiir 

F =  r y~,"-,yq) - e(t,~, + . . .  + t,~,) 

zu best~igen, wenn die t beliebige ganze Zahlen sind und d) eine nur ffir 
jene C Wertsysteme (y) definierte Funktion ist, die sieh gemiil~ der Formel 
y~--fk(n) (rood. 1) periodisch wiederholen, wenn n die natttrlichen Zahlen 
durchliiuft. Ist eine der ganzen Zahle~ tn + 0, so hat nach Satz 9 die linke 
Seite der behaupteten Gleichung (16) den Weft 0. Dasselbe trifft auch fltr 
die reehte Seite zu, da jedes Olied der dor~ s~ehenden G-gliedrigen Summe 

0 ist. Wenn aber alle Zahlen t~ ~ 0 sind, ist F eine F u n ~ o n  der y 

allein; flit solche Funktionen ist die Giiltigkeit unserer Gleichung unmittel- 

bar einleuchtend. 
Die Formulierung des Ergebnisses kann man yon der zum Beweise 

benutzten ]inearen Transformation unabh~ngig machen. 

Satz 18. Es seien irgend p t'olynome opt(z), % ( ~ ) , . . . ,  ~p~(z) mit 

revert Koeffizienten gegeben; a~ sei alas konstante Glied in ~p,(~). Unter 

einem ,,Punkt P' verstehen wit jecles System gan~er Zahlen i ---- (l~, Z~,. ., l~), 

fiir welches die Zineare Kombination 

z, { ~ 1 ( ~ ) -  ~,} + z,{% ( , ) -  ~ } + . . .  + ~ {~(~)- %} - t~(~) 

ein _Polynom mit rationalen Koeffizienten wird. Die Koeffizienten der sSmt- 

lichen, den verschiedenen Punkten ~ entsprechenden Po~ynome f~(z) besitzen 

einen Generalnenner G. Fiir jede beZiebige ganze Zahl n definieren die 

simultan fiir alle Punkte ~ zu erfiillenden Kongruenzen 

l, (x, -- ~, ) + t, (x~ -- ~)  + . . .  + Z, ( ~  -- ~ )  =- f,(n) (rood. 1) 
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im ~p ei~e lineare r-dimensionale Mannigfaltigkeit ~ .  Die ~,~(n= 1,2,3,...) 

sind alle untercinander paralld und wiederho~en sich in einem Zyklus yon 

der Periode G; die endlich vielen verschiedenen unter ihnen ~', ~" , . . .  m6gen 

in einem solchen Zyklus bzw. mit der Vielfachheit m', m " , . . ,  auftreten. 

Die dutch 

x, - -  __- % ( n ) , . . ,  % _-__ % ( . )  ( od. 1) 

definierten Punkte im ~p verteilen sich, wenn fiir n der Reihe nach alle 
ganzen ~ositiven Zahlen eintreten, auf die endlich vielen linearen Mannig- 

faltigkeiten ~', ~ " , . . .  in der We@e, daft ]ede derselben nicht nut iiberall 

dicht, sondern auch iiberall mit gleichmiifiiger 1)ichte bedeckt wird, fiir zwei 

verschiedene der ~ abet diese Dichten sich wie ihre Multi~lizit~iten m ver- 

halten. 
Man ist auf Grund dieses Satzes imstande, anzugeben, wie sich die 

kussage des Satzes 15 modifiziert, falls zwischen den Zahlen ~ ganzzahlige 

lineare Relationen bestehen~ und das Analogon yon Satz 16 auch f[ir den 
Fall aufzustellen, wo man mehr als ~ sukzessive unter den Zahlen ~(n) 

simultan betrachtet. 

w  

Ausdehnung auf mehrere Parameter. 

Bisher haben wir ganze rationale Funktionen einer Variablen ~ be- 

trach~et und darin z die Reihe der natiirlichen Zahlen durchlau~en lassen. 

Wir kSnnen unsere Untersuchungen noch in de r l~ichtung verallgemeinern~ 
dab wir an Stelle der einen Variablen z deren mehrere treten lassen. Ich 

beschr~nke reich auf den Fall yon zwei Variablen % v. Es seien also 

e~wa wieder p ganze rationale Funktionen 

gegeben~ und wir wollen der Einfachhei~ wegen annehmen, dab keine 

mittels ganzzahliger Koeffizien~en aus ihnen zu bildende lineare Kombi- 

nation ein Polynom wird, das einer Konstanten rood. 1 kongruent is~. In 

der ttv-Ebene sei ferner ein endliches Fl~chenstiick ~ (d h. eine abge- 
schlossene, ganz im Endlichen gelegene Punktmenge mit bestimm~em 

Fl~cheninhalt J > 0) gegeben. Dilalieren wit ~ yore Nullpunkte aus im 

Verhitltnis t :  1 zu dem Fl~tchenstfick t ~ -  wobei t eine grol3e reeUe 
Zahl sein s o l l - - ,  so wird die Anzahl ~ der in t~ gelegenen Gitterpunkte 

(Punkte mit ganzzahligen Koordinaten u, v) asymptotisch ftir. lira t ~ 

dutch J .  t ~ gegeben. Jedem dieser Gi~terpunkte u, v ordnen wir~ in- ~ 

den Punk~ 
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zu. Grenzen wir in ~ ein beliebiges Volumen V ab, so wird jetz~ die 

Behaup~ung der Gleiehverteilung so lauten: 
S atz 19. Unter den nt l~unkten (17), die man erhalt, wenn ma~ f'd/r 

u, v die s~mtlichen in t~  gdegenen Gitterpunkte einsetzt, sondere man d ie -  

jenigen aus, welche in ~r dem Baumstiick V angehSren; ihre Anzahl n ,  (r)  

verhiilt sich ~u n t im Limes fiir t = r wie V:  1. 

SoUSe die Vorausse~zung betreffs der ganzzahligen linearen Kombi -  
nationen der Funktionen q~i(uv) nicht zutreffen, so modifizier~ sich die 
Aussage in derselben Weise wie im vorigen Paragraphen. Sind die ~p~ 
lineare Funktionen yon a und v, so ist dami~ erst der allgemeinste, y o n  
Kronecker aufgestell~e Approximationssatz in der Art versch~irf~, dab die 
Aussage ,,tiberall dicht" dutch ,,tiberall gleichm~13ig dicht" ersetzt worden  
ist.*) Der Beweis wird erbracht seth, wenn wir zeigen: 

Satz 20. Ist ~(uv) eine ganze rationale Fun~ion van u, v, d e r e n  

Koeffizienten, yore konstanten Gliede abgesehen, nicht siimtlich rational sir,  d, 

und bildet man die Summe 

i~ber alle n, Gitter!aunkte (u, v), die dem Fl~henstiick t~  angeh~en, so i ~  

lira % ---- O. 

Ein besonderer Fall dieser S~itze komm~ z. B. zustande, wenn m a n  
bei einer oder mehreren ganzen rationalen Funktionen q)(z) mit~ beliebigen 
kom~lexen Koeffizient;en fiir e die s~mtlichen ganzen Zahlen des G a ~  

Kiirpers (i-~ ]/~--11) setz~ und naeh der Ver~eilung der Wer~e dieser F u n k -  
tion flir die angegebenen Argument~e fragr un[er der ~7oraussetzung, dab  
zwei komplexe Zahlen (Wer~e der Funk~ion (!)), die sich um eine gauze  
Zahl des GauBschen KSrpers un~erscheiden, nicht als verschieden gelt~en. 
Man wird dabei z zun~ichst dutch die Bedingung l el ~ t beschri~nken u n d  
dann die positive Zahl t ins Unendliche wachsen Iassen. 

Man Minnie s~[t der hier gemach~en Annahme, da~ der allseifig in~ 
Unendliche wachsende Bereich t~, der nach und nach aUe Oit~erpunkt;e 
umfassen sol], sich ghnlich vergrii~ert, aueh andere allgemeinere V o r a u s -  
setzungen treffen; doch will ich reich auf die Durchfiihrung des Beweises 
f'tir einen nach dem Gesetz der ~hnlichkeit wachsenden Bereich beschr:An]~:~n. 
Die Exhaustion yon ~ zeigt dann, dal~ es geniigt, $~ als ein Rechi:eck 

< u < a,, < < b,, 

anzunehmen. Die Anzahl derjenigen ganzen Zahlen u, welche der ][J'n- 
gleiehung 

< u 

*) Vgl. Werke HI 1, S. 104--105. 
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gen~igen, sei = m,{~(as - -a z ) t } ,  die Anzahl der gauzen Zahlen v, ffir die 

b~t ~ v ~ bst 

is~, betrage nt{~(bs--b~) t};  in t~ sind dann m~n, Gitterpunkte (u, v) 
ge|egen. 

Wit denken uns ~(u, v) nach fallenden Potenzen yon v und die 
Koeffizienten der verschiedenen Potenzen yon v, welche Polynome in u 

sind~ nach fallenden Potenzen yon u geordnet. Es enth~lt keine Ein- 
schrRnkung, wenn wir annehmen, da~ bei dieser Anordnung das h~chste 
Glied eine irrationale ZaM zum Koeffizienten besRzk Wit schreiben: 

Wenn wit nicht auf den Fall einer Variablen zur~iekkommen woden, mug 
q_~ 1 sein. Auf 

{ 
axt<_u<--a~t bxt<-v <-b~t 

wenden wir~ wenn q > 1 ist, die Schwarzsche Ungleichung an: 

v 

und formen [~'1' nach der in w 3 dargeleg~en Methode urn. Wit erhalten 
v 

dann schlieBlich bei Benutzung der dor~ eingefiihr~en Bezeiehnungen 

u ; r l ~ r ~ . .  ~r~_ 1 h 

Der Bereich der iiuBeren Summation ist gegeben durch 

(19) a ~ t < u < ~ t ,  I ~ l = l ~ ! + l ~ l + ' " + l ~ - ~ l - - _ < n , - - 1 .  

Die inhere Summation erstreckt sich fiber ein zusammenh~ngendes Inter- 

vall yon n t --]1: l ganzen Zahlen. Wit sollen zeigen, dab 

lira ~t = 0 
t=eo ~t~t 

is~. Wenn ~p(u) die Variable u nieht en~hRR~ also eine irrationale Kon- 
stante a ist, ergibt sieh dies durch die gleiehe Schlul~weise, wie bei einer 

Variablen. Wenn ~p abet die Variable u en~hRlt, haben wit uns auf den 

folgenden Hilfssatz zu stfitzen: 
Diejenigen unter a~len m,n,(~-~)~ den Bedingungen (19) gen~enden 

Gitterpun~e (u; rx, r~, . . ., rq_~), fiir welche 

rood. 1 zwische~ - - s  und + ~ liegt, sind in einer Anzahl vorhande~ d~ 

sich ira Limes fiir t = oo gu m,n,(~-~) verh~lt wie 2e :1 .  1)abei Dt r 

irgend ein Polynom in u, dessen hb'chster Koeffizient irratio~al:ia~: ~. 
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Diesen ttilfssatz haben wir auf das Polynom q0(u)-----q! ~P(u) zur An- 
wendung zu bringen. Wir gewinnen ihn durch einen vollstEndigen In- 
duktionsschluB. Ffir q----1 ist er richtig (Satz 9). Unter der Voraus- 
setzung seiner Gtiltigkeit ffir q zeigen wir, dab er auch ftir q q-1 zutrifft. 

Es gentigt dazu der Nachweis, dab 

1 
(20) lira 

t = ~ m~ n~ q) 
, ~  e(rl  r~ . . . rq ~p(u)) = 0 

u; r l ,r t~. . . , rq  

ist, wenn die Summe fiber 

a,t "( u ~ a~t, Ir, I -k ]r,, J r ' "  Jr Irq] s n,--  1 

erstreckt wird. Wit  ftihren bei festen u; rI, r~ , . . . ,  rq_ I zuniichst die 
Summation nach rq aus und wenden ftir diese einfache Summe wie friiher 
eine doppelte Absch~itzung an, je nachdem r l r ~ . . . r q _  1 ~(u) rood. 1 
zwischen --~ und -{-e liegt oder nicht. Unter Berticksichtigung des Um- 
siandes, dab die Anzahl der Wertsysteme (u; rl, r~ , . . . , rq_ l )  yon der 
ers~en Eigenschaft asymptotisch 2emtnt (~-~) betr~igt, erhalten wir dann 
auf die gleiche Art wie beim Beweise des ttilfssatzes in w 3 die Limes- 
gleichung (20). 

Die zwei Ver~inderlichen u, v kann man durch drei und mehr ersetzen. 
Von dem so verallgemeinerten Satz 19 ist der eben erwiihnte Hilfssatz, 
auf dem zu einem wesentlichen Teil unsere Untersuchung berubte, ein 
ganz spezieller Fall. 

w 

~ b e r  die Gleichverteilung willkiir l icher Zahlenfolgen. 

Die Herren Hardy und Littlewood werfen die allgemeine Frage auf, 
wann eine Folge wachsender ganzer Zahlen 

< . . .  

die Eigenschaft besitzt, dab ffir jede irrationale Zahl ~ die Reihe der 
Gr(i6en 

. . .  

rood. 1 jedem Weft beliebig nahe kommt.*) Wir fragen sogleieh, wann 
diese Zahlenfolge tiberaU gleich dicht liegt. Eine erschiipfende Antwort 
liiBt sich darauf nicht geben. Wohl abet liiBt sich behaupten, dab bei 
gegebenen 1. fiir jeden Weft yon ~ die Zahlenreihe (21) iiberall gleich 
dicht liege, wenn man yon Zahlen ~ absieht, die einer gewissen Menge 
yore MaBe 0 angehiiren. Diese Ausnahmemenge enth~tt selbstverst~indlieh 

*) Acta Math. 37, S. 156. 
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alle rationalen Zahlen, es bleibL aber unen~schieden, ob nich~ e~wa noch 
weitere Zahlen in ihr enthalten sin& Wenn ich nun freilich glaube, da~ 

man den Wer~ solcher SiL~ze, in denen eine unbesLimmte Ausnahmemenge 

vom Matte 0 auftritt, nicht eben hoch einsch~tzen daft, m6chte ich diese 
Behauptung bier doch kurz begriinden. Mein Beweis beruht auf dem 
folgenden Lemma der Integralrechnung.*) 

Sind f,,(x) sLetige Funktionen im Intervall 0 1, fiir welche die Summe 
der Integrale 

.=t 0 

konvergiert~ so konvergiert f(ir al[e x mit Ausnahme solcher, die einer 

Menge yore Ma6e 0 angehSren, f,(x) mit unbegrenzt wachsendem n 
gegen 0. 

Beweis :  Ist e eine beliebig kleine positive Zahl, 92. diejenige Menge 

im Intervall 01, in der [f.(x)] ~ ~ ist, so ergibt sich ftir das Lebesgue- 
sche MaB A. dieser Menge 92. die Ungleichung 

1 

A,, ~_ f ] 1". (x) ]' dx. 
0 

Bilden wir die Vereinigungsmenge 

~.  = 9J.+1 + 92.+~ + " '"  + in inf. 

so sind die Punkte x yon ~. dadurch charakterisiert, da6 ffir sie wenigsLens 
eine der Ungleichungen 

I f~+,(x) l ,  I f .+ ,@) l ,  "" '  _~ 
besteht. Das Mal~ (3. yon (~, geniigt der Ungleichung 

I I' '+" o._. (ram) o. If,(+) 
8 | 

I,=.+I 

Yon den Mengen ~I,~, ~8,"" enth~lt jede die folgende ganz in sich. 

lhr gemeinsamer Bestandteil lira ~, ---- ~ hat, da Iim ,/, = 0 ist, zufolge 

(22) das MaB 0. Fiir jeden Punkt x der Komplement~rmenge gibt es einen 

Index, yon dem ab aUe I fn(x)l kleiner als e sin& Ftlr ein solches x 
isk dmo 

L • . .  Indem man fttr $ der Reihe nach etwa 1 s ' 4 ' �9 setzt, gelang~ man 

zum Beweis  des Lemmas. 

�9 ) Auf Grund dieses setben Lemmas habe ich'frfiher das 8og. s  
Theorem bewiesen. Math. Ann. 67 (1909), S. 24~f. 

Mathemattscho Anualon. LXXITIL "~'~ 
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Wit betrachten bier die Funk~ionen 

Fiir diese haben wir 

~ e(~,,x). f~ (x) = - ~  

h = l  

1 n 1 

]f~(x) l~dx = ~ e ( l h x - - l # ) d x  = - - .  
0 h,k=l 0 

Die direkte Anwendung unseres Lemmas ist wegen der Divergenz der 

tmrmonischen Reihe n unmSglich. W~ihlen wir aber aus den ganzen 

Zahlen n die Quadratzahlen aus, so komm~ 

lira f.~(~)-- o 

ailt~er for solehe Werte x, die einer gewissen Menge ~ yore Mal~e 0 an- 
gehSren. Is~ n e i n e  beliebige ganze Zahl, so bestimme man die ganze 
Zahl ~ mi~tels der Bedingung: 

v~_K n < ( v +  1) ~. 
Dann ist 

f,,(x) "' [ ,2 I .f~(x) - v~f~(x) I =< ~v, - ~ f..(x) _~ ~-~, 

also wird ffir alle nieht; zu 2 geh6rigen x aueh 

lira f~ (x) = 0. 

GehSrt weder x noch 2 x  noch 3 x , . . .  zu der (mi~ der Periode 1 sich 
wiederholenden) Menge ~I, so ist 

lira s  ~ o 

f~r jede ~ e  Zahl m + 0. Ffir eine so!the Zaht x geniigen die (~rSgen 

l ~ ,  ~,~, 1~, . . .  

too& 1 ,de~ Gesegz der gleiohm~il~ig dichten Verteilung. 

Setgen ~ir mig Bezug auf die g~nzen Zahlen 1, nur voraus, dag 

ist, so komm~ 
1 

0 

wean yon den Zahlen / ~ , / ~ , . . . , / ,  die ers~en hi an~er~ncan~er gleich 
sind, dann die darauf folgenden h~, uaw., und schl~e~ich r letz~e~ ~ 
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miteinander iibereinstimmen. Bezeichnet h(") die grSBte unter den Zahlen 
h 1 , h s , . . . , h  m, so ist 

h~ + h| + . . .  + h~ =< h(-)(h, + h, + . . .  + h~) ffi h(-). n, 
also 

1 

f lf.(x)l' dx <= h("). 
0 

Die frfihere Annahme h(")= 1 ersetze ich jetzt dureh die viel allgemeinere, 

des zwei positive Zah!en e und c existieren sollen, so dab 

h(n) < c. n 
-- (lg n)x+, 

ist. Dann ist tmsere obige SchluBweise immer noch auwendbar. 
wRhlen aus der Reihe der ganzen Zahlen n etwa diese aus: 

Wir 

und haben 

n, = [e'~-b], b = ' (v = 1, 2, 3,...) 

! 

f ~ 
0 

Folglich ist, abgesehen yon Werten x im Intervall 0 1, die einer Aus- 

nahmemenge 2 yore MaBe 0 angehSren, 

lira f,, (x) -- O. 
y 

Ist neine beliebige ganze Zahl, so bestimmen wirv durch die Bedingung 

und finden 

Da 

ist, gilt 

n, ~ n < n,+ i 

1 n,. I --n, ~, 
f , ,(x)--W f,,,,(x) <",+i < +I 

n'+1 i < e ~-b- I, 

(v + 1) 1 - ~ -  v 1-b < v -b 

lira { ",+I 

l i , ,  f . ( x )  ffi o.  

Mithin ist a u ~ r  in 2: 

1}=- 0. 

. 

( 0 < b < l )  

Im gegenwRrtigen Fall gilt demnach wiederum das Gesetz der gleich- 

m~i$igen Verteilung ftir ,,fas~ alle" x. 

Indem wir x dutch ~ (m eine ganze positive Zahl) ersefzd~,'~ehen 

wir zu dem Fall fiber, in welehem die l. gebroehene Zahle~ mit ein.em 

gem ei~samen endlichen Genera!nenner m sind. 
98" 
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Endlieh sei 

irgend eine ins Unendliehe waehsende Folge reeller Zahlen; wir nehmen 
an, dat3 das Wachstum yon 2 als Funktion des Index nicht all zu 
sehwach ist, dal~ n~mlich zwei positive Zahlen e u n d c  yon folgender A r t  

existieren: wiiehs~ der Index yon n ab um n so hat Z mindes~ens 
(lg n) ~ + "  

um c zugenommen. Die reelle Ver~nder]iche x beschriinken wir auf irgend 

ein endhehes IntervaU Ix[ ~ A. Wir wi~hlen eine willkiirliche ganze posi- 

Live Zahl m und ordnen jedem ;t~ denjenigen Brush l~ rail dem Nenner m 
1 

z% der sich yon it. um hSchstens ~ unterscheidet. Unter den n ers~en 

Zahlen ~. lii~L sich dann gewi$ keine Gruppe yon mehr als (lg n)~+ ~ unter-  

einander gleichen herausfmden (sobald m ~ 1 ) .  Folglich ist fiir alle x 

his auf sine Menge ~m yore ]FlaBs 0: 

Da 

ist, gilt 

1 eq x) - o. lira 
n = ~  h , = l  

I e(x,) - e(x,)I s 2 ~ t x x - - x , l  

12 2 I -~  ~ - -  

= h - - 1  

also fiir alle nicht in ~m gelegenen Werte x: 

1 
lira sup. 

f$-----~ 
h - - 1  

A~r 

Bflden wit die Menge 9I, zu welcher ein Punkt  x im In~rvall - - A . . - - b ~  

dann und nur dann gehiir~, falls er in a~en Mengen ~I~ ( re= l ,  2 ,3 , - . . ) ,  
endlich vide ausgenommen, ange~roffen wird, so hat 2 das Ma6 0, u n d  

fiir alle nicht zu ~[ gehiirigen WorSe x besteht die Limesgleichung 

1 
lira ~ ~ e( ,~x)  ~ O. 
~ = o o  h-----I 

Damit is~ bewiesen: 

S a ~ z 21. ~ s  sei )~, Z,, 28, �9 �9 �9 irgend vine Folge reeUer Zahlen; mu Z 

als Funktion des Index m6gen zwei positive K o n s t a ~ a  ~ u n d c  d e r a r t  

existieren, daft jedesmal, wenn der Index yon n a b  um mehr als t," 
(lg~)~+" 
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wgchst, ~ um wenigstens c ~ugenommen hat. Ist x damn eine redle Zahl, 

die nicht einer gewissen Ausnahmemenge yore Marie 0 angehiirt, so liegt die 

l~eihe der Gr6flen 

rood. 1 iiberatl gleich dicht.*) 

w 
Anhang. Uber geschlossene Euk]idische Ritume. 

Under einem geschlossenen Euklidischen Raum verstanden wir eine 
geschlossene 2-dimensionale Mannigfaltigkeit**) yon der Beschaffenheit, 
dal~ in der Umgebung jedes Punktes die Euklidische Geometrie gilt. 

Es sei im gewShntichen p-dimensionalen l~aum, in welchem jedes 
System reeller Zahlen (xl, xs , . . . ,  xp) einen Punkt bedeutet, eine diskon- 
tinuierliche Gruppe F Euklidischer Bewegungen gegeben; F besitze einen 
endlichen Fundamentalbereich und enthalte keine reinen Drehungen. FaBt 
man jedes System hinsichtlich F iiquivalenter Punkte des gewiihnlichen 
Raumes als einen einzigen ,,Punkt" einer neuen Mannigfaltigkeit ~r auf~ 
so ist ~r in unserm Sinne offenbar ein geschlossener Euklidischer Raum; 
ich bezeichne ihn als einen (als den zu der Oruppe F gehiirigen)Kristall. 
Wit wollen in diesem Anhang beweisen: 

Satz 22. Jeder geschlossene JEuklidische t~aum ist ein Kristall. 

Nach einem allgemeinen yon Bieberbach bewiesenen Satze***) enthiilt 

*) Fiir den Fall ~n := an (a eine ganze positive Zahl) wurde dies, in noch wesent- 
lich schiixferer Form, yon den Herren Hardy und Littlewood bewiesen, Act, Math.'87, 
S. 188ff. Die allgemelne Frage ist, unabhgngig yon mir, yon Herrn Towler, einem 
Schiller der Herren ~Iardy und Littlewood, in den Londoner Proceedings welter ver- 

folgt worden. 
**) Betreffs der in diesem Anhang verwendeten h~alysis.situs-Begriffe muI~ ieh 

auf mein Buch .,,Die Idee der Riemannschen Fl~che" (namentlich w 4 und w 9) ver- 
weisen. Ich benutze die Gelegenheit, um an dem ]nhalt des w 4 dieses Buches zwei 
kleine Korrekturen vorzunehmen: 1) Bei tier Definition des Begriffs tier zweidimensio- 
nalen Mannigfaltigkeit ist (worauf ich dutch freundliche Mitteilung des Herrn O. Veblen 
aufmerksam gemacht wurde) vergessen, die hernach immerfort benutzte Tatsache: 
,,Zu irgend zwei Umgebungen eines Punktes existierr stets eine Umgebung, welche 
in beiden enthalten ist" ausdrttcklich als Forderung auszusprechen. 2) Die Behaup- 
~ungen auf S. 19 iiber alas stetige Abbild einer abgeschlossenen Menge sind zu be, 
schri~nken auf ,,ganz im Endlichen gelegene" Mengen; die Eigenschaft einer Menge;~ 
ganz im Endlichen zu liegen, l~i~t sich kaum anders beschreiben als dutch die A'as- 
sage, da~ jede aus unendlichvielen Punkten bestehende Teilmenge yon ~ eiae ~rer- 
diehtungsstelle besitzen soil ~ Betreffs des Zusammenhanges des Problems tier lqiohb- 
euklidischen Raumformen mit der Riemannschen Funktionentheorie vgI. P. Koebe, 
Annali di Matematiea Set. IlI, 21 (Lagrange-Festband), S. 57ff. 

***) t~ber die Bewegungsgruppen der Euklidischen R~ume, Math. Ann: 70(19II), 
S. 333. Vgl. ~uch Frobenius, Ber. d. K. Preua. Akad. d. Wissensch. 1911~ S. 655. 
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jede Bewegungsgruppe [" yon der oben geforderten Art p unabh~ngige 

Txansla~ionen, aus denen sich alle in r" enthaltenen Transla~ionen zusam- 
mense~zen lassen. Sorgt man dutch affine Transformation der Koordi- 
naten (xI, x~, . . . ,  x~,) daf(ir~ dab dies die Tralislationen 

(1, 0 . . . ,  0); (0, 1 , . . . ,  0); . . . ;  (0, 0 , - . . ,  1) 

sind, so werden Punkte x, die im ~p zusammenfallen, auch in ~r iden~isch: 
im ~ wird [" zu einer aus endlich vielen linearen ganzzahligen unimodu- 
laren Trausformationen bestehenden Gruppe*) Fo, und man kann ~r dadurch 
aus ~ erzeugen, dab man immer diejenigen endlich vielen Punkte, welche 
hinsiehfiich F o 3iquivalent sind~ an eine Stelle zusammenfallen I~Bt. Das 

ist die Behaup~ung, die wir in w 2 aufgestellt haben. 

Um aber zu erkennen, dab jeder geschlossene Euklidische Raum 
ei~n Kris~all is~, verfahren wit so: Ist p irgend ein Punkt yon ~,  so is~ 
fiir hinreiehend kleine r das lnnere der Kugel um p yore Radius r (d. i. 

d~e Gesamtheit derjenigen Punk~e, die mit p durch geradlinige Strecken 
verbunden werden k6nnen, deren L~nge ~ r ist,) eine Umgebung yon p, 
die sich umkehrbar eindeu~ig und kongruent abbilden l~Bt auf das Innere 
einer Kugel im gew6hntichen Eukl/dischen Raum yore Radius r. Fiir be- 
liebig groBe r jedoch kann das nich~ der Fall sein, well ~ sin geschlossener 
Raum isf. Es gib~ demnach eine bestimmte positive Zahl r(p), welche 
diejenigen r(~r(p)), ftir welche eine solehe Abbfldung m6glich is~, scheidet 
yon denen, ftir die das nicht der Fall ist. r(p) is~ als Funktion des 
Punktes p stetig. Sobald n~mlich q in hinreichender N~he des Punktes p 

liege, is~ offenbar tr(q)--r(p)t  hSehs~ens gleich der gegenseitigen En~- 
fernung der beiden Punk~e p, q. Mi~hiu ha~ r(p) (als s~ ige  positive 

Funktion auf einer geschlossenen Mannigfal~igkei~) ein 2ositives Minimum r 0. 
Dami~ is~ gezeig~: Im Innern einer Kugel yore Radius r o in ~ gil~ immer 
die Euklidisehe Geome~rie, wo auch der Mittelpunk~ der Kugel gelegen 
sein mag. Insbesondere ergibf sich daraus, dab jede der beiden H~lfteB~ 
in die eine gerade Linie in ~ dutch einen ihrer Punkte zerf~.ll~, eine 
unendliche L~nge besi~z~ (was na~iirlich nicht ausschlieBt, dab sie eine 
geschlossene, unendlich oft durchlaufene Kurve ist). Denn sind wit bei 
Durchlaufung tier Geraden bis zu einem bes~immten Punkte gelang~, so 
geht die Gerade yon dor~ aus s der betreffenden Richtung noch m~n- 
des%ens um ein S~ick yon der L~nge r o weiter. 

Wir w~ihlen jetzt einen fes%en Punk~ P0 in R und in ibm ein gera(l. 
liniges rechtwinkliges Koordinatenkreuz. Ist 7 eine beliebige yon Po aus- 

gehende~ in p endigende Kurve in ~ so k~nnen wir dieses Achsenkreuz 

*) Die Gruppe T der in F enth~l~en~n Transta~ionen is~ eine inva~iante Unter- 
gruppe yon F. In der Symbol~ r Gruppentheorie ist F o = F:T, 
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mit seinem Nullpunkt so auf ~, entlang schieben, dab sich die Achsen 
bes~ndig parallel bleiben. Die nach diesen Achsen genommenen Kompo- 
nenten der gesamten Translation, die dabei der Nullpunk~ erf~hrt, w~ihrend 
er yon Pc nach p gleitet, die ,,Translationskomponenten l~ngs ~", seien 
xl, x~,-.- ,  xp. (Sic brauchen keineswegs = 0 zu sein, wenn dis Kurve ~, 
zum Ausgangspunkte zur~ickkehrk) Ieh sage: jede yon Pc ausgehende 

Kurve ~, definiert einen ,,Punkt" ~ der neuen Mannigfaltigkeit ~ ,  der ,,fiber 
dem Endpunkt p yon 7 liegg'; und zwar sollen zwei verschiedene Knrven 
~,, ~,', die yon Po ausgehen und in demselben Punkte p enden, nur dana. 
den gleichen Punkt ~ fiber p definieren, wenn die Translationskompo- 
nen~en l~ngs 7 den gleichen Weft haben wie die l~ngs 7'. Ist ~ ein dutch ~, 
de~inierter, fiber p gelegener Punk~ und K das Inhere einer Kugel um p 
als Mit~elpunkt, deren Radius ~ r o ist, so h~nge ich an ~, alle mSglichen 
yon p ausgehenden, in K verlaufenden Kurven ~'1 an; die durch die siim~- 
lichen so entstehenden Kurvenz~ige Z-t-~'1 definierten Punkte sollen eine 

,,Umgebung" K yon ~5 bilden. Da laut dieser Festsetzung ~iber jedem Punkte 

yon K nur ein einziger Punk~ yon K liege, so haben wir dami~ einen un- 

verz.weigten Uberlagerungsraum ~ fiber ~ konstruier~. Dieser ~berlage- 
rungsraum ist ,,reguliir"; d.h. yon zwei Kurven in ~, die im Grund- 
raum ~ die gleiche ,,Spurkurve" besitzen, kommt es niemals vor~ dab die 
eine often, die andere geschlossen ist. Sind daher Pl, Pl' zwei Punkte in 
~ ,  die ,,sich decken", d. l~. fiber demselben Punkte Pl yon ~ liegen, 

so gibt es eine einzige umkehrbar eindeutigo stetige Abbildung yon 

in sich, bei der jeder Punkt yon 3~ in einen ihn deckenden fibergeh~ 
(,,Decktransformation'~, ~ aber insbesondere in ~'.  Die Decktransforma- 
~ionen bilden eine diskon~inuierliche Gruppe Fro. Die L~ngenmessung tiber- 

tr~g~ sich yon ~ auf ~ ;  die Deck~ransformationen sind kongruen~e Ab- 

bildungen yon ~ in sich. 

Jedem Punkte ~ in ~ en~sprechen eindeutig i~ Zahlen x~, x~, . . . ,  x~, 
n~mlich die Translalionskomponenten l~ngs derjenigen Kurve, welche 
definierte, und dami~ ein Punkt ( x ) =  (x~, x~ , . . . ,  x~) im Euklidischen 
Raum R mit den rechlwinkligen Koordinaten x~. Die Abbildung ~ ~ (x) 
ist ein~eu~ig, s~e~ig, l~[ugenlreu. Wir weohseln dis huffassung, indem wit 
nunmehr iibereinkommen, ~ als einen fiber dem Punkte (x) yon i~/~ge ~'~ 

legenen Punk~ zu be~rach~en. Dadurch verwandeI~ sich ~ in einen unwr- 
~weigten ~berlagerungsraum fiber i~. Derselbe is~ unbegrenzt. ~ber d ~  

Nullpunk~ in /~ lieg~ n~imlich gewi~ ein Punk~ Pc yon ~ .  Wir zlehen 
voza Nullpunkte aus eine bel~ebige Halbgerade g in R und verfolgen auf 

einen ste~ig ver~nderlichen Punkt ~, der yon ~o ausgeh~ und dessen 
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Spurpankt in /~ diese Gerade durchli~uf~ (WeierstraB' Prinzip der ana- 
lytischen Fortsetzung); dadurch erhalten wir eine eindeutig bestimmte 

l~urve ~ auf ~ fiber g. Es ist unmSglieh~ dal~ man auf ~ gegen einen 
,,kritischen Punkt", eine ,,Grenze" l~iuft; denn yon jedem Punkte aus, zu 
dem man gelangt ist~ kann man auf g noch mindestens um ein Stfick yon 

der L~nge r o welter fortschreiten. Da mithin ~ relativ z u / t  unverzweigt 
und unbegrenzt ist und der gewghnliche Euklidische Raum einfachen Zu- 

sammenhang besit~t, mul~ ~ fiberan genau einbl~t~rig fiber / t  sich hin- 

ziehen~ d. h. ~ ist durch die Beziehung ~--~ (x) umkehrbar eindeutig und 
kongruent auf den Euklidischen Raum R abgebildet. Verm~ige dieser Ab- 

bildung erscheint die Gruppe Fmder Deckiransformationen yon ~ (relativ 
zu ~)  als eine diskon~inuierliche Bewegungsgruppe F in R, und ~ selber 
is~ umkehrbar eindeutig, stetig und liiugen~reu auf den Kristall ~r abge- 
bildet. Wenn ~ geschlossen isi, mufi dies auch yon ~r gelten, d. h. die 
Oruppe f" mu~ einen endlichen Fundamentalbereich besitzen. Damil ist 
unser Beweis zu Ende geffihrt. 

Z~irich, den 13. Juli 1914. 


