
t~ber die N u l l s t e l l e n  s u k z e s s i v e r  Der iv ierten .  

Von 

Georg P6lya in Z~irich. 

Einleitung. 

Wenn ein Polynom nur reelle Nullstellen besitzt, so besitzen seine 

s~mtlichen Derivierten ebenfalls nur ree]le Nullstellen. Wenn eine analy- 

tische Funktion Grenzwert yon Po]ynomen mit nur reellen Nullstellen ist, 

so" gehSrt sie einer scharf abgrenzbaren Klasse von ganzen Funktionen an 1); 

auch die g~nzen Funktionen dieser Klasse haben die Eigenschaft, da~ keine 

der Derivierten niehtreelle Nallstellen besitzt. Welche Funktionen sind 

noch dieser Eigenschaft teilhaftig? 

Diese Frage in voller AUgemeinheit zu beantworten diirfte nicht leieht 

sein, aber fiir zwei Funktionenklassen, die den rationalen ganzen Funktionen 

besonders nahe stehen, l~il~t sie sieh voUst~ndig entscheiden: fiir rationale 

gebrochene Funktionen und fiir solehe ganzen Funktionen yon endlichem 

Geschlecht, die nut eine endliche Anzahl yon Nullstellen haben. Die folgen- 

den S~itze gehen fiber die angedeutete Fragestellung noch etwas hinaus. 

I. Es 8ei R ( z )  eine rationale gebrochene Funktion. Die Anzahl der 

nicht reeUen Nullstellen van R(n)(z), der n-ten Derivierten yon R(z ) ,  

w[iehst mit n ins Unendliehe, wenn keiner der ]olgenden beiden A usnahme- 

]5Ue vorliegt: 

1. R ( z )  hat im Endlichen nut  einen Pol (er kann ein/ach oder 

mehr/aeh sein ). 

2. R (z) hat im Endlichen nut  zwei Pole, die in bezug au] die reeUe 

Aehse zueinander symmetriseh liegen. 

Im  Ausnahme/all 1. bl~ibt die Anzahl sdmtlieher Nullstellen yon 

�9 beschrankt, wenn n ins Unendliehe strebt. Wenn R ( z )  sich im /r ' " 

1) G. P51ya und J. Schur ,  Uber zwei Arten yon Faktorenfolgen in der Theorie 

der ulgebraischen Gleichungen, Crelles Journal 144, S. 89--113. 
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Ausnahme/all 2. be/indet und /iir reeUes z reelle Werte annimmt, so 

bleib$ die Anzahl der nichtreellen Nullstellen van R('~)(z) unverdndert bei 

wachsendem n, yon einem beslimraten Werte yon n an. 

II. Es se ienP(z)  ,,'nd Q(z) Polynome, es sei Q ( 0 ) - - 0  und es sei 

a (z)  = P (z)  eQ~ 

9esetzt. Die Anzahl der nichtreellen NulIstellen van G('*~(z), der n-ten 

DerivierSen van G(z), wdchst mit n ins Unendliehe, wenn keiner der 

]olgenden beiclen Aum~ahme/dlle ~iorliegt : 

1. Q ( z ) ist vom Grade 1. 

2. Q(z) ist yore Grade 2, Q ( z ) = b z - - c z ' ,  wo b reell und e 

positiv i~t. 

Im  Ausnahme/all 1. bleibt die Anzahl samtlieher NullsteUen yon 

Gl")(z) beschrdnkt, wenn n ins Unendliehe streb$. Wenn G(z) sich im 

Ausnahme/all 2. be/inde$ und /fir reeUes z reelle Wer~e annimmt, so 

nimm~ die Anzahl der nichtreellen Nullstellen yon G(~(z) miS waehsen- 

dem n hie zu. 

Unter welehen Umstgnden die Anzahl der nichtreellen Nullstellen yon 

R(n)(z) bzw. G(n)(z) mit n ins Unendliehe w/iehst, unter welehen sie be- 

sehr~nkt bleibt, habe ieh ira Ausnahmefall 2. bei Zulassung yon Funktionen, 

die fiir reelles z aueh nichtreelle Werte annehmen, noeh nicht vollst~indig 
~e 

entsehieden. Das Hauptgewicht liegt aber aueh nicht auf diesem Ahsnahme- 

fall, sondern auf der Methode, die im allgemeinen Fall zur Entseheidung, 

zu dem Naehweis yon unendlieh vielen nichtreellen Nullstellen fiihrt. Diese 

Methode liefert noeh viel mehr, niimlieh die folgenden Siitze: 

III. Es sei F(z )  eine meromorphe Funktian. Man betrachte die ab- 

zahlbare Punktmenge, die aus sdmtlichen Nullstellen der Funktio~zen / 

F(z) ,  F'(z),  F"(z)  . . . .  , F(n)(z), .. besteht. Die Oesamtheit der Hiiu- 

]ungspunkte dieser Punktmenge lgingt nur van der Lage der Pole van 

F ( z) ab (also z .B .  nicht yon deren Multiplizitdt). Zur GesamShei$ der 

Hdu/ungspunkte geh6r$ ein Punks z dann und nut dann, wenn die beiden 

ihm ndehstliegenden Pole yon F ( z) in gleichem Abstand yon ihm liegen. 

IV. Es seien P ( z )  und Q(z) Polynome, es sei 

Q(z) = b z q  q - bxzq-~ + b~zq-~" '~. . . .  + bq, 

b=b O, q ~= 2, und es sei 

G (z)  = P (z)  eOC~ 

gesetzt. Man betrachte die abz2ihlbare Punktmenge, die aus sdmtliehen 

Nullstellen der Funktionen G(z), a '(z) ,  G"(z) . . . . .  G~'~(z) . . . .  bestehS. 

Die Gesamtheit der Hdu/ungspunlte dieser Punktmenge hdngt nut yon 
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dem Grad q und yon den beiden h6ch~ten Koe//izienten von Q(zl, vo~ 

b und b Iab .  8ie besteht ndmlich aus q Halbstrahlen, die aus dem Punk/e 

bl auslau/end die Ebene in q gleiche Winbelrdume teilen. Diese ~==--~ 
Halbstrahlen lau/en parallel deft q als lZektoren au]ge[aflten Wurzeln der 

Gleichung bz q ~ 1 = U, 

Die Gesamtheit der H/~ufungspunkte, die im Satz III  erw/ihnt ist, 

hat eine auch rein geometriseh genommen merkwiirdige Gestalt, die einer 

n/iheren Beschreibung wert ist. Es sei a ein Po lde r  gegebenen mero- 

morphen Funktion F(z) .  Diejenigen Punkte z der Ebene, die dem Pol a 

n/iher liegen, als allen iibrigea Polen yon F (z), bilden den ,,Wirkungsbereieh" 

yon a. Wenn a und b zwei Pole v o n F ( z )  sind, derenWirkungsbereiehe 

~emeinsame Grenzpunkte haben, so ]iegen dieselben i n  der Symmetrale 

der beiden Punkte a und b, d. h. in der Geraden, die die Verbindungs- 

atrecke v o a a  und b senkrecht trifft und halbiert. Der Wirkungsbereich 

yon a ist daher das Inhere yon einem konvexen Polygon, das sich eventuell 

ms Unendliehe erstreckt und in diesem Falle auch unendlich viele Seiten 

haben kann. ttaadelt es sich z. B. um die elliptisehe Funktion ~.~ (z), so 

sind die Wirkungsbereiche der versehiedenen Pole untereinander kongruent, 

jedes bildet einen Fundamentalbereich, und ha t  im allgemeinen die Form 

eines zentrisch-symmetrisehen Sechsecks mit drei Paaren yon gleiehenund 

parallelen Seiten, kann abet auch in ein reehtwinkliges Parallelogramm 

ausarten. Satz I I I  besagt, dall die derivierte Menge der abziihlbaren 

Punktmenge, die aus s/imtliehen Nullstellen der meromorphen Funktion 

F ( z )  und ihrer Derivierten F'(z) ,  F " ( z ) , . . .  besteht, identisch ist mit 

der Menge s~imtlicher Punkte der Grenzlinien, die die Wirkungsbereiche 

der verschiedenen Po!e yon F(z )  voneinander scheiden. Das Gebiet, das 

yon dem Pot a beherrseht wird, ist identisch mit der Menge soleher Punkte 

z, in denen entwickelt die Funktion F ( z )  eine Potermreihe ergibt, die an 

der Konvergenzgrenze den einzigen singul~iren Punkt  a hat. Satz III  

besagt also, dall solche und nut solehe Punkte der Ebene Hiiufungspunkte 

der Nullstellen der sukzessiven Derivierten einer meromorphen Funktion 

sind, in denen entwickelt dieselbe eine Potenzreihe mit mehr als einem 

singul~en Punkt an der Konvergermgrenze erzeugt. Diese Formulierung 

bringt uns sehon dem Beweis aullhrordentlich nahe. 

Satz I I I  gilt auch im Falle, wenn die meromorphe Funktion nur einer 

Pol hat, Dessert Wirkungsbereich hat keine Grenzen im Endliehen u r  

die Nullstellen der sukzessiven Derivierten haben keinen Hiiufungspunk~ 

im Endliehen. Fiir ganze Funktionen wird aber die Untersuehung sofort 

viel schwieriger~a). Dea einfachsten Fall kliirt Satz IV auf: die N'ullstellen 

1,,) Ich bezeichne, wie fib:ich, den Wert a als Picardsehen Ausnahmewert der 
gsnzen trsnszendenten Funktion g (z), wenn 9 ( z ) - a  nur endlich viele Nullstellen ha~. 
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der sukzessiven Deriviel~en der dort betrachteten garLzen Funktion G(Z ) 

h~ufen sieh an genau denselben Stellen, wie die der sukzessiven Derivierten 

yon irgendeiner der rationalen Funktionen, die man erh~ilt,, wenn man in 

{ b ( z •  1 - - ~  , ~--~j ~ 

m ~ l  oder 2 oder 3 . . .  setzt. 

Ubrigens werde ich nocb mehr beweisen, als in den S~itzen III ,  IV 

ausgesprochen ist. Die Gesamtheit der Nullstellen der n- ten  Derivierten 

strebt in beiden untersuchten Ftillen mit unendlich wachsendem n gegen 

eine Grenzlage, in einem Sinne, den ich sp~iter genau definieren will. Diese 

Grenzlage ist identiseh mit der Menge der Hiiufungspunkte s~imtlicher Null- 

steUen s~imtlicher Derivierten. Ferner streben auch die Einsstellen oder 

irgendwelehe a-Stellen der n- ten  Derivierten gegen dieselbe Grenzlage 

wie die Nullstellen, "und haben auch dieselbe H~lfungseigensehaft wie die 

Nullstellen. 

Die Untersuehung des infinit~iren Verhaltens der sukzessiven Derivierten 

F ( z ) ,  F ' ( z ) ,  F " ( z ) '  : . .  in einem /esten'Punkt z bildet die Theorie der 

Tay lo r sehen  Reihe.  Durch die gegenw~irtige Untersuehung wird eine 

natfirliche Erweiterung dieser Theorie angeschnitten: dieselbe Funktionen- 

foige wird jetzt bei variablem z i n  einem Gebiet der z-Ebene auf ihre 

asymptotischen Eigensehaften bin un~ersucht. 

Der Satz I I I  (fiber meromorphe Funktionen) ergibt sich sozu.sagen 

ohne Rechnung, a u s  der Kombination gel~iufigster Resultate, dutch eine 

~ihnliche Anwendung des S t i e l t j  es-Vita! ischen Konvergenzsatzes, wie sie 

in einer wohlbekannten Arbeit yon J e n t z s c h  ~) zu finden ist. Der Beweis 

des Satzes IV verl~iuft naeh derselben Methode wie de r  des Satzes III ,  

benStigt jedoeh eine nicht ganz einfaehe asymptotisehe Rechnung. 

Ein besontiers einfaches Beispiel, das den Satz I I I  erliiutert, ergibt 
�9 * 1 

die rationale Funktlon : - . deren n- te  Dirivierte die n reelIen Nullstellen 
I §  

�9 Besitzea g(z) und seine beiden er~ten Derivierten, g'(z) u~d g"(z) Pieardsel~e Aus. 
nahmewerte, so ist g(z)=P(z)eQ(Z)~a, wo a eine Konstante ist, P(z.) und Q(z) 
-Polynome sind. Daraus folgt des Korollar: Wenn g(z) nicht die Funktion ae bz ist, 
wo a, b Konstanten, so besitzt das Produkt g (z) g' (z) g" (z) Null~tel]en In einer 

etwas weniger vollstitndigen Form habb ich diese S~tze sehon friiher angekfindigt, 
(Vgl. Bestimmung einer ganzen Funktion endliehen Geschlechts dutch viererlei Stellen, 
Nyt Tidsskrift for Mat. B. (1921), S. 14--21.) Ieh fend sie im Ansehlul3 an eine brief- 
liehe Mitteilung yon Herrn P. (~eillag in Budapest. Der Bdweis soil an anderem 
Oft ausgefiihrt werden. (Anmerkung bei der Korrektur. Juli 1921. G-P-) ' 

e) R. Jentzseh,  Untersuehungen zur Theorie der Folgen analytiseher Funktioner, 
Aeta Mathematica 41 (1918), S. 219-251. 
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,~ 2~ 3,~ ,,~ . 
cotg---:-: ,  eotg cotg u-L-L-i-besltzt. Es warde durch 

A. A. M a r k o f f  bewiesen s), daB die Nu]lstellen der sukzessiven Derivierten 

yon e -z'~, die bis auf den Faktor e - z "  mit den sogenannten He rmi t e schen  

Po!ynomen identiseh sind, jedem Punkte der reellen Achse beliebig nahe 

kommen. Dies liefert ein Beispiel zu Satz IV. Auf dieses wichtige 

.Beispiel zugespitzt, wiirden sich die zur Begriindung des Satzes IV nStigen 

Rechnungen betr~ichtlieh abkiirzen iassen. Dal~ die Derivierten der im 

Satze II  betrachteten ganzen Funktionen nieht s~mtlich nur reelle Null- 

stellen haben kSnnen, wenn von den dort pr~izisierten Ausnahmefiillen 

I. und 2. abgesehen wird, ist in friiheren Arbeiten von mir gezeigt 

worden4). Mit den Nullstellen sukzessiver Derivierten hat sich insbesondere 

Herr A l a n d e r  vielfach besehiiftigta). Seine wichtigsten Resultate beziehen 

sich au~ ganze Funktionen veto Gesehlechte 2, 3, 4 und 5) jedoch hat er 

aueh manehe beachtenswerte Gesiehtspunkte, Beispiele, heuristisehe Be- 

trachtungen und Vermutungen entwickelt, die auch die Gegenst~inde dieser 

Arbeit betreflen und die durch die gegenw~irtigen Resultate zum Tell be- 

st~tigt werden. Insbesondere hat Herr A l a n d e r  in seiner Abhandlung 

a. a. O. ~) die Frage aufgewoffen, die durch meinen Satz I beantwortet 

wird, und die mir iibrigens den AnlaB zur Wiederaufnahme meiner Be- 

sch~iftigung mit dem Gegenstand gegeben hat .  

M e r o m o r p h e  F u n k t i o n e n .  

1. Es sei F (z) eine meromorphe Funktion. Ich betrachte die Folge 

der positiven Funktionen 

( I )  . ' '~! . . . .  n~ ' " "  �9 

Ich will zwei Eigensehaften dieser Folge nachweisen. 

a) V o n d e r  Kreisfl~iche I z t ~  R seien alle Punkte entfernt, die yon 

einem Pol von F ( z )  eine kleinere Entfernung als ~ haben. So entsteht 

a) A. A. Markoff, Wahrseheinliehkeitsreehnung (Leipzig u. Berlin 1912), vgl. 
S. 261, Lehrsatz 2. Fiir eine Verallgemeinerung in anderer Riehtung vgl. G. P61ya, 
t~ber den zentralen Grenzwertsatz der Wahrseheinliohkeitsrechnung und da~ Momenten- 
problem, Mathem, Zeitsohrift 8 (1920), S. 171-181. 

.4) G. P61ya, a) Sur uffe question eoncernant les functions enti~res, Comptes 
Rendus 158 (1914), 330--833, b) Bemerkung zur Theurie der ganzen Funktinnen, 
Jahresberieht d. deutsch. Math. Ver. 24 (1915), 392--400. 

s) M. Alander,  a) Sur le d6plaeement des z6ros des functions enti~res par leur 
d~rivation, Th~se, Upsal (1914), b) Sur les z~ros extraordinaires des d~riv6es des 
functions enti~res rSelles, Arkiv fSr Math., Astr. oeh. Fys. U (1916), No. 15, e) Sur 
les z6ros des dSrivSes des functions rationnelles et d'autres functions m6romorphes, 
Arkiv f6r Math., Astr. oeh Fys. 14 (1920) No. 23. 
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ein abgesehlossener Bereich [R, 8]. In irgendeinem Bereiehe JR, 8] ist 

die Funktionenfolge (1) gleichm~i~ig beschr~nkt. 

b) Die Folge (1) ist konvergent in jedem Punkte der Ebene, der zu 

keiner der Grenzlinien gehSrt, die die Wirkungsbereiehe der verschiedenen 

Pole yon $'(z) voneinander scheiden. Es ist 

jenachdem der betraehtete Punkt im Wirkungsbereiehe vom Pol a oder 

in dem yon b oder in dem yon c . . .  liegt. Die Konvergenz finder gleieh- 

m~l~ig start in jedem abgeschlossenen Teilbereiehe des Wirkungsbereiehes 

von a, der den Punkt a nieht enth~ilt. /~hnliehes gilt flit die Wirkung s- 

bereiehe der iibrigen Pole b, c, . . .  von F (z). 

Der Wirkungsbereieh von a wurde als die Gesamtheis derjenigen 

Punkte definiert, die .n~her an a liegen, als an irgendeinem anderen Pol 

yon F(z) ,  ,,n~her, im Sinne yon < ,  nicht im Sinne yon ~ verstanden. 

Der Wirkungsbereich yon a enth~ilt also nut innere Punkte. 

Um a) zu beweisen, betraehte men den Bereieh R+-~, ~ ; in 

diesem Be~eieh ist die Funktion F (z )  regulii.r und P ( z )  hat darin ein 

wohlbestimmtes Maximum M: Urn jeden Punkt z des Bereiehes [R, 8] 

l~il3t sieh ein I~eis mit dem Radius ~ besehreiben, der vollstiindig im 

Funktionentheorie ist also 

Naeh einer klassischen Ungleiehung der 

1 1 
~ ~ ~ i~(~)(Z)l~- ~2"Mn 

in jedem Punkte von [R, 8], woraus die Behauptung a) folgt. 

Um die Behauptung b) zu beweisen, betraehte ieh deu Pol a, der 

q ~ 1-fach sein soll, und setze 

q! A~ 

wo ~(z)  an der Stelle a regulhr ist (Aq=~O, q~O). Es ist 

1 ,~n[  n! A o ( n +  I ) ! A  1 ( n +  q]! A ,  t �9 F~"~(z) = ( -  ' l(z:~-~+l + ~z-a)"+~ + " ' - ~  (,-a)-+~+l } + ~c"~(z) 
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n! 

~ (  1 ) " ( " + I ) ( _  ~+9")_ :::('2 ~-q~A',{i~ (z a) ~+~ (c,-z) ~ r  
(z_a)n+q+l  ', ( n + l ) . . . ( n - ~ q )  h: A, I 

q -~A ,  (z - -  a~ ] ,. l , n ( n . : - l ) ( n : - 2 ) . . . ( ~ l + q ) A q  Q ~ 
J - ~ A q ( n - b k + l )  .. (~,-bq)J - ~ ( - .  ) ( z_a)n+q$~ t---r  

k=O 

Ioh bezeiohne mit. O(z) den Konvergenzradius der Potenzreihe, die 

durch Entwicklung yon q~ (z) um den Punkt z entsteht. 9 (z) ist bekanntlich 

eine stetige Funktion yon z. (Denn es sei ]z' z l < e ( z ) ,  d.h. z' im 

Konvergermkreis um z gelegen. Aus der Konstruktion des kleinsten und 

des gr51~ten Kreises vom Mittelpunkte z', der den Konvergenzkreis vom 

Mit~elpunkt z beriihrt, ergibt sich, wie bekannt 

( z )  - I z:  - z i <  e ( z ' )  __< o (.-) z '  - z I 

Ich :betraehte die Funktion z-a[  Sie is~ in jedem Punkte z 
o (z) 

stetig, wo 0 ( z ) >  0. Sie i~t also sicherlieh stetig im Wirkungsbereiche 

yon a; daselbst ist ferner tz---:-~ < 1. ieh bezeichne mit 9/ einen ab5 
o (z) 

gesehlossenen, ganz im endliehen gelegenen Teilbereich des Wirkungs- 

bereiches yon a. Ich bezeiehne mit 0o das Minimum yon o(z) in ~.t und 

mit a das Maximum von lZ---~-] daselbst. 'Es ist also 
~tz) 

Z ~ a  

(3) ~(z)>~% > 0, o(z) < . < 1  in..~t. 

Man wtthle ein festes fl, 

( 4 )  

Man beschreibe um jeden Punkt z yon ~ einen Kreis vom Radius 

riO(z). Das dureh die Flachen aller dieser Kreise iiberdeckte Gebiet 

�9 heil~e ~*. Ein i n ~ *  gelegener Punkt Z hat yon dem niichstgelegenen 

singu!iirew Punkte der Funktion �9 (z) eine Entfernung, die > (1 --fl)~o 

ist. Die Funktion q~(z) ist somit im Innern und am Rande yon ?{* 

reguliir, und es gibt eine Zahl M, so  dab in jedem Punkte z yon ~t* 

t ~ ( z )  I _< .~.  

Um jeden Punkt z von 91 gibt es aber einen Kreis vom- Radius fi~ (z), 

der ganz in ~* verl~iuft. Daher ist in jedem Punkt z yon ?[ 

~! " ~ ( f lotz~)" '  
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woraus nach (3) folgt 

E s folgt aus den Formeln (5) (4) (2) fiir die durch die letztere er- 

kl~irte Funktion ~,, (z), dal3. 

lim 7'. (z) -- 0 gleichmiil3ig in .~[. 

Dadurch ist Behauptung b) vollst~indig bewiesen. 

In einem ganz im Endliehen gelegenen Bereich, wie z. B. im Bereich ~[, 

kann  eine einZelne Funktion F~a)(z)nut eine endliche Anzahl Nullstelten 

haben. Aus der bewiesenen Behauptung b) folgt also die eine Hiilfte des 

Satzes III :  aullerhalb der Grenzlinien, die die Wirkungsbereiche der ver- 

schiedenen Pole von F(z) voneinander seheiden, haben die Nullstellen der 

Folge F (z), F '  (z), F" ( z ) ,  . . .  keinen Hiiufungspunkt. 

2. Um den Beweis der zweiten, wichtigeren Hiilfte des Satzes III  

mSglichst klar zu gestalt en, will ieh einige Hilfssiitze/die keinen Anspruch 

auf Neuheit erheben und die iibrigens teilweise noch schiiffer gefallt 

werden kSnnten, explieite formulieren. 

Hil/ssatz I. Die Funktionen/~ (z), ]~ (z), .../~, (z) . . . .  seien analytisch 

im Bereiche !~, der n u r  innere Punkte enth~ilt, und es sol/ daselbsr die 

Funktionenfolge 

/~ (z), ~ f~ (z) . . . .  ~ t~ (z), . . .  

(die Folge der reellen Teile) konvergieren, und zwar gleiehm~llig in jedem 

abgesehlossenen Teilbereie h !8' yon ~ .  Es gebe ferner einen Punkt z o 

im Bereiehe !8, so so dal~ aueh die Zahlenfolge 

t.:, . . .  t;, (Zo), . . .  

konvergiert. Dann  konvergiert die Funktionenfolge 

r (z ) ,  t:, (z ) ,  . . .  & ( z ) , .  : .  

zwar gleiehmiillig in jedem abgesehtos.senen Teilbereiehe in ~ , -  und 

~ '  yon ~. 

Ich nehme an, !8 sei der Einheitskreis [z l <  1 und z o ~ 0 .  Von 

diesem Fall kann man durch bekannte Schl/fl~weisen (dachziegelartige 

Uberdeekung mit Kreisea) zu einem beliebigen Gebiet iibergehn. Als 

Tei!gebiet !~ ', worin ieh den Satz zu beweisen babe, nehme ieh die Kreis- 

fliiche l z[ ~ r  an. Es sei ~ < R < 1. Nach Voraussetzung ist, wenn 

e > 0 vorgegeben, fiir alle hinreiehend grofle m und n 

] f,. (0) -- f,,(0) I < ~ , ]!~f.(z)--~f,,(z)[<e 
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fiir alle Punkte z im Kreise I z] __< R. Daraus folg~, wenn d ie  

Cara th6odorysche  Ungleichung ~) auf die Funktion fm(z ) - - f , , ( z )  an- 

gewendet wird, 
2 R S r  

I f ' ~ (z ) -  f"(z) l < ~---=7 

im Kreise I z l ~  r, womit Hilfssatz I bewiesen ist. 

Hilfssatz II. Es seien p , , / ~  . . . .  ,u,, .  positive Zahlen, l im/~ ~ ~. 
n ~ c ~  

Die Funktionen f~ (z), f~ (z) . . . .  f, (z), . . ,  seien analytisch im Bereiebe ~ ,  

d e r n u r  inhere Punkte enth~lt, und es soll daselbst die Folge positiver 

Funktionen 
1 , 1 

, ,6)  I f ,  I ( z )  . .  �9 If. (z) ,",-:,..: 
gegen eine stets yon 0 versehiedene Grenzfunktion konvergieren, und zwar 

gleichm~iBig in jedem abgeschlossenen Teilbereiche ~ ' v o n  ~ .  Dann kann 
1 

man dutch Auswahl einer passenden Bestimmung der Funktion f, (z )~  in 

einem Punkte z o yon ~ erreichen, dal~ die Folge der analytischen 

Funkti0nen 
] l 1 

f,,(z):,,-;,... 
in ~ konvergiert, und zwar gleiehmKilig in jedem Teilbereiche ~ '  yon !8, 

ferner, dal~ die Grenzfunktion im Punkte z o einen vorgesehriebenen Arcus 

erh~ilt. 

Es sei tr eine vorgegebene reelle Zahl. Man wiihle yon den unendlich 

vielen Bestimmungen der Funktion lgf,,(z) diejenige, fiir welche 

-- ~ + ~.~ < ,~ lg f,(~o) </.,..~ + ~. 

Das ist mindestens yon einem gewissen n an mSglieh, sobald n~nlich 

t~ (%) # 0 ist. Es folgt daraus 

(7) lira 3 l.q f, fzo).__ a, 
n = ~ f i n  

und weft die Konvergenz des reellen Teiles yon l.qf~(zo) sowieso voraus- 
,un 

gesetzt wurde, ergibt sich die Konvergenz der Funktionenfolge 

(8) lgf~(z) lgf,(z) lgf.(z) 
H1 It�9 ttn 

in dem Punkte z = z 0. 

Es sei ~ '  ein abgeschlossener Teilbereich yon ~ .  Die Funktionen- 

f01ge (6) konvergiert in ~ '  gleichm~fiig, nach Voraussetzung, und hat somit 

~) Vgl. z. B. E. Landau, Darstellung und Begriindung einiger neuerer Ergebnisse 

der Funktionentheorie, Berlin (1916), S. 89. 
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daselbst eine stetige Grenzfunktion. Diese verschwindet nicht in ~', eben- 

f a l l s  nach Voraussetzung, hat also daselbst ein yon 0 verschiedenes 

Minimum ~. Wegen der Gleichmiiftigkeit der Konvergenz gilt in ~ ' ,  

h5chstens mit Ausnahme yon endlich vielen n, [f,,(z) t'~'~n> ~. Insbesondere 

sind die Funktionen f,,(z) alle yon einem gewissen ~t an yon 0 verschieden 

in ~ '  und f01glich ist daselbst lgf~(z) reguliir. Somit kann Hilfssatz I 

angewendet werden auf die Folge (8), dere~ reeller Tell in ~ '  nach Voraus- 

setzung gleichmiiftig konvergiert und die im Punkte z -~ z o, nach(7) ,  iiber- 

haupt konvergiert. 

Somit ~st di~ Konvergenz der Folge mit dem allgemeinen Glied 

zg fn (=} 1 

bewiesen. Die Grenzfunktion hat im Punkte z o den vorgegebenen Arcus it, ~ 

gem~ift (7). 

Im Hilfssatz II ist implicite die folgende geliiufige Tatsache ent- 

halten: sind f(z) und g(z) in einem Kreise analytisch, und ist dasclbst 

l l ' ( z ) l=  I ff(N)t, ferner im Mittelpunkte z o des Kreises f ( z o ) =  g(Zo), so 

sind f(z) und g(z) identisch. 

3. Es sei ~ ein Kreis, dessen Mittelpunkt an der Begrenzung des 

Wirkungsbereiches yon a liegt. Ich behaupte, daft es unter den Funktionen 

F(z), F'(N)F"(z),  . . .  hSchstens endlich viele gibt, die keine Nullstellen 

in ~ haben. 

Ich darI annehmen, dal~ ~ keinen Pol yon F(z) enth~ilt. Wiirde die 

ausgesprochene Behaaptung nicht zutreffen, so g~ibe es unendlich viele 

Funktionen 
1 

('q ) \---di--. / , m - - = f f ~ ,  f t . ,  i f3, " . "  i f , , ,  " . "  

die im Kreise ~ keinen Verzweigungspunkt h~tten, also darin regul~ir w~en. 

Eia Teil yon ~ liegt im Wirkungsbereiche ~ n  a. Es sei z o ein darin 

gelegener Punkt. Ich kann (hath Hilfssatz II) die Bestimmungen der 

Funktionen (9) so w~ihlen, daft sie in Z o konvergieren, und zwar gegen 
1 zo-a (vgl. b)). Dann muft die Folge (9) (nach b) und nach Hilfssatz II~ 

in einem gewissen Teil des Kreises ~ gegen 1 streben, n~imlich in dem 
z m a  

Teil, der im V~irkungsbereiche yon a liegty Der Kreis ~ liegt aSer sicher- 

lich im Innern eines passend gew~ihlten Gebietes [R, 6], yon dem in a) 

die Rede war. Also ist die Folge (9) in ~ gleichm~fig beschr~inkt. Daher 

mii~te, nach dem St ie t t jesschen Spezialfall des grundlegenden Vitalischen 

Konvergenzsatzes, die Konvergenz der Folge (9) sich auf den ganzen Kreis 
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ausdehnen, und die Folge (9) miil3te im ganzen Kreis ~ gegen ~ streben. 

Der Kreis ~ enthiilt abet noch einen Teil yon dem Wirkungsbereiche ein~ 

von a verschiedenen Poles yon F(z) ,  sagen wir yon b. In diesem Teil 

yon ~ streben die absoluten Werte der  Funktionen (9), wie vorher be- 

wiesen (vgl. b)), gegen 1 i ~ > [ z , a  I . Wir kommen somit zu einem 

Widersprueh. Dieser 15st sieh nur dann, wenn wir zugeben, dal~, eventuell 

mit Ausnahme yon endlich ~ielen, alle Funktionen (9) im Kreise ~ Ver- 

zweigungspunkte, also Nullstellen haben, w. z. b. w. 

Ich babe noeh etwas mehr bewiesen, als im Satz III  ausgesproehen 

ist. Um das Bewiesene kurz formulieren zu kSnnen, will ieh erkl~iren, was 

ieh unter der Grenzlage einer Folge von Punktmengen ~ 1 ,  9Y~, ~9~ 3 . . . .  

versteh.e. Diese Punktmengen seien in der Ebene der komplexen Zahlen 

gelegen. Unte r  Umgebung eines Punktes z sei ein Kreis" mit dem Yfittel- 

punkte z verstanden. Ich teile die Punkte der Ebene in drei Kategorien. 

Ein Punkt gehSrt zur ersten Kateqorie, wenn in einer gewissen Um- 

gebung von ihm nur endlieh viele unter den Mengen ~ 1 ,  ~J~,., . . .  ~))~,,, . . .  

Punkte besitzen. 

Ein Puukt gehSrt zur zweiten Kategorie, wenn in jeder Umgebung 

yon ihm unendlich viele unter den Mengen ~1 ,  ~)~., . . .  ~:)~.,... Punkte 

besitzen, abet wenn in einer gewissen Umgebung yon ibm unendlieh viele 

unter den Meng'en 9Xi, ~ . . . .  9)~ . . . . . .  keine Punkte besitzen. 

Ein Punkt gehSrt Zur dritten Kategorie, wenn in  jeder Umgebung 

yon ihm s~imtliche Mengen -~1, ~ , . . .  ~ . . . . . .  , eventuell bis auf eine 

Ausnahme von endlich vielen, Pm~kte besitzen. 

Man kalm den Untersehied der drei Kategorien noch etwas anders 

ausdriiclcen, ich bezeichne ' eine Punktfolge z,, zo., z s , . . ,  z , , , . . ,  als eine: 

Reprdsentanten/olge der Mengenfolge ~1 ,  9~., ~)3t~ a . . . .  9)~n,..., wenn z~ 

der Menge O)~t, z 2 der Menge ~ ,  . . .  z. der Menge ~ , ,  . . .  entnommen 

ist. Gibt es eine Repriisentantenfolge, die gegen z konvergiert, so gehSrt z 

zur dritten Kategorie; gibt es keine Repriisentantenfolge, die gegen z kom 

vergiert, aber wohl eine solehe, zu  deren H~iufungspunkten z gehSrt, so 

ist z v o n d e r  zwelten Kategorie; gibt es keine Repr~entantenfolge, zu 

deren Hiiufangspunkten z gehSrt, so ist z von der ersten Kategorie. 

Die Punkte der dritten Kategorie biiden die kleinste Grenzlage der 

Folge yon Punktmengen 9Xx, 9)~., . . .  ~ , ,  . . . .  Die Puntrte yon der dritten 

und zweiten Kategorie zusam~en bilden die grdflte Grenzlage derselben 

Folge. Wenn die kleinste und die grSflte Grenzlage zusammenfallen, d.h. 

wenn Punkte der zweiten Kategorie nieht existieren, so spreche ich ku~z 

yon einer G-renzlage der fragl~chen Folge. Man kann sich den Begriff der 

Grenzlage etwa an dem Fall klarmachen, wo jedes 9X,, sich auf einen ein- 
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zigen Punkt reduziert, oder an fim~ionentheoretisehen Beispielen. ( lute 

Beispiele bieten dar die Nullstellen einer gleiehmiiflig koavergenten Folge 

anaIytischer Funktionen innerhalb des Konvergenzbereiches, die bekannte 

Gibbssohe Erseheinung bei den Fourierreihen usw. 

Es bedeute jetzt ~ die abz~hlbar'e Pmaktmenge, die aus siimtlichen 

Nullstellen yon Ftn)(z), von der n-ten Derivierten der meromorphen Funk- 

tion F(z)  besteht. Wie bewiesen wurde, gehSrt ein Punkt, der im Innern 

des Wirkungsbereiches irgendeines Poles a yon F(z)  liegt, zur ersten 

KaSegorie (vgl. unter 1); ein Pankt, der gemeinsamer Grenzpunkt der 

Wirkungsbereiche zweier versehiedener Pole ist, gehSrt zur dritten Kategorie 

(vgl. vorstehend). Die eingefiihrte T6rminologie erlaubt maser Resultat so 

zu formulieren : 

Zusatz I zum Satz III. Ist F(z)  eine meromorphe Funktion, so strebt 

die Menge der Nullstel[en yon FIn!(z) einer bes$imraSen Gre~zlage zu.. 

Zu dieser Grenzlage geh6~ ein Punkt  dann und nur dann, wenn die 

beiden ibm ndchstliegenden Pole yon F (z) in gleichem Abstand yon ibm 

liegen. 

Es gilt noeh der 

Zusatz II zum Satz III. Ist F(z)  eine meromorphe F~nktion, so strebt 

die Menge der a-SSellen yon F(")(z) einer bestimmten Grenzl:~ge zu. Diese 

Grenzlage is$ ide~sch  mit  der Menge der Hdu/ungspunkle der abz~hl- 

bare:r PunI~menge, die aus sdmtlichen a-Stellen sdmtlieher Funktionen 

F(z) ,  F ' ( z ) , . . .  2' n~(z), ... besteht. ]$ndlivh ist die /ragliche Grenzlcuge 

]i~r alle a-Werte dieselbe. Es gilt somit die an/ die O-Stellen beziigliche 

Beschreibung der Grenzlage im Satz I l i  aueh /iir die a-Stellen. 

Zusatz II geht daraus hervor, dag die Funktionenfolge 

1 1 

E l [ F ' ( z ) - - a ] ,  ] F " ( z ) - a l '  F " r ( z ) - a  ", 
�9 ,~.  [ ' " ' '  ,! "." 

dieselben beiden Eigensehaften hat, wie die Folge (1): in jedem Bereieh 

JR, ~] bieibt sis gleiehm~il~ig besehriinkt, und im Innern des Wi'rkungs- 

bereiehes irgendeines Poles yon F(z )  ist 

1 1 

t a ~ F Cn) (z) ~- F'n'( z ) -  = lim ] ~ 1  �9 
lira n ! 

Ganze Funkt ionen  yon endl ichem Gesehleeht mi t  endlieh vielen 

Nullstellen. 

4. Es seien P(z)  unel Q(z) Polynome vom Grade p bzw. q 

10) P (z) --= z~ ~ al z~-l-~- . . . @ ao 



48 G. P61ya. 

~q 

(11)  Q (z)  = -~ + b.~ z g-~ + b 3 z "-s + . . .  -[- bq_, z 

p ~ 0, q _~ 2. Um Satz  IV zu beweisen, genh'gt es, ganze Funktionen 

(12) G (z) ---- P (z) e ~ ~z) 

zu betxaehten, w0 P(z) ,  Q(z) die Form (10), (11) haben. Denn wenn 

auch eine im Satz IV erwiihnte ganze Funktion G(z) nicht die vorgelegte 

spezielie Form h~itte, so lassen sich immer drei Kontsanten a, b, c be- 

stimmen, so daft a G(bz + c) sicherlich die vorgelegte Form hat. Ich 

werde -zwei Eigenschaften der dutch (10) (11) (12) gegebenen ganzen 

Funktion G (z) nachweisen. 

A. Zu jedem R (R > 0) und zu jedem a l~iftt sich eine Konstante 

M bestimmen, derart daft im Kreise I z t ~ R 

1 

n:  < M. 

B. Man teile die Ebene durch q Halbstrahlen, die yon dem Punkt 

z = 0 aus dutch die q Wurzeln der Gleichung zq - -=-  1 gezogen ins Un- 

endliche laufen, in q Winkelr~iume. Es sei a Iest gegeben, e q ~-- o) ge- 

setzt. Dann besteht 
1 

lira (G('*~(:)-a)'* q '~ e q -~ e~,,_, ] 

in demjenigen unter den beschriebenen Winkelr~iumen, dessen Winkel- 

halbierende dutch den Punkt co r geht. 

Da die Funktionen e z, eZ'~-l , . . ,  ez ~~ sich nicht blofl in einer 

multiplikativen Konstante unterscheiden, folgt aus A., B. nach der Beweis- 

methode, die ich unter 1, 2, ~; dargelegt habe, daft die Menge der 

H~uhIngsstellen s~imtlicher a Stellen von G(z), G' (z), G"(z) . . .  G(n'(z), ... 
identisch ist mit den q Halbstrah]en, die die Gebiete voneinander scheiden, 

worin der Grenzwert verschiedenen analytischen Charakter hat; ferner daft 

diese q Halbstrahlen auch die Grenzlage der a-Stellen von GIn)(z) bilden. 

Fiir a ~ 0 erg~bt sich insbesondere der Satz IV. 

Die Eigenschaft A. ist sehr leicht" nachzuweisen. Es kann zun~ichst 

eine positive Konstante A bestimmt werden, So dais flit 

(13) Izl "<-B, i '1> 1 

(14) ] P (z q- u ) I ~  ea { "l'J-l" 
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Ferner gibt es eine Konstante B,  so d a b  flit ] z I ~_< R 

q.1 

�9 Z ~ I Q ~(~)l ~ B 
k=0 

Daher ist, wenn beide Bedingungen (lfl) erfiillt sind, 

q q - - I  k ~q 
= T + Z ~ Q  (,)] < J_ ~+ , l~ t ,  -~ 

IQc +' l I" . : o ' '  - -  
und,  A + B - - - - C  gesetzt, unter denselben Bedingungen (13) gem~B 

(14) (15) 

(Ich schreibe e '  = exp (z).) Daher ist 

- -  [u]" 
$ 

Setzen wit hierin ]u ]e ~z. Es ergibt sich 

Beachten wir noch, daft 

1_ 1 

~--p+l It #q 

(17) lira ~, ] = l i r a  exp nq 1 - '~}  

Aus (16) (17) ergibt sich leicht die Behauptung A, ~ 

Die Behauptung B. konnte ich hingegen nut durch eine asymptotische 

Rechnung nachweisen, die ziemlich weitliufig ist und eigentlich mehr be- 

weist, als es genau genommen n6tig wiire. Ieh schicke zwel Bemerkungen 

voraus. Erstens: es geniigt mit Riicksicht auf (17) die Behauptung B. 

nut im Falle a-----0 zu beweisen. Zweitens: es geniig~ nut einen Winkel- 

raum unter den q fraglichen zu betrachten, etwa den Winkelraum 

x <  arcz < + . .  
q 

Zu den tibrigen q -  1 Winkelr~umen [:ann man dann dutch Drehungen 

der Ebene iibergehn. 

5. Erstxeckt man die Integration um eine den Punkt w = 0 um- 

fassende doppelpunktslose geschlosseneKurve, so ist 

G~,,,(~,),jL. ['a(~T.+~) dw 
.!  2 ~ i ~  re" " w ' 

Mathematlsche geitaehrift. XII. 4 
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Der Beweis der Behauptung, A. unter 4 

w I n{ w nahe; es- ist 

(18) G(ni(z) . f - -  
n! 

legt die Variablenvertauschung 

1 

1 ~ f G ( z + ~ q w )  d,v 

2 ~  n 

�9 I (~) , 

Set,.e, ~,,~Q (~)= Q~(z), k=o, ~ .... , q. D~n ist (vgL (11)) 

1 i q--I  k 
[-- 

Q(z -}-nq w) wq~"-}-wq-in q 
= T  

u! 
1 

- -  I- - -  [ q'--2 k "~ 

P ( z + n  ~w) e ~ k - "dw - ,__- ,. , / - ' - ' } "  ' < ' Q " ( = } I  '-r- 

2 ~ i n q e .  q n q  

Man bezeichne mit (~ dasjenige Gebiet der w-Ebene, worin 

t w'-,l e T  
(20) I T I ~  1. 

�9 q~ enth~ilt nur innere Punkte. Die ~/-ten Einheitswurzeln gehSren nicht 

zu (~. Man beachte, dal~ solche Punkte w, worin beide Ungleichungen 

1 
(21) -i--~i-<cl, (22) ' w ' - ' i  e q 1 - (1  

zugleich erfiillt sind, sieherlieh zu {~ gehSren. (21) ist im Aul]enraume 

des Einheitskreises erfiillt. Um (22) zu diskutieren, setze ieh 

(23) w--- *e~ '/' (a 2> 0 ,  y~ reell) 

und betrachte die in Polarkoordinagen s, y, gegebene Kurve 

(24) s q _  1 
cos q ~t~ ' 

Die Kurve (24) 'hat q verschiedene )[ste; man teile die w-Ebene in 2q 

gleiehe Winlcelr~iume, deren gemeinsame Spitze der Punkt w ~ 0 ist, so 

dal] einer dav0n durch die positive reelle Aehse halbiert wird; in jedem 

zweiten Winkelraum liegt eine q-Be Einheitswurzel (in der .Winkel- 

halbierenden) und verl~iuft, ein Ast der Kurve (24), "der in der be- 

tref[enden Einheitswurgel den Kreis I w l ~ 1  beriihrt (vgl. Figur fiir q---~ 3). 

Die Kurve (24) zerschneidet die w-Ebene;in q ~  1 Stiieke: in einem der- 

selben, das den Punkt w = 0 entn~tlt und nach dem iiblichen Sprachgebrauch 

ats ein ,,Sterngebiet" zu bezeiehnen ist , ist ~ ( w q -  1)~sqeos q y J ,  1 <: 0, 
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also (22) ediillt. In den q iibrigen, untereinander kongruenten Oebieten 

ist ~ ( w q - - 1 ) >  0; an der Kurve (24) selber ist~' ~ ( w  q -  1 ) ~ a q  cosqy~ 

~ 1 ~---0. 

Betrachten wir das regelmhl]ige q-Eck 

~ ,  das den Kreis I wl = 1 in den q-ten 

Einheitswurzeln beriihrt. Sieht man yon 

diesen q Beriihrungspunkten ab, So sind 

entlang des geschlossenen Linienzuges 

beide Bedingungen (21) (22)e r f i i l l t .  Fiir 

(21 )  ist das klar. Betrachten wit diejenige 

Seite yon ~ ,  die durch den Punl~t w ~-1 

geht. Sie hat in Polarkoordinaten die 

Gleichung s cos ~ ~ 1. Dal~ (22) entlang 

yon ~ erfiillt ist, kommt somit auf das 

Bestehen der Ungleichung 
Fig. 1. 

(26) 

Es ist fiir 

,-f 
eosq~ 1 < 0  fiir O < q , <  '2--q 

(cos ,~)q 

heraus, die man etwa aus der in denselben Orenzen geltenden Ungleichung 

d_ (lg cos g ~ --  q l g cos ~)  = - -  q (tg q yJ -- tg ~,) -< 0 
d ~i, 

beweist. -- Dal~ die polygonale Linie ~ ,  abgesehen von seinen q zum 

Nullpunk~ nRchsten Punkten, ganz im Gebiet @ verl~uft, ist wichtig fiir 

das Folgende. 

In den q-ten Einheitswurzeln 1, (o, o) ~ . . . .  , o)q -1 ( e o = e  T )  ist 
1 

exp {(wq -~ -- l )  n~ -~z}  das ausschlaggebende Glied unter dem Integral- 

zeichen rechts in (19).  Es sei 

(25) z -~-r e ~'1: 

r ~ > 0 ,  --  ~ <  :~ 

Es i s t  g e m S ]  ! 2 6 )  

�9 
q q =  q �9 

4* 
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woraus, nach (27) 

tiir w- - -~" ,  ~ 0 ( m o d q )  
folgt. 

Diese Verh~iltnisse veranlassen uns, den geseldossenen Linienzug 

AXYBA, BxAgB~... Aq_,B~_x A 

der Figur (worin q = 3) als Integrationskurve flit das Integral (19) zu 

w~ihlen. Ich will diesen Lmienzug mit ~ '  bezeichnen. ~ '  entsteht aus 

dem regelmiil3igen ~-Eck ~ dutch eine rechteekige Ausbuchttmg A X Y B  
d r durch w----- 1 gehenden Seite. Setzt man 

A = l - - f l i ,  B = l - q - ~ i ,  X = l + ~ - - f l i ,  r = l + ~ q - f l i ,  

so ist der Integrationsweg dutch die Angabe der beiden reellen Zahlen 

~, fl (fl > 0) vollstiindig festgelegt. Die genaue Wahl yon ~ und fl behalte 

ieh mir vor, nur folgendes sei im vorans bemerkt': /J wird lest ge~iihlt .  

Die Wahl yon $ wird yon n abhiingen. Doch wird eine-Zahl ~ lest ge- 

w~ihlt, derart, dab die beiden horizontalen Streeken mit den Endpunkten 

(29) I - - ~ + i / i ,  l + ~ i f l ;  l--,--il~, l + ~ - - i f l  

ganz im Gebiete ~ liegen, wo (20) erfiillt i s t ,  und es wird stets min- 

destens von einem gewissen n an -- u < ~ < q - ,  sein 7). 

Unter diesen Bedingungen ist entlang YBA~B 1 .,. Aq_IBe_iAX 
fiir ein gewisses ~,, 7, > 0 

l I ( I~q--1 I~ 
- - - r ~  . ,_,  . q-2 ~ ( z ) ~ d ~ o  ,_." (;~o) 1 . ( ,+ .~w)  , e"-'-". '.exp~wkn;O,,..)-;- (e '~-  ' )  

\ w I Lt~= o 
tt q 

Y B . . . A X  

and zwar gleichm~iBig in z, wenn z--~ rei', auf einen abgesehlosseaen end- 

l i c h e n  Toil des Winkelraumes (26) besehriinkt ist. Man kann niimlich, 

gem~ifl (281, eine Zahl r > 0 und an der dureh o)" gehenden Seite yon .~ 

zwei Punkte A,,  B,  fixieren (P = 1, 2 . . . .  q -  1), die o) ~ unter sich ent- 

halten, derart, dal~ an der S~,reeke A,  B,  fiir alle in Betzacht kommende z 

~ (~-~-  1)z<-c .  

Die Linienziige YBA, ,  B:A., ...,t~r B~_~AX liegen im Inne rn  

des Gebietes @, wo (20) erfiillt ist, also ist an diesen Ziigen das IntegTal 

sogar O (e - t " )  fiir ein passend gew~ihltes k. 

~) Fiir q = 2 sind die Verhlihnisse etwas anders, abet viol einfaeher. Man kann 
ale Integrationskurve filr (19) etwa das Quadrat w~hlen, das den Kreis iw I ffi 1 in 
den Punkten w = l ,  i, --1, --i bert3hrt. 
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Ich setze ietzt w == 1-~-~/ und entwiekle nach Potenzen yon ~1 

q - - I  q - - ~  k ~r 

(31) ( .w ' -1  !gw)n-~- (w ' - '  . 1 ) n "  z -4 -~w 'nTOu(z )~ - - -ZA~?k  
\ q k=o  o 

t 

Ao, A t, A.., . . .  sind Polynome innq  und z. Es ist insbesondere 

q - - 2  k 

a o = ~ n q - O ~ ( z  ) , 
k=-o 

q--I q--2 k 

.A, ~ - ( q -  l ) n  ' ~ z + ~ k n ~ q e ( z . ) ,  
(82) ~=o 

�9 , , .  q - - 1  q - - 2  k 

A'~=qn ~' ("'l)('l-2'n-7-z4-~(~-1)Q~(z)n~'z - " 

�9 . ~ ~ . ~ . ~ . ? .  ~ �9 �9 . . . . .  �9 * . �9 ~ ~ 

q 

Es ist zu ersehen, dal] A.~, A4, . . .  als hSehste Potenz von r~ n 1-~ na ent- 

halten. Ieh bemerke ferner, dal~ Aq', Aq+~, A~+._, . . . .  von z unabhiingig 

sind, indem 

( ~+t n (__l)q+~ . 
" ( l  + ( - 1 ) ' ) ,  A ~ , ~ - - - - ) )  qYt q + 2 '  a~ = ~ , a~+.,_---- . . . . .  

Ieh werde die Ungleiehung nStig haben: fiir 171.< ,~ ist 

I a~+~ ~ + ~ +  a~+..,I '+'~ + . . .  I< ~,+~ n. (33) 

Ieh setze 'jetzt.  

(34) i t  

1 2 

(35) ~ =  B,,~- ~ + B,,,- ~-+... + B,,'~, 
(36) Ao + A~  q- A~,f + . . .  + A , , ?  

., t "~ t 4 t q 
- i t c  - t ' c . +  + - ~  v , +  . . .  + - ~ _ , r  

I I  

wo B 1 , B . , B • , . . , B q  nut yon z, C o,C a,C~ . . . .  ,Cq yon n und z ab- 

hiingen, und BI, B,., B.~,.:., Bq ~ bestimmt sind, daft C 1 m6gliehst stark 

flit n = ~ versehwindet. (Diese Forderung werde ieh bald pr~izisiereu.) 

Man finder 

C o = A o  + A,,~ + A..~" + . . .  + A~ ~ q, 

C ~  A 1 -I- 2 A ~ - J r  3A.~6~ q - " . + qAq 6q -1, 

1 (A~+ 3A,,~ +...), (37) C: =-7;, . . 

i 
c . . , =  ~ ;~(a: ,  §  ~ , 
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Insbesondere ist 

i q_O. q - k  1 2 

('38) ~ = ( q - - 1 ) n - ~  + ~ ' k n - - 7 - Q l , ( z ) + ( q + . . . ) ( B l n - ~ +  B. ,n-~ + . . . )  + . .  
k = 0  

1 9 3 

= ( q B l  + q - - 1 ) n  -7~ + (qB.,, + . . . ) n - ~ +  (qB,~ + . . . ) n - E + . . .  

Verlangt man, dal] in dieser Entwieklung naeh waehsenden Potenzen 
1 1 2 q 

yon n q die Koeffizienten yon n-Y,  n - ~ . . . ,  n e versehwinden sollen, 

so lassen sieh B1, B.., . . . . .  Bq naeheinander bestimrnen, und zwar als Kon- 

stanten oder als Polynome in z, Es ist B1 q -  I s). - -  usw. Nach dieser 
q 

Bestimmung yon B~, B., . . . .  , Bq, also yon ~ gemiiB (35),  sind auch die 

Ausdriieke Co, C 1 . . . . .  Cq mitbestimmt, naeh (37). Ich will folgende 

Eigenschaften hervorheben: 
q--2 

C O enthiilt n q als hSchste Potenz yon n.  
1 

C 1, C..,, C~, . .... Cq kSnnen nach wachsenden Potenzen yon n - ~  ge- 

ordnet werden (sie entha]ten keine positive Potenz yon  n ) .  Fiir lira n ----- c~ 

konvergieren sie also gegen endliche Greazwerte und bleiben bei allen 

fragliehen Werten yon z, n besehriinkt. Insbesondere ist 

(39) lim C:-= q .  

Setzt man gem~il] (34) 

i t  
(40 )  ~, = ] + "t = 1 + ~ + - ~ _ ,  

so sei die geradlinige Streeke X Y dadureh bestimmt, dab t in (40) reelle 

Werte annehmen soll. Fiihrt .man die Variablenvertauschung (40) aus, so 

wird aus (19) mit Beriieksiehtigung yon (30), (3 i ) ,  (36) 

i 

i- - r + (fl-~)r x- 15 

{ f (41) .z 

2 . v n  q ~ e q t-(fi+d)~n 

wo zur ibl~iirzung 

d - - - -30 ,  
1 

P ( z + u q w )  1 it r a tq .~ 
_ i t  exp C l - - t ' C  ~ Cs--~...+--~_,~Cq~- ~ ~" 
v 1 + - , ~ + ~  t r  '~ 

~ q  ~ "  t~ q q + t  

i 

8) Die G!eiehung C 1 = 0 definiert ~ als eine algebraische Funktion yon ~t q . 
Der Ausdruck (35) ist der Anfang der Reihentwiqk;ung dos einzigen Zweiges, der 

ftir n q = 0 versehwindet, 



Uber die Nullstellen sukzessiver Derivierten. 55 

gesetzt wurde. Es ist  aus den auseinandergesetzten Eigenschaften der 

Gr6fen C,, O~, . . . .  Gq, Aq+. , . . .  (vgl. insbesondere (33), (39)) und aus der 

Bedeutung yon ~, 5 (vgl. (34), (35)) klar, daf bei festem t 
ql" 

(44) lira ~, , ( t )=-e  o 
n=av 

Nun gibt es offenbar zwei Konstanten K,  K', so dab fiir alle fragliche 

Werte yon z, n 

(45) IC, l < K,  
1 

(46) P(z+nqw) 1 < K'.  
v_ 1 + ~ +  i t  

Ferner ist fiir geniigend grolles n sieher 

L 

(vgL t39)); ferne~, wi~ auch aa~ fest~ ~ gewahlt i~t,i 

(48) - 2 p < - t ~ - a < p - a < + ~ t ~ ,  

da doch naoh (42), (35) 
lira d ~ O. 
nmr 

. i  2tt! 
Nun be~ohte man, daft nach (3,4)entwode, 1".[___<21'1 oae~ t . _ ~  
Im ersteren Falle ist, gemii~ (33), 

yon einem gewissen n an, mit Riicksicht auf (35). Im zweiten Falle ist 

innerhalb der Grenzen des Integrals (41) 

4:," ' ;  --I 1 ,,~ }< 

yon einem gewissen n an, mit  Riicksicht auf (48), vorausgesetzt, daft, um 

der Ungleichung (33) die Anwendbarkeit zu sichern, das feste fl < ~ ge- 

wiihlt ist. Zusammengefaflt ist au f  alle Fiille 

�9 

k=q+l 

Nun bin ich endlich in der Lagel die GrSfe yon fl zu fixieren: es 

sei <. _is gew~ihlt, ferner so, �9 fiir alle fraglichen n und z 

(50) 2/~1 v, l  + (2/~)~ io, I--i - ,. + (2#)'-:"[o,j,1 -~ 2"'/~'- '  < [  
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wird, was zu erreiehen ist, da C~, C~ . . . .  , Cq besel~iinkt bleiben. Nach 

(43), (45), (46), (47), (49), (50) i s t  

~1 1} ('51) I~,,(t) I < K ' e x p { K q - ( - - ~ - ~ .  1) t g + t - 4  q- 

yon einem gewissen n an flit -- 2fl < t ( -{- 2fl, also, gem~fl (48), im 

gan~.en Integrationsintervall des Integrals in (41). Da 

k0nvergiert , folgt aus (44), (51) offenbar, daft 

lim r = e ~ d r =  -. 

Daher ist, naeh ( 4 1 ) ,  

152) lira G,(z) ~+~e  -~ 1 

nq eZn q +C. 

Man beachte, daft gemiif (37), (35), (32) O o aus einer endlichen An- 
q - 2  

zahl yon Gliedern besteht, d a f e s  in z sin Polynom ist, und daf ~ q 

die hSchste Potenz yon n ist, die in C o vorkommt. Man kann also dem 

Resultat (52) auch die Form geben 

n--~p 1 ~ 1 l 

(53)  , )} . . q - - ~ . . . - ~ D q ( z  

wo D,(z) ,Da(z) ,  D~(z), . . . ,Dq(z )Po lynome  in z bedeuten, zu deren 

Bereehnung der Beweis eine bestimmte Anweisung gibt. Aus dieser 

asymptotischen Entwicklung folgt reichlich die unter 4 ausgesprochene 

Behauptung B. 

Diskussion der Ausnahmefiille. 

6. Es sei R (z)e ine  rationale Funktion. Soll die Anzahl der nicht- 

reellen Nullstellen von RCn~(z .) unter einer yon n unabh~ingigen oberen 

Schranke liegen, so daft offenba~ die Grenzlage dieser Nulls~ellen keine 

Strecke auflerhalb der reellen Achse in sich begreifen (vgl. Zusatz I zu 

Satz III'). Man betraehte das kleinste konvexe Polygon ~ ,  das s~imtliohe 

Pole 'von R (z) umschlieflt, man zerlege den Umfang dieses Polygons ~ 

dutch die darauf liegenden Pole yon R (z) in einzelne Streeken, und man 

erriehte auf jeder solchen Strecke als'Mittellot einen Halbstrahl in der 

Riehtung der ~iufleren Normalen yon ~ .  �9 Von jedem solchen Halbstrahl 
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gehSrt ein unendliehes Stiick zur Grenzlage der Nullstellen yon R(n~(z). 
Soil also die Grenzlage keine Strecke auflerhalb der reellen Aehse enthalten, 

so bleiben nut zwei Fiille iibrig: entweder reduziert sieh das erwiihnte 

Polygon $ auf einen einzigen Punkt (Ausnahmefall 1 des Satzes I)  oder 

auf eine Strecke, die yon der reellen Achse senkreeht halbiert wi~d und 

deren beide Endpunkte die einzigen Pole yon R(z) sind (Ausnahmefall 2 

des Satzes I). 

Es sei G(z) eine ganze Funktion von der i m  Satz II  erwiihnten Form. 

Es sei q der Grad des Polynoms Q(z), Q(z)= bz~-~blzq-l~ - . . . .  Soll 

die im Satz IV beschriebene Grenzlage keine Strecke auflerhalb der reellen 

Aehse i n  sich begreifen, so muff die Gleichung bza~-I ~ 0  nut reelle 

Wurzeln haben; also muff b reell und negativ und q-----2 sein; fe rner  

miissen die q ----- 2 im Satz IV erw~tmten Halbstrahlen zusammen die reelle 

&chse ausmachen, also muff b~ reell sein (Ausnahmefall 2 des Satzes II). 

Oder aber die Funktion G(z) dad iiberhaupt nieht unter den Satz IV 

fallen, also q ~ 1 sein (Ausnahmefall 1 des Satzes II). 

7. Naehdem ich so ausfiihrlich dsrgelegt babe, welche ganz spezielle 

geometrisehe Konfigurationen zu den Ausnahmefiillen Anlal~ geben, will ich 

die Resultate der algebraischen Diskussion dieser F~ille in aller Kiirze mit- 

teilen und die Beweise, die aus gel~iufigen Uberlegungen aufgebaut sind, 

nur andeuten. 

Es handelt sich um die ganze Funktion G(z) und um die rationale 

Funktion R(z). Im Ausnahmefall 1 haben diese die Form 

- - + S ( z )  a ( z ) = P ( z ) e %  R ( z , ) =  ~(~) (z-a)1' 
und im Ausnahmefsll 2 die Form 

Q (~) ? 8~(z), G(z)= P(z) ebz-cz', R(z)__ ((z_b)~+r p 

P (z), Q (z), 8 (z) sind Polynome, a eine Konstante, b, c reelle Konstanten, 

r ~ 0, p eine positive ganze Zahl. 

im Ausnahmefall 1 

a(~'(z) = Pn(z)  e~,  

und im Ausnahmefall 2 

~{n)(Z) ~ P~, ( z )  e bz-r 

Ich betrachte die n-ten Derivierten 

Q,,(z) 

Rl"~(z) = Q.(~) 
((z  -- b)" + c~) v+~'" 

(Ich nehme n, wenn es sich um R(z)  handelt, grSl~er als der Grad yon 

S(z)  an.) In diesen Formeln sind P,,(z), Q,,(z) Polynome. Man sieht 

dies dureh vollst~ndige Induktion ein, sich auf eine Relmrsionsformel 

stiitzend, worin P,+l(z) linear homogen durch P,,(z) und P,~(z) aus- 
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gedriickt wird, iihnlich wie Q,,+,(z) dutch Q,,(z) und Q~(z). Dieselbe 

Rekursionsformel zeigt, dab im Ausnahmefall 1 P,+~(z) denselben Grad 

hat wie P,,(z), w~hrend im Ausnahmeiall 2 der Grad yon P,,+~(z) den- 

jenigen yon Pn(z) um eine Einheit iibertrifft. /~hnlieh ist das Verh~iltnis 

zwisehen Q,,+l(z) und Q,,(z). 
Ich betraehte jetzt den Fal l ,  wo G(z) und R(z) flit reelles z reelle 

Werte annehmen., In diesem Falle" hat P,+l(z) ebenso viel oder weniger 
nichtreelie Nullstellen als P,(z), und ~hnlich steht es mit Q,,+~ ( z ) u n d  

Q,(z). Dies kann man aus der Beziehung zwisehen den Graden und aus 

der Abz/ihlung der neu hinzukommenden reellen Nullstellen sehliellen. Man 

benutzt entweder die erwiihnten Rekursionsformeln oder noeh besser, das 

"Theorem yon Rol le .  Es ist dabei niitzlich, aueh die Nullstellen in 

z = -+- ~ bzw. in z--~-~ -- ~ zu beriieksichtigen. Man sagt, dab eine solche 

Nullstelle im Unendlichen voriiegt, wenn die Fuilktion fiir z - -=-~-~ bzw. 

z = -- ~ mit  einem yon einer gewissen Stelle an unver~nderten Vorzeichen 

der Null zustrebt. Bei Zulassung solcher Nullstellen bleibt der Satz yon 

R o l l s  gtiltig, der die Existenz einer ungeraden Anzahl Nullstellen dsr 

Derivierten zwisshen zwei sttkzessiven Nullstellen der Funktion behauptet. 

So sind die Umrisse der einfashen Uberlegungen, die best~tigen kSnnen, 

was in den Si~tzsn I, II  iiber dis Ausnahmefiille gesagt wurdeg). Diese 

8/itze I, I I  erhalten eine besonders scharfe Fassung, wenn man sich auf 

solshs Funktionen G (z) und R (z) besshr~nkt, die fiir rselies z reelle Werte 

annehmen, und wenn-man noch voraussetzt, dal3 R(z) eshtgebrochen ist, 

d. ]1. ffir z ~- cc versehwindet. Befindet sich G (z) oder R (z) nisht in einem 

der beiden Ausnahmef~lle , so w~iehst die Anzahl der nichtreellen Nullstellen 

yon G~"~(z) bzw. R("~(z) mit n ins Unendliche. Befindet sish hingegen 

G (z) bzw. R (z) in einem der beiden Au~nahmef~lle, so nimmt dis Anzahl 

der nishtreellen Nullstellen von Gc~(z) bzw. Rr mit wachsendem n 

nie zu, strebt also gegen einen endlichen Grenzwert und ist insbesondere 

stets = 0 ,  wenn sshon G(z) bzw. R(z) keine nishtreeilen Nullstellen 

batten. Man kann in den Ausnahmef/illen iibrigens (mit dem Ro l l e s shen  

Satze) aush zeigen, dal~ die reellen Nullstellen yon Gr bzw. Rc~(z) 
von einem gewissen n an samtlich einfach sind. Diese VerhKltnisse sind 

besonders bemerkenswert im Ausnahmefall 2, wo doeh die reellen Null- 

stellen yon Gt"~(z) bzw. yon R'~(z)mit wachsendem n immer zahlreieher 

werden und in jedes Intervall dei' reellen Ashse eindringen. 

8. Ish will nicht unerw~hnt lassen, da$ sich das Verhalten der absolut 

grSllten Nullstellen yon RI'~I(z) mit Erfolg studieren l~il]t, wenn R (z) sine 

9) Fiir andere Beweise vgl. z. B. a. a. 0.4b), S. 392--398, '~), S. 9--11 oder etwa 
sehon H. L a u r e n t ,  Trait6 d'alg6bre l I I  ~ pattie (Paris 1894) die Aufgaben 14, 16, 30, 

39, S. 70 -75 .  
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rationale Funktion ist. .R(z) soil die Pole a ,b ,c ,  . . . ,  1 bzw. yon der 

0rdnung a, fl, ~,, . . . ,  2 besitzen. Dann hat R(z)  die Form 

t. , / A 0 i I ~ A t (~--1)! Aa- t  R(z)=8~z):-l-~-:r-(U-~)" ~-"'+ (z--ay 

Be 1, B~ ~ .  .4_(p-1)~.B~_~ 
~ - ~  (z__b)-----""-~,. . .  ( z_b)b '  

�9 , �9 ~ �9 * * �9 . ~ . �9 . * �9 �9 �9 

AV I L, 1! L, _jy.... 4 (Z-- I ) !  Zz-x  
z-Z I (z_l)~ (z-l);" 

, X-v/ .4 0 " I ! A  i ( . - -1 ) !Aa ' l~  
=s(z )  # 2 ,  ~-:~ 4 (7-_~, + . . .  -~ (,_~)~ ]. 

S (z) bedeutet ein Polynom, Ao,Ax .... i A,-1,  Bo;..., L._I Konstant~n, 

und zwar ist A,,-I 4 = O, B~-x4= O, . . . ,  Lx-x4= O; Z bedeutet eine Sum- 

mation fiber alle Pole a, b, c , . . . ,  l. Es ist 

1,,,, x-~/ n.' A o (n+ l ) !  A~ ( n + ~ - - l ) :  A,z-x) 
R'")(z)=( - ) .A,~i~:-,,~+, t-(~_,,),+, 4 - . . . +  (~_,,) ,+~- 

~4) 

.�9 , ! / (  �9 = hm Z Ao 

"~ 1 " a 

a ; b l 

= + 

we 9 2 ( z ) , ~ ( z ) , ~ ( z ) , . . . , ~ ( z )  Polynome bedeuten, bzw. vom Grade 

a -  1, f l -  1 , 7 -  1 . . . . .  2 1 und F (z) eine ganze Funktion ist. 

Uber das asYmptotisehe Verhalten der Nullstellen yon B(n)(z) in einer 

mit n sieh verengernden Umgebung des Punktes z = ~x~ gibt das Ver- 

halten tier Nullstellen yon F ( 1 )  AufsehluB. Die Nullstellenverteilung 

dieser Funktion Iiir kleines z gehoreht abet sehr eleganten, geometriseh 

formulierharen'GesetzenX~ die mit dam sehon unter 6 betraehteten klein- 

lo) G. P61 ya, Geometrisches fiber die Verteilung der Nullstellen gewisser ganzer 
transzendenter Funktionen, Sitzungsber. Miinchen (1920), S. 285-290. Vgl. noch 

H.  Poincar6, Th6orie analytique de la propagation de la chaleur (Paris, 1895), 
Kapitel II. E. Fe yer,  gsymptotische Darstellung gewisser meromorpher Funktionen, 
Dissertation, Breslau 1919. Diese Stellen waren mir bei Abfasstmg meiner zitierten 
Arbeit noeh unbekannt. 

lira (nz)n+l(-1)'~R~n)(nz) = 

( n + l ) . . . ( n + ~ z - - 1 )  A. -1  

+ , , n + l  ( z _ a  1--n--~/A2"~n+t+'"~" (-'n-'~Z--ai:~'~z'Z--~-)(1----nza'}"+/ 
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sten konvexen Polygon $ zusammenhiingen, das siimtliche Punkte 

a, b, c, . . . ,  t umschliel~t. Insbesondere gilt folgendes: Errichtet man yon 

dem Nullpunkt aus Halbstr~hlen, die den Rnfleren Normalen des. Poly- 

gons ~ parallel sind, so sch]ieflen sich die NullsteUen yon F l 1)  diesen 

Halbstrahlen asymptotisch an, Dieses Verhalten ist bei Kenntnis des  

Satzes III  aus geometrischen Griinden plausibel. 

I ch  iiberlasse es dem Leser, sich zu iiberlegen, bis zu welchem 

Punkte der Beweis des Sstzes I gef~rdert werden kann, wenn man yon 

der Kenntnis des Satzes III  absieht und sich nut auf die Grenzformel (54) 

und auf die Kenntnis der Nullstellenverteilung der darin auftretenden 

�9 ganzen Funktion P(z) stiitztn). 

11) Vgl. dazu a. s. O. 5o) S. 4--8. Fiir die eingehende Behandlung eines hierher 
geh6rigen Spezialfalles vgl. noch G. P61ya, Bemerkung fiber die Mittag-Leffer- 
sehen Funktionen E~ (z). T6hoku Math. J. 19 (1921),.S. 241-248. 

(Eingegangen ~m 7. Januar 1921.) 


