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FUR QUASILINEARE ELLIPTISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
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MANFRED MULLER, Berlin und JinDkicH NgCas, Praha

(EBingengangen am 22. November 1973)

1. EINLEITUNG

Im beschrinkten Gebiet 2 < Ey mit hinreichend glattem Rand ¢Q betrachten wir
eine schwache Losung der Differentialgleichung

(L) I (=1 Dlafx, ) = 3 (<1 DY,
<k lil<k

die zum reellen Sobolewraum W)(Q) gehort.
Hierbei ist k positiv und ganzzahlig, m 2 2, D' = §"l/ax¥ ... 0x7, f, € Lypm—1(Q).
Wir nehmen an, daf die Dirichletsche Randbedingung

(1.2) u — uge Wi(Q)

erfillt ist, wobei W,,,"(Q) die AbschlieBung der Menge D(Q) aller beliebig oft stetig
differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager in Q in der W,f,‘(Q)-Norm
bedeutet und u, € W(Q).

Sei M eine Menge von Multiindizes i, M < k, mit folgenden Eigenschaften:
M enthilt alle Multiindizes der Lange k und mit einem Multiindex der Lange k' < k
enthdlt M auch alle anderen Multiindizes der Linge k.

¢ = {fj} jen sci ein Element des r-dimensionalen euklidischen Raumes E,, wobei r
die Anzahl der Elemente von M angibt.

Wir bezeichnen
V=1+7Y [l
JjeM

Voraussetzungen:

(1.3) a;eC(@ x E,), || <k
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(1.4) las(x, )] = %ai(x, g < ¢y,

Vle_z Z }'iz = Z aij(xv f) }'iijs

lif=k il sk

lax, &) + | afx, ) < cpmt.
6x,

Solche Voraussetzungen findet man z. B. bei Viscuik [1] und Morrey [2].

Der Hauptschritt zum Nachweis der Regularitit (oder partieller Regularitit)
fir die Losung des Problems (1.1), (1.2) im Inneren von Q besteht in der Abschitzung

. .0
(1.5) J Y ayp D Mgy <o,
@ Vil Tl =k ox;  0x;

wobei Q' = Q (2 ist die AbschlieBung von Q), I =1, ..., N.

Eine genauere Abschitzung findet man bei Necas [3], [4]:

(L6) jgk‘zV”‘z S (D) dx < oo
o {i|=k+1
mit g(x) = Abstand (x, 09).

Diese inneren Abschédtzungen sind bisher im Falle N = 3 die besten fiir die Lésung
des Problems (1.1), (1.2). Das Gegenbeispiel von Grusti und MIRANDA [12] deutet
darauf hin, daB sie nicht wesentlich verbessert werden koénnen.

Fiir die Dimension N = 2 hat Neas in [5], [6] unter entsprechenden Voraus-
setzungen iiber die Funktionen u,, f; gezeigt, daB die Ableitungen D%u, ]ozl =k,
in Q hélderstetig sind. Dieser Fakt ist (entsprechend den bekannten Sitzen aus der
Theorie der linearen Differentialgleichungen) der Ausgangspunkt fiir Aussagen iiber
Regularitdt héherer Ordnung.

Im vorliegenden Artikel werden fiir N > 3 Abschitzungen der Art bewiesen

(17) L V"2 S (D ou) dx < e,

li[=k

wobei d,u die unten definierte ,, Tangentialableitung* ist, und

(1.8) j(vm-2 Y. |Pulrdx <
Q li|k+1

mit
1 =l+(N-2)(m—2)
q 2 2Nm ’

228



Fir m = 2 ist auch ¢ = 2, d. h. die (k + 1)-ten Ableitungen sind zur gleichen
Potenz integrierbar wie die k-ten Ableitungen. Regularititsaussagen fiir m =2
sind von Miiller in [10], [11] bewiesen worden.

2. DEFINITIONEN UND HILFSSATZE

Der Einfachheit halber nehmen wir an, daB das Gebiet @ einen unendlich oft
differenzierbaren Rand 0Q hat.

Mit E(Q) bezeichnen wir die Menge aller reellen, unendlich oft differenzierbaren
und in Q zusammen mit allen Ableitungen stetigen Funktionen.

D(Q) ist die Teilmenge von E(Q) aller Funktionen mit kompaktem Tréger.

Sei k positiv und ganzzahlig, 1 < p < co. Mit W)(Q) bezeichnen wir den Raum
aller reellen Funktionen, die zusammen mit allen Ableitungen (im Sinne der Distribu-
tionen) D'u, |i| < k, zur p-ten Potenz integrierbar sind. Die Norm in W}(Q) ist gegeben
durch

[l = Jule, = ([ 3. prurax) "

Alle positiven Konstanten in den folgenden Sétzen und Beweisen bezeichnen wir
mit C oder C; Wichtige Konstanten, deren Werte wihrend des ganzen Artikels
unverandert bleiben, bezeichnen wir mit yy, y,, ...

Das folgende Lemma findet man z. B. in der Monografie von Negas [7]:

Lemma 2.1. Fiir W¥(Q) gibt es die dquivalente Norm:

(L |a,z=ka“u|p dx)x/p.

Fiir W}(Q) gibt es die dquivalente Norm:

(J > |poulr dx +J‘M|u1p dx>1/p, McQ, uM)+0.

o lal=k

Fiir k < 0 definieren wir den Raum W}(2) folgendermaBen: Es sei im folgenden
stets 1/p + 1/p’ = 1. Dann setzen wir W(Q) = (W,.%(Q))*, wobei B* der zu B duale
Raum ist.

Die folgende wichtige Aussage gilt fiir Gebiete mit lipschitzstetigem Rand (vgl.
Netas [8]):

Lemma 2.2. Sei f e W,(Q), | ganzzahlig positiv, negativ oder Null, 1 < p < o0,
v positiv, ganzzahlig. Dann gilt:

Il = €CE NPT v + 1o -
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Definition. Die Funktion u € Wy(Q) heiBt schwache Lésung des Problems (1 1),
(1.2), wenn (1.2) erfiillt ist und

(2.1 L Y. Dipafx, D'u)dx = le Diof,dx

liTsk i<k

fiir jedes @ € (<) gilt.

Die Existenz einer schwachen Lésung des Problems (1.1), (1.2) beweisen wir hier
nicht, denn diese Frage ist bereits in vielen Arbeiten untersucht worden (vgl. z. B.
Vischik [1], Necas [4]).

Aus den Voraussetzungen (1.4) folgt fiir die schwache Losung des Problems (1 1),
(1.2) ohne Schwierigkeit die Abschitzung:

Satz 2.1.
Julfin® = 1 + X Hfllfo me + |tofim

Beweis. Aus der Identitit (2.1) erhalten wir mit ¢ = u — u,:
1
(2.2) f dtJ‘ Y ayx, D'ug + t(D*u — D%uy)) Di(u — uo) D/(u — up) dx =
olillilsk

= Jn Y. Di(u — up)fidx — _L Y D(u — ug) ax, D°u,) dx .

o lilsk olilsk

Es 148t sich aber leicht zeigen, daB fiir beliebige reellg Zahlen a, ¢ gilt:
(2.3) o Jﬂla + te[""? dt = Cyle|m2.
[}
Die Behauptung des Satzes folgt dann aus (2.2), (2.3) unter Beriicksichtigung von
(1.4).
3. DIE ABSCHATZUNGEN

Zuerst definieren wir ein lokales Tangentialvektorfeld. Sei X € 0Q beliebig und
(15 ..., xy) ein Koordinatensystem mit dem Ursprung in X, dessen x,-Achse parallel
zur inneren Normalen an 0Q in % verlduft. Entsprechend unseren Voraussetzungen
geniigt der Rand von Q in einer gewissen Umgebung von % der Gleichung

xy = ofx), x' = (xl,’ e XN-1) s
wobei o € E(4,,) fiir

4,, _—_{x’l —ay <x; <oy, i=1,..,N-1}.
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“Wir wihlen «; auBerdem noch so, daB alle Punkte x = (x', xy) mit x' € 4
o(x’) < xy £ o(x') + o, zu Q gehéren.

Sei a reell, 0 < o < ;. Mit { = {(x) bezeichnen wir eine Funktion mit folgenden
Eigenschaften:

i) e D(Ey),
i) supp{ = M, = {(x', xy) | x' € 4,,, o(x') — 2y < xy < o(x) + o},
i) {(x) = 1 in N, = {(x, xy) | x' € 4,, o(x) < xy £ ox') + a}.

s

Angenommeh, wir haben endlich viele Mengen N, ausgewahlt, die den Rand 0Q
iiberdecken.

Fur hinreichend kleines r, lrl <eundv =1,...,N — 1 definieren wir folgende
Abbildung von supp { in M,,:

y=x+h(x,1),

wobei
hix,7) =0 fir 1SISN—-1, I+v
h(x,7) =1,
hy(x, 1) = o(x’ + h'(x, 7)) — ox').
Offensichtlich gilt:

x =)y +h(y5 _I)

und wenn x e 0Q, so auch y € 8Q. AuBerdem haben wir fiir die Jacobi-Determinante
D(y)/D(x) = 1.
Fir x e supp { definieren wir den ,, Tangentialdifferentiationsoperator*
u du ow
u =— )+ — ) —).
H= O 0

v v

Es gilt dann der folgende grundlegende Satz:
Satz 3.1. Sei u € W(Q) eine schwache Losung des Randwertproblems (1.1), (1.2).

Unter den Voraussetzungen (1.3), (1.4) und f; e Wy(Q), uo € Wy"(Q) gilt die Ab-
schdtzung:

(3.1) L (t +J§M|Dfu|)'""2“ék (Di (;7“ + %g—ii»z dx £
< QU+ ulfn + % 1l + fuolfenn)-

Beweis. Zunéchst vermerken wir fdlgenden wichtigen Fakt: Die Voraussetzungen
(1.3), (1.4) sind invariant beziiglich Drehung und Translation des Koordinaten-
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systems. Wir kénnen also annehmen, daB sowohl die Identitit (2.1), als auch die

Voraussetzungen (1.3), (1.4) bereits in dem Ortskoordinatensystem mit dem Ursprung
in % notiert sind.

Sei T(x) eine lokal definierte, unendlich oft differenzierbare Abbildung von Q
in Q. Fiir ¢ € W)(Q) bezeichnen wir dann mit 9'p(T(x)) die verallgemeinerte Ablei-
tung Do, berechnet im Punkte T(x).

Offensichtlich gilt:
(32) Dio(x + h(x,7)) = do(x + h(x, 7)) + Y &o(x + h(x, 1)) bi(x, 1),
la] £ i}
wobei die Funktionen bi(x, t) beliebig oft differenzierbar sind und

bix )| L

T

(3.3)

Sei nun @ € W)(€2) mit supp ¢ < supp {. Dann folgt aus (2.1) zunéchst:

[ 2 p0ts + 09 = o(0) afs D) o -

= j u}x:ngi((P(x + h(x, 7)) — o(x)) fi(x) dx .

Unter Beriicksichtigung von (3.2) ergibt sich hieraus:

09 [ [ 5 auly +Ho =), 740) + @y + 4, =) = Fu0)) o

o liLljlsk
X (6j“(y + h(y, 1)) = o'u(y)) d'o(y) dy —
I o f o182 2 2 98 (y + by, —12), 0u(y) + 10u(y + h(y, =7)) = Pu(y) -

. %h—' (v, —tr)dtd'o(y) dy +
" A

i _[ Y Y afx, du(x)) bi(x, ) "(x + h(x, 1)) dx =

Jil Sk je} 21i]

0x,

(3 .
j J‘ f’ (y + h(y, -—t’C)) '(y, t7) dt d'p(y) dy +
adolilskI= 1 ‘

# 55 M 9ol ) b5

lit gk lel=1il
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Wir setzen

o) = = O)uly + . =) = u) = waly + h(y. =) + ()]

-[ [

- (Df (u(y + h(y, —7)) — U(y)))2 2 dy

|i[=k T

und

aﬂu(y) + l((}“u(y + h(y’ —‘C)) _ aau(y))[)m—z dt x

Aus der Ungleichung (2.3) erhalten wir

(35 - Jlla + #(b — a)|""*dt = C|p|""?
und damit
(3-6) J = CJ. 1+ ZM u(y + h(y, —'c))l)""2 X

T

- ( D (u(y + h(y, =7)) = u(ﬁ))z P dy
liT=x

Aus (3.4) erhalten wir unter Beriicksichtigung der Wachstumsbedingungen (1.4)
sowie der Voraussetzungen iiber f;, 1,:

(7) J = C(L+ [Julf + [uo]ssm +Ii|2§k\|fi7|?,z)'

Wir haben die Darstellung:

u(y + h(y, —7)) ~ u(y) _

T

1
= —-f [?}i (v + h(y, —t7)) + El(y + h(y, —t7)) aﬂ(y' + 1y, —t’t))] dt.
o Lox, O0xy ox,

Da aber u e Wy '(Q) fiir jedes echte Teilgebiet Q" = @ gilt (vgl. [3]), konnen
wir annehmen, daB die Funktion u zusammen mit ihren Ableitungen D'u, ]1] <k,
fiir fast alle y e supp { auf der Kurve y + h(y, —1), 0 < 7 < ¢, absolut stetig ist.
Diese Tatsache folgt aus den Eigenschaften von W;(2) (vgl. Negas [7] oder Deny,
Lions [9]).

Damit hat der nichtnegative Integrand in (3.6) fiir = — 0 f. ii. den Grenzwert:

(1 +E§M D“u(y)])’"'zliIZ;k(Dié, u(y))? .
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Die Behauptung des Satzes folgt dann aus (3.7) und aus dem Lemma von Fatou.

Lemma 3.1. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.1 geniigt die schwache Lisung
des Problems (1.1), (1.2) fiir jedes echte Teilgebiet Q' = Q und N = 3 der Ab-
schdtzung: :

([ for gl 3 foulas)” s

£ C@) (1 + iz + ool im+ 3 IAlEaP 7

wobei

1_1 (N-2)(m=2
q 2 2mN '

Beweis. Es gilt folgende Abschitzung (vgl. [3]):

D)= ¥ (Du)dx £ C(Q)(1 +
lilsk+1

(3.3) L/a +3
+ o + [uo]&s 1 m +i§§kaiNf,z)-

Wir kénnen o.B.d.A. annehmen, daf3 Q' einen lipschitzstetigen Rand hat. Fiir | j[ =k
folgt aus (3.8):

[Diu|" e WH(Q). .

Nach dem Sobolewschen Einbettungssatz und Lemma 2.1 erhalten wir dann fiir
4l = &

(3.9)

([ e dx)(N_Z)/mNé @) (1 + i + ol rm + 3 |72

Sei nun
9 _ mN
2—q (N=2)(m-2)

Dann folgt aus (3.8) und (3.9):

if=k+1

(oo o)
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D*u

gc( 1+
0 aeM

"X <L,(1 +¢§4 ""Z)Iil;m[z)"ulz dx)m <

< @) (1 + [l + [0l rm + 3 D)7

(2-49)/2q
)(m—l)»q/(l—q) dx) X

Du

Damit ist das Lemma bewiesen.

Wir fiihren nun fiir 0 £ ¢ £ }a folgende Bezeichnung ein:
Na,a = {(Xl, xN) ‘ x' EAG, w(x') +o<xy< (D(xl) + OC} .

Offensichtlich ist N, o = N,,.

Wir beweisen den folgenden grundlegenden Satz:

Satz 3.2. Sei u € W(Q) eine schwache Lisung des Randwertproblems (1.1), (1.2).
Unter den Voraussetzungen (1.3), (1.4) und f,e W)(Q), uoe Wi*'(Q), N = 3,
/g =% + (N — 2)(m — 2)[2mN gilt folgende Abschétzung:

(3.10) (Lﬂ +a;d[mu[)w—”qméZm[D"u]q dx)llq <

< O+ fulfn + fuolEesm + 3 Billf2) 17

Beweis. Sei y = y(x) eine Abbildung, die durch die Formeln definiert wird:

’ ’

Vi o=x, x =Xy, .., Xy-1),
yy = xy — ox).

Diese Abbildung transformiert dic Menge N, , in die Menge K, = 4, x (a, cz).
Thre Determinante ist gleich Eins.

Wenn wir setzen

u(x(y)) = o(y), @(x(y)) =¥(),

so haben wir

(3.11) D} u(x) = 1 lZlilt;',(x) D5 v(y(x)) -

Unter Beriicksichtigung dieser Beziehung erhalten wir aus der Identitit (2.1) fiir
jedes Y € D(K,):

(3.12) J.K lg:ékpa Y(») 4.y, D* o(y)) dy = jx Ia%le Y(y) Fuy) dy .

o
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Wir bezeichnen
M) =1+ 3| % ti(x(y)nyl -
ieM |B1<]i]

Dann gilt fiir die Koeffizienten 4,(y, n):

(3.13) |4y, n5)| + ,g% (v, ny)| < C(1

nglml)”‘" :

IAali(y9 ﬂy)l = Cr(y, ;1),)""2 R

Y Ay, m,) 005 = Cr(y,n )" 2 Y ol
la],|B]=k la}=k

v

Hierbei ist lediglich die letzte Ungleichung nicht trivial. Wir erhalten sie unmittelbar
aus der Bezichung (3.11), den Bedingungen (1.4) sowie unter Beriicksichtigung der
Tatsache, daB die Determinante D(y)/D(x) = 1 ist.

Seien nun y e Wi '(K,), /g + 1/g’ = 1, und

S= % sup
lel=k=1 ||yl n-1k)=1

f ¥ — A (7> Dyv) dyl

J‘ DAy 4 Ay(y, Div) dy’ +
k. 4@

YN

+
“'l’"Wq k- 1(1(,)‘1

Dabei bezeichnen v = (0, ..., k), v = (0, ..., k — 1). d/dyy bedeutet die vollstindige
Ableitung.

Aus Lemma 2.2 folgt:

e (.

Unter Beriicksichtigung von (3.13) erhalten wir fir p = 1,..., N:

q 1/q 1/q
(oo s<fos ([_ma=o) ]
Ko K, lal=k

oy,

(N~2)(m—2)/2mN
e[t utzz (] Josles o) |

e(v) = ( J‘ Ksr(y, D)2 ¥

—A ,Dv
O (v, Dyo)

/a
dy) = CS.

D3v)

IIA

Wir setzen

| Do) dy) "

Ja|=k+1

236



Aus den Einbettungssatzen fiir N > 3 folgt aber:

(N~ m
19 ([ z e e s et 4
. ‘

und damit fiirp =1,...,N

(3.16) ( j ) ‘;‘;v

"
Offensichtlich ist

q
D3v)

) "5 1+ [ulgl eop e+ s

Qo _ou  Ow e 4N,
dy, 0Ox, Oxyo0x,

Deshalb erhalten wir fiir [ﬁ], l j[ < k, j % ¥ unter Beriicksichtigung von (3.13) und
(3.15) sowie (3.1) ahnlich wie im Beweis von Lemma 3.1:

en (.

+ 3 A1) (1 + o) ).
lil <k

A,,,;D' ov
Oyn

1/
dy) TS+l + Juofeim +

Mit Hilfe der positiven Definitheit der quadratischen Form ZA,,,coaw,, gewinnen wir
aus (3.14), (3.16) und (3.17) die Abschitzung:
1/
" qdy) q <

(1) (] o=
< CS + C(1 + |ulp + Juoltssm + 2 llfiuf,z)“z x

X (1 +g(v)("‘ 2)/2(m=1) “ “m/l 1

0k+1

Wir schétzen nun noch den Ausdruck S ab. Genau wie (3.16) erhalten wir:

f p“(l’"Avdy =

lW’IIW K= 1(K<,)" YN
= 1 + o eh e 4 )

(3.19)

J w-—A dy‘ = sup

~Ist nun o % v, so erhalten wir unter Verwendung von (3.16) und (3.17) mit einem
d
(3.20) sup J D™y . A, dyl = sup
Ko

gewissen u & N: ,
J piy & 4, dy| <
W llw o~ 1(k 5y =1 N Ko dy,,

< O Julo + fuolerm + B J172)"7 %

X (1 +Q(U)(m 2)/2(m—1) + ” “m/z 1 .
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Fiir & = v driicken wir

J1 D A; dy
Ko

mit Hilfe der Identitit (3.12) durch GroBen aus, die pereits abgeschatzt sind, und
erhalten:

(3:21) sup
1l o= 1k 5y =1

< O+ o+ filoim + 3 R

dyy

j py 44, dyl <
Ko

% (1 1 Q(.U)(m—l)/l(m—l) + “u”;:-/"?ﬂ) .

SchlieBlich Bekommen wir wie in (3.17):
q 1/q
dy)

S OO+ [ulln + Joolem + 2 1)

—-1

(3.22) <Lcr(y, Do) 3 NZ

D? _aﬂ

dy,

IIA

18Tk =1

X (L) Jufzi )
Aus (3.18)—(3.22) folgt dann:
623) o)) st el + uolenn + 3 17
X (L4 o) o [l
und hieraus unter Verwendung der Youngschen Ungleichung:

(324) o) = 1+ Jun + o s + 3 7300

Diese Abschitzung hingt nicht von ¢ ab und gilt demzufolge auch fiir '0‘ = 0. Unter
Beriicksichtigung von Lemma 3.1 sowie der Tatsache, daBl die Gebiete N, den
Rand 0Q iiberdecken, erhalten wir schlieBlich die Behauptung des Satzes.
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