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Czechoslovak Mathematical Journal, 25 (100) 1975, Praha 

ÜBER DIE REGULARITÄT 
DER SCHWACHEN LÖSUNGEN VON RANDWERTAUFGABEN 

FÜR QUASILINEARE ELLIPTISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 
HÖHERER ORDNUNG 

MANFRED MÜLLER, Berlin und JINDRICH NECAS, Praha 

(Eingengangen am 22. November 1973) 

L EINLEITUNG 

Im beschränkten Gebiet Q с Ej^ mit hinreichend glattem Rand dQ betrachten wir 
eine schwache Lцsung der Differentialgleichung 

(1.1) X (1)1^4 D%{x, D^u) = Y (1)" ' I^%> 
\i\ak \i\uk 

die zum reellen Sobolewraum Wl^{ü) gehört. 

Hierbei ist к positiv und ganzzahlig, m ^ 2, /)' == d^^^jôxî' ... ^xjf,/^ G L ^ / ^ _ I ( 0 ) . 

Wir nehmen an, daß die Dirichletsche Randbedingung 

(1.2) w ~ W o e ^ ^ ß ) 

erfüllt ist, wobei Wm{Q) die Abschheßung der Menge D(Q) aller behebig oft stetig 
differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Träger in Q in der If^ß)Norm 
bedeutet und WQ G W''m(̂ )

Sei M eine Menge von Multiindizes f, [i| ̂  /c, mit folgenden Eigenschaften: 
M enthält alle Multiindizes der Länge к und mit einem Multiindex der Länge k' < к 
enthält M auch alle anderen Multiindizes der Länge k'. 

i = {ij}jeM sei ein Element des rdimensionalen euklidischen Raumes E^, wobei r 
die Anzahl der Elemente von M angibt. 

Wir bezeichnen 

JsM 

Voraussetzungen: 

(1.3) aieC^{Q x £,), |»| g к 
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(1.4) | a , , ( x ,0 | ^ < CV" 

\i\=k \i\AJ\uk 

\(li{^. 01 + 
dxi 

alx, Ц 

Solche Voraussetzungen findet man z. В. bei VISCHIK [1] und MORREY [2]. 
Der Hauptschritt zum Nachweis der Regularität (oder partieller Regularität) 

für die Lösung des Problems (1.1), (1.2) im Inneren von Q besteht in der Abschätzung 

(1.5) 
JQ'\i\,\J\k dXi ФXi 

< 00 , 

wobei Q' c: Q {Q' ist die Abschließung von Q'), l = 1,..., iV. 

Eine genauere Abschätzung findet man bei Necas [3], [4]: 

(1.6) 1̂  
Jß 

X {D'uf dx < 00 
li|=fc+i 

mit Q{X) = Abstand (x, du). 

Diese inneren Abschätzungen sind bisher im Falle iV ^ 3 die besten für die Lösung 
des Problems (1.1), (1.2). Das Gegenbeispiel von GIUSTI und MIRANDA [12] deutet 
darauf hin, daß sie nicht wesentlich verbessert werden können. 

Für die Dimension N = 2 hat Necas in [5], [6] unter entsprechenden Voraus
setzungen über die Funktionen Uo,fi gezeigt, daß die Ableitungen D'^u, |a[ = k, 
in Q hölderstetig sind. Dieser Fakt ist (entsprechend den bekannten Sätzen aus der 
Theorie der linearen Differentialgleichungen) der Ausgangspunkt für Aussagen über 
Regularität höherer Ordnung. 

Im vorliegenden Artikel werden für iV ^ 3 Abschätzungen der Art bewiesen 

(1.7) f V"^ X (^' S,uy dx < 00, 

wobei djU die unten definierte „Tangentialableitung" ist, und 

(1.8) I (Г""" > ID^uirdx < 00 

mit 

Г(К2 X iD'ulydx 
J ß \i\вk+V 

1 = 1 (^  2) (m  2) 
q 2 2Nm 
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Für m = 2 ist auch q = 2, d. h. die (k + l)ten Ableitungen sind zur gleichen 
Potenz integrierbar wie die /cten Ableitungen. Regularitätsaussagen für m = 2 
sind von Müller in [10], [11] bewiesen worden. 

2. DEFINITIONEN UND HILFSSATZE 

Der Einfachheit halber nehmen wir an, daß das Gebiet Q einen unendlich oft 
differenzierbaren Rand du hat. 

Mit E(Q) bezeichnen wir die Menge aller reellen, unendlich oft differenzierbaren 
und in Ь zusammen mit allen Ableitungen stetigen Funktionen. 

D{Q) ist die Teilmenge von E(p) aller Funktionen mit kompaktem Träger. 
Sei к positiv und ganzzahUg, 1 ^ p < oo. Mit Wp{Q) bezeichnen wir den Raum 

aller reellen Funktionen, die zusammen mit allen Ableitungen (im Sinne der Distribu
tionen) D'M, |i| ^ /c, zur pten Potenz integrierbar sind. Die Norm in Wp(Q) ist gegeben 
durch 

Alle positiven Konstanten in den folgenden Sätzen und Beweisen bezeichnen wir 
mit С oder C,. Wichtige Konstanten, deren Werte während des ganzen Artikels 
unverändert bleiben, bezeichnen wir mit y^, Уг, • 

Das folgende Lemma findet man z. B. in der Monografie von Necas [7]: 

Lemma 2.1. Für Wp{Q) gibt es die дquivalente Norm: 

Für Wp{Q) gibt es die дquivalente Norm: 

a X |Z)"w|Mx + I |w]Mx) ^ M e ß , 1л{М) Ф 0. 

Für fc < 0 definieren wir den Raum Wp{Q) folgendermaßen: Es sei im folgenden 
stets Ijp + 1/p' = 1. Dann setzen wir Wp{Q) = {Wp^{Q)y, wobei ß* der zu В duale 
Raum ist. 

Die folgende wichtige Aussage gilt für Gebiete mit lipschitzstetigem Rand (vgl. 
Necas [8]): 

Lemma 2.2. Sei fe Wp{f2), l ganzzahlig positiv, negativ oder Null, 1 < p < oo, 
V positiv, ganzzahlig. Dann gilt: 

| , „ ^ C ( E ||öy||,-v,p + ||/|l,-v.p). 
|«|gv 
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Definition. Die Funktion UE WI^{Q) heißt schwache Lцsung des Problems (l . l ) , 
(1.2), wenn (1.2) erfüllt ist und 

(2.1) I X D'(palx,DJu)dx = f E ^'(pft^x 

für jedes з e W^i^) gilt. 

Die Existenz einer schwachen Lösung des Problems (1.1), (1.2) beweisen wir hier 
nicht, denn diese Frage ist bereits in vielen Arbeiten untersucht worden (vgl. z. B. 
Vischik [1], Necas [4]). 

Aus den Voraussetzungen (1.4) folgt für die schwache Lösung des Problems (l . l ) , 
(1.2) ohne Schwierigkeit die Abschätzung: 

Satz 2.1. 

II ||ml ^ Wi 1 V II /• II 1 |L. Il'wl'l 
\i\uk 

Beweis. Aus der Identität (2.1) erhalten wir mit cp = и — UQ,: 

и — WQ) dx = 
Jo jQ\i\AJ\вk 

= I X D\u  Uo)fi аx{ Y^ D\u  I/o) a^x, D%o) dx . 

Es läßt sich aber leicht zeigen, daß für beliebige reelle Zahlen a, с gilt: 

(2.3) f |a + fcl'^^dr ^ C,\c\^K 

Die Behauptung des Satzes folgt dann aus (2.2), (2.3) unter Berücksichtigung von 
(1.4). 

3. DIE ABSCHÄTZUNGEN 

Zuerst definieren wir ein lokales Tangentialvektorfeld. Sei xedQ beHebig und 
( x j , . . . , x̂ v) ein Koordinatensystem mit dem Ursprung in je, dessen x^v"Achse parallel 
zur inneren Normalen an dQ in x verläuft. Entsprechend unseren Voraussetzungen 
genügt der Rand von Q in einer gewissen Umgebung von x der Gleichung 

X^ = (DyX j , X = (X^, . . . , X^-ij , 

wobei CO G E{A^^) für 

^«1 ~ { '̂ I "̂ ^̂ i < ^i < ^u ^ = 1, . . . , iV — 1} . 
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Wir wählen â  außerdem noch so, daß alle Punkte x = (x', x^) mit x' e A^^, 
co{x') < XN й co(x') + ai zu ß gehören. 

Sei а reell, 0 < а < a^. Mit С = C(x) bezeichnen wir eine Funktion mit folgenden 
Eigenschaften: 

i) С 6 D{E^), 

ii) supp С c= M^j = {{x\ x^) I x' e J^^, ш(х')  â  < x̂ r < OL)(X') + a j , 

iii) C(x) = 1 in iV̂  = {(x', x^) j x' G 3^, ш(х') ^ Xjv ^ ct)(x') + a}. 

Angenommen, wir haben endhch viele Mengen N^ ausgewählt, die den Rand dQ 
überdecken. 

Für hinreichend kleines т, |г| ^ e, und v = 1, . . . , iV — 1 definieren wir folgende 
Abbildung von supp С in M^^: 

у = X {• h{x, T) , 

wobei 

hi{x, T) = 0 füv 1 й l UN  1 , l  Ф  V 

h^{x, T) = T , 

hj^(x, T) = ш(х' + /о'(x, т)) ~ ш(х') . 

Offensichtlich gilt: 

X =  у  +  h{y,  T ) 

und wenn X e dQ, so auch j e ôQ. Außerdem haben wir für die JacobiDeterminante 

Diy)lD{x) = 1. 

Für X e supp С definieren wir den „Tangentialdifferentiationsoperator" 

du  f  .  du  . .ФCD . ,. 
d,u =   (y) + ~— {y)   (y ) . 

^Xv ^Xjv OXy 

Es gilt dann der folgende grundlegende Satz: 

Satz 3.1. Sei  и G ^jj(ß) eine schwache Lцsung des Randwertproblems ( l . l ) , (1.2). 
Unter den Voraussetzungen (1.3), (1.4) und fie Wl{Q\ UQE WJ^'^^Q) gilt die Ab
schдtzung: 

(3.1) f ( i + Z l H r ^ E ( i ) Y f + f f)Ydx^ 

' uc{\ + \\u\i^+ S ||л||?дЧ|К||̂ ,,̂  

Beweis. Zunächst vermerken wir folgenden wichtigen Fakt: Die Voraussetzungen 
(1.3), (1.4) sind invariant bezügUch Drehung und Translation des Koordinaten
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systems. Wir können also annehmen, daß sowohl die Identität (2.1), als auch die 
Voraussetzungen (1.3), (1.4) bereits in dem Ortskoordinatensystem mit dem Ursprung 
in X notiert sind. 

Sei T{x) eine lokal definierte, unendlich oft differenzierbare Abbildung von Q 
in Q. Für q> e Wl{Q) bezeichnen wir dann mit  д'(р{Т{х)) die verallgemeinerte Ablei
tung  D^(p, berechnet im Punkte  Т(х). 

Offensichtüch gilt: 

(3.2)  О'ф  +  h{x, T)) =  d'(p{x  +  h{x, т)) + ^  ^'Ф +  K^^ '̂ )) ^«(^' '̂ ) ' 

wobei die Funktionen  ЬЦх, t) behebig oft differenzierbar sind und 

(3.3) 
K{x, T)! 

< с 

Sei nun  (p e Ж*(0) mit supp (p ^ supp C Dann folgt aus (2.1) zunächst: 

f £ D\(p{x + h{x, T))   Ф))  a,{x, ВЫ) dx = 
JnUlиk 

= f E  D%cp{x  + h{x, T))   v{x))f.{x)  dx  . 

Unter Berücksichtigung von (3.2) ergibt sich hieraus: 

(3.4) Г  С X  a,j{y  + h{y,  tz),  d''u{y)  +  t{d^u{y  + h{y,  t ) )   d^u{y)))dt x 

JnJo  U\.\J\uk 

X {дЦу  +  h{y,  T ) )   дЦу))  д'ф)  dy  

^  {{'  1  i~{y  + ЧУ' '̂ )>  МУ)  +  К^ЧУ  +  КУ' ^))^""W))• 
JfiJo iMв* 1=1 5x, 

.^{y,  tr)dtд^<p{y)dy  + 
dx 

= -^ f f' z i; ?̂ (>' + чз'̂  -'̂ ))? (̂д-̂  -'^)dtд^ф)dy + 
JaJo\i\лi4=i  dx,  dx 

JцiiiцM«iem 
idx. 
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Wir setzen 

Ф)  =Л"ЧУЫУ  + h{y,  T ) )   u{y)   Uo{y  + h{y,  T ) ) + Mo(y)] 

und 

•̂  =  f  f  (1  +  I  \^y)  +  i ^ y  +  КУ^  ^))    d^u{y))\f'^  dt 
J ß J 0 «e^ 

Aus der Ungleichung (2.3) erhalten wir 

(3.5)   ha  +  t{b   a)]""^ dt  ^  СЩ""^ 

und damit 

(3.6)  J и  с  г  (1 +  X  ЩУ  +  h(y,  r))\y'  X 
J ß  аеМ 

Aus  (3.4)  erhalten  wir  unter Berücksichtigung der Wachstumsbedingungen (1.4) 
sowie der Voraussetzungen über/^, Мо

(3.7)  J  g  C(l  +  \\u\\l^ +  llt.ollr.1,.  +  I  ||/.||i,2). 
\i\ak 

Wir haben die Darstellung: 

u{y + h{y,   T ) )    u{y)  ^ 

T 

=  ^  r  r ^  (^  +  /,(^, ^ , , ) )  +  i о i  (^  +  ,.(3;,  ^гт))  ^  ( /  +  /.'(3;, ~Гт))1 dr. 

Da  aber и e W2^^{Q') für jedes echte Teilgebiet  Q' с ß gilt (vgl. [3]), können 
wir annehmen, daß die Funktion и zusammen  mit  ihren  Ableitungen  D'M,  ji|  ^ k, 
für fast alle у e supp С  auf  der  Kurve у  + h{y, — т),  0 ^  т ^  г,  absolut  stetig  ist. 
Diese Tatsache  folgt  aus den  Eigenschaften  von W2{Q)  (vgl. Necas [7]  oder  DENY, 

LIONS  [9]). 

Damit hat der nichtnegative Integrand in (3.6) für  т > 0 f. ü. den Grenzwert: 

{l+l.\D'uiy)\r^l{D%u(y)y. 
ZEM 
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Die Behauptung des Satzes folgt dann aus (3.7) und aus dem Lemma von Fatou. 

Lemma 3.1. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.1 genьgt die schwache Lцsung 
des Problems (1.1), (1.2) fьr  jedes  echte  Teilgebiet  Q' с  Q  und  N  ^  3  der  Ab
schдtzung: 

\JQ'  oceM  \i\=k+l 

<r г(п'\(\ _i_ ILill'" _i_ \\i, W^ j _ "V il f 112 ui/w 
\i\uk 

wobei 

1 _ 1  {N  2)(m  2) 

q 2  ImN 

Beweis. Es gilt folgende Abschätzung (vgl. [3]): 

(3.8)  (1 + X \D''u\f^  Y. (ß'«)' dx й C(fl')(l + 
I aeM | i | g * + l 

Wir kцnnen o.B.d. A. annehmen, daß Q' einen Upschitzstetigen Rand hat. Für  \j\ =  к 
folgt aus (3.8): 

\D^u\"'l^eW^{Q').  . . 

Nach dem Sobolewschen Einbettungssatz und Lemma 2.1 erhalten wir dann für 

(3.9) 

\(N~2)lmN 

ß' /  \i\uk 

Sei nun 

а  mN 

2    q (iV  2) (m  2) 

Dann folgt aus (3.8) und (3.9): 

(I ß '  ЯбМ  | i | = f c + l 
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•x ( f  (1+I|Z)^«|^)  E | Н ' Ц 
\ J ß '  «еМ  |i|=fe+l  / 

1/2 

< 

Damit  ist  das  Lemma  bewiesen. 

Wir führen nun für 0 ^ a ^  | а folgende  Bezeichnung  ein: 

^a,a = {{^\ ^N) I ^' e Л^,  w{x') + (T < x̂ v <  w{x') + a} . 

Offensichtlich  ist iV ,̂o = ^'a

Wir  beweisen  den  folgenden  grundlegenden  Satz: 

Satz 3.2. Sei и e W^{Q) eine schwache Lцsung des Randwertproblems  ( l . l ) ,  (1.2). 

Unter den Voraussetzungen  (1.3),  (1.4) und fiEW2{Q), u^e Wl^'^^{Q), N ^ 3, 
ijq = ̂  + (^N — 2) (m  — 2)\2mN gilt folgende  Abschдtzung: 

(3.10) f [ (1 +El^'w|)^'""'^' E |/)'M|^dxVg 

^ c(i + llullr.. + llt.ollп'bx,. + E WIU^'^'"

Beweis. Sei y =  y{x) eine Abbildung, die durch die Formeln definiert wird: 

y'  = x',  x' = (x i , . . . , x^vi), 

yN  =^N   ^ ( ^ 0 • 

Diese Abbildung transformiert die Menge  N^^^ in die Menge  K^ = Д^  x  (a, a). 

Ihre Determinante ist gleich Eins. 

Wenn wir setzen 

^{^{y))  = КУ) '  ф{у))  = НУ) ' 
so haben  wir 

(3.11) Я>(x)= 1  Ux)D;v{y{x)). 
l»IS|f| 

Unter Berücksichtigung dieser Beziehung erhalten wir aus der Identität (2.1) für 
jedes ф 6 D{K„): 

(3.12)  Г  E ß" '/'(3') ^.(y. ö" <y)) dy = [ I ö' ./.(y) F,(y) dy . 
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Wir bezeichnen 

ieM  \Я\u\i\ 

Dann gilt für die Koeffizienten  Aj^y, tf): 

15Д (3.13)  \МУ^ Ь)\ + 
ôyi 

(У^ nЯ)\ 
Ь\йк 

\A,Я{y,rjy)\uCr{y,fi,y'', 

Y A,Я{y, fjy) co,(OЯ ^ Cr(y, щу^  Z  co^. 
\a\,\Я\=k \a\=k 

Hierbei ist lediglich die letzte Ungleichung nicht trivial. Wir erhalten sie unmittelbar 
aus der Beziehung (3.11), den Bedingungen (1.4) sowie unter Berücksichtigung der 
Tatsache, daß die Determinante D{y)lD{x) = 1 ist. 

Seien nun ф e W^r^K^),  ijq  +  Ijq'  =  1, und 

+ 5 = 1 sup If D^^~A,{y,D',v)dy 
|a|=k-l ll^lJir,^-i(X.)=l \JK. аys 

ф — A,{y,  D^yv) dy 

Dabei bezeichnen v =  (0,...,  k), v =  (0,..., fe   1) . djdy^^ bedeutet die vollständige 
Ableitung. 

Aus Lemma 2.2 folgt: 

(3.14) (L аyN 
A,{y, D^)i dy\ UCS. 

Unter Berücksichtigung von (3.13) erhalten wir für ii = 1,..., iV: 

. (N~2) (m-2) /2mJV 

]• 
Wir setzen 

Qiv) = ({ r{y, D^vf'^" I iD^vl^dy 
1/« 
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Aus den Einbettungssätzen für iV ^ 3 folgt aber 

(3.15) (Г  Y  \D'v 
(JV-2)/mN 

•nNKN-2)^^,\ ^ CQivy/^-"-'^ + C\\u\\ 

und damit für ^̂  = 1, . . . ,  N: 

"•"> ( L 
dA, 

{у, ß ^ ) dj^ 'й c[i + iuiiLt'eW*"'̂ ''"""'' + ll«!"::;̂  • 

Offensichtlich ist 
dv du du d(0 . , , 

— = — + , fi ^ N , 

^Уи ^^u ^^N ^^u 

Deshalb erhalten wir für  \Я\,  \j\ g /c, j Ф v unter Berücksichtigung von (3.13) und 
(3.15) sowie (3.1) ähnlich wie im Beweis von Lemma 3.1: 

(3.17) (L A D'^ ' d ) ; Y ' ' ^ C ( l + lJullr,. + l|uo||r.i,. + 

\i\uk 

Mit Hilfe der positiven Definitheit der quadratischen Form Z ^ « ^ ^ « ^ gewinnen wir 
aus (3.14), (3.16) und (3.17) die Abschätzung: 

\{m-2)q д^^Ч 

ду); 

ч \ i / « 

аy (3.18)  {[  r{y,D;vf 

UCS  + C(l + ||u||«. + i«o||r+... + Z  WfiWU" X 
IMS* 

Wir schätzen nun noch den Ausdruck  S ab. Genau wie (3.16) erhalten wir: 

(3.19) sup 
UWwg'h-HK. 

If 
0=1 и к. 

\I/—-A^dy sup 
г  еф_ 

jK^Sy^ 

A,dy 

c{i  + \\u\\rje{vr''^''''  +  \\u\\i:rj). 
1st nun a Ф V, so erhalten wir unter Verwendung von (3.16) und (3.17) mit einem 
gewissen ju Ф iV: 

(3.20) sup A^dy IL = sup 11  D^ij/  Af dy 
dy^ 

 Ml'n + i 

x(l+e(i;)( '"-^>/^('"-i) + |«||^/„^-i) 

^ C(l +  ЦмЦГ,. +  i u o i ^ i , .  +  E  l I / . • | |Ы^ ' 'x 
| i |St 
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Für a = V drücken wir 

i ВЦА,  dy 

mit Hilfe der Identität (3.12) durch Größen aus, die ^ereits abgeschätzt sind, und 
erhalten: 

(3.21) sup  D' Ф —  Л, dy 

й C(l +  \\u\l^ + lit/ollrы,. + Z i | / / | | b ) ' ' ' X 
\i\uk 

X (1 + Q{vf--^'l^^--^^ + ||w||r,(n'''). 

Schließlich bekommen wir wie in (3.17): 

(3.22) 
\Я\akl=i 

Л ^ - 1 1 Д . , 

ду1 

ч. \ i / « 

й C(l +  \\u\\l^ + IMOII^I.™ + E ll/ifi.ay'' X 
\i\uk 

Aus (3.18)(3.22) folgt dann: 

(3.23)  Q{V)UC{\  +  \\u\\l„ +  |иа||Г+1,™  +  I  WfiW.iY'^  X 
\i\Sk 

X (1 + e(r)^'"-2)/^("-i) + ||u|,"-/ri) 

und  hieraus  unter  Verwendung  der  Youngschen  Ungleichung: 

(3.24)  Q{V)  й  C(l  +  \\u\\l^ +  ||uo||r+i,.  +  E  i/^llla)'"'^'" • 

Diese Abschätzung hängt nicht von а ab und gilt demzufolge  auch für  а  = 0 .  Unter 
Berücksichtigung von Lemma 3.1 sowie der Tatsache, daß die Gebiete  N^ den 
Rand dЬ überdecken, erhalten wir schließlich die Behauptung des Satzes. 
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