
Uber ein Verfahren zur Transformation ebener 
Wirbelprobleme. 

Von 

M. Lagally in Dresden. 

1, Die Bewegung eines einzelnen Wirbelpunktes in einem ebenen, 
endlichen oder ins Unendliche reichenden, einfach zusammenhiingenden 
Gebiet, das yon einer im iibrigen ruhenden oder in Potentialbewegung be- 
findlichen Fliissigkeit erfiillt is~, vollzieht sich, wie R o u t h  1) bemerkt hat, 
gerade so, als ob der Wirbel ein gewShnliches Fliissigkeitsteilchen einer 
gewissen nich~ wirbelfreien StrSmung w~re, die dasselbe Gebiet erfiillt. 
Die zugeh(irige Stromfunktion, im folgendea Routhsche  Stromfunktion 
genannt und mit Z bezeichnet, h/ingt wesentlich yon der Begrenzung 
des Gebietes ab und ist von diesem Gesichtspunkt aus neuerdings yon 
0 a l d o n a z z o  ~) behandelt und zum Ausgangspunkt yon Gleiehgewichts- und 
Stabili~tsuntersuchungen gemacht women. Die Bedeutung der R o u t h -  
schen Stromfunktion liegt darin, dal3 sie bei konformer Abbildung des 
Gebietes in einfacher Weise transformiert wird; dal] sie aIso die WirbeI- 
hahn in dem Bildgebie~ ergibt, wenn diese in dem gegebenen Gebiet be- 
kann~ war. 

Die Bewegung einor endlichen Anzahl yon Wirbelpunkten in einer 
die ganze Ebene erfifllenden, sonst ruhenden Fliissigkeit hat K i r chho f f  s) 

1) Routh, Some Applications of Conjugate Funktions, Proceedings of the Lon- 
don Mathematical Society, 12 (1880--8I), S. 78--88, besonders S. 83. Vgl. Encyelo- 
pgdle der Math. Wiss. IV, 16 (Love) le, S. 93. 

~) Caldonazzo, Sul mote di un vortiee puntlforme. Rendiconti della R. Ak~- 
demia dei IAne~i, 28 (1919), S. 191--195, 801-303, 325--329. 

s) Kirehhoff, l~echanik, S. 258--262.- Spezielle F/~Ile behandeln u. a.: GrSbli, 
Spezielle Probleme fiber die Bewegung geradliniger pamlleler Wirbelf~len, Diss 
GSttingen 1877.- Etwas allgemeiner: Lag~lly, Uber die Bewegung einzelner Wirbel 
in einer striimenden Fliissigkeit, Sitzungsber. der K. bayr. Akad. d. Wiss., Jahrg. (1914), 
S. 877--432. 



232 M. Lagally. 

im Anschlufl an He l r aho l t z  untersucht und eine im folgenden als 
Ki rchhof i sche  Bahn{unktion O bezelchnete Funktion der ver~nderlichen 
0rter s~mtlicher Wirbelpunkte eingefiihrt, dutch deren Differentialquotienten 
nach den Koordinaten sich die Geschwindigkeiten der Wirbelpunkte dar- 
stellen lassen. 

Die folgende Untersuchung beschgftigt sich mi~ der Bewegung einer 
endlichen Anzahl von Wirbelpunkten in beliebigen, yon PotentialstrSmung 
erfhllten, einfach zusammenh~ngenden Gebieten. Es zeigb sich, dab in 
diesem Fall /iir ]eden einzelnen Wirbel eine Routhsche  Strom/unktion 
existiert, die in derselben Weiso wie bei einem Wirbel bei konformer Ab- 
bildung transformiert wird; allerdings werden hierdurch nicht mehr die 
endlichen Gleichungen der Wirbelbahnen gegeben und transformiert, son- 
dern ihre Differentialgleichungen. Ferner ergibt sich stets die Existenz 
einer K i r c h h o / / s c h e n  Bahn/unktion, welche in ~hnlioher Weise trans- 
formiert wird, deren Kenntnis die Kenntnis der Routhschen Funktionen 
fiir sgmtliche Wirbel ersetzt und welche auflerdem zur Aufstellung gewisser 
Integrale fiihrt, die in manchen Fgllen zur Auifindung der Wirbelbahnen 
und des Verlaufs der Bewegung geniigen. 

2. In einem einfach zusammenhgngenden Gebiet T o soll eine ein- 
deutige oder auch, wenn das Gebiet den unendlich fernen Punkt enthglt, 
zyklische PotentialstrSmung herrschen: 

Wo (r ---- ~ ( ~ , ~ )  + i ~ ( ~ , ~ ) ,  

in der an den n Stdlen r ~ 7k =: % -J- iflk freie Wirbel vorhanden sind. 
Ihr komplexes Potential 

( 1 )  % = ~ % +  iv,,, = - ~ & l g  (~ - r~) 

ergib~ das Geschwindigkeitspotential ~ und die S~rom~unktion Wk: 

q~t, ~ #k arc~g ~ - & �9 ~/(~ ; 

~b-J-i ~Y soil im allgemeinen mit de~ Zei~ vergnderlich sein, nioh$ indem 
es die Zeit unabh~ngig enth~lt, sondern indem es yon der augenblicklichen 
Lage der Wirbelpunkte w~(r abh~ng~; das ist namentlich dann der 
Fall, wenn sich ~ T o 'als singuIKre Stellen yon Wo noch weitere 
freie Wirbelpunkte w~ befinden, die als Bilder tier Wirbol wu a~zufassen 
sind und sich unter dem Einflu$ tier w, bewegen, wie diese'sich unter 
dem ihrigen. 

Aut~er den freien Wirbeln kSnnen ~es~e Singulari~ten in T O zu- 
gelassen werden. 

Dann ist die Bahngeschwindigkei~ eines Wirbets w~: 
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d<~ Fa~ l  _ 
-m- O~TJ~=o/i- ~., '  o ' 

%--I ra~,l 

~#k F a ~r-'7 ' r a.,l,,l 
a ~  ---=- - -  t a - # - J t = < < k - -  ~ '  i - - -  " . . . .  t aS l-;=~k" 

Bei der Summation ist der Index i : / c  wegzuiassen, was durch den Strich 
am Summenzeichen angedeutet ist. 

Setzt man die Entfernung 

so wird 
F ~ ~li7 __. ~ -~ '  ~ l g o t  ~ ~ , ' ~  ~,~ j~:o~- - _,/./~, ~ , , ,  

i ~ l=f l  k t (8) 
- - Z '  re,'_,l ~ ' ~  

Die zweiten Teile dez Ausdriicke iiir die Bahngeschwindigkeiten -dr - "  ~ t -  

lessen sich also dutch Differentialquotienten einer Funktion nach flk und 
-- % darstellen; ob entsprechendes fiir die ersten Teile gilt, li~Bt sieh nicht 
unmittelbar ersehen, da diese %, flk aul3er in den Werten yon $, ~/ auch 
unabh~ingig enthalten kSnnen. 

Wean jedoeh flit die Bahngeschwindigkeit eines Wirbels w k Gleiehungen 
yon der Form gelten: 

(4 )  ~ = ~ - - ~ ,  ~ - ~ ,  

~o nennen wit  %~ eine Rou~h~che Strom/unk~ion. 
In zwei F~llen l~Bt sich die Existe~z einer Routhschen Stromfunk- 

tion sofort erkennen: 
a) Wenn des Gebiet T O die ganze Ebene ist und ~ ~ i ~ ein in der 

gan~en Ebene mi~ Ausnahme ~ester singul~rer PunkCe regulates komplexes 
Potential; dann ist ~F(~,V) yon den %, fli unabh~ngig and folglieh: 

- - ~ - - ~ =  ~,=- ~,~, , i . '  ~ C - J ~ = < , , , ,  - ~A, ,  ' 

Es ~xia~ie~ also ~ ]eden Wirbel eine Routhsche Stromfunktion: 

(5) %~= ~(a,,, fl~) - ~ ' / ~ ,  lg ~,k' 

b) .Wean To die obere I-Ialbebene (y > 0) ist and wenn sieh r  
aus einer ~um m-kehse symmetrisehen, in der ganzea Eboae his attf ieste 
,singul~i~e PuakCe regul~ren Pot~ntialstmSmung ~o ~ i k~o, and aus der yon 
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den Spiegelbildern wk der Wirbel w~ yon T o an der x-Achse hervor- 
gebrachten, mit der Zeit veri~nderlichen, yon den %, fl~ abh/ingigen in T O 
reguliiren PotentialstrSmung additiv zusammensetz~. Bezeichnet man niim- 
lich den Abstand eines Wirbelpunktes w~ yon dem Bildwirbel ~ yon w~ 
mit ,~ ,  

und fiihrt die Stromfunktion der PotentialstrSmung ein: 

i so wird 
+ ' 5 - '  lg.~tk ~k 

~l= flk i 

t~ k ~ a k  
~i =.:. i~ k i 

Es existiert also wieder fib jeden Wirbel eine Routhsche Strom- 
funktion: 

f 

(6 )  = lg; . 
i 

3. R o u t h  hat sich, yon allgemeinen Bemerkungen fiber die Bewegung 
mehrerer Wirbel in T o abgesehen, auf den :Fall besehr/~nk~, dal3 nur ein 
freier Wirbel in T o vorhanden ist. Dann gibt Z =const .  die Wirbelbahn. 
Die Untersuehung des zeitliehen Verlaufs der Bewegung erfordert eine 
Elimination un4 eine Quadratur. Beim Vorhandensein yon n Wirbeln 
in T o ermSgliehen die n Funktionen Z~ die AufstelIung der 2 n Bewegungs- 
gleiehungen; diese enthalten die 2 n Koordinaten und die Zeit und Iassen 
ohne Integration nur die Gesehwindigkeiten in jedem Zeitpunkt bei ge- 
gebener Verteilung der Wirbelpu,nkte erkennen. 

Indessen werden die Funktionen Zk bei konformer Abbildung des Ge- 
bie~es T O auf ein Gebiet T genau so transformiert, wie das R o u t h  flit 
die Funktion Z nur eines Wirbels angegeben hat. Wird die Abbildung 
dutch die Gleichung ~" ---- f(z) geleiste~, we f(z) in T regulgr und eindeutig 
ist, so geht aus Wo(~ ) ein neues komplexes Potential W(z) hervor, das 
in dem betraehteten Zeitpunkt die Gesehwindigkeit aller regul/iren Fliissig- 
keitsteilchen in T erkennen l~igt. Die Abbildung ordnet aueh in dem be- 
traehteten Zeitpunkt jedem Wirbelpunkt ~,~ --- a~ ~ iflk einen Bildwirbel 
c k - -  a~ ~ i b~ zu, wobei unter den die Gleichung 7~ ----- f(ck) erfiillenden 
Werten % derjenige zu nehmen ist, der in das Gebiet T f&llt. Dieser 
Wirbel w k in T ist also im allgemeinen nioht als das alleinige Bild des 
Wirbels w~ in T o aufzufassen; seine augenblickliehe Bewegung wird des- 
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m 

Wegen 

halb auch nicht durch die Potentials~rSmung geleitet, die dutch die kon- 
forme Abbildung aus der PotentialstrSmung WD($) hervorgeht, welche die 
Bewegung des Wirbels w k in T o leite~ und welche aus W o (~) dutch Weg- 
lassung von w k hervorgeht: 

W o ( O - - W e ( 0  + @ ,  Ig ( C -  rk), 

sondern dutch diejenige PotentialstrSmung W'(z),  welche aus der Bild- 
str5mung W ( z ) v o n  Wo(~ ) durch Weglassung des Bildwirbels w k in T 
entsteh~: 

W' (z) = W ( z ) +  i,,,k lg (z - c,,). 

Weil infoIge der Abbildung W ( z ) = W o ( C  ) ist, wird 

(7) w '  (~) = We (c) - ~/,~ ig r (~ ) -  r (~) .  
Z - -  Ck  

Dabei ist zu bemerken, dalil W' (z) und We (()  an den Stellen z ~  c k 
bzw. C----7, regulate :Funktionen sind. 

Je~zt ergibt sieh der Zusammenhang zwischen der Bahngesehwiadigkeit 
des Wirbels wu in T o und seines Bildwirbels w, in T; erstere ist 

dt -dr- ~ Uo~ L dC ]r 
letztere 

dak idbk FdW' I  
at -X~ - - u ~ -  iv~ = L dz ]z=cj," 

Dutch Differentiieren der Beziehung zwischen W ' ( z ) u n d  Wo'(~ ) folgt: 

z=,k-- i #j lim lg f ( z ) - f ( c~ ) 
z = c k  g -  Ck " 

ergib~ "sich 

1 (~ _ ~ ) f , ,  f ( z ) - f ( c k ) =  f ' (c~)  --~ -~ (c~) dr- . . .  
Z ~ Ck 

�9 p f i t  

- -  2 f '  ( c~) " 

Setz~ man jetz~, um reellen und imagin~ren Tell zu trennen, 

/'(c~) ~ ( ~ + ~ )  ~ ~P~ o S k _ i ~  = ,~ (a~,+ ~ b~,) - ~-~ + '/y-h~k = ~ ~% 
and anderseits auch 

f '  (~) = l f '  (~) t J %  

f"(ck) d , a a f '  (r - -  X?; (lgl f (ok)l + i O , , ) - - T ~ k l g i f ' ( c , , ) ( - / ~ l g ( f ' ( c ~ )  (, 

so ergibt s i c h  
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~k 

Wenn jetzt in T o eine Routhsche Stromfunktion ~o~ 
existiert, wenn also 

O Zo~ O Zo ~ 

ist, so Iolgt 

M. Lagally. 

- ~ . =  (~o~ ~ ~ / ~ ~ )  

fiir den Wirbel w~ 

OXo~,o~ ~g ~a~ lglf'(v~)l" 

Es existiert also auch fii~ den Wirbel w~ in T eine Routhsehe Strom- 
funktion ~ ,  aus weleher sieh die Bahngesehwindigkeiten 

ergeben und welche aus Zok durch die Transformation 

~k lg t f ' (%) [ 

erhalten wird. 
Ist speziell T o die obere Halbebene, so ist die Routhsche Strom- 

funktion im Bildgeb;iet T fiir den Wirbel w k naeh (6) 
? 

(8a) z~-- ~'o(%. Z~) + Z  ..lg -~'~ + y~'~xg If' ~(~)1' i 

we fiir %, flu zufolge der Abbildungsgleiehung 7~ --  f(%) die GrSl~en a k, b k 
einzufiihren sind. Damit ist die Existenz yon Zu /i~r ]ede~ einIache zu- 
saramenh(ingende Gebiet T nachgewiesen und seine Au]JincIung auf die 
Au[gabe zuri~ckgefiZhrt, T ken[otto au[ die Halbebene abzubilden. 

4. Eine Funktion D (a 1, bl, a~, b~, . . . ,  a~, b,) der Koordinaten s~imt- 
lieher Wirbelpunkte sell Kirehhoffsche Bahnfunktion heigen, wenn sich 
aus ihr die Geschwindigkeitskomponenten der Bewegung s~im~lioher Wirbel 
mittels der Gleiehungen 

d aT, O D cZ bT, ~ ~ 
(9 )  tz~ T ~  - -  ~b-S' ~ ~Y = '  oa~ 

ergeben, wenn sie also mit den Rou~hsehen Stromfunktionen s~m~li~her 
Wirbel dureh die Gieiehungen zusammenhgngt: 

Ihre Existenz is~ in zwei Fallen anmigtelbar ~u erkennen: 
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a) Fiir die Bewegung yon Wirbeln in der ganzen Ebene, in der auBer- 
dem eine bis auf 1)unkte regul~ire PotentialstrSmung herrscht: 

V 
t ~ )i- 

wie der Vergleich mit (5) erkennen 1KBt. Dabei ist die Doppelsumme so 
zu bilden, dab yon zwei Summanden, die ~ich mlr durch (tie Reihenfolge 
der Indizes unterscheiden, nut der eine auftritt. 

b) Fiir die Bewegung von Wirbeln in der oberen Halbebene l~Bt (6) 
die K i r e h h o f f s c h e  Funktion 

\- '  To( ,q ,  14,.) + . ~  .2.~ ,.,#k lg -T ( 1 2 ) g2 -= . ~  #~, ' lg fi~ 
k i k k 

erkennen. 
AIlgemein l~Bt sieh zeigen, da~ dutch konforme Abbildung eines Ge- 

bietes To, in dem eine Wirbelbewegung besteht, welche eine K i rchhof f sche  
Funktion "Qo besitzt, wieder eine Wirbelbewegung in einem Gebie~ T ent- 
steh~, fiir welche eine K i r e h h o f f s e h e  Funktion ~2 existiert. 

Sei in T o 
c Zo~ __ ~' (2o r~ Zo 1, =__ ' ~4 

t~k r .k  --  r . z '  'uk e~  ~--flI~ ' 

so ist flit beliebiges /r 

"(20 ==/~l, Zok + F' (u , ,  ill), 

wo F '  eine von den Koordinaten sgmtlieher Wirbelpunkte aui~er w~ ab- 
Mngige Funktion bedeutet. 

Durch Anwendung der R o u t h s c h e n  Transformation (8) ergibt sich in T:  

t ~ I t 
/ '~Y , , ,  = ~ o  - -  F (~ ,  fl,) - -  Iglf (ck) l l" 

Fiihrt man jetzt eine Funktion .(2. mittels der Gleiohung 

( 1 3 )  = - , . ,  I 
i 

ein, so gilt fiir jeden Wert yon k eine Gleiehung yon der Form: 

4 ' kT .~=~2- -J~ ' (a , , f l , )  2 ~'~lgl/' (c,) / '  
i 

wo de~ Strich am Summenzeiehen das Fehlen des Summanden mi~ dem 
Index i = k anzeigt. Also ist 

d. h. die dutch die Transformationsgleichung (13) definierte Funktion 
ist K i r o h h o f f s c h e  Bahnfunktion fiir die Wirbelbewegung im Gebiet T. 

Mathematische Zeitschrift. X. 16 
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Nimmt man wieder fiir T o die Halbebene, 8o folgt, dab ]~r ~ede Be- 
wegung yon Wirbelpunkten in einem ein/ach zusammenh(ingenden, au/ 
die Halbebene kon/orm abbildbaren Gebiet T, in dem augerdem eine his 
auf feste singul~ire Punkte regul~ire PotentialstrSmung herrscht, eine 
K irchho]fsche Bahn]unktion ~ exis~iert. 

Diese l~l~t sieh nach (12) und (13) allgemein angeben: 

(14) ~ = Z#k~//o(ak, flk) ~- ~_~ Z # , # ~ l g ~ - P  ~ : ~ y  glf,(ek) R. 
k i k k 

Die Hauptbedeutung der Funktion ~ besteht darin, daft die Gleichung 

(15 ) ~2 = kons~. 

ein Integral der Di//erentialgleichungen der Wirbelbahnen ist. Multipliziert 
man niimlich die Gleichungen (9) mit db~ bez. - -da~,  so folgt 

~a~ k __ ~ ~-kdb ~ : d ~ :  O. 
k k 

5. Die anderen yon Ki rchhof f  fiir die Bewegung einzelner Wirbe] 
in der ganzen, yon im iibrigen ruhender Fliissigkeit eriiillten Ebene auf- 
gestellten Integrale gelten nieht fiir begrenzte Gebiete. Immerhin e:rgeben 
sich einige Auwendungen. 

Definiert man dutch die Gleichungen: 

k k k 1r 

den Schwerpunkt Xo, go eines Wirbelsystems, so geben nach (9) die 
Gleichungen 

. Z ~ k .  ~a'o _d~_ ~ ~ ,  a~q,  ~/~'x-~ dyo~t. = - -  k ~VT~ 
k k 

seine Geschwindigkeit. 
Fiir die Wirbelbewegung in der Halbebene folgt aus (12), wenn die 

PotentialstrSmung ~o iehlt oder hSchstens eine Translation parallel zur 
x- kchse is~: 

(16) ayo d-T = 0, also Z # ~  b~ = konst. 
k 

Der Sehwerpunkt "bewegt sich also au/ einer Parallelen zur Grenzgeraden 
der Halbebene. 

Ein /ihnlieher Satz gilt flit die Bewegung in einem dutch einen Kreis 
begrenzten Gebiet. Die obere Halbebene wird auf das .~uBere odex Innere 
des Einheitskreises dutch die Gleiehung 

z i i  
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abgebildet. Die Funktion D ergibt sich durch Spezialisieren von (14). 
Bei Einfiihrung yon Polarkoordinaten 

a~ -= r k cos ~k; b k = r k sin % 
wird 

2 ~ m ~k 1 - 2 r, rk cos (~o,- ~k) + ri r k 
(17) D = ~ _ . a - ~ / ~ k ~ o ( , ~ , f l ~ ) @ z . ~ - T - l g . ,  

k i k ri + r~ -- 2 r, rk cos (q~-- ~k) 

k 

Die Bewegungsgleiehungen (9) gehen fiber in 

d rk O ~ d q~ 0 ~2 
(18) t~k r~ ~ = Oq~----k; #j,r~ dt =--Or--k" 

Wenn ~o fehlt oder doeh yon ~o frei ist, wird naeh (17) 

(19) ~ OD drk ~ ; = 0 ;  also ~ /~krk? -g==O oder ~ # k r : = k o n s t .  
k k k 

Das polare Trdgheitsmoment des Wirbelsystems in bezug au/ den Kreis- 
mittelpunkt dndert sich im Lau/  der Bewegung nicht. 

Unter Benutzung der Integrale (15) und (19) liil3t sieh die Bewegung 
zweier Wirbel in einem yon einem Kreis begrenzten Gebie$ in iihnlieher 
Weise au/Quadraturen  zuri~ck/i~hren, wie das GrSbli  4) ffir zwei Wirbel 
in der ttalbebene gezeigt hat. 

Ist allgemein die Bewegung nur zweier Wirbel in einem Gebiet T zu 
untersuehen, so kann die Gleiehung D (a~, b~, a~, b~ )----konst. als Ausdruek 
einer Beriihrungstransfo~mation aufgefal~t werden. Wenn nun  die Bewegung 
des einen Wirbel8 bekannt ist, so er/ordert die Bestimmung der Bewegung 
des anderen nut  Eliminationen. 

4) Vgl. FuBnote 3). 

(Ei~gegangen am 7. August 1920.) 


