Uber ein Verfahren zur Transformation ebener
Wirbelprobleme.

Von
M. Lagally in Dresden.

1. Die Bewegung eines einzelnen Wirbelpunktes in einem ebenen,
endlichen oder ins Unendliche reichenden, einfach zusammenhéngenden
Gebiet, das von einer im iibrigen ruhenden oder in Potentialbewegung be-
findlichen Fliissigkeit erfiillt ist, vollzieht sich, wie Routh?') bemerkt hat,
gerade so, als ob der Wirbel ein gewohnliches Fliissigkeitsteilchen einer
gewisgen nicht wirbelfreien Strémung wire, die dasselbe Gebiet -erfiillt.
Die zugehérige Stromfunktion, im folgenden Routhsche Stromfunktion
genannt und mit y bezeichnet, hingt wesentlich von der Begrenzung
des Gebietes ab und ist von diesem Gesichtspunkt aus neuerdings von
Caldonazzo?®) behandelt und zum Ausgangspunkt von Gleichgewichts- und
Stabilitdtsuntersuchungen gemacht worden. Die Bedeutung der Routh-
schen Stromfunktion liegt darin, daB sie bei konformer Abbildung des
(ebietes in einfacher Weise transformiert wird; daB sie also die Wirbel-
bahn in dem Bildgebiet ergibt, wenn diese in dem gegebenen Gebiet be-
kannt war.

Die Bewegung einer endlichen Anzahl von Wirbelpunkten in einer
die ganze Ebene erfiillenden, sonst ruhenden Fliissigkeit hat Kirchhoff?)
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im AnschluB an Helmholtz untersucht und eine im folgenden als
Kirchhoffsche Bahnfunktion £ bezeichnete Funktion der verinderlichen
Orter simtlicher Wirbelpunkte eingefiihrt, durch deren Differentialquotienten
nach den Koordinaten sich die Geschwindigkeiten der Wirbelpunkte dar-
stellen lassen.

Die folgende Untersuchung beschiftigt sich mit der Bewegung einer
endlichen Anzahl von Wirbelpunkten in beliebigen, von Potentialstrémung
erfilllten, einfach zusammenhingenden Gebieten. Es zeigt sich, dafi in
diesem Fall fir jeden einzelnen Wirbel eine Rowuthsche Stromfunktion
existiert, die in derselben Weise wie bei esnem Wirbel bei konformer Ab-
bildung transformiert wird; allerdings werden hierdurch nicht mehr die
endlichen Gleichungen der Wirbelbahnen gegeben und transformiert, son-
dern ihre Differentialgleichungen. Ferner ergibt sich stets die Ewistenz
einer Kirchhoffschen Bahnfunktion, welche in shnlicher Weise trans-
formiert wird, deren Kenntnis die Kenntnis der Routhschen Funktionen
fiir simtliche Wirbel ersetzt und welche auBerdem zur Aufstellung gewisser
Integrale fithrt, die in manchen Fallen zur Auffindung der Wirbelbahnen
und des Verlaufs der Bewegung geniigen.

2. In einem einfach zusammenhéngenden Gebiet 7' soll eine ein-
deutige oder auch, wenn das Gebiet den unendlich fernen Punkt enthilt,
zyklische Potentialstrémung herrschen:

Wo(8)= @ (& 1)+ ¥ (&),

in der an den n Stellen { =y, ==a, 4 if, freie Wirbel vorhanden sind.
Ihr komplexes Potential

(1) W, = @+ iy, =— T 1g ({ — n)
ergibt das Geschwindigkeitspotential ¢, und die Stromfunktion v, :

Q= U, arctg;l:ﬂ"' tpk=—,uklg\/(?* “k)2+(’7“:3k)2;

— g 4

@+ 3% soll im allgemeinen mit der Zeit verdnderlich sein, nicht indem
es die Zeit unabhingig enthilt, sondern indem es von dér augenblicklichen
Lage der Wirbelpunkte w,(e,, 8,) abhingt; das ist namentlich dann der
Fall, wenn sich ‘auBerhalb 7', ‘als singulire Stellen von W, noch weitere
freie Wirbelpunkte wj befinden, die als Bilder der Wirbel w, aufzufassen
sind und sich unter dem Einfluf der w, bewegen, wie diese sich unter
dem ihrigen,

AuBler den freien Wirbeln koénnen feste Singularititen in 7', zu-
gelassen werden.

Dann ist die Bahngeschwindigkeit eines Wirbels w,:
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doz;;__ Fa!{’} ! {ay),_]
dr )Lii;; §=“k+2 FERIET
i

=By =5
(2) ) & N=Py
b [T T2y
dt 7 LEElE=e T Ly € ls=q
y=p w= gy

Bei der Summation ist der Index 7 =k wegzulassen, was durch den Strich
am Summenzeichen angedeutet ist.

Setzt man die Entfernung

\//(“i — “k)g 4 (51 — ﬁk)2 Dk

g0 wird
"o i] . Pooelgois
2 = = 2
(8) UL
! 31{’:} . ' oolgon
= 3 G o=+ X
i n=h, [
Die zweiten Teile der Ausdriicke fiir die Bahngeschwindigkeiten %%‘, %ﬁ"

lassen sich also durch Differentialquotienten einer Funktion nach 8, und
— @, darstellen; ob entsprechendes fiir die ersten Teile gilt, 148t sich nicht
unmittelbar ersehen, da diese «,, 8, aufler in den Werten von &, 7 auch
unabhéngig enthalten konnen.

Wenn jedoch fiir die Bahngeschwindigkeit eines Wirbels w, Gleichungen
von der Form gelten: .
(4) dox _ On LI

at o8’ at FP

s0 nenmen wir y, eine Routhsche Stromfunktion.

In zwei Fillen 138t sich die Existenz einer Routhschen Stromfunk-
tion sofort erkennen:

2) Wenn das Gebiet T, die ganze Ebene ist und & + ¢ ¥ ein in der
ganzen Ebene mit Ausnahme fester singulirer Punkte reguléres komplexes
Potential; dann ist ¥(£,%) von den «,, §; unabhingig und folglich:

[3@’(5_,_71_)] __ 0% (ox, fr) 1'6’1’(5_,12} _ 0% (o, Br)
0& §=ap oty ’ L oy ix=ay afe !
=131g ’?-"—‘:8;‘
Es exigtiert also fiir jeden Wirbel eine Routhsche Stromfunktion:
(5) o= F{(e.b) "Z’ #; 18 04
i

b) Wenn 7', die obere Halbebene (y > 0) ist und wenn sich & +i¥
aus einer zur x-Achse symmetrischen, in der ganzen Ebene bis auf feste
singulire Punkte reguliiren Potentialstromung @, + i ¥, und aus der von
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den Spiegelbildern i, der Wirbel w, von 7', an der =-Achse hervor-
gebrachten, mit der Zeit verinderlichen, von den «, §, abhingigen in T,
regularen Potentialstréinung additiv zusammensetzt. Bezeichnet man nim-
lich den Abstand eines Wirbelpunktes w; von dem Bildwirbel @, von w,
mit g,

Sik?

bo= G =\ — e) + (B R, =25

und fiihrt die Stromfunktion der Potentialstrémung ein:

W ¥4 Y lgy/(E— )+ (n+ )

g0 wird
aﬂ W, (e, ) ' 3lgBu |
[377 f=apOp +2 Y T
n=Fy ‘
(;qr] _ 0 (o, ) 17 @ lgon
Gt b= T2 Mg
7Fzﬁk ¢

Es existiert also wieder fiir jeden Wirbel eine Routhsche Strom-
funktion:
, -
(6) X = %(“k’ﬂk)—}"Z /‘ilg‘:;%‘i‘%k lg 8.
i

3. Routh hat sich, von allgemeinen Bemerkungen iiber die Bewegung
mehrerer Wirbel in 7', abgesehen, auf den Fall beschrinkt, daB nur ein
freier Wirbel in 7, vorhanden ist. Dann gibt y = const. die Wirbelbahn.
Die Untersuchung des zeitlichen Verlaufs der Bewegung erfordert eine
Elimination und eine Quadratur. Beim Vorhandensein von n Wirbeln
in 7'y ermdoglichen die n Funktionen y, die Aufstellung der 27 Bewegungs-
gleichungen; diese enthalten die 2% Koordinaten und die Zeit und lassen
ohne Integration nur die Geschwindigkeiten in jedem Zeitpunkt bei ge-
gebener Verteilung der Wirbelpunkte erkennen.

Indessen werden die Funktionen y, bei konformer Abbildung des Ge-
bietes 7', auf ein Gebiet T genau so transformiert, wie das Routh fiir
die Funktion y nur eines Wirbels angegeben hat. Wird die Abbildung
durch die Gleichung [ = f(z) geleistet, wo f(2) in T' regulér und eindeutig
ist, so geht aus W,({) ein neues komplexes Potential W (z) hervor, das
in dem betrachteten Zeitpunkt die Geschwindigkeit aller reguliren Fliissig-
keitsteilchen in 7' erkennen 148t. Die Abbildung ordnet auch in dem be-
trachteten Zeitpunkt jedem Wirbelpunkt y, =e, + ¢f, einen Bildwirbel
¢, =a, +ib, zu, wobei unter den die Gleichung y, =f(¢,) erfiillenden
Werten ¢, derjenige zu nehmen ist, der in das Gebiet 7' fallt. Dieser
Wirbel w, in T ist also im allgemeinen nicht als das alleinige Bild des
Wirbels w, in 7', aufzufassen; seine augenblickliche Bewegung wird des-
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halb auch nicht durch die Potentialstromung geleitet, die durch die kon-
forme Abbildung aus der Potentialstromung Wi{l) hervorgeht, welche die
Bewegung des Wirbels w, in 7', leitet und welche aus 77 ({) durch Weg-
lassung von w, hervorgeht:

Wo (£) =W, (8) +im, Mg (L~ )

sondern durch diejenige Potentialstromung W'(z), welche aus der Bild-
stromung W (z) von W, ({) durch Weglassung des Bildwirbels w, in T
entsteht:

W' (z) = W(z)+iulg(z —¢,).

Weil infolge der Abbildung W (2) = W,({) ist, wird
(7) W' (z) = Wo (£) — ip, Ig LI =T l0),

Z—CL
Dabei ist zu bemerken, daB W'(z) und W, ({) an den Stellen 2=,
bzw. { =y, regulire Funktionen sind.
Jetzt ergibt sich der Zusammenhang zwischen der Bahngeschwindigkeit
des Wirbels w, in 7' und seines Bildwirbels w, in T'; erstere ist

deg  .dp, . [dw/
dt 'bdt = Uor 1y = ac ¢=7'k,

’
day _ .dbe U~ 1Y, = [_‘UY,L“%,

letztere

P T d
Durch Differentiieren der Beziehung zwischen W'(z) und W, (¢) folgt:

. , ag -
U, — 40, = (u0k —_ q,ka) [_CZ—Z]z— — 1 uk lim = dz o fjﬁi_fc;ECk) .
=0
Wegen

M1 pr(e) 4 5 (2~ e)F" () +
ergibt sich

i 7 (e)
2 o)’

Setzt man jetzt, um reellen und imagindren Teil zu trennen,

U ""”k“(“ozc 105,07 (€) —

(k) d{en+ifi) Z;:+ BB b iafrk

d(ax+iby) Yoan T 3k, "Ehy

und anderseits auch
Fle) =|f (e)] e,

L) & (g1 (601490 = T8l (0)]| — i, 810

so ergibt sich .
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. a8, d ey, . ap, &g
Uy, — 1V, = (uokdb ‘voké—b—>—}—m<u =k g T—)

— (i g (0| + o Tl (e ) -

Wenn jetzt in 7', eine Routhsche Stromfunktion y,, fir den Wirbel w,
existiert, wenn also

. 0% — _ P2
Upp = ap ’ Vor =~ 3o
ist, so folgt
91 IZ ay, e @
= Bbok 2k ab 5817 (e)l U= aaokk'*‘ 3 Ba,,,lg1f (ee) -

Hs existiert also auch fiir den Wirbel w, in T' eine Routhsche Strom-
funktion y,, aus welcher sich die Bahngeschwindigkeiten

alk . S 1n
Uy = 0 bk Y= dax

ergeben und welche aus y,, durch die Transformation

(8) 1= tor— 21811 (¢,)]
erhalten wird.

Ist speziell Ty die obere Halbebene, so ist die Routhsche Strom-
funktion im Bildgebjet 7' fiir den Wirbel w, nach (6)

8a “’”‘ Prlg P

(8a) o= Yol 131:)‘!“2! g T (on)]

wo fiir o, B, zufolge der Abbildungsgleichung y, = f(¢,) die GroBen a,, b,
einzufithren sind. Damit st die Eaistenz wvon y, fir jedes einfache zu-
sammenhdngende Gebiet T nachgewiesen und seine Auffindung auf die
Aufgabe zuriickgefiihrt, T konform auf die Halbebene abzubilden.

4. Eine Funktion 2(a,, b, a,, b,, ..., a,, b,) der Koordinaten sims-
licher Wirbelpunkte soll Kirchhoffsche Bahnfunktion heiffen, wenn sich
aus ihr die Geschwindigkeitskomponenten der Bewegung simtlicher Wirbel
mittels der Gleichungen

dap, 80 db, 20
(9) Mg =35 a5

ergeben, wenn sie also mit den Routhschen Stromfunktionen simtlicher
Wirbel durch die Gleichungen zusammenhéingt:

02 D1 B.Q___ 2%
(10) dm Mria an = Many

Ihre Existenz ist in zwei Fillen unmittelbar zu erkennen:
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a) Fir die Bewegung von Wirbeln in der ganzen Ebene, in der aufler-
dem eine bis auf Punkte regulire Potentialstrémung herrscht:

(11) Q- A\-’IILL Ve, py) — A\;'Z:”u “w1go,, -
i vk
wie der Vergleich mit (5) erkennen ldBt. Dabei ist die Doppelsumme so
zu bilden, daBl von zwei Summanden, die «ich nur durch die Reihenfolge
der Indizes unterscheiden, nur der eine auftritt.
b) Fiir die Bewegung von Wirbeln in der oberen Halbebene laBt (&)
die Kirchhoffsche Funktion

(12) Q- Yl g+ N D lg it N f igf,
erkennen. * P ’

Allgemein 1a8t sich zeigen, dafl durch konforme Abbildung eines (ze-
bietes 7';, in dem eine Wirbelbewegung besteht, welche eine Kirchhoffsche
Funktion £, besitzt, wieder e¢ine Wirbelbewegung in einem Gebiet T' ent-
steht, fiir welche eine Kirchhoffsche Funktion 2 existiert,

Sel in T

C Xok ”!_Jo D ow _ 4,

M T e “”8,3,_ TR
8o ist fiir beliebiges &
Q0= 1ot + F' (1, B),
wo F’ eine von den Koordinaten simtlicher Wirbelpunkte auBler w, ab-
hangige Funktion bedeutet.
Durch Anwendung der Routhschen Transformation (8) ergibt sich in T':

oty =S — F ( «, B;) — "]i (Ck)'

Fithrt man jetzt eine Funktion  mittels der Gleichung
i ,
(13) 2=0,— 2" lglf'(e)]
B
ein, so gilt fiir jeden Wert von k eine Gleichung von der Form:

Sy Xy = 82— F' (e, 8 +2 tlgl

wo der Strich am Summenzeichen das Fehlen des Summanden mit dem
Index { =k anzeigt. Also ist
ax, 082 dx, 082
'“kaak dar’ ’17‘01);‘ 20
d. h. die durch die Transformationsgleichung (13) definierte Funktion £
ist Kirchhoffsche Bahnfunktion fiir die Wirbelbewegung im Gebiet 7.
Mathematische Zeitschrift. X. 16



238 M. Lagally.

Nimmt man wieder fiir 7', die Halbebene, so folgt, daB fiir jede Be-
wegung von Wirbelpunkien in einem einfach zusammenhdngenden, auf
die Halbebene konform abbildbaren Gebiet T, in dem auBerdem eine bis
auf feste singulire Punkte regulire Potentialstrémung herrscht, eine
Kirchhoffsche Bahnfunktion Q existiert.

Diese 1afit sich nach (12) und (13) allgemein angeben:

(14) ‘Q Z:u’k O(ak’ﬂk +z Zluuu’k gi::+2 lf (C)I

Die Hauptbedeutung der Funktion £ besteht darin, daB die Gleichung
(15) £ = konst.

ein Integral der Differentialgleichungen der Wirbelbahnen ist. Multipliziert
man nimlich die Gleichungen (9) mit db, bez. — da,, so folgt

76.(2
= aa,,

o0
da,+ 25,40, —d2 = 0.

5. Die anderen von Kirchhoff fiir die Bewegung einzelner Wirbel
in der ganzen, von im iibrigen ruhender Fliissigkeit erfiillten Ebene auf-
gestellten Integrale gelten nicht fiir begrenzte Gebiete. Immerhin ergeben
sich einige Anwendungen.

Definiert man durch die Gleichungen:

kZﬂk'x0=4:Jn“‘kak’ %’Y/"k'yozgﬂkbk

den Schwerpunkt x,, y, eines Wirbelsystems, so geben nach (9) die
Gleichungen

da‘ ady, o
seine Geschwindigkeit.
Fiir die Wirbelbewegung in der Halbebene folgt aus (12), wenn die

Potentialstromung ¥, fehlt oder hdchstens eine Translation parallel zur
%-Achse ist:

(16) ‘;3# =0, also Z,ukbk' = konst.
&

Der Schwerpunkt bewegt sich also auf einer Parallelen zur Grenzgeraden
der Halbebene.

Ein &hnlicher Satz gilt fiir die Bewegung in einem durch einen Kreis
begrenzten Gebiet. Die obere Halbebene wird auf das AuBere oder Innere
des Einheitskreises durch die Gleichung

{=1(z)=
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abgebildet. Die Funktion 2 ergibt sich durch Spezialisieren von (14).
Bei Einfithrung von Polarkoordinaten

@y, = 7,C08 @, ; b, = r sing,
wird

—2rric08 (@—g;) + rirg
VT My k * k
(17) 2= 2,“;. “;.,,31;)”[”224 3 e r-erZ 27, 1% co8 (@ — @x)
+2‘;1g(r;~1).
k

Die Bewegungsgleichungen (9) gehen iiber in
d e 0 Q. do, 28

(18) MeTe g Tage M gy iy’

Wenn ¥, fehlt oder doch von ¢ frei ist, wird nach (17)
(19) -;?—— 0; also Zykrk 57 == 0 oder Z,uk = konst.

Das polare Trdagheitsmoment des Wirbelsystems in bezug auf den Krets-
mittelpunkt dndert sich im Lauf der Bewegung nicht.

Unter Benutzung der Integrale (15) und (19) 1a8t sich die Bewegung
zweier Wirbel in einem von einem Kreis begrenzten Gebiet in &hnlicher
Weise auf Quadraturen zurickfihren, wie das Groblit) fiir zwei Wirbel
in der Halbebene gezeigt hat.

Ist allgemein die Bewegung nur zweier Wirbel in einem Gebiet 7' zu
untersuchen, so kann die Gleichung 2(a,, b,, a,, b,) = konst. als Ausdruck
einer Beriihrungstransfc®mation aufgefalt werden. Wenn nun die Bewegung
des einen Wirbels bekannt ist, so erfordert die Bestimmung der Bewegung
des anderen nur Eliminationen.

4) Vgl. FuBnote 9).

(Eingegangen am 7. August 1920.)



