
Uber eind partikullire Liisung des biharmonisehen 
Problems fiir den Aufienraum der Ellipse. 

Von 

Theodor P5schl in ~ag. 

1. u 
Im Anschtug an die einschl~gigen Axbeiten yon M a x w e l l  hat 

F. K l e i n  schon vet  lgngerer Zeit eine geometrische Auffassung zur LSsung 
yon ,,ebenen" Spannungsaufgaben gegeben, die daraufhin yon einigen seiner 
Schiller, insbesondere yon W i e g h a r d t  1) und T i m p  e ~) ausfiil~lich dargestellt 
und an vielen BeispieIen erlSuter~ wurde. Insbesondere hat F. K l e i n  
gezeigt, dal3 die ).ulgabe, die Spannungsverteitung zu finden, welche in eine~ 
einfach zusamment~ngenden, homogenen, elastiseh-isotropen Seheibe dutch 
ein am Rand angreifendes Gleichgewichtssystem yon Kr~f~en erzeugt wird, 
identisch is~ mit der Aufgabe: Man konstruiere zungchst die - -  bis auf 
eine beliebig hinzuzufiigende Ebene vSllig bestimmte --  (abwiekelbare) 
,,~uflere Belasttmgsfls "s) und sodann diejenige Fls V ~ ~ (x,  y), die 
sieh fiber den Scheibenrand iiberall stetig und olme Knick an diese Fl~iche 
ansehliegt, und fiber dem Innern der Scheibe iiberall der DifferentiatgIei- 
ehung AA V ~ - 0  geniigt; die Spannungen selbst sind dann gegeben dutch 
die Gleichtmgen: 

(1) X~ = v2u~, Y~ = v ~ ,  X u - -  - -  W.y- 

1) ggl. Klein und Wiegha rd t ,  Uber Spannungsfl~ehen und reziproke Dia- 
gramme, ,nit besonderer Beriicksichtigung der Maxwellschen Arbeiten. Archly d. 
Math. HI. Reihe, 8 (1904), S. 1 und 95 and die deft angegebene Literatur. 

o.) Probleme der Spaanungsverteilung m einem System, einfa~h gelSst mit Hflfe 
der Airysehen Spannungsfunktion, Zeitschr. f. Math, 52 (1905), S. 348. 

a) Dieser Ausdruck wurde yon P. Funk eingefiihrt, vgL dessert Arbdten: Uber 
ein~ geometrische Auffassung bei Aufgahen iiber Fachwerke, Sitzangsberiehtr d. 
Wiener Ak. d. W., IIa, 127 (1918), S. 1 mad dessert Bueh: Die lineaven D~fferenzau- 
gleiehungen u. ihre Aawendnng in tier Theo~ie der Baukon~trak~nen~ Bertia, 
Sp~ingex, 1920. tterrn Dr. Funk  habe ieh aueh einig~ Itiaweise za ve~n~on ,  die 
mir bei der Ausfiihrung dieser Arbeit yon Nutzen waren. 



90 Th. PSschL 

Die FunI~on  V = V ( x ,  y) wird die zu dem Problem gdhSrige Airysche 
Funktion genarmt. 

Nach dieser Methode ist es leieht, die Airysehe  Funktion ffir den 
Fail eines kreisfSmigen Loches in einer unendlich ausgedehnten Platte 
anzugeben, wie dies zuerst von FSpp14) geschehen ist. Die vorliegende 
A~beit enthiilt die LSsung fiir das anatoge Problem des e l l ip t i schen  Loches 
in einer unendlich ausgedetmten Seheibe und zwar fiir b eliebige NeAgung 
der ZugrJchtung gegen die Achsen der Ellipse. ttierzu verwenden wit 
naturgem~l~ elliptische Koordinaten and entwickeln zu Beginn die Aus- 
driicke flit die dutch die Airysche Funktion ausgedriiekten Spannungs- 
komponenten in orthogonalen krummlinigen Koordinaten, die sich durch 
Verwendung der iibliehen invarianten Schreibweise in einfachster Art er- 
geben; die betreffenden Ausdriicke fiir die Spannungskomponenten sind 
iibrigens zuerst yon Miehe l l  5) angegeben worden. 

2. Die Spannungskomponenten in orthogonalen krummlinigen 
Koordinaten. 

Wir setzen zuns allgemein einen n-dimensionalen Raum voraus 
und legen das Bogenelement dutch den folgenden Ausdruck restS): 

(2) d s  ~" = ai~ d x(*3 dxC~); 

ferner sea X O. das zu diesem d s  • kovaxiante doppelt symmetrische System 
-- d .h .  der Spannungstensor, -- das die Spannungen auf die SeAtenil~hen 
des infinitesimalen Polytops gibt, welches dutch die Hyperit/ichen 
x (t~ -= konst., x r + d x  (j) = konst . . . . .  , x ~"> = konst., x( ' )  + d x  (~) = konst. 
begrenzt wird. Bezeichnen ferner X~j z die kovarianten ersten Ableitungen 
yon Xij naeh x a), weiters ~ die Komponenten dex Massenl~fte nach 
den x a), und ~ die Diehte, dann schreiben sich die GleAchgewichtsbedin- 
gungen im System der x (~), wie Ricc i : )  gezeigt hat, in fotgender kovari- 
anter Form: 
(3) e F~ --~ a(~Z) X i j z  = 0; 

wie iiblieh bedeutet dabei a~)  das dutch a ~ l ajz" dividierte algebraische 
Komptement yon act in der Determinante a;  und atso 

a) S. etwa: Drang und Zwang 1, S. 304-306. 
~) Prec. Lend. M~h. Sor 31 (t900), S. 100-124. 
~) Uber gleiehe Indizes is~ -- wie iiblich -- stets zu summieren. 
~) M l e  Derivatione eovaria~i e contravariam~ e det tore use netla analisi 

appli~ta, Studi offerti dalta Universit& Padovana alla Bolognese nelt'ot~avo eentenario 
eee, S (1888), S. 1--28. Vgl. aueh Ricei u. Levi-Civita,  Mef~hodes de eateul diffe- 
rentiet abso!u et leurs applications, Math. Ann,, 54 (1899), S. 125. 
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Fiir den Fall zweier Dimensionen und unter Annahme fehlender 
Massenkr~te und orthogonaler Koordinaten, auf den wir im folgenden 
Bezug nehmen, erhalten wit die zwei Gleichungen- 

{ a(~l)Xlll -~- a(~)X12o = 0, 
(5) a (II) X~l ~ -~ a (~e) X ~  : 0. 

Ebenso wie bei rechtwinkligen kartesischen Koordinaten l~l~t sich 
dutch Ausfiihrung der angegebenen Operationen erkennen, clai~ die drei 
GrS~en X l l  , X ~  ~ X~l uncl X ~  durch die zweiten kovarianten Ablei- 
tungen einer Airyschen Spannungsfimktion yJ _~ y~(x (I), x(2)) in folgender 
Form dargestellt werden kSmuen: 

a (~) a (~) 
(6) x . _  

Schreiben w~r flit die kmmmlinigen Koordinaten x (1) und x (-~) jetzt 
und ~, und flit die Spannungskomponenten selbst (in ider Loveschen  Be- 

sammen s). 

and dabei ist zu setzen 

{ y~ i j  ~ oV, 
(8) ~{_i-- ax, ~w~ q ) axq " 

Die dutch (7) gegebenen Ausdrficke ergeben sich auch direk~ dutch 
kovariante Ausfiihrung der in (1)gegebenen zweiten Differentialquotienten. 
Ausfiihrlich geschrieben lauten die Ausdriicke fiir die Spannungskomponen~en 
durch die Spannungsfunktion ~ (vgl. M i c h e l l  a. ~. 0.),  wenn wit noch 

all -~ h~, ae~ -~- h~ setzen, 

1 ~y~ 1 ~b~ ~y~ 1 8h e ~y~ 
. . . . . . .  , 

~-- 1 ~ 1 ~h~ ~y~ I ~h e ~ 
+ . 

s) Die ersten Teile der Gleichungen (7) ( ~  Bezugna.hme auf die Spannungs- 
funktion) sind schon yon Bet t rami  gegeben worden: SulF uso delle c~ordinate 
clrrvilinee, Mere. delr Ace. eli Bologna, Serie IV, t. VI, S.401-448. S. ~uch Rieei,  
a. a. O. S. 21 (S. Anna. '), Delle Derivatione. ~.). 
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Beil~ufig sei bemerk~, dag die (lurch die Gleichungen (6) gegebene 
Darstetlung der Spannungskomponenten dutch die kovarianten Ableit~mgen 
einer bestimmten Funl~ion ~ nur dann mSglich is$, wema das Krfimmungs- 
mag yon (2) identiscah ve~schwindet. 

Xtmlich wie ~iir den Fail kartesischer Koordinaten l~l~t sieh auch fiir 
beliebige Koordinaten ~, ~ zeigen, dat~ y~-~ y~(& V) ira ganzen Gebiete 
der Gleichung d A ~ = 0 geniigt, welche Gleichtmg in den Koordinaten 
und ~ zu schreiben is~. 

3. L~sung der Spamaungsau~gabe fiir d a s  e l l i p t i s c h e  Loeb. 

In einem unendiich ausgedehnten Blech sei ein Loeb in der Form 
einer Ellipse vorhanden, deren Achsen wit mit x, y beze~chnen (Fig. 1). 

\ Die Belastung sei im Unendlichen ein 
"9' \ einfacher Zug, der gegen die gro~e Achse 

\ \ \ }/ unter dem Winkel • + g geneigt ist. 

\ \ Naturgem~l~ fiihren wit elliptische Ko- 
ordinaten ein dutch die komplexe Ftmk- 
tion: 

(10) 
so dag 

r x = c ~o[ ~ cos ~, 
(10) I y -~  c~ i~  ~sin ~. 

In diesem Falle ist 
i ,~ s  

Fig. 1. hi = hl = :~ (~oi2~ --- eos2~), 

und die Gleichuag Azl~/J = 0 aiming, wenn 

gesetzt wird, die Form an: 

= 4 [(~oi 2 ~ -- cos ~ V)zt*zJ*~o 

. t?A*~, &4* ,2'~ 

Die gegebene Ellipse sei dutch den Weft ~ = ~o gekermzeichne~. 
Wit denken uns unter dem Winkel a gegen die x-Achse die x'-Achse 
eines neuen Systems (x', y ' )  gelegt, dann wird der angegebenen Belastung 
tier foIgende Ansagz far die Spannungsfunk~ion im Unendliehen entsprechen: 

v2 y x  " ~ ( x c o s a ~ y s i n a )  ~, 
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oder in den neuen Koordinaten ~, r/ geschtieben (flit ~--*oo) 

(12) + 

Im  Unendlichen mul~ sonach die Differenz der zweiten kovaria~ten 
Ableitungen der gesuchten Funktion und der zweiten Ableitungen von (12)  
gegen Null konvergieren. 

Als weitere Grenzbedingungen sind ferner in Ubereinstimmung mit  
der in der Vorbemerkung angegebenen Methode die folgenden anzusetzen, 
da im Innern des elliptischen Loches keine Spannungen herrsehen, dort 
also die /iu{~ere Belastungsfl/iche eine Ebene ist, 

(13) ~ -~ konst, und ~ -  : 0 flit ~ ~o 9). 

Was die gesuehte LSsung betrifft, so ist yon vornherein ra  erwarten, 
da$ sie sich nur aus Funktionen yon der Form 

zusammensetzen wird, somit kommen nut die folgenden Potentiale 

~, ~o~ 2 ~ eos 2 ~, ~ i n  2 ~ cos 2 r], t~o~ 2 ~ sin 2 ~/, t.~irt 2 ~ sin 2 

und die folgenden Bipotentiale 

~ o ~ 2 ~ + r  ( ~ r ' 2 ) ,  ~ i r t2~ ,  s in2~ 

in Betracht, wobei die zwei letzteren, wie man leicht best~itigt, die ein- 
zigen LSsungen von (11)  shad, die nut von ]e einer der beiden Ver~inder- 
lichen ~ und ~ abh~ngen und nicht zugleieh aueh eigentliche Potentiale sind. 

Die dutch (12)  und (13) gegebenen Grenzbedingungen fiihren un- 
mittelbar auf die folgende Form von y~: 

Pc~ " 2e~e -2(~-~~ 2(~o~ 2~: o -~ cos 2a) ~ (14) y~ ~ ~ -  ( ~ u t  2~ ~ cos 

+ [~0~ 2(~ -- ~ o ) -  1 ] e~~ 2 (~ --  e)}. 

Von besonderem Interesse ist nun die GrSt~e der sogenannten Tan- 

gent ia lspannung l~ngs des elliptisehen Loehes, die sieh naeh (9) flit ~ = $o 
in iolgender Gestalt  ergibt~~ 

~iu 2 ~o -- cos 2~e 2~~ ~ cos 2 (~ -- ~z) 
(15) ~ - -  P ~oi 2~o- cos ~ 

9) Na~h den fibliehen Methoden w~re noch der Eindeutigkeitsbeweis zu er- 
bringen, doch glauben wit dies hier iibergehen zu kSnnen. 

s0) Die yon G. Kolosoff  in seiner Arbeit: Uber einige Eigenschaften des 
ebenen Problems der EIasffmit~tstheorie [Z. f. Math. 62 (1904), S. 384--409], S. 404 
auf schwer kontrollierbarem Wege fiir den Sonderfall ~ = 0 gefundene Formel stimmt 
mit G1. (15) rAeht iiberein und diirfte unriehtig sein. 
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Wie man Ieicht nachreehne~, treten die grS$ten Werte yon ~-~ nur 
flit a = ~ in den Endpunkten der grogen Achsen der betreffenden Ellipsen 
auf, fiir andere Werte von a tiegen die Maxima nicht mehr in diesen 

b 

~r i ~ i~ ~~ (r 

| ! | I t 1 '  
i | I i I  

f t I I I 

/ I  , , t /, ! ~  

i I 

I ,  i ~ 1 

Fig. 2. 

Punkah. In Fig. 2 sind die Werte von ~-~ in den Endpunk~en der Achsen 
der ElIipsen aufgetragen, und zwar fiir verschiedene Werte des Winkels a. 
Aus dieser Figur ist ersichtlich, da$ sich die groBen Ellipsen wie K_reise 

F i g .  3,  

"l 
I 

-7"'~ 

s$c~ 

v~.7$/z 
_~_ x 

verhaIten, die Span- 
hung an den End- 
punkten ihrer groBen 
Achsen ist (wie beim 
lrreisfSrmigen Loeb, 
s. u.) 3p ,  an den 
Endpunkten der klei- 
nen Achsen -- p .  
Mit zunehmender 
Schlankheit der EI- 
tipsen nehmen dlese 
Werte an den End- 
punkah der grol~en 
Aehsen fortgesetzt 
fiber aIle Grenzen zu. 

In Fig.3 isg dieSpannungsver~eilung I/i~gs des Umfanges der Ellipse ~o= 0,5 
f~Ar vexs~iedene Werte des Wir&els a als ti~anktion der Ahszissen aufgetragen. 
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Fiir ~o = 0 erhalten wit den 
Fall des uuendlich sehmalen 
Schlitzes, flit' den iiberdies in 
Fig. 4 die Spannungsverteilung 
ls des Randes fiir mehrere 
Werte yon cr noch besonders 
herausgezeiehnet ist. Im End- 
punkt des Schlitzes (~ : 0) er- 
gib~ sieh, was vorauszusehhen ist, 
fiir alte Werte yon a : ~ ~1 ---~ cc 
aul~er fiir e ~ 90 ~ d. h. wenn 
der Schligz parallel zur Zug- 
richtung ist> fiir welchen Fall 
~ ] ~ : : p  fotgt. Fiir a = 0  ist 
r ] ' -~-~-- l ,  nut  an den End- 
punkten folgt ~'--~ = ec. 

U 

Fig. 4. 
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4. Allseifiger Zug. 

Denken wit uns zwei Spannungszust~nde iibereinandergelagert, die 

den Werten der Funktion ,~ nach (14) fiir tz und a -~-~  entsprechen, so 

erhs die Spannungsftmktion, die jetzt mit  ~ bezeichnet werde im Un- 
endlichen den Wert 

_pc e ~2~ 

Die Addition der betreffenden Wexte yon yJ liefert unmittelbar den ein- 
fachen Ausdruck 

also unabh~ngig yon '1, w~hrend die Spannungskomponenten selbs~ wieder 
dutch die Gleichungen (9) gegeben sind und yon y abh~ngig bleiben. 

5. grbergang zum kreisf~rmigen Loeb. 

Um aus (14) die analoge Form yon y~ fiir den Fall des kreisf5rmigen 
Loches vom Halbmesser a zu erhatten, ist es er~order]ich, den Gream- 
iibergang flit c - ~  0 auszlxfiihren und dabei ~--~ ~ wexden zu lassen, so 
dab gleiohzeitig die folgenden Beding~angen erfiillt sind 

iim c~ ~ f a  2~ = lira ~-~ ~o~ 2~: =- 2 r  ~ 
und ebenso 

lira c~ ~ i n  2~o =- lim e~ ~o [2Q : 2a~ 
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bei diesem Grenziibergang wird ~--~ ~o, so da]] r u n d  7, Polarkoordinaten 
darstellen und 

$ ---* 2 logr,  
ferner folgg 

c ~ [ ~ o i 2 ( ~ - -  $o) - -  1] e~~ =ck'e4~- + e4~o 

2 c2e~ ' 
und dies wird in der Grenze 

2(re--  a~) 2 . 
,1,.2 ~ 

also folgt aus (14) der bekannte Ausdruek fiir den Fall des kreisfSrmigen 
Loches 

(17) v r, -~{r  ~ 2a~logr+ (r~-a~)~ } = - ,.~ e o s 2 . ( ~  - , ~ )  . 

(Eingegangen am 6. Juli 1920). 


