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~ber Graphen und ihre Anwendung auf Determinantentheorie 
und Mengenlehre. 

Von 

D~-~ES KSNm in Budapest. 

Die vorliegende Arbei~ besch~if~igt sich mi~ Problemen aus der Ana- 
ly~s s ~ ,  der Determinantentheorie und der Mengenlehre. Der Begriff der 
Graph~ ist, dasjenige Bindeglied~ durch welches diese Probleme miteinander 
zusammenh~ingen. Die durch geometrische hnschau!ichkeit ausgezeichnete 
l~ethode der Graphen, die auch zur L~sung mancher bier auftretenden 
Fragen ffihr~, wird n~,mlich die ~quivalenz yon scheinbar einander fern- 
liegenden Fragestellungen zeigen. 

w 

Graphen.*) 
Es sei eine endliche Anzahl yon Punkten gegeben; gewisse Paare~ die 

man aus diesen Punkten auswiihlen kann, sollen durch eine oder mehrere 
(endlich viele) Kanten verbunden werden. Eine auf diese Weise entstehende 
Figur wird im allgemeinen als ein Graph bezeichne~. Ein Graph heifl~ 
(in sich) ~sammevzhb~nge~d , falls man auf seinen Kanten yon irgend einem 
seiner Punkte**) zu jedem anderen gelangen kann. Ist der Graph nicht 
zusammenh~ingend~ so zerf~ll~ er in eindeu~iger Weise in.zusammenhiingende 
Teile. In der Trivialit~ dieser Aussage liegt der Vorte/1 gewisser (alge- 
braischer) Anwendungen der Graphen. L~iuf~ aus jedem Punkt dieselbe 
Anzahl yon K,an~en aus~ so hei~ der Graph re~l~ir und diese kons~ante 
Anzahl wird als der Grad des reguliiren Graphes bezeichnek Eine ganz 

*) Vgl. Petersen: ,,Die Theorie tier regulRren Graphs", Ac~a Mathematica Bd. 15 
(1891), S. 193--220. 

**) Nut die ursprRnglich angenommenen Punkte (Knotenpunkte) werden als 
,,Punkte" des Graphes bezeichnek 
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ausgezeichnete Rolle spielen die sogenannten 19aaren Graphen; ein Graph 
wird so bezeichnet, falls jeder geschlossene Linienzug, der aus seinen Kanten 
gebildet werden kann, eine gerade Anzahl yon Kan~en enth~ilt (z. B. das 
Kantensystem des Wiirfels). 

Ein C=rraph ist dann und nur dann ein paarer Graph, wenn man 
seine Punl~te so in zwei Gruppen zerlegen kann, daft nut  Punk~  verschiedener 
Crrutrpen unmi~elbar (dutch eine Kante) verbunden sind. 

In der Tat: ist eine Teilung in zwei solche Gruppen m~glich, so ge- 
hSren die Ptmkte jedes geschlossenen Kantenzuges abwechselnd der einen 
und der anderen Gruppe an; der geschlossene Kantenzug muB also eine 
gerade Anzahl yon Kanten enthalten. Und umgekehrt: ordnet man die 
Punkte, auf einem beliebigen Kantenzug fortfahrend, abwechselnd der 
einen oder anderen Gruppe zu, so kann dies nur dana zu ei~em Widerspruch 
fiihren, fails man auf einen geschlossenen Kantenzug gestoBen ist, der eine 
ungerade Anzahl yon Kanten enthiilt. (Dies gilt auch ffir nicht zusam- 
menhiingende Graphen, nur ist hier die Einteilung der Punk~e in zwei 
Gruppen nicht eindeutig bestimmt.) 

Auf diese Weise k~nnen die ,,nicht zusammenhiingenden" und die 
,,paaren" Graphen symmetrisch zueinander definiert werden, da man die 
nicht zusammenh~ngenden Graphen auch dadurch charakterisieren kann, 
dab ihre Punkte so in zwei Gruppen geteilt werden kSnnen, dab nur zwei 
Punkte derselben Gruppe untereinander unmi~telbar verbunden sin& 

Die Gesamtheit G~ gewisser Kanten des Graphes G, wird als ein 
Faktor k ~ Grades yon G bezeichnet, wenn yon jedem Punkte yon G 
genau k Kanten yon G k auslaufen. Ein Faktor k ~= Grades ist selbst ein 
regul~rer Graph k ~ Grades, seine Punkte stimmen mi~ den Punkten des 
ursprfinglichen Graphes iiberein. Gewisse Kanten yon G bilden also dann 
einen Fak~or ersten Grades, wenn jeder Punkt yon G einmal und nur ein- 
mat als Endpunk~ dieser Kanten vorkommt. Ist G regul~ir und n ~ Grades~ 
so bilden diejenigen Kanten, die in einem Faktor k ~ Grades G k nicht 
enthalten Bind, einen Faktor n -  k ~ Grades, G~_ k. In diesem Falle setz~ 
man nach Pe~ersen: 

G 

Ebenso definier~ man das Zerfallen eines regul~iren Graphes in mehr als 
zwei Faktoren. Stets ist die Summe der Grade der Faktoren dem Grade 
des urspriinglichen Graphes gleich. Im Folgeaden wird besonders die 
Zerlegung ein~s regul~ren Graphes in Fak~oren ersten Grades behandel~ 
werden. 

Jeder Graph zweiten Grades besteh~ aus einfachen (doppelpunkts- 
losen) geschlossenen Linien. Dieser besitzt, wie man sieht, dann (und nut 
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dann) einen Faktor ersten Grades, wenn alle diese gesehlossenen Linien 
eine gerade Anzahl yon Kanten enthalten.*) 

Als eine Verallgemeinerung dieser Tatsache werden wir t~olgenden 
Satz  b e w e i s e n :  

h) Jeder loaare regul~re Graph besitzt einen ~'aktor ersten Grades. 
Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge des folgenden (der jedoeh nur 

scheinbar mehr besagt**)): 

B) Jeder ~aare regut~ire Graph k t~ Grades $erfiiUt in k Faktoren 
ersten Grades. 

Dieser Satz wieder ergibt sich als eine Folge des folgenden: 

C) Laufen in jedem ~u~2kte eines ~aaren Graphes h6chstens k Kanten 
zusammen, so kann man den Kanten des Grazvhes je einen yon k Indizes 
auf solche Weise zuordnen, daft zwei Kanten, die in einem l~unkt zusammen- 
laufen, stets verschiedene Indizes erhalten. 

Der Satz B) ist in der Tat eine unmittelbare Folge dieses Satzes, da 
im Falle eines regul~ren Graphes k ten Grades die Kanten mit denselben In- 
dizes je einen Faktor ersten Grades bilden. 

Ftir den Beweis des Satzes C) wollen wit die Melihode der vollst~n- 
digen Induktion anwenden, die, obzwar sie bei einer Beschriinkung auf 
den Satz B) versagt, fiir den allgemeineren Satz C) unmi~telbar z u m  

Ziele fiihrt. Ist die Anzahl der Kanten ~ k, so ist der Satz nattirlich 
richtig. Wir nehraen also an, dab er stets richtig ist, wenn diese Zahl 

IN is~ und beweisen ihn ffir den Graph G mit _h r Kanten. 

L~13t man aus G irgend eine Kante, e weg, so entsteht also ein 
natfirlich ebenfalls paarer ~ Graph G', dessen Kanten mit den k Indizes 
in einer dem Satze C) entsprechenden Weise versehen werden kSnnen: 
Diese Indizes denken wir an den Kanten yon G' angebracht. Verbindet 
die weggelassene Kante e die Punkte A und B, so ist es erstens mSglich, 
dab irgend ein Index weder in A (d. h. an einer Kante die nach A l~ufl), 
noch in B vorkommt. In diesem Falle kann man.diesen Index der Kante e 
zuordnen und unser Ziel ist erreicht. Wit  kiinnen uns also auf den zweiten 
Fall beschriinken: ein Index, etwa ,,1", der in ~ fehlt (einen solchen muB 

*) Petersen, 1. c., S. 195. 
**) Nimmt man n~mlich den Satz A) Ms rich~ig an, so ha~ der Graph k ~n Grades, 

Gk, einen Faktor ersten Grades G 1 und es ist; ~k ~ G1G~-I, ebenso is~ Gk_ I ~ GI'G~_~, 
Gk_~_-~G('Gk_s,... wo auch (~1', ~1", .-Faktoren ersten Grades sind; endlich 
ist also G k ----G~ G 1' GI"'... G~ k-l) wirklich in Fak~oren ers~en Grades zerlegt. -- Ffir 
eine gerade Zahl k folgt Satz B) unmi~elbar aus einem Satze yon Petersen (1. c., 
S. 200). Es w~.re auch nicht schwer, den Fall einer ungeraden Gradzahl auf diesen 
Fall zurfickzufiihren. Der bier fo]gende Beweis, der auch zu aUgemeineren Resultaten 
fiihr~, is~ jedoch einfacher und macht die Unterscheidung dieser zwei Fi~lle nich~ niitig. 

30" 
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es geben, da in G' hSehstens k -  1 Kanten nach /~ und ebenso auch 
nach A -- laufen), kommt in A vor. Sei welter ,,2" ein Index, der in A 
nicht vorkommt. Sei nun AA a die Kante mit dem Index ,,1". Even- 
tuell gibt es eine Kante A1A ~ mit dem Index ,2", dann vielleieht eine 
Kante A~ A 8 mit dem Index ,,1", eine Kante A 8 A, mit dem Index ,2", usw. 
Wir bilden diesen ,,alternierenden" Weg AA 1A,A~... so welt als nut mSg- 
lieh. Er ist - -  nach der Wahl der Ind~zes ,,1" und ,2" eindeutig be- 
stimmt. Auf diesem Weg kann man keinen Punkt zweimal erreiehen, 
denn w~ire A~ der erste Punkt, der schon einmal passiert wurde, so m~il~ten 
in A, drei Kanten mit den Indizes ,1" oder ,2" vorkommen. Aber auch 
nach A kann man nicht zurfiekgelangen, da dor~ ,2" gar nicht vorkommt 
und ,,1 'c (mit der Kan~e AA1) schon benu~z~ wurde. Endlieh kann men 
auf diesem Weg nieht naeh B gelangen, denn dies kSnnte nur mit einer 
Kante .yore Index ,2" gesehehen (,,1" kommt in B nieht vor) und dann 
wtirde der Weg yon A nach ]3 eine gerade Anzahl yon Kanten enthalten; 
mit der weggelassenen Kante e zusammengenommen w~irde dieser Weg m 
im Gegensatz zu unseren Voraussetzungen einen gesehlossenen Kan~en- 
zug v~ G mit ungerader Kantenzahl ergeben. 

AA1A~.. .  A~ ist also ein doppelpunktsloser beiderseits oftener Weg, 
der den Punkt B nicht enthKlt, und dessen Kanten abwechselnd die 
Indizes ,,1" und ,2" tragen. Wir vertauschen nun die Indizes ,,1" und ,2" 
auf den Kanten dieses Weges, ohne die Indizes der iibrigen Kanten zu 
~indern. Die Verteilung der Indizes geniigt auch naeh dieser Vertausehung 
den Forderungen. Man sieht das unmittelbar sowohl ffir den ersten Punkt A, 
yon wo aus urspr~inglich keine Kante mit dem Index ,2" auslief, wie ffir 
die inneren Punk~e A~ und aueh fiir den Endpunkt A~, yon wo keine 
zweite Kante mit dem Index ,1" oder ,2" auslaufen kann, da sonst unser 
Weg nieht in A, enden k~nnte. :Nun haben wit aber erreieht, da$ der 
Index ,,1" aueh in A nicht5 mehr vorkommt, so alas er der weggelassenen 
Kante e zugeordnet werden kann. 

Damit sind der Satz C) und also auch die SKtze A) und B) be- 
wiesen. 

Bevor wir nun zu den Anwendungen dieser Untersuchungen auf die 
Determinantentheorie und Mengenlehre iibergehen, wollen wir noeh er- 
w~ihnen, da$ unser Satz B) in engem Zusammenhang mi~ einem bekannten 
Problem der Analysis situs selbst steht; dies ist das Problem des Karten- 
f~rbens. Der his heutzutage unbewiesene Vierfarbensatz besag~ folgendes: 
,,Man kann den LKndern einer ebenen Karte je eine yon vier Farben stets 
auf solche Weise zuordnen, dab zwei L~nder, die eine gemeinsame (~renz- 
linie haben, immer verschiedene Farben erhalten." Man kann leieht ~sehen, 
da$ man sieh auf iten Fall beschrKnken kann, wo die Grenzen der Kar~e 
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einen regul~ren Graph dritten Grades bilden und dann ist der Vierfarben- 
satz dem Taitschen Satze ~quivalent,*) der besag~, dab ein solcher Graph 
stets in Faktoren ersten Grades zerf~illt. Nattirlich braucht darum noch 
nicht jeder Graph dritten Grades in drei Faktoren zu zeffallen, denn ein 
Graph kann nur dann als das Grenzsystem einer ebenen Karte angesehen 
werden, wenn er folgende zwei Eigenschaften besitzt: 1) er lii~t sieh auf 
der Ebene (Kugel) so zeichnen, da~ dabei keine (neuen) Schnittpunkte 
auftreten und 2) jede seiner Kanten gehSrt einem doppelpunktslosen ge- 
schlossenen Kantenzuge an. Ohne diese zwei Einschr's "ist der 
Taitsche Satz (Tait-hat ihn ohne diese Einschr~inkungen ausgesprochen 
und als evident erkl~irt**)) gar nieht richtig, wie man dutch zwei Bei- 
spiele zeigen kann.***) - -  Ist aber dieser Graph ein paarer Graph, so ist 
nach dem bewiesenen Satze B) der Satz auch ohne diese zwei Ein- 
schriinkungen richtig. Allerdings ergibt dies nichts Neues ftir das Problem 
des Kartenfiirbens, da in diesem Falle - -  wie Kempet) bewiesen hat - -  nieht 
nut vier sondern schon drei Farben ausreichen. Ftir das allgemeine Problem 
w3ire sicherlich ein wichtiger Schritt getan, wenn e s -  und zwar in ein- 
faeher Weise .. gelingen w~irde, die Graphen yon der Eigenschaft 1) 
dutch innere (kombinatorische)Eigenschaften der Graphen zu charakterisieren. 
Dabei wtirde jedenfalls tier Eulersche Polyedersatz eine wichtige Rolle 
spielen.t~" ) 

w 
Anwendung auf Determinanten. 

Die paaren Graphen kSnnen mit den Determinanten aus ganzen oder 
reeUen Elementen in engen Zusammenhang gebracht werden und zwar 
mit jenen Eigenschaften dieser Determinanten, die nur yore absoluten 
Betrage ihrer Glieder abhiingen und unabh~ngig sind yon den Vorzeiehen, 
die den Gliedern zugeordnet werden. 

Wir woUen uns zun~chst mit solchen Determinanten 

, .  

besch~iftigen, wo die Elemente a~ nicht negative ganze Zahlen sind. Der 

*) Diese I~ntersuchungen sind zusammengestellt z. B. bei Wernicke (Tvfath. 
Ann. 58, S. 413). 

**) Philosophical Magazine (5)~ Bd. 17~ S. 30. 
***) Das eine ist ein merkwGrdiger Graph yon Pete~sen (Interm~diaire des M~th~- 

maticiens Bd. 5, S. 225)~ das andere z. B. ein Graph (ebenfalls dritten Grades)yon 
Sylvester (abgedruckt als Figur 11 in der 5fters erw~hnten Arbeit yon Petersen). 

t) Am. Journ. of Math. Bd. lI, S. 193. 
"~t) Dies habe ich in zwei in ung~rischer Sprache erschienenen Arbeiten ver- 

sucht (Mathematikai ~s termgszettudom~nyi ]~rtesft8 Bd. 29). 
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quadratischen Matrix D kann man einen paaren Graphen G folgender- 
maBen zuordnen. Wit  lassen den Reihen yon D gewisse Punkte 

A1, As, �9 �9 ", A~ . 

und den Spalten ebenfalls n Punkt% 
B,, . . . ,  B. 

als Punkte yon G entspreehen und verbinden jeden Punk~ A~ mit jedem 
Punkt ~k dutch aik verschiedene Kanten. (Es kann aik auch Null sein.) 
Zwei A.-Punkte und zwei B-Punkte werden untereinander niemals ver- 
bunden. Der durch D vollkommen bes~immte Graph G ist in der Tat 
ein paarer Graph~ da auf jedem geschlossenen Kantenzug die Punkte A 
und B abwechselnd aufeinander folgen. Die Zahl der Kanten, die in A~ 
oder B~ zusammenlaufen ist gleich der Summe der i t~ Zeile, bzw. k t~" Spalte 
yon D; G is~ also dann und nur dann reguliir, wenn jede Reihe und jede 
Bpalte won D dieselbe Summe e r g i b t . -  Da weder zwei A-, noch zwei 
~-Punkte untereinander unmit~elbar verbunden sind, so k~innen die Kanten 
eines jeden Faktors ersten Grades yon G folgendermaBen bezeichnet werden: 

A,B,,, ..., A.B,., (K,) 
WO 

q,, i , , . . . ,  i.) 

eine Permutation der Zahlen 1 , 2 , . . . , n  bedeu~et. Dieses (K~) ist dann 
und nut dann wirklich ein Faktor ersten Grades yon G, wenn jede der 
Zahlen 

aa~, a~., �9 .., a~,  
d. h. das Produk~ 

al~ a,~ �9 �9 a.,. 

yon Null versehieden ist. Dieses Produk~ is~ aber'nieh~s anderes, als 
vom Vorzeichen abgesehen --  ein aUgemeines Glied yon 1). Da nun naeh 
Sa~z A) jeder reguliire paare Graph einen Faktor ersten Grades besi~zt, 
sind wit zu folgendem De~erminantensatze geftihr~ worden. 

D) Wenn in einer Determinan~ aus nicht negativen [ganzen] Zahlen 
jede l~eihe und jede Spalte dieselbe positive Summe ergibt, so ist wenigstens 
ein Glied der Determinante yon 2Cull verschieden. 

Nur fiir den Fall, daft die Elemen~e ganzo Zahlea sin~ wurde dieser 
Satz bewiesen~ man kann aber unsehwer zeigen, dab er auch ffir rationale, 
sogar fitr reelle Elemente tiberhaupt riehtig bleib~. Negative Elemente 
dtirfen jedooh nicht zugelassen werden, wie es z. B die Determinan~e 

0 0 1 
0 0 1 
1 1 --1 
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zeigt; jede Reihensumme und Spaltensumme is~ bier 1 und doch ver- 
schwiuden alle sechs Glieder. 

Wit wollen uns noch mit dem spezieUen Fall besch~igen, wo die 
nich~verschwindenden Elemen~e gleich 1 sin& Dann 1/iB~ sich das Uber- 
einstimmen siimtlicher Reihen- und Spaltensummen auch so ausdrficken, 
dab jede Reihe und Spalte dieselbe Anzahl yon Nullon enth~lt. In diesem 
Falle entsprechen verschiedenen Faktoren ersten Grades yon G verschie- 
dene Glieder yon D. Da welter das Verschwinden oder Nich~verschwinden 
der Determinantenglieder nich~ yore Wer~e der nichtverschwindendon Ele- 
mente abhiingt, ergib~ Satz B) den folgenden Satz: 

E) .[st die Anr, ah~ der nichtverschwindenden Elemente in jeder l~eihe 
und Spalte einer Determinante genau gleich k, so gz~t es wenigstens k nicht- 
verschwindende Determinantenglieder. 

(Diese k Glieder kSnnen stets so gewiihlt werden, daft jedes nichtver- 
schwindende Determinantenelement in einem und nut einem dieser Glieder 
enthalten sei.) 

Die Frage, wann es genau k and wann es mehr als k nichtver- 
schwindendo Glieder gibe, ist ftir k -  1 trivial~ und kann flit k-~ i~ 
mit Hiffe des en~sprechenden Graphes soforl en~sehioden werden. Schon 
fiir k ~ 3 fahr~ abet diese Frage (d. h. die Frage~ wie viol Fak~oren 
ersten Grades ein paarer Graph dritten Grades beside) auf viol schwiorigero 
Untersuchungen, die such mi~ dem Vierfarbensa~z in auger Boziohung zu 
sein scheinen. 

Man kann die bier gefundenen Determinantens~i~ze (bzw. den Sa~ B)) 
auch so interpre~ieren: 

F) Sind auf einer quadratischen Tafd mit n ~ ~ddexn kn Figuren so 
aufgestellt, daft jede Reihe und jede Sloalte genau k Figuren enthiilt (dabei 
diirfen mehrere Figuren auf demsdben Felde stehn), so entsteht diese Kon- 
figuration stets dutch ~J'berlagerung yon k solchen Konfigurationen, in denen 
jede Zeile und jede S2alte genau eine Figur enth~ilt. 

Eine analoge Interpretation kann aueh dem Satze C) gegeben werden. 

w  

Unendliche Graphen und Anwendung auf die Mengenlehre. 

Die hier gegebenen Untersuchungen und Anwendungen der Theorie 
der Graphen setzen eigentlich gar keine geometrische Anschauung voraus. 
Anstatt eines Graphes hiit~en wir immer yon einer Menge yon Paaren 

(G) AB, GD, 
die Kanten genannt werden, sprechen k(innen. Diese Paare werden aus 
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gewissen Elementen A, B, C, . . . ,  die Punkte genanng werden, gebilde~. 
Nur muB man bier f~ir die Elemente der Menge G versehiedene ~Multi~li- 
zit~iten zulassen, dem Umstande entspreehend, dab dieselben zwei Punkte 
dureh mehrere Kanten verbunden sein kiinaen. Alle unsere geometrischen 
Begriffe (zusammenhi~ngender Graph, regaliirer Graph, Grad und ge- 
sehlossener Linienzug eines Graphes usw.) k~innen rein abstrakt mi~ Hilfe 
der Menge G definiert werden, ohne dab wir uns auf geometrisehe Ansehau: 
ung stiitzen m~issen. Diese Bemerkung ist wiehtig, da, wenn man sie ein- 
real angenommen hat, niehts im Wege stehg, die ,,Sprache der Graphen" 
auch dann za ben~tzen, wenn die Mengen (A, B, r und (AB, C1), ~t~,...) 
niehg endlieh, ja sogar yon beliebig groBer Miichtigkeit sind. Es w~re 
iiberfliissig fiir diese ,,unendliehen" Graphen die Regularit~g, die Gradzahl, 
die Faktoren~ (gesehlossene) Kantenztige,. usw. besonders zu definieren. Wir 
wiederhole.n nur, dab ein Graph dann zusammenhiingend genannl wird, 
falls man yon irgend einem seiner Punk~e zu jedem anderen dutch eine 
endliche Anzahl seiner Kanten gelangen kann*). Die Tatsaohe~ dab auch 
ein unend~icher Graph auf eindeutige Weise in zusammenh~ingende Teile 
~erf~lt, kann ohne jede geometrische Anschauung leicht bewiesen werden. 

Indem man die Miichtigkeir der Menge der Punkte und der Menge 
der Kan~en keiner Einschr~nkung unterwirf~, verallgemeinert man natiir- 
lieh in hohem MaBe den Begrift des Graphes. hYur eine Einschriinkung 
wollen wit auch weiterhin beibehalten: wir werden uns auch im Folgeaden 
nur mi~ solchen Graphen beschiiftigen, wo die Anzahl der Kanten, die 
im selben Punkte zusammenlaufen, unter einer endliehen Sehranke bleibt. 
Dann werden wir auBer den schon behandelten ,,endlichen" Oraphen nur 
noch mi~ ~,,abziihlbaren" Graphen (so wollen wir die Graphen mi~ einer 
abziih!baren ~enge yon Kanten kurz bezeiehnen) zu Inn haben. Es gilt 
n~mlich ~der Satz: 

G) iBleibt die An~ahl der Kanten die im selben ~unkt ~usammenlaufen 
f'~r einen Graph ~ unter einer endlichen Schranke h~ so ~erf~illt G in end- 
liche~und ab~ghlbare Teile.**) 

Es genfigt zu zeigen, dab wenn G auch zusammenhiingend isi~ er 
endlich oder abziihlbar sein mul~. Dies ist aber klar. Durch eine Kante 

*) Es ist vieUeicht nicht ~ibertiiissig zu erw~hnen, d~13 die Aussage ,e in  
Punk~ 1~1~ sich aus einem anderen durch einen Weg aus unendlich vielen Kan~en 
erreichen" keinen Sinn haben kann. Die WorSe ,durch elne endliche Anzahl seiner 
Kanten" k~n~nen bier also durch die Wer~e ,,auf seinen Kanten" ersetz~ werden. - -  
Auch jeder geschlossene Kantenzug "eines Graphes besteh~ eo i~so aus einer endlichen 
Anzahl yon Kanten. 

**) Es geniigt schon, wenn man nur voraussetzt~ dab in jedem Punk~ eine end~ 
liche Anzahl yon Kan~en zUs~mmenlaufen. 
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kann man aus irgend einem seiner Punkte P hSchstens h Punkte erreichen, 
durch zwei hSchstens h ~ , . . ,  durch v Kanten hSchstens h ~. Die Menge 
der Punkte,  die man aus P durch eine endliche Zahl yon Kan~en er- 
reichen kann, d. h. die Menge s~mflicher Punkte yon G, is~ also endlich 
oder abz~ihlbar. Dann muB natttrlich auch die Menge der Kanten endlich 
oder abz~hlbar sein. 

Unter den unendlichen Graphen sind nach denjenigen ersten Grades 
(die aus Kanten ohne Zusammenhang bestehen) na~firlieh die Graphen 
zwei~en Grades die einfachsten. Diese zeffaUen in geschlossene Linien 
mi~ einer endlichen Kantenzahl und in beiderseits ,,ins Unendliche laufende" 
einfache Linien mi~ abz~hlbar unendlich vielen Kanten. Ist der Graph 
zweiten Grades ein paarer Graph, so is~ offenbar jeder dieser Teile das 
Produkt zweier Faktoren ersten Grades, also*) auch der ganze Graph. 
_Fiir den Grad 2 sind also die Siitze A) und B) auch fiir unendliche 
G-raphen richtig. 

Um auch Beispiele unendlicher Graphen hSheren Grades zu geben, sell 
noch erw~lmt sein, dab das ebene quadratische Gitter einen unendlichen 
regul~ren Graph vierten Grades repr~sentiert. Das analoge rgunsliche Ge- 
bilde is~ ein unendlicher Graph sechsten Grades. 

Unser Satz G) ist yon Bedeutung, wenn man die Graphen in der 
Mengenlehre anwendek Er l ~ t  in manchen F~Uen das Problem auf end- 
liche und abz~hlbare Mengen reduzieren, wie sich das in dens Folgenden 
zeigen wird. 

Wir  wollen nKnslioh jetzt die l~Iethode der Graphen auf den Beweis 
und auf eine Verallgenseinerung des folgenden Bernsteinschen Satzes**) 
an@enden***): 

*) Dieser 8chlu• ist unberechtig~ ffir den, dez das Zermelosche AuswahZtn'inzi $ 
nich~ anerkenn~. 

**) Diss. G~ttingen 1901, abgedl~ckt in Math. Ann. 61, S. 117. Der Berns~ein- 
sche Beweis ist auch schon fiir den Fall ~ = 2 (eigen~lieh wird yon Bernstein mtr 
dieser Fall ausffihrlich dargestellt) rech~ komplizier~. (Die folgende tJberlegung er- 
ledigt diesen Fall dutch unmittelbare Ansehauung.) Nat~iriich ist dieser Berns~ein- 
sche Satz eine unmittelbare Folge des Zermeloschen l~rohZord~ungssat~es. Unser Be- 
weis mag vielleicht doeh auch ffir denjenigen Interesse besitzen, der die Zermeleschen 
Beweise annimmt, trotzdem wir das Zermelosche Auswahl2rinzip keineswegs zu 
venneiden versuch~en. Wir benutzen aber nur die einfaehsten Begriffe der Mengen- 
lehre (Menge, Elemen~, Abbildung) und der Ordnungsbegriff spiel~ in unserem Be- 
weise keine Rolle. 

***) Der _~quivalenzsatz der Mengenlehre, der ebenfalls yon Bernstein zuerst be- 
wiesen wurde, l~l~t sieh mi~ Hilfe des Graphenbegriffes ebenfalls in recht ansehau- 

$ . lieher Weise bewe,sen. In der Tat benutzt der einfachste Beweis dieses Satzes, den 
J~. K~nig gegeben hat (Comp~es Rendus, Bd. l&8, S. 110), im Grunde genommen, diesen 
Begrifl~. Da liegen jedoeh die Verh~ltnisse so einfaeh (es wiirde nur yon Graphen 
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H i n d  m und n beliebige MSchtigkeiten und v eine endliche Zah~,  so 

foO  
v m  = v n  

stets 

l=Iaben die Mengen M und ~r die M~ichtigkeiten m und n, so b e s a g t  
die Gleichung vm = vn, dab diejenigen zwei Mengen, die aus M u n d  ~r 
en~stehen, wenn man alle Elemente durch v verschiedene Elemente erse tz t ,  
einander ~iquivalent sin& Ohne den Begriff der Miichtigkeit zu benutzen,  
kann also dieser Satz folgendermal~en formuliert werden: 

H )  Stehen ~wei .Mengen in umkehrbarer (1, v)-l~elation zueinandvr, so 

s ind sie ~iquivalent. 
W i r  woUen zun~chst den Begriff der ,,umkehrbaren (1, v)-Relat ion" 

genau definieren. Wir sagen, dab M zu N in einer (i~ v)-Relation sbeht, 
wenn jedem Elemente yon M, v Elemente yon N entspreehen; d i e s e  

brauchen jedoch nieht v verschiedene Elemente yon ~r zu sein, indem wir  
der Zuordnung eines M-Elementes zu einem ~-Elemente eine M u l t i p l i ~ i t ~  
zuordnen. Dal~ dem Elemente a yon M aus ~ v Elemente entsprechen, 
soll also stets so verstanden werden, dal3, wenn dem M-Elemente a aus 
~r die Elemente 

entspreehen und diese Zuordnungen der Reihe nach die b iu l t i p l i z i~en  

sl, s~,. �9 s~ 

besitzen, dann ffir jedes Element a yon M 

s~ + s~ + . . .  + s~,--- v 

is~. E i n e  solche Beziehung yon M auf I wird nun umkehrbar genannt ,  
wenn die Umkehrung dieser Relation, die die Elements yon 2Y den 
Elemen~en yon M zuordne~, ebenfalls eine (1, v)-Relation ist. E ine  um- 
kehrbare  (1, v)-Rela~ion hat also die Eigensehaft, dal~, wenn eines der 
_~r-Elemente die dem Elemente a yon M entsprechen, b isL so is~ eines 
der M'-Elemente, die dem Elemente b yon ~V entspreehen, a; und diese 
zwei Beziehungen haben dieselbe Multiplizitiit. 

Dieser  Umstand hat zur Folge, da$ man die umkehrbare (1, v)-Re-  
lation zweier Mengen M und N (yon der M~ichtigkeit m bzw. n) oder  
was dasselbe ist - -  die Richtigkei~ der Beziehung v m  = vn ,  in anschau-  
licher Weise dutch einen paaren regul~ren Graph repriisentieren kann .  

zwei~en Grades die Rede sein), dab es als iiberfliissig erschein~ die Terminologie der 
Graphent:heorie zu beautzen. - -  Der u die dor~ gegebene Me~hode meines ~'aters 
auf  den  Beweis des oben erwi~hnten Bernsteinschen Sstzes auzuwenden, ftihr~e mieh 
zu den Untersuchungen, die in der vorliegenden Arbeit en~mlten sind. 
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Die ]~lemente yon M und N werden selbs~ die Punkte des zu deft- 
nierenden Graphes sein; ein ]Y/-Punkt wird mi~ einem N-Punkt durch 
s Kanten verbunden, wo s die Multiplizitiit der (gegenseitigen) Beziehung 
dieser zwei Elemente bedeutet. Zwei M-Punkte, sowie zwei N-Punkte 
werden untereinander niemals verbunden. Der so en~stehende Graph ist 
in der Tat ein paarer Graph, da auf jedem seiner geschlossenen Kanten- 
ziige die Punkte M und N abweehselnd aufeinander folgen und er ist 
aueh regular, da in jedem seiner Punkte genau ~ Kanten zusammen- 
laufen. 

Nun zerf~illt (nach Satz G)) der Graph G in endliche und abz~hlbare 
Teile. Sei G 1 ein beliebiger dieser Teile; seine Punkte soUen die Teil- 
mengen M 1 und N 1 yon M bzw. N bilden und es sei m 1 und n 1 die 
M~ich~igkeit yon M 1 und N1. Dann ist 

da sowohl die linke, wie die rechte Seite die Miichtigkeit der Menge der 
Kanten yon Gl%edeutet. Hier sind aber m 1 und n I endliche Zahlen oder 
~r und da ftir die'sen Fall der Bernsteinsche Satz trivial is~, so folgt hieraus 

Denkt man sich dies fiir jeden Teil yon G aufgeschrieben und addiert 
man, so ergibt sieh 

m ~ n ~  

womit der Bernsteinsche Satz vollkommen bewiesen isb. 
Es entstehen aber grol3e S~hwierigkeiten, wenn man zur folgenden 

Verschiirfung des Satzes H) (des Be~nsteinschen Satzes) iibergeht. Es 
sei hier gleieh erw~hnt, dab es uns nicht gelungen ist diesen Satz im 
allgemeinen zu beweisen. 

I) Stehen ~wei 2~engen in einer umkel~rbaren (1, v)-2~dation ~ueinander, 
so gibt es ~wischen ihnen auch eine umkehrbar eindeulige .Relation, die so 
beschaffen ist~ daft sie nut solche .Elemente einander zuordnet, die auch dutch 
die gegebene (1, v)-Relation einander zugeordnet sind. 

In dem friiher definier~en Graph G iiuBer~ sich der Umstand, dal~ 
zwei Elemente dutch die (1, r)-Relation einander entsprechen, dadurch~ dab 
die entsprechenden zwei Punkte dutch eine Kante verbunden sin& Der 
Satz I) besagt also einfach, dab G einen Faktor ersten Grades besitz~;; er 
wiirde also bewiesen sein, wenn man zeigen &Snnte, daft der Satz A) auc~ 
fiir unendliche Grat)hen richtig ist. (Nach Satz G) wiirde es gentigen Satz A) 
nut noch fiir abziihlbare Graphen zu beweisen.) - -  huch umgekehrt folgt 
aus I) der Satz A) fiir unendliche Graphen. Denn jeder paare Graph ~,,,n 
Grades kann als ein solcher Graph entstanden gedacht werden, der die 
umkehrbare (1~ v)-Relation zweier Mengen repr~sentiert. Dies folgt daraus, 
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dab wie wir dies fiir endlEche Graphen schon ausgefiihrt h a b o n -  auch 
im Falle eines unendlichen paaren Graphes seine Punkte so in zwei Grup- 
pen geteilt werden ktinnen, dab nur Punkte verschiedener Gruppen durch 
eine Kante verbunden sind*). 

ttierdurch hat sich Satz I) mit dem ftir endliche und unendliche 
Graphen formulier~en Satz h.) iiquivalent erwiesen, kuch  den Siitzen B) 
"und C) sind diese Sii~ze i~quivalent. Denn nioht nur B) ist eine Folge. 
yon C)und A)yon B), was ftir unendliche Graphen ebenso ersichtlich ist, 
wie fiir endliche, sondern es gilt auch umgekehrt, da6 B) aus A) und C) 
aus B) folgt, l~ur letztere Behauptung bedarf eines besonderen Beweises. 
Wir beweisen also den Satz: 

Der Satz C) ist eine Folge des Satzes B). 
Es sei G ein beliebiger paarer Graph, der so beschaffen is~, dab in 

jedem seiner Punkte htichstens l~ Kanten zusammenlaufen. Wir  erg~nzen 
6~ folgendermaBen zu einem neuen Graph /-/. Wit  nehmen den Punkten 
yon G entsprechend je einen neuen Punkt an und verbinden zwei neue 
Punkte mit soviel Kan~en untereinander, als die entsprechenden zwei 
Punkte in G verbunden sind. AuBerdem verbinden wir jeden Punkt yon 
G mit dem ibm entsprechenden neuen Punk~ dureh k -  ~ Kan~en, we 
a (~k)  die Zahl der Kanten bedeutet, die in G nach diesem G-Punkte 
laufen. Andere Punkte und Kanten werden nicht eingeftihrt. Der so ent- 
standene Graph H is~ reguliir, da in jedem seiner Punkte a -t- ( k - - a )  ---- k 
Kanten zusammenlaufen. Auch ist H ein paarer Graph. Dies sieht man 
folgenderma]~en ein. Da G ein paarer Graph ist, lassen sich seine Punkte 
so in zwei Gruppen I und II eintgilen, dab jede Kante yon G nur Punkte 
verschiedener Gruppen verbindet. Tefit man nun die neuen Punkte in I 
oder II ein, je nachdem, der entsprechende G-Punkt zu l I o d e r  I gehiir~, 
so verbinden auch die Kanten yon H nur Punkte verschiedener Gruppen 
(I und II). - -  Nimm~ man also den Satz B) an, so zerfiillt H in k Fak- 
toren ersten Grades. Teilt man je einen yon k Indizes den Kanten yon G 
zu, jr nachdem sie dem einen oder anderen dieser Faktoren angehtiren~ so 
entspricht diese Ver~eilung der Indizes dem Satze C). 

Wir wollen jetz~ endlich noch zeigen~ dab es geniigen wiirde die 
Siitze A), B), C)und  I), die sich einander als iiquivalen~ erwiesen haben, 
fiir den Fall zu beweisen, dab die Gradzahl in A) und B) (bzw. die Zahl k 
in C) und die ZahI v in I)) ei~e Primzahl ist. Dies folgt ffir den Satz A), 
also auoh fiir die tibrigen drei, unmi~telbar aus dem Satze: 

K) Wenn jeder ~aare Graph ~ Grades und jeder paare Graph v ~ 

*) ZerF~llt der Graph in ~nendlich viele Teile, so braucht man zu diesem Schlul3 
wieder das Zermelosche AuswahZlyri~ip. 
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Grades einen Faktor ersten Grades besitzt, so hat aueh jeder paare Graph 
t~ v t~ Grades einen solchen _Faktor. 

Nehmen wir die Voraussetzungen dieses Satzes an und es sei P ein 
beliebiger Punk~ eines beliebigen paaren C~raphes G, /~te~ Grades. Wir 
ersetzen P dutch # Punkte /)1, P~, ' "  ", P~, und fiihren die / ~  Kanten, die 
in G naeh P laufen anstatt yon P nach den Punkten P,, und zwar so 
(sonst in beliebiger Weise), dab in jedem P, ( i ~  1,2, . . . ,#) genau v dieser 
/ ~  Kanten zusammenlaufen sollen. Ffihrt man dies fiir jeden Punkt yon 
G aus, so erhiilt man einen Graph G~, v ~ Grades; und dies ist ebenfalls 
ein paarer Graph, da jedem gesehlossenen Kantenzuge yon G~ ein ge- 
schlossener Kantenzug yon G mit derselben Kantenzahl entspricht. Naeh 
unseren u hat also G~ einen Faktor ersten Grades G 1. 
Vereinigt man nun wieder die Punkte 1)1,-P~,'" ",-P~ zu je einem Punkte 
/~, wodurch man aus G~ den ursprfinglichen Graph G zurfickerh~lt, so 
geh~ G 1 in einen Faktor G~ t~ t~ Grades yon G fiber. Als ein Teil yon G 
ist auch dieser G, ein paarer Graph und hat also, nach unseren u 
se~zungen, einen Fak~or ersten Grades. Dies is~ natfirlich auch ein Fakto~: 
ersten Grades yon G, womi~ Satz K) bewiesen ist. 

[Indem man den ersten Tell dieses Beweises fast wSrflieh wiederhol~, 
ergibt sich aueh das folgende, teilweise allgemeinere Resulta~: 

Besitzt jeder paare Graph v t~" Grades einen 2'aktor k ~ Grades, so be- 
sit~t auch jeder paare Grat~h #v  te~ Grades einen ~aktor i~lc ~ Grades.] 

Ftir die Gradzahl 2 haben wit die Siitze A) und B) auch ffir unend- 
liehe Graphen bewiesen. Es folg~ also aus K) dal~ die S~tze A), B), C) und 
I) sicherlich richtig sind, wenn die Gradzahl (bzw. die Zahl k in C) und 
die Zahl v in I)) eine t~otenz yon 2 ist. Ffir eine beliebige Gradzahl (ja 
sogar sehon fiir die Gradzahl 3 seheinen jedoeh' unsere Me~hoden nieh~ 
auszureiehen, trotzdem man, wie wit sahen, sich auf abz~ihlbare Graphen 
beschr~nken kann. Die vollst~ndige Induktion, durch die wit den Satz C) 
flit endliche Graphen bewiesen haben, versagt sofor~, wenn der Graph un- 
endlieh viele Kanten hat. 

Die P~esultate dieser Arbeit wurden am 15. 1%vember 1915 der 
Ungarisehen Akademie der Wissenschaften vorgelegt. 

B u d a p e s t ,  Oktober 1915. 


