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Abstraet. Solutions of the Einstein equations which can be embedded in a flat
five dimensional space are studied, without referring to the explicit form of the
embedding. Those describing the gravitational field of a perfect fluid or an electro-
magnetic null field are invariantly characterized; in some special cases the metric is
fully determined.

Nach einer kurzen Darstellung des Losungsweges werden diejenigen
Losungen der Einsteinschen Feldgleichungen invariant charakterisiert
und zum Teil vollstandig angegeben, die einer idealen Fliissigkeit oder
einem elektromagnetischen Nullfeld entsprechen und sich in einen fiinf-
dimensionalen flachen Raum einbetten lassen: auf die explizite Form der
Einbettung wird dabei kein Bezug genommen.

1. Einfithrung

Das Problem, einen Riemannschen Raum in einen quasieuklidischen
Raum einzubetten, ist mehr mathematischer als physikalischer Natur
und wurde deshalb im Zusammenhang mit Loésungen der Einstein-
gleichungen frither selten untersucht. In der letzten Zeit jedoch erschien
eine Reihe von Arbeiten, die sich mit diesem Problem befassen [1]—[7].

In der vorliegenden Arbeit wird versucht, alle Losungen, die das
Gravitationsfeld einer idealen Flissigkeit oder eines elektromagnetischen
Nullfeldes beschreiben und sich in einen fiinfdimensionalen flachen
Raum einbetten lassen, vollstdndig zu bestimmen oder wenigstens in-
variant zu charakterisieren. Die explizite Form der Einbettung inter-
essiert dabei nicht.

Als Gegenstiick zur Petrov-Klassifizierung kénnte man die Losungen
der Feldgleichungen auch nach der zur Einbettung benétigten Dimen-
sionszahl klassifizieren und #hnlich wie dort versuchen, die ,,einfachen”
Typen, hier also die in fiinf, sechs oder sieben Dimensionen einbettbaren,
vollstindig anzugeben; die in dieser Arbeit durchgefiihrten Unter-
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suchungen wiren der erste Teil eines solchen Programms. Die Schwierig-
keiten wachsen mit der Dimensionszahl jedoch sehr stark an, so daB es
zweifelhaft ist, ob in dhnlicher Weise auch Réume hoherer Klasse
behandelt werden konnen.

Ein Teil der Ergebnisse iiber Gravitationsfelder idealer Flissigkeiten
ist schon in der Untersuchung von SzZERERES [7] enthalten, von der der
Verfasser wihrend der Abfassung des Manuskriptes Kenntnis erhielt.

2. Problemstellung und Skizzierung des Lisungsweges

Der vierdimensionale Riemannsche Raum werde durch einen metri-
schen Tensor g;, der Signatur (+ + 4+ —) beschrieben, aus dem der
Kriimmungstensor und seine Verjiingung geméf

@ijie = Qisnys = O Ry Bio=B"ipy (1)

gebildet werden. Dieser Raum kann bekanntlich [8] genau dann in einen
fiinfdimensionalen flachen Raum der Signatur (+ + + —e), e= +1,
eingebettet werden, wenn ein symmetrischer Tensor £, existiert, der
den Gleichungen

Rijry=€(2:,92;, — £2:,92;;)  (Gauss) (2)

Qi3 =845, (Copazz) 3)

geniigt. AuBerdem miissen noch die Einsteinschen Feldgleichungen
erfillt sein, die wegen (2) zu

Q0 — 2., Q0% - %gik(%@m = 02,,0m) = €Ty (4)

dquivalent sind.

Um nun Losungen zu bestimmen, die diesen Gleichungen gentigen,
geben wir uns zuerst einen Energieimpulstensor 7';, eines einfachen Typs
vor; wir wihlen den der idealen Fliissigkeit

Tin= (u+ p)uwy + pgsz, wui= -1, (5)

mit der Vierergeschwindigkeit u;, der Ruhemassendichte g und dem
Druck p oder den eines elektromagnetischen Nullfeldes

Dann ergéinzen wir die hier auftretenden Vektoren zu einem Vierbein und
entwickeln den Tensor £2;, nach diesem Vierbein. Die Basisvektoren
werden so gewihlt, daB Q,, moglichst einfach wird ; z. B. nehmen wir die
Richtung von Q.4 + Auy, A = Q;uw'u®, als v-Richtung usw. Wir
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machen also die Ansétze

Q= Auguy + Bu;vy, + vuy) + Cvop + D (vywy, 4 vw;) +

+ Bw;wy + F (w2, + 2,wy) + Gz;2; (7)
Gir = — Uyl + OV 4 WWy + 232y
Q= Amgmy, + C(miky + kymy) + Dkiky + B (wiky + kswy) +
+ Fwwy + G (wizg + 2,05) + Hz2g (8)

Gin = Mmiky, + kymy + wwy + 2,2

Q= B(mawy, + mpw;) + C(miky, + my k) + B (kwy, 4 wiky) +

+ Fw,wy, + Dkky + K (k2 + 2;ky) + Hz;zy, (9)
Gir = Miky + kymy + wwy + 2,2,
mit
—w=vr=w?=22=1 bzw. mk=w?=22=1, (10)

alle anderen Skalarprodukte 0.

Mit diesen Ausdriicken gehen wir in (4) ein und erhalten die folgenden
moglichen Tensoren 2,,,,:

Qpm=0C¢pm+ Duyu, ideale Flussigkeit, Fall 1 (11)
Qnm=C¢pm+ 2Cu,u, + Dv,v, ideale Flissigkeit, Fall 2

Q. —kk, + Hzyz, Strahlungsfeld, Fall 1 (12)
Q= kn2m + 2k, Strahlungsfeld, Fall 2 .

Im nichsten Schritt befriedigen wir die Codazzi-Gleichungen (3), indem
wir die Ableitungen der Basisvektoren und der Koeffizienten wieder
nach den Basisvektoren entwickeln. Die damit gewonnenen Aussagen
(Hyperflichennormalitét der benutzten Basisvektoren usw.) benutzen
wir zur Aufstellung eines geeigneten einfachen Koordinatensystems, in
dem wir dann die GauB3-Gleichungen (2) 16sen.

Die hierbei durchzufithrenden Rechnungen sind zum Teil ziemlich
umfangreich. Wir werden uns deshalb darauf beschrianken, die Ergebnisse
darzustellen.

3. Ideale Fliissigkeit — Fall 1
Dieser Typ ist durch folgende Strukturen gekennzeichnet:
Qi1 = Cgsz + Duywy,
Tiw=3C%uu,+ (2DC — 3C?% (v;vy, + w,wy, + 2;2;) (13)
Bijir= C*(@irGie — 9ieFir) +

+ CD(g; 55w, + WiUpGso — Fi0%s%5 — U %eF57) -
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Da die Ruhemassendichte positiv sein muf}, kommt nur eine Einbettung
mit e = + 1 in Frage.

Der Konformtensor ist null, die Rdume sind konform flach.

Als Spezialfall D = 0 sind die Réume konstanter Kriimmung ent-
halten, mit 7T';;, = —3C?%g;,,.

Aus den Codazzi-Gleichungen folgt, dafl die Stromung rotations-
und scherungsfrei (vgl. [9]) ist.

Wenn auch die Expansion verschwindet, so ist der zur Vierer-
geschwindigkeit senkrechte Unterraum ein Raum konstanter Kriitmmung,

und die allgemeine Losung
ds? = drm 7+ r2(sind? dg? + d9?) — ui de

ug =1 () sindsin[ep — 6(6)] + 7y (t) cosd + v(¢) )1 — C*r2 4 g (t)
# = 3C? = const.

2
p=—p—gpgH)u

ist vom Typ der inneren Schwarzschildlosung (die als Spezialfall ent-
halten ist), mit konstanter Ruhemassendichte; y, f, §, T und g sind be-
liebige Zeitfunktionen.

Ist die Expansion « von null verschieden, so ist der Ortsraum ein
Raum konstanter, aber zeitabhidngiger Kriimmung. Nehmen wir zu-
gitzlich an, daB sich die Metrik des Ortsraumes in der Gestalt

d®s? = (da? + dy? + d2?) V-2
darstellen 148t, so erhalten wir als Lésungen

_ da? + dy? + d2?
% — 2

[(@ — 2)* + (¥ — %0)* + (z — 20)*] (15)
24 V
mit beliebigen Zeitfunktionen O, a, o, %,, ¥, und z,. In dieser Losungs-
mannigfaltigkeit sind alle einbettbaren Losungen mit inkohidrenter
Materie enthalten; dies sind genau die Friedmannmodelle.

V=a+

p=3C" p=—pu+20C

4. Ideale Fliissigkeit — Fall 2
Diese Rdaume werden beschrieben durch
Q= 2C0u;u, + Cgip + Doy,
Tiw=CBC + 2D) u;uy, + C?*(v,v;, + wywy, + 2:21) (16)
sie sind vom Typ I,.
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Es gibt keine Losung mit 2C + D = 0, also keine mit einem Energie-
impulsator proportional zu g, ;.

Die Vektoren « und v (Vierergeschwindigkeit und Viererbeschleuni-
gung) sind hyperflichennormal, und es lafit sich ein zweifach ortho-
gonales Koordinatensystem einfithren. Es gibt keine beschleunigungs-
freien Losungen. Spezialfille der Rdume mit nichtverschwindender
Viererbeschleunigung sind
(K + 2kr?)

K + kr?

10 d¥? + sin?Pde? &= +1
© A9 + sinh2d dg2 = -1

cek 3K + 2kr?
p=e02m, /A=k£e~(1{—_{:‘2k—,ﬂ){ £=ﬂ:1 6=:§:1

ds?=1r2d0 + — (K + kr2)de?

(17)

mit den willkiirlichen Konstanten ¥ und K; ¢ = ¢ = 1 liefert die von
Konrer und CraO [2] gefundene Metrik.

5. Strahlungsfeld — Fall 1

Aus

Ty = eHlhy

folgt, dafl der Weyltensor vom Typ I, ist. Wenn wir noch die Maxwell-
gleichungen
Fik=0, F¥*=0 (19)

berticksichtigen (vgl. hierzu Kunpr [10], [11]), so folgt, daB die Strahlen-
kongruenz geodétisch, hyperflichennormal und expansionsfrei ist. Auch
das Vektorfeld z; ist hyperflichennormal, der zu ihm senkrechte Unter-
raum ist flach. Nehmen wir zusédtzlich an, dafl dieser Unterraum nicht
von der durch z; = A2, definierten Koordinate z! abhéingt, so erhalten
wir als eine der moglichen Losungen

ds® = 23(dat)? + (da?)? + 2 da® dat (20)
0000
0000
Tan=—~ (0 00 0)
0001
0 0 —zcosp
0 0 sing
Fyp= 0o 0 0
cos«p sing 0 0

=Ada*+ B+ a(x?), ¢=¢p(x*) A, B Konstanten.
10 Commun math, Phys., Vol. 4
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6. Strahlungsfeld — Fall 2
Auch hier hat das

Qi = k2 + 2k (21)

el = —kiky
zugeordnete Strahlungsfeld einen Weyltensor vom Typ II,, und die
Strahlenkongruenz ist hyperflichennormal, geodétisch und expansions-
frei; dagegen ist z; im allgemeinen nicht rotationsfrei. In dem zu (20)
analogen Spezialfall (z; hyperflichennormal, Unterraum flach und von

2! unabhingig) hat das Feld die Gestalt

ds? = b(dat)? + (dx?)® + 2daddat, b= const. + 2 ea?, e=+1 (22)

0
0
Tip=0""2 0
1
0 0 0 —}bcosg
0 0 0 —sing
— p-1
Fau=07 9 00 o
Vb cosp sing 0 0
oder
ds? = a(da')® + (da?)? + 2 da® dat (23)
a=(c,@t+ ¢cy)? — 1
. 0
c 0
Tiv="s| o
1
0 0 0 —Vacosg
F _ 6 0 0 0 —sing
kT g 0 0 0 0

Va cosp sing O 0
Hier sind ¢; und c, beliebige Konstanten, ¢ ist eine beliebige Funktion
von 2% In beiden Féllen ist die fiinfte Dimension zeitartig (e = —1).

Herrn Prof. Dr. E.SceMUuTzER und allen Mitgliedern der Arbeitsgruppe
Relativitdtstheorie bin ich fiir wertvolle Diskussionen zu Dank verpflichtet.
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