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Abstract. Solutions of the Einstein equations which can be embedded in a flat
five dimensional space are studied, without referring to the explicit form of the
embedding. Those describing the gravitational field of a perfect fluid or an electro-
magnetic null field are invariantly characterized in some special cases the metric is
fully determined.

Nach einer kurzen Darstellung des Lόsungsweges werden diejenigen
Lόsungen der Einsteinschen Feldgleichungen invariant charakterisiert
und zum Teil vollstandig angegeben, die einer idealen Flύssigkeit oder
einem elektromagnetischen Nullfeld entsprechen und sich in einen funf-
dimensionalen flachen Raum einbetten lassen auf die explizite Form der
Einbettung wird dabei kein Bezug genommen.

1. Einfiihrung

Das Problem, einen Riemannschen Raum in einen quasieuklidischen
Raum einzubetten, ist mehr mathematischer als physikalischer Natur
und wurde deshalb im Zusammenhang mit Lόsungen der Einstein-
gleichungen frύher selten untersucht. In der letzten Zeit jedoch erschien
eine Reihe von Arbeiten, die sich mit diesem Problem befassen [1] —[7].

In der vorliegenden Arbeit wird versucht, alle Lόsungen, die das
Gravitationsf eld einer idealen Flύssigkeit oder eines elektromagnetischen
Nullfeldes beschreiben und sich in einen funfdimensionalen flachen
Raum einbetten lassen, vollstandig zu bestimmen oder wenigstens in-
variant zu charakterisieren. Die explizite Form der Einbettung inter-
essiert dabei nicht.

Als Gegenstuck zur Petrov-Klassifizierung kόnnte man die Lόsungen
der Feldgleichungen auch nach der zur Einbettung benόtigten Dimen-
sionszahl klassifizieren und ahnlich wie dort versuchen, die ,,einfachen"
Typen, hier also die in fύnf, sechs oder sieben Dimensionen einbettbaren,
vollstandig anzugeben; die in dieser Arbeit durchgefύhrten Unter-
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suchungen waren der erste Teil eines solchen Programms. Die Schwierig-
keiten wachsen mit der Dimensionszahl jedoch sehr stark an, so daβ es
zweifelhaft ist, ob in ahnlicher Weise auch Raume hόherer Klasse
behandelt werden konnen.

Ein Teίl der Ergebnisse ϋber Gravitationsfelder ίdealer Flύssigkeiten
ist schon in der Untersuchung von SZEKERES [7] enthalten, von der der
Verfasser wahrend der Abfassung des Manuskriptes Kenntnis erhielt.

2. Problemstellung und Skizzierung des Lδsungsweges

Der vierdimensionale Riemannsehe Raum werde durch einen metri-
schen Tensor gίk der Signatur (4- + H -- ) beschrieben, aus dem der
Krύmmungstensor und seine Verjϋngung gemaβ

gebildet werden. Dieser Raum kann bekanntlich [8] genau dann in einen
fύnfdimensionalen flachen Raum der Signatur (+ -f H -- e), e = ±1,
eingebettet werden, wenn ein symmetrischer Tensor Ωik existiert, der
den Gleichungen

BiiJtι = e(ΩikΩil-ΩilΩik) (GAUSS) (2)

fl<*;ί = fiίί;* (CODAZZI) (3)

gentigt. AuBerdem mϋssen noch die Einsteinschen Feldgleichungen
erfύllt sein, die wegen (2) zu

ΩίlcΩl - QinΩl - ~gik(ΩlΩ™ - flmnβ»») = eTik (4)

aquivalent sind.

Um nun Lόsungen zu bestimmen, die diesen Gleichungen genugen,
geben wir uns zuerst einen Energieimpulstensor Ti k eines einf achen Typs
vor; wir wahlen den der idealen Flύssigkeit

Tik^ (μ + p)uiuk + pgikί u^ = -1 , (5)

mit der Vierergeschwindigkeit u^ der Ruhemassendichte μ und dem
Druck p oder den eines elektromagnetischen Nullfeldes

Tik=λkikk) ^^ = 0. (6)

Dann erganzen wir die hier auf tretenden Vektoren zu einem Vierbein und
entwickeln den Tensor Ωik nach diesem Vierbein. Die Basisvektoren
werden so gewahlt, daβ Ωik mόgliαhst einfach wird; z. B. nehmen wir die
Richtung von Q^M + Auk, A == Ωi ku

iuk, als v-Richtung usw. Wir
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machen also die Ansatze

Ωίk = AuiUk 4- B(uivk + vtuk) 4- CviVfr 4- D(ViWk 4- vkwt] 4-

F(wizk + ZiWk) + Gz^ (7)

+ C(mikk -j- ^mfc) + Dkikk + E(wikjc + ^?/;fc) 4-

fc + ^(w;^fc + ^^fc) + -ff^^ft (8)

Ωik = B(mtwk + mj.Wi] + C(mtkk + mkki) + E(kiwk + wtkk) +

jj. + D^^ + ̂ fe^ + ^^fc) + Hz^ (9)

4- kiink + wtwk + ztzk

mit
— u2 = v2 = wz = z<2'~ 1 bzw. mk = w21 — z2 = 1 , (10)

alle anderen Skalarprodukte 0.

Mit diesen Ausdrύcken gehen wir in (4) ein und erhalten die f olgenden
mόglichen Tensoren Ωnm:

Ωnm = Cgnm + Dunum ideale Γlϋssigkeit, Fall 1 (11)

Ωnm = Cgnm + 2Cunum + Dvnvm ideale Flύssigkeit, Fall 2

Ωnm - knkm + Hznzm Strahlungsfeld, Fall 1 (12)

Ωnm = knzm 4- znkm Strahlungsfeld, Fall 2 .

Im nachsten Schritt befriedigen wir die Codazzi-Gleichungen (3), indem
wir die Ableitungen der Basisvektoren und der Koeffizienten wieder
nach den Basisvektoren entwickeln. Die damit gewonnenen Aussagen
(Hyperflachennormalitat der benutzten Basisvektoren usw.) benutzen
wir zur Aufstellung eines geeigneten einfachen Koordinatensystems, in
dem wir dann die GauB-Gleichungen (2) lόsen.

Die hierbei durchzufύhrenden Rechnungen sind zum Teil ziemlich
umfangreich. Wir werden πns deshalb darauf beschranken, die Ergebnisse
darzustellen.

3. Ideale Fliissigkeit — Fall 1

Dieser Typ ist durch f olgende Strukturen gekennzeichnet :

Tik - 3C2UiUk + (2DC - 3(72) (vtvk + WtWk 4- z^) (13)

4-
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Da die Ruhemassendichte positiv sein muβ, kommt nur cine Einbettung
mit e = -j- 1 in Frage.

Der Konformtensor ist null, die Raume sind konform flach.
Als Spezialfall D = 0 sind die Raume konstanter Krύmmung ent-

halten, mit Tik = -3C2gik.
Aus den Codazzi-Gleichungen folgt, daβ die Strόmung rotations-

und scherungsfrei (vgl. [9]) ist.
Wenn auch die Expansion verschwindet, so ist der zur Vierer-

geschwindigkeit senkrechte Unterraum ein Raum konstanter Krύmmung,
und die allgemeine Lόsung

- u

Ut = r β ( t ) sin# sin [φ - δ(t)] + rγ(t) cos# + τ(t) J/l-<72r2 + g(t) (14)

μ = 3(72 = const.

2

ist vom Typ der inneren Schwarzschildlόsung (die als Spezialfall ent-
halten ist), mit konstanter Ruhemassendichte; γ, β, δ, τ und g sind be-
liebige Zeitfunktionen.

Ist die Expansion α von null verschieden, so ist der Ortsraum ein
Raum konstanter, aber zeitabhangiger Krύmmung. Nehmen wir zu-
satzlich an, daβ sich die Metrik des Ortsraumes in der Gestalt

darstellen laBt, so erhalten wir als Lόsungen

dx* + dy* + dz* / F , 4 \ 2
8

[(x - xtf + (y - τ/o)2 + (z - z0)
2] (15)

mit beliebigen Zeitfunktionen C, α, α, #0, y$ und z0. In dieser Lόsungs-
mannigfaltigkeit sind alle einbettbaren Lδsungen mit inkoharenter
Materie enthalten; dies sind geriau die Γriedmannmodelle.

4. Ideale Γlίissigkeit — Fall 2

Diese Raume werden beschrieben durch

Ωik = 2CUiUk + Cgik + DviVk

Tik=C(3C+2D) UiUk + C2(vtvk + wtwk + z^) , (16)

sie sind vom Typ Ie.
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Es gibt keine Lόsung mit 2 C + D = 0, also keine mit einem Energie-
impulsator proportional zu gijc.

Die Vektoren u und v (Vierergeschwindigkeit und Viererbeschleuni-
gung) sind hyperflachennormal, und es laBt sich ein zweifach ortho-
gonales Koordinatensystem einfύhren. Es gibt keine beschleunigungs-
freien Lόsungen. Spezialfalle der Raume mit nichtverschwindender
Viererbeschleunigung sind

ds* = r*dΩ + κ + r ~(K+ W) dt*

ε = +ϊ

e = - l

(K + 2kr*)* e-±l e-±l

mit den willkύrlichen Konstanten k und J£ ε = e — 1 liefert die von
KOHLEB und CHAO [2] gefundene Metrik.

5. Strahlungsfeld — Fall 1

Aus
Q. —- k k \- Hz z (18)

folgt, daβ der Weyltensor vom Typ IIe ist. Wenn wir noch die Maxwell-
gleichungen

berύcksichtigen (vgl. hierzu KTJNDT [10], [11]), so folgt, daβ die Strahlen-
kongruenz geodatisch, hyperflachennormal und expansionsfrei ist. Auch
das Vektorfeld zi ist hyperflachennormal, der zu ihm senkrechte Unter-
raum ist flach. Nehmen wir zusatzlich an, daβ dieser Unterraum nicht
von der durch zi — λxl

ti definierten Koordinate x1 abhangt, so erhalten
wir als eine der mόglichen Lδsungen

ds* = z\(dx^ + (dx*)* + 2 dx* dx* (20)

0 0 0\
0 0 0 0 )
0 0 0 O /
,0 0 0 I/

0 0 0 —«! c o s φ\
0 0 0 s i n φ I
0 0 0 0 I

\κl cos φ sin φ 0 0 /

zl ~ Ax2 + B -f- α(#4), φ = φ(x*) A, B Konstanten.
10 Comπmn. math. Phys., Vol. 4
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6. Strahlungsfeld - Fall 2
Auch hier hat das

β<Jfe = M* + 2i**
^ ^ i 7c ~ ~~ i&i fcjc

zugeordnete Strahlungsfeld einen Weyltensor vom Typ II e, und die
Strahlenkongruenz ist hyperfiachennormal, geodatiseh und expansions-
frei; dagegen ist zi im allgemeinen nicht rotationsfrei. In dem zu (20)
analogen Spezialfall (zί hyperflachennormal, Unterraum flach und von
xl unabhangig) hat das Feld die Gestalt

ds2 = b(dx1)2 + (dx2)2 + 2 dx* dx*, b = const. + 2 εx*, ε = ± 1 (22)

oder
ds2 - aψx1)2 + (dx2)2 + 2 dx* dx* (23)

α - * 2

I/
0 0 0 — J/a~cos<p\
0 0 0 —sin 9? \

_0 0 0 0 I
/α cos φ sin φ 0 0 /

Hier sind cx und c2 beliebige Konstanten, φ ist eine beliebige Funktion
von α;4. In beiden Fallen ist die funite Dimension zeitartig (e — — 1).

Herrn Prof. Dr. E. SCHMUTZEB und alien Mitgliedern der Arbeitsgruppe
Relativitatstheorie bin ich fur wertvolle Diskussionen zu Dank verpflichtet.
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