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Emc~ STreaKY. in Berlin. 

Eine reelle GrSBe a'nenne ich positiv, wean a > 0 is~, nicht negativ, 
wonn a ~  0 ist. Mehrere GrSBen nenne ieh nicht r~egativ, wenn keine 
negat ivis t ,  ~s i t i v ,  wenn auBerdem mindestens eine tiositiv is~, durch- 
weg positiv, wean jede positiv isk Dann is~ 

a ob 0 + a,b 1 + . - -  + %b, 
posi~iv, wean %, al, - . .  a~ posi~iv, bo, bl, . . .  b~ durehweg positiv sin& 
Umgekehrt gelten die beidea {olgenden Sg~ze, auf die ich durch Unter- 
suchungen fiber unendliche Moduln ge{iihr~ worden b/n: 

I. Wen~ in keiner linearen Verbindumj yon gegebene~ homogenen line- 
aren Gleichungen die Koeffizie~tea positiv siad, so haben die Gleichungen 
eine durchweg ~ositive L6xung. 

II. Wenn in keiner linearen Verbindung van gegebenen ]wmogenen line- 
aren Gleichungen die Koeffi~ienten durd~weg positiv sind, so haben die Glei- 
chungen eine positive L6swag. 

Wean die Gleichungen keine LSsung haben, so ~Bt sieh jede lineare 
Funktion yon xo, xl,  . . .  x~ aus ihrea linken Seiten zusammenseizen, also 
auch eine mit (durchweg) posi~iven Koeffizien~en. 

Wenn die Gleiehungea nut eine Liisung haben, bo, bl, . . .  b~, so sei 
e~wa b o > 0. Dann lassen sich aus ihnea die Gleichungen 

box 1 -  blx o = 0, . . .  box ~ - b.x o = 0  
zusammensetzen. Wiire b 1 ~ O, so h~tte die erste Gleichung positive Koef- 
fizienten. Daher ist b o > 0, 4 > 0, . --  b~ > 0. 

Ftir den Fall yon zwei Unbekann~n is~ damit der Satz I bereits be- 
wiesen, hngenommen e r s e i  auch schon fiir n Unbekann~e Ms r/eh~ig 
erkann~ Is~ nun diese Au~ahl n + 1, so unterseheide ich zwei FMle: 

1) Aus dem System P der m + 1 gegebenen Gleiehungeu folge eine 
Gleichung der Form 

u o  ~ x o - -  a 1 x~ . . . . .  a ~ x .  ~ O ,  



~%er positive LSsungen homogener linearer Gleichm~gen. ~ I  

worin a l , . . . a  ~ posi~iv sinc~ I)ann ersetze man eine der Gleich~mgen 
dutch u 0 ~ 0 uud setzo den Weft  :co ~ e q ~  -}- . . .  -]- a~x~ in die iihrigea 
Gleiehungen ein. Dsdureh gehen sic tiber in ein System Q yon m Glei- 
ehungen u 1 = 0, - �9 - u~ -~ 0 zwischen den n Unbekannten x l ,  �9  �9 x,,: Die 
m § 1 Gleiehungen uo = 0, u 1 = 0, - . .  u~ ---- 0 sind den m + 1 gegebenen 
Gleiehungen P vSllig ~quivalent. 

In keiner linesren Verbindung tier m Gleiehungen des Systems Q 
sins die Koeffizienten positiv. Naeh dem Induktionsschlu$ tmbea daher 
die Gleiehungen Q eine durchweg positive L~sung xl  ~ - b l , ' " x ~  ~ b,,. 

Aus u o -~ 0 folg% weiter 

xo =- be ~- atbl  + - "  + a,b~ > O. 

Daher haben such die m-4-1 Gleiehungen P eine durehweg positive 
LSsung. 

2) Keine lineare Verbindung der Gleiehungen P babe die Form 

u o = 0 .  
Wit  k~nnen den Beweis auf den Fall besehr~rken, we die Glei- 

ehungen /~ mehrere LSsungen haben, dann besitzen sic such eine solche~ 
worin Xo = 0 ist. Setzt man nun x o ~ O, so erh~lt  man aus P ein System 
/~ yon m A-1 G1eiehungeu zwisehen ~ Unbekann~en x~,- - ,  x,. 

Keine lineare Verbindung a l x  ~ + . . .  A- a~x~ ~= 0 der Gleichungen /~ 
hat positive Koeffizienten. Denn in der analogen Verbindm~g 

aoZ o + a~x 1 + . .  �9 + a,,x,~ = 0 

der Gle ichungen  P sind a~, . - .  a~ positiv. Daher k-ann nach der Voraus- 
setzung fiber / '  nieht a o >~ 0 sein. Es ksnn abet aueh nieht So< 0 sein, 
well sonst diese Gleiehung die Form sou  o = 0 hKtte. 

Nsch dem Induk%ionsschlu$ haben daher die Gleichungen R eine 
durehweg positive LSsung xl =c l ,  "'- x~ =c~. In Verbinduvg mit x o ~=6-~0 
ergibt sieh daraus eine LSsung der Qleiehungen P. 

Es ksnn abet nieht in jeder LSsung dieser Gleiehungen x o = 0 sein. 
Denn sons% wKre x o ----0 eine lineare Yerbindung der Gleichungen P mi% 
positiven Koefiizien~en. Daher haben die 6~Iei~hungen P eine LSsung 
do, d , , . . ,  d~, worin d o > 0 ist. Folglich haben sic auch die IZsung 

bo = co + rdo, b~ = 6 + ed , ,  . . . b,, = c,~ + ~d,,. 

Ist e positiv und hinl~nglich klein, so ist jeder dieser n + 1 Werte posi~iv. 
Aus dem Sa~ze I folg~ unmittelbar der Sa~z IL Die gegebeaen 61ei- 

ehtmgen scion 
(1) a = o x o + a = ~ x ~ - l - . . . - t - a a , x ~ = O  (a ~--0,1, 2,---). 

FAn vollstandiges System ihrer L~sungen sei 

(2) . . .  2,. . . ) .  



3 ~  F.~c~ S~nm~. ~Foer positive L ~ s v ~  homogeaer liao,~rer Gleichungen. 

Dana bilden umgekehrt die ~ t ~ e n  

(3)  a~o, a~l ,  "-" a~,  
ein vollsti~ndiges Sysbem yon LSsungen der Gleichungen 

(4) + + . . .  + = o.  

Angenommen keine lineare Verbindung der ~leiehungen (1) habe durch- 
weg positive Koeffizienten. Dann wird in Satz II behaup~e~ dab sie eine 
positive LSsung haben. Im andern Falle tg4tte niimlieh keine lineare Ver- 
bindung der Gleichungen (4) positive Koeffizienten. Daher wiire naeh Satz I 
eine llneare Verbindung der GrSBen (3) durchweg laOSitiv, d. h. eine lineare 
Verbindung der Gleichungen (1) hiitte durchweg positive Koefiizien~en. 

Man kann die bewiesenen Siitze noch etwas schiirfer formulieren. Ist 
die Gteichung x o ~ 0 eine Folge der Gteichungen (t), so will ieh x o eine 
si~ultire Unbekann~e nennen, im andern Falle eine regulS/re. Sind die 
Unbekanaten s~mflich singuliir, so pflegr man zu sagen~ die Gleichungen 
besit~en keine L~isung. 

III. Wen~ i~ keiner lhm~ren Verbindung yon gegebenen homogenen 
li~,earen Gleiehungen die reguliire~ Unbekannte~ positive Koeffizienten Imben, 
so besitzen die G h 4 e ~ u ~  eine LSsung, wo~in die Werte dieser Unbekan~en 
durchweg positiv sind. 

IV. Wenn in "~ner linearen Verbindung van gegebenen homogenen 
linearen Gleichm~gen die regu~ren Unbekan~ten durchweg positive KoefIG 
zienten haben, so besitzen die Gleiehungen eine Z~sung~ worin die Werte dieser 
Unbekam~ten tmsitiv sind. 


