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Abstract

Let k be a global field, p an odd prime number different from char(k) and
S, T disjoint, finite sets of primes of k. Let GL(k)(p) = G(k5(p)|k) be the
Galois group of the maximal p-extension of k which is unramified outside S
and completely split at T'. We prove the existence of a finite set of primes So,
which can be chosen disjoint from any given set M of Dirichlet density zero,
such that the cohomology of G% g, (k)(p) coincides with the étale cohomology
of the associated marked arithmetic curve. In particular, cd G§g, (k)(p) = 2.
Furthermore, we can choose Sy in such a way that kguso (p) realizes the maxi-
mal p-extension k; (p) of the local field k, for all p € S U Sop, the cup-product
HY (G5, (B) (), Fp) @ HY (G5, (K) (), Fp) — H2(GEs, (k)(p), Fyp) is surjec-
tive and the decomposition groups of the primes in S establish a free product
inside G%,, 5o (K)(p). This generalizes previous work of the author where simi-
lar results were shown in the case T' = @ under the restrictive assumption

p1#CUk) and ¢, ¢ k.

1 Einfiihrung

Es seien k ein Zahlkorper, S eine endliche Stellenmenge von k£ und p eine Primzahl.
Mit kg(p) bezeichnen wir die maximale auflerhalb S unverzweigte p-Erweiterung
von k und setzen

Gs(F)(p) = G(ks(p)[F)-

Die Gruppe Gg(k)(p) ist im Fall, dass S alle Primteiler von p enthélt, gut (wenn
auch lange nicht vollstdndig) verstanden; siche Kapitel X von [NSW] fiir einen
Uberblick iiber die bekannten Ergebnisse. Im Fall, dass S nicht alle Stellen iiber p
enthélt, war, abgesehen davon, dass die Gruppe Gg(k)(p) endlich prasentierbar ist,
bis vor kurzem nur wenig bekannt.

Im Fall £ = Q fand J. Labute [Lal] im Jahr 2005 die ersten Beispiele von Paaren
(S, p) mit der Eigenschaft, dass Gg(Q)(p) die kohomologische Dimension 2 hat und p
nicht in S liegt. Dieser Fortschritt war durch die neu entwickelte Theorie der milden
Pro-p-Gruppen méglich. Der Autor konnte dann Labutes Ergebnisse auf beliebige
Zahlkorper ausdehnen [S1, S2], wobei der Fokus auf der K(m,1)-Eigenschaft lag.
Diese besagt, dass die Kohomologie der Gruppe Gg(k)(p) mit der étalen Kohomo-
logie des Schemas Spec(Oy) \ S tibereinstimmt, was insbesondere kohomologische
Dimension 2 impliziert. Allerdings mussten bei gegebenem Zahlkorper k endlich
viele Primzahlen von der Betrachtung ausgeschlossen werden, néamlich die Teiler
der Klassenzahl und solche p mit ¢, € k. Es hat sich nun herausgestellt, dass diese
Einschrankung eliminiert werden kann, wenn man von vornherein eine allgemeinere
Fragestellung betrachtet, ndmlich die nach der Gruppe G%(k)(p). Hier sind S und T
endliche Stellenmengen, kg(p) die maximale p-Erweiterung von k, die unverzweigt



auferhalb S und voll zerlegt bei T ist, und GL(k)(p) = G(kL(p)|k). Diese Gruppe
ist auch im Funktionenkorperfall interessant.

In dieser Arbeit zeigen wir ohne Annahmen an S und 7T, dass durch Hinzu-
nahme endlich vieler Stellen zu S eine Situation geschaffen werden kann, in der
GL(k)(p) die kohomologische Dimension 2 und weitere gute Eigenschaften hat. Bei
der Wahl der hinzuzunehmenden Stellen kann man iiberdies eine gegebene Stellen-
menge der Dirichletdichte 0 (also insbesondere die Stellen iiber p) vermeiden. Das
genaue Resultat lautet folgendermafien.

Theorem 1.1. Es sei k ein globaler Kérper und p eine ungerade von char(k) ver-
schiedene Primzahl. Es seien S, T und M paarweise disjunkte Stellenmengen von k,
wobei S und T endlich seien und M die Dirichletdichte 6(M) = 0 habe. Dann exi-
stiert eine endliche zu S UT U M disjunkte Stellenmenge Sy von k, so dass die
folgenden Aussagen gelten.

(i) Die Gruppe Gguso(k)(p) hat die kohomologische Dimension 2 und das Cup-
Produkt

(GSUSO( )(p),F )®H1<GSUSO( )(p),Fp) — (GSUSO( )(p),Fp)

ist surjektiv.
(ii) Es gilt
kg:uso (P)p = Fp(p)

fiir alle p € SU S, d.h. die Erweiterung globaler Kérper k% g, (p)|k realisiert
fiir jede Stelle p € S U S, die maximale p-Erweiterung k,(p) des lokalen
Korpers k.

(iii) Die Zerlegungsgruppen der Stellen aus S bilden ein freies Produkt in der
Gruppe Gguso (k)(p), d.h. der natiirliche Homomorphismus

*  Glky(p)lky) — G(kgus, (0)IKS (0))
PESHZYT ()

ist ein Isomorphismus von Pro-p-Gruppen.

(iv) Fiir jeden diskreten G§ g, (p)-p-Torsionsmodul M sind die Kantenhomomor-
phismen der Hochschild-Serre-Spektralfolge fiir die universelle Pro-p-Uber-
lagerung 4 ‘

H' (G5, (k)(p), M) — Hey(X N (SU So), T, M)

Isomorphismen fiir alle i > 0. Hier ist X das eindeutig bestimmte eindimensio-
nale, reguldre, zusammenhéngende und tiber Spec(Z) eigentliche Schema mit
Funktionenkérper k und H:, (X ~ (S U Sy), T, M) bezeichnet die étale Koho-
mologie der in T markierten arithmetischen Kurve X ~\ (S U Sp) mit Werten
in der durch M definierten Garbe (siehe Abschnitt 2).

Bemerkungen 1.2. 1. Der Grund fiir den Ausschluss der Primzahl p = 2 in Theo-
rem 1.1 ist nicht das tibliche Problem mit den reellen Stellen, sondern, dass derzeit
noch keine gute Theorie milder Pro-2-Gruppen existiert.

2. Es stellt sich die Frage, ob die Eigenschaften (i)—(iv) dann auch fir die Gruppe
Ggusg(k)(p) gelten, wobei Sj, eine beliebige, Sy umfassende und zu T disjunkte
endliche Stellenmenge ist. Wir werden dies in Abschnitt 8 zeigen, falls keine der
Stellen aus S\ Sy in der Erweiterung k3,5 (p)|k voll zerlegt ist (siche Satz 8.1).
3. Entsprechende Ergebnisse fiir die volle Gruppe G%(k), d.h. ohne den Ubergang
zur maximalen Pro-p-Faktorgruppe, scheinen derzeit aufler Reichweite zu sein.



Im Zahlkorperfall spielen die Stellen iiber p keine Sonderrolle in Theorem 1.1,
insbesondere wird nicht angenommen, dass S die Menge S, der Teiler von p ent-
halt. Aber selbst im Zahlkérperfall mit S O S, und 7" = @ liefert Theorem 1.1
neue Information: Aussage (ii) war bislang nur bekannt, wenn k eine primitive p-te
Einheitswurzel enthélt (Satz von Kuz'min, siehe [Ku] oder [NSW], 10.8.4), sowie fiir
gewisse CM-Korper (siehe [Mu] oder [NSW], X §8 Exercise). Nach (iii) erreicht man
durch Hinzunahme endlich vieler Stellen zu S O ), dass die Zerlegungsgruppen der
Stellen tiber p ein freies Produkt innerhalb der Gruppe Gs(k)(p) bilden. Dies war
bislang nur fiir Stellenmengen S der Dirichletdichte 1 (siehe [NSW], 9.4.4), jedoch
nicht fir endliche Stellenmengen bekannt.

Im ,zahmen®“ Fall SN S, = @ mit T = & wurden in [S2] die Aussagen (i), (ii)
und (iv) bewiesen, allerdings nur unter der Voraussetzung p { # Cl(k) und ¢, ¢ k.
Teilergebnisse im ,, gemischten“ Fall & & SN S, & S, wurden von K. Wingberg
[Wil], Ch. Maire [Mai] und D. Vogel [Vo] erzielt.

In Abschnitt 9 werden wir sehen, dass Theorem 1.1 eine grofle Klasse von Bei-
spielen liefert, in denen G% (k)(p) eine Pro-p-Dualitétsgruppe ist (siehe Satz 9.6). Im
Zahlkérperfall mit S O S, und T' = @ war dies nach Resultaten von Wingberg be-
kannt, sobald k eine primitive p-te Einheitswurzel enthélt (siche [Wi2] oder [NSW],
10.9.8). Im Fall (,, ¢ k gab es lediglich Ergebnisse fiir reell-abelsche Zahlkérper und
gewisse CM-Korper (siehe [NSW], 10.9.15 und den nachfolgenden Remark).

Wesentlich fiir den Beweis von Theorem 1.1 sind arithmetische Dualitétssétze,
Hasseprinzipien fiir die Kohomologie, die Theorie der milden Pro-p-Gruppen nach
Labute und die Technik der freien Produkte von Biindeln von Pro-p-Gruppen iiber
einer topologischen Basis, wie sie in Kapitel IV von [NSW] entwickelt wurde.

Der Autor dankt Ph. Lebacque fiir seine Kommentare zu einer vorlaufigen Ver-
sion dieser Arbeit.

2 Der étale Situs einer markierten Kurve

Es sei Y ein eindimensionales, noethersches, reguléres Schema und 7T eine endliche
Menge abgeschlossener Punkte auf Y. Mit Et(Y) bezeichnen wir wie tblich die
Kategorie der étalen Morphismen von endlichem Typ Y/ — Y.

Definition 2.1. Die Kategorie Et(Y,T) ist die volle Unterkategorie von Et(Y),
bestehend aus allen Objekten f : Y/ — Y mit der Eigenschaft, dass fur jeden
abgeschlossenen Punkt ' € Y’ mit y = f(y') € T die Restklassenkérpererweiterung
k(y)|k(y) trivial ist. Der étale Situs (Y, T).: der in T markierten Kurve Y besteht
aus der Kategorie Et(Y,T) mit surjektiven Familien als Uberdeckungen.

Offenbar gilt (Y, &) = Y. Flir T7 C T haben wir einen natiirlichen Morphis-
mus ¢ : (Y, T1)et — (Y, T2)e und somit fiir jede Garbe F' abelscher Gruppen auf
(Y, T5)e: und jedes ¢ > 0 Homomorphismen

H,(Y, Ty, F) — H.,(Y,Ty,/"F).

Fiir eine echte abgeschlossene (und damit endliche) Teilmenge M C Y definiert man
die lokalen Kohomologiegruppen Hj, (Y, T, —) auf die {ibliche Art und Weise als die
Rechtsableitungen des Funktors

F— ker (T(Y, T, F) — T(Y ~ M, T~ M, F)).

In gleicher Weise wie fiir gewohnliche étale Kohomologie zeigt man Ausschneidung,
d.h. es gilt

Hy (Y, T,F) =  HL(Y}, T F),
rxeM



wobei Y die Henselisierung von Y in x ist, und 7" das Urbild von T in Y (also
Th = {z}, falls x € T und ansonsten 7" = @). Auch die Konstruktion des Cup-
Produkts ist vollstdndig analog zum gewohnlichen étalen Situs: fiir Garben Fy, Fy
auf (Y,T)e: und i, > 0 haben wir eine Cup-Produkt-Paarung

HL (Y, T, F) x H (Y, T, Fy) = HF (Y, T, F, @ F),
mit den tblichen Eigenschaften.

Ganz analog konstruiert man auch die Fundamentalgruppe. Wir betrachten die
volle Unterkategorie FEt(Y,T) der endlichen Morphismen Y’ — Y in Et(Y,T).
Diese Kategorie erfiillt die Axiome einer Galoiskategorie ([SGA1], V, 4). Nach Wahl
eines geometrischen Punktes z in Y \. T haben wir den Faserfunktor

FEt(Y,T) — (Mengen), (Y' — YY)+ Mory(z,Y"),

dessen Automorphismengruppe per definitionem die étale Fundamentalgruppe von
(Y, T) ist. Wir bezeichnen sie mit 7{*(Y, T, Z). Von nun an sei Y zusammenhéingend.
Dann sind die Fundamentalgruppen zu verschiedenen Basispunkten isomorph, wobei
der Isomorphismus bis auf innere Automorphismen kanonisch ist. Wir werden dann
den Basispunkt meist von der Notation ausschlieflen. Die Fundamentalgruppe ist
proendlich und klassifiziert étale Uberlagerungen von Y, in denen jeder Punkt von
T voll zerlegt ist. Die Gruppe HL (Y, T, F,) klassifiziert zyklische Uberlagerungen
vom Grad p von (Y, T). Daher haben wir Isomorphismen

H (n{" (Y. T)(p), Fp) — H' (z{' (Y, T),F,) — Hy (Y, T,F,),

wobei ¢ (Y, T)(p) die maximale Pro-p-Faktorgruppe von w¢ (Y, T) bezeichnet. Die-
sen Isomorphismus kann man gut an der Hochschild-Serre-Spektralfolge sehen. Wir

—_~—

betrachten die universelle Pro-p-Uberlagerung (Y, T)(p) von (Y, T). Diese ist ein
Pro-Objekt in FEt(Y,T) und die Projektion

—~—

Y, 1)(p) — (v, T)

ist Galoissch mit Gruppe 7ft(Y,T)(p). Ist nun M ein diskreter w¢*(Y,T)(p)-p-
Torsionsmodul, so erhalten wir die Spektralfolge

—_~—

Y = H' (=5 (Y. T)(p), H, (V. T)(p), M) ) = HP (V. T, M),
und insbesondere Kantenhomomorphismen
Gin 2 H (e (Y, T)(p), M) — Hy, (Y, T, M), i>0.

Lemma 2.2. Essei Y ein eindimensionales, noethersches, reguldres Schema und T
eine endliche Menge abgeschlossener Punkte auf Y. Dann sind fiir jeden diskreten
7Y, T)(p)-p-Torsionsmodul M die Homomorphismen ¢o nr und ¢y Isomorphis-
men, und ¢o s ist injektiv. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(i) éim Ist ein Isomorphismus fiir alle i und jedes M.

(ii) @i, ist ein Isomorphismus fiir alle i.

(iii) HE,((Y,T)(p),Fp) =0 fiir allei > 1.
Beweis. Nach Konstruktion gilt H.,((Y,T)(p),F,) = 0, was die erste Aussage zeigt.
Gilt (ii), so folgt (i) zunéchst fiir jeden endlichen Modul M, weil 7{*(Y,T)(p) eine
Pro-p-Gruppe und also F,, der einzige einfache diskrete 7§*(Y, T') (p)-p-Torsionsmodul



ist. Das Ergebnis iibertrégt sich auf beliebiges M, weil sowohl die Kohomologie pro-
endlicher Gruppen, als auch étale Kohomologie mit gefilterten direkten Limiten
kommutiert. Die Implikation (iii)=-(ii) kann direkt an der Spektralfolge abgele-

—~

sen werden. SchlieBlich gelte (i). Jede Klasse in HZ,((Y,T)(p),F,) liegt bereits in
H!,(Y',T'.F,) fir eine endliche Zwischeniiberlagerung (Y',7”) von (Y,T)(p) —
(Y,T). Diese entspricht einer offenen Untergruppe U C m{!(Y,T)(p). Wendet man
(i), auf den 7¢ (Y, T)(p)—Moldul Indgif,(yj)(p)ﬂ?p an, so sieht man, dass jedes o €
H.(Y' T F,) bereits in H.,(Y",T",F,) verschwindet, wobei (Y, T") eine geeig-
nete endliche Zwischentiberlagerung von (Y, T)(p) — (Y’,T") ist. Dies zeigt (iii)
und beendet den Beweis. O

Definition 2.3. Wenn die dquivalenten Aussagen von Lemma 2.2 erfiillt sind, so
sagen wir, dass (Y,T) die K (w, 1)-Eigenschaft fiir p hat.

Bemerkung 2.4. Lemma 2.2 und Definition 2.3 dehnen sich in natiirlicher Weise
auf Pro-Objekte aus. Eine markierte Kurve (Y,T) hat genau dann die K(7,1)-

Eigenschaft fiir p, wenn dies fiir ihre universelle Pro-p-Uberlagerung (Y, T)(p) der
Fall ist.

3 Berechnung von Kohomologiegruppen

Im Folgenden wollen wir die étale Kohomologie markierter arithmetischer Kurven
berechnen. Es sei k ein lokaler oder globaler Korper und p # char(k) eine fixierte
Primzahl. Mit p, bezeichnen wir die Gruppe der p-ten Einheitswurzeln und setzen
0 =1, falls pp C k ist, und ansonsten § = 0. Alle Kohomologiegruppen nehmen
Werte in der konstanten Garbe F,, an, die wir von der Bezeichnung ausschlielen.
Desweiteren benutzen wir die Bezeichnung

hi(_) = dime Hit(—) (= dime Hét(_7FP) )

Wir beginnen mit einer lokalen Berechnung. Fiir einen lokalen Korper k, der keine
Erweiterung von Q) ist, benutzen wir die Konvention [k : Q,] = 0. Desweiteren
bezeichnen wir mit HY,.(k) die unverzweigte Kohomologie und setzen

Hy, (k) = H'(k)/H,, (k).
Mit AY bezeichnen wir das Pontrjagin-Dual von A.

Satz 3.1. Es sei k ein nichtarchimedischer lokaler Kérper mit von p verschiedener
Charakteristik. Es sei X = Spec(Oy,), « der abgeschlossene Punkt von X und T = &
oder T = {x}. Dann verschwinden die lokalen étalen Kohomologiegruppen HE (X, T
fiir i <1 und i > 4, und es gilt

H/lm(k) falls T = @,

Hg(X, T)= { H'(k) falls T = {x},

also

R2(X,T) =0+ [k:Qp) + #T.
Desweiteren gilt H>(X,T) = H?(k) = u,(k)V, also h3(X,T) = §, und wir haben
die Euler-Poincaré-Charakteristik-Formel

3

S (—1)'RL(X,T) = [k: Q) + #T.

=0



Beweis. Da X henselsch ist, haben wir Isomorphismen H’,(X) = H!,(z) fiir alle i.
Da es im Fall T = {z} keine nichttrivialen étalen Uberdeckungen von (X, T) gibt,
erhalten wir

_ 1 fiir i = 0,
M(X,T)=¢ 1—#T firi=1,
0 fur ¢ > 2.

AuBerdem gilt X \ {z} = Spec(k), also H:,(X \ {z}) = H(k). Der lokale Dua-
litétssatz (siche [NSW], Theorem 7.2.6) zeigt HZ,(X ~\ {z}) = u,(k)Y, und nach
[NSW], Corollary 7.3.9, erhalten wir

RHX N {z}) =1+ 5+ [k: Q).

SchlieBlich ist der natiirliche Homomorphismus HL,(X) — HL(X ~ {z}) injektiv.
Dabher erhalten wir die Aussage des Satzes aus der exakten Ausschneidungsfolge

= Hy(X,T) — Hey (X, T) — Hey(X N Aa}) —» HP(X,T) — -
O

Nun sei k£ ein globaler Kérper und X das eindeutig bestimmte eindimensionale,
regulére, zusammenhéngende und tiber Spec(Z) eigentliche Schema mit Funktionen-
korper k (also X = Spec(Oy), wenn k ein Zahlkorper ist, und im Funktionenkorper-
fall ist X eine glatte, projektive Kurve iiber einem endlichen Korper). Es seien S
und T disjunkte endliche Mengen nichtarchimedischer Stellen von k, also disjunkte
endliche Mengen abgeschlossener Punkte von X.

Wir bezeichnen mit So, die Menge der archimedischen Stellen von k (So, = &
im Funktionenkorperfall). In Galois-Terminologie (und ohne Erwéhnung des Basis-
punktes) gilt

T (XN S,T) = Ggus, (k) = G(k§us_ k),

wobei kg:u 5., die maximale Erweiterung von k bezeichnet, die unverzweigt aulerhalb
S'U S, und voll zerlegt bei T ist. Fiir eine Zwischenerweiterung K|k von k§ g |k
bezeichnen wir mit

()(\\S,T)K

die Normalisierung (X ~\ S)x der Kurve X \ S in K, die in der Stellenmenge T(K)
der Fortsetzungen von Stellen von T auf K markiert ist. Ist K|k endlich, so ist
(X NS, T)k ein Objekt in FEt(X \ .S, T), ansonsten ein Pro-Objekt.

Sei nun p # char(k) eine fixierte Primzahl. Mit

T, el
kSUSx

bezeichnen wir die maximale elementar-abelsche p-Erweiterung von k in kg:u s, und
bemerken, dass

G(ksiSs.. k) = Hy(X . 5.T)
gilt. Mit S, bezeichnen wir die Menge der Teiler von p (also S, = @ im Funktio-

nenkorperfall). Nimmt man im Zahlkérperfall p # 2 oder k total imaginir an, so
kénnen wir die archimedischen Stellen ignorieren, d.h. es gilt

G5(k)(p) = Gius. (k)P (=m"(X N8, T)(p)).

Teil (iv) unseres Hauptresultats Theorem 1.1 besagt, dass wir fir p # 2, p # char(k),
durch Hinzunahme endlich vieler Stellen zu S erreichen, dass (X \ S, T) die K (7, 1)-
Eigenschaft fiir p hat. Dies ist im Spezialfall S D S, und T' = @ schon ohne die
Hinzunahme von Stellen wohlbekannt:



Satz 3.2. Es sei k ein globaler Kérper, p # char(k) eine Primzahl und S O S, eine
endliche, nichtleere Stellenmenge von k. Dann sind fiir jeden diskreten Ggus,_ (k)-
p-Torsionsmodul M die natiirlichen Abbildungen

Hi(GSUSx(k)aM) - Hét(X ~N SaM>

Isomorphismen fiir alle i > 0. Ist M iiberdies ein diskreter Gsys_. (k)(p)-p-Torsions-
modul, so sind auch die natiirlichen Abbildungen

H'(Gsus.. (k) (p), M) — H'(Gsus., (k), M)
Isomorphismen fiir alle i > 0.

Beweis. Fiir einen Beweis der ersten Aussage siehe [Mi2], II, Proposition 2.9. Die
zweite Aussage ist ein Resultat von O. Neumann, siehe [NSW], Corollary 10.4.8. [

Wir benutzen nachfolgend die folgenden Bezeichnungen, wobei p stets eine Prim-
zahl ungleich char(k) sei.

1 die Anzahl der reellen Stellen von k

ro die Anzahl der komplexen Stellen von k

r =11 + ro, die Anzahl der archimedischen Stellen von k

é gleich 1, wenn ), C k, und ansonsten gleich 0

O gleich 1, wenn p1), C k,, und ansonsten gleich 0

Cls(k) = Pic(X \9), die S-Idealklassengruppe von k

Ey s = H(X \ S,G,,), die S-Einheitengruppe von k

nA = ker(A % A), wobei A eine abelsche Gruppe ist, und n € N
A/n = coker(A % A), wobei A eine abelsche Gruppe ist, und n € N.

Falls k positive Charakteristik hat, so gilt 71 = 7 = r = 0 und Ej o ist die
multiplikative Gruppe des endlichen Konstantenkérpers. Wie zuvor schliefen wir
in Kohomologiegruppen die konstanten Koeffizienten F,, von der Notation aus. Die
Voraussetzung p # 2 oder k total imagindr im Zahlkorperfall wird in der ganzen
Arbeit gemacht. Daher vereinbaren wir die folgende Konvention:

Der Begriff Stellenmenge meint stets eine Menge nichtarchimedischer Stellen.

Satz 3.3. Esseien S und T disjunkte, endliche Stellenmengen des globalen Kérpers
k. Im Zahlkérperfall sei iiberdies p # 2 oder k total imaginédr. Dann verschwinden
die Gruppen H,(X ~.S,T) = 0 fiir i > 4 und es gilt

3

XXNS,T) =) ()R (XNST)=r+#T - Y [ky: Q).

i=0 pesns,

Beweis. Im Fall T = @ und S D S, ist die Aussage wohlbekannt: nach [Mi2], II,
Theorem 2.13 (a), hat man x(X \.S) = —rp und auflerdem gilt

r— Z[kjp:(@p]:ﬁ—l—rg—[k:(@]:—rg,

pPESY

wobei im Funktionenkérperfall [k : Q] = 0 gesetzt sei. Wir betrachten die exakte
Ausschneidungsfolge

= P H(X,.Ty) = HY(X,T) = HYy(X N (SUT)) — -,
pesSuUT



wobei X, die Komplettierung von X bei p ist (die Kohomologiegruppen der Kom-
plettierung und der Henselisierung stimmen iiberein). Man erhélt das Ergebnis fir
S = @ und beliebiges T' durch Benutzung dieser Ausschneidungsfolge fiir § = 5,
und durch Anwendung von Satz 3.1. Das Resultat fiir beliebiges S erhélt man aus
dem Fall S = @ mit Hilfe der Ausschneidungsfolge

. _)®H;(Xp) _}H(th(XaT) HHét(X\S,T) — ... ,
peS

und einer erneuten Anwendung von Satz 3.1. O

Korollar 3.4. Es seien S und T disjunkte, endliche Stellenmengen des globalen
Koérpers k. Dann erhalten wir eine exakte Folge

Hy(X N 8,T) = Hy(X N 8) — €D Hyp(ky) — HA(XNS,T) - H2(X N S)
peT

und Isomorphismen H*(X \. S, T) —~ H (X \ S) fiiri > 3.

Beweis. Dies folgt aus Satz 3.1 durch den Vergleich der Ausschneidungsfolgen fiir
X NS und X N\ (SUT) sowie fur (X \S,T) und X N (SUT). O

Um Formeln fiir die individuellen Kohomologiegruppen angeben zu koénnen, fiih-
ren wir die Kummergruppe VST (k) ein. Es seien S und T endliche disjunkte Stel-
lenmengen von k und p # char(k) eine fixierte Primzahl, die wir von der Notation
ausschlieen. Wir setzen

VE(k) :={a € k*|a € kP fir ve S und a € U,k P fiir v ¢ T}/E*P,

wobei U, die Einheitengruppe des lokalen Korpers k,, bezeichnet (Konvention: U, =
k), wenn v archimedisch ist). In Termen von flacher Kohomologie gilt

Vg (k) = ker (H%I(X\(SUT)aMp) - H H1<kvap))'
pes

Lemma 3.5. Fiir S = @ gibt es eine natiirliche exakte Folge
0— Epr/p— Vg (k) — ,Clr(k) — 0.

Insbesondere gilt dimp, V2 (k) = dimg, , Clyp (k) + r — 1+ #T + 8, es sei denn k ist
ein Funktionenkérper und T = @, in welchem Fall dimg, V5 (k) = dimg, , Cl(k) + &
gilt. Fiir beliebiges S und jede weitere Stelle p ¢ S UT haben wir die exakte Folge

0— VI (k) L VI (k) — UpkZP /RSP

Insbesondere ist VJ (k) stets endlich. Fiir p ¢ S, gilt dimg, coker(¢) < 4.

Beweis. Zu a € V7 (k) gibt es ein eindeutig bestimmtes gebrochenen T-Ideal mit
(a) = aP. Die Zuordnung @ +— [a] induziert einen surjektiven Homomorphismus
VZ (k) — , Clp(k) mit Kern Ejy 7 /p. Zusammen mit dem Dirichletschen Einheiten-
satz zeigt dies die erste Aussage. Die zweite exakte Folge ergibt sich direkt aus den
Definitionen der vorkommenden Objekte. Fiir p ¢ S, gilt dimg, Upk, ' /k, P = 6,
was die letzte Aussage zeigt. O



Theorem 3.6. Es secien S und T disjunkte, endliche Stellenmengen des globalen
Korpers k und p eine Primzahl ungleich char(k). Im Zahlkérperfall sei iiberdies
p # 2 oder k total imaginér. Dann gilt H:,(X .S, T) = 0 fiir i > 4 und

RO(X\ST) = 1,
WYX NST) = 1+ 6, —d+dimp, VS (k) + > [ky: Q] — 7 — #T,
pes peESNS,
RHXNS,T) = Y 6y —d0+dimg, Vi (k) +0,
pes
R(X NS, T) = 6.

Hierbei ist 0 gleich 1 falls § =1 und S = @ und ansonsten gleich 0.

Beweis. Die Aussage iiber h" ist trivial und das Verschwinden der Kohomologie in
Dimension gréfler gleich 4 ist bereits in Satz 3.3 enthalten. Artin-Verdier-Dualitét
(siehe [Maz], 2.4 oder [Mi2], Theorem 3.1) bzw. étale Poincaré-Dualitét ([Mil], V,
Corollary 2.3) zeigen

Hgt(X)v = Homy (Fy, Gm) = Up(k)~

Desweiteren impliziert das Verschwinden von HY,(X,,T}) fiir ¢ > 2 zusammen mit
dem lokalen Dualitétssatz ([NSW], Theorem 7.2.6) Isomorphismen H (XmTp)V =
H?(ky,F,)Y = py(ky) fiir jeden Punkt p von X. Nach Korollar 3.4 ist Het(X T) —

H3,(X) = p,(k)Y ein Isomorphismus. Nun betrachten wir die Ausschneidungsfolge

P HI(xX) S HY(X,T) L HY(X N 8.T) — P HE(X,).
peS peS

Der rechts stehende Term verschwindet nach Satz 3.1, also ist 3 surjektiv. Die zu
« duale Abbildung ist die natiirliche Abbildung

- @Mp(kp)~

pes

Diese ist injektiv, es sei denn § = 1 und S = @. Wir erhalten h3(X \ S, T) = 1
falls 6 = 1 und S = &, und ansonsten gleich 0. Mit Hilfe des Isomorphismus
HY(GL(k)) = HL(X \ S, T) erhalten wir die Aussage iiber h' aus der Berechnung
der ersten Kohomologie von G%(k), die in [NSW], Theorem 10.7.10, durchgefiihrt
ist. SchlieBlich folgt das Ergebnis fiir A2 mit Hilfe der Euler-Poincaré-Charakteristik-
Formel aus Satz 3.3. ]

Das Verschwinden der Kohomologie in Dimension gréfler 2 zusammen mit Lem-
ma 2.2 impliziert das

Korollar 3.7. Fiir S # @ und jede Zwischenerweiterung K |k von k% (p)|k sind die
folgenden Bedingungen dquivalent.
(i) (X NS, T)k hat die K(m,1)-Eigenschaft fiir p.
(ii) Der Homomorphismus ¢y, : H*(G§(K)(p)) — HZ((X N S, T)k) ist surjek-
tiv und es gilt cd GL(K)(p) < 2.



4 Dualitat fiir markierte arithmetische Kurven

Nun leiten wir einen Dualititssatz fiir markierte arithmetische Kurven ab. Hierzu
betrachten wir fiir eine Garbe F' auf (X \ S, T),; die Schafarewitsch-Tate-Gruppen

I’ (k, S, T, F) = ker (HL,(X NS, T, F) — @ H'(ky, F
peS

Die konstanten Koeffizienten F' = F,, schlieen wir von der Notation aus, und ge-
nauso verfahren wir mit leerem T'. Desweiteren setzen wir

B5(k) = Vg (k)"

Theorem 4.1. Es sei k ein globaler Korper und p eine Primzahl ungleich char(k).
Im Zahlkérperfall sei p # 2 oder k total imagindr. Es seien S und T disjunkte
endliche Stellenmengen von k. Dann gibt es einen natiirlichen Isomorphismus

1% (k, S, T) = B (k).
Insbesondere ist 1I1*(k, S, T) endlich.

Bemerkung 4.2. Durch Ubergang zum Limes iiber alle endlichen Teilmengen ver-
allgemeinert sich Theorem 4.1 direkt auf den Fall einer beliebigen, also nicht not-
wendig endlichen Stellenmenge S.

Beweis von Theorem 4.1. Wir wahlen eine endliche Stellenmenge ¥ so grof3, dass
SUTUS, C ¥ gilt und Pic((X \X)k(,,)) p-torsionsfrei ist. Dann verschwin-
den die Gruppen II'(k,¥) und IT* (k, %, p). Hieraus folgt das Verschwinden von
1% (k, ) = 1T (k, 2, 1) (nach Satz 3.2 und Poitou-Tate-Dualitiit, [NSW], Theo-
rem 8.6.7) und die Exaktheit der Folge

0 — Vg (k) — Hoy(X N2, ) — H Hl(kpn“p) X HH/lnr(kWMP) .
pesS peET\(SUT)
Wir dualisieren diese exakte Folge und betrachten das kommutative Diagramm

[T E (ko) x [[Hn (ko) —= HL(X N2, )Y —= BE (k)
peS pEX\(SUT)

HlY(X N D) [ H' (k) ———— HL(X ~ 5, )"
peS

|

HH (kp) x HH/W kp) -

peT pES\(SUT)

Die mittlere Zeile ist ein Teil der langen exakten Folge von Poitou-Tate (siehe
[NSW], Theorem 8.6.10) und daher exakt. Das Schlangenlemma liefert uns die Ex-
aktheit von

@ HLY(X %) — [] H' (k) x [ H), (k) — BE(R) — 0.
peS peX\(SUT)
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Unter Beachtung des kommutativen Diagramms

H2,(X NS, T)——= H%(X\Y)

|

[T 72 (ke)—— [] #* (k)
pes pes

erhalten wir
I1*(k, S, T) = ker (HZ,(X N S,T) — HZ,(X \%)).
Ausschneidung liefert uns somit die exakte Folge

i) HL,(X D) — [[ H (k) x [[ H}p(ky) — (R, S, T) — 0,
pes pEX\(SUT)

und ein Vergleich von (I) und (IT) zeigt die Behauptung des Theorems. O

Korollar 4.3. Es sei k ein globaler Korper und p eine Primzahl ungleich char(k).
Im Zahlkérperfall sei p # 2 oder k total imaginar. Es seien S und T disjunkte
endliche Stellenmengen von k mit V& (k) = 0. Dann ist die natiirliche Abbildung

(X~ 8,T) — [ #2(ky)
pes
injektiv und ein Isomorphismus, falls 6 = 0. Im Fall 6 = 1 ist fiir jedes py € S die
Abbildung
HZ(XNS,T)— [ H(ky)
peS\{ro}

ein Isomorphismus.
Beweis. Fir p € S gilt
H(X,T) = H?(ky) = pp(ky) "

Nach Theorem 4.1 gilt III*(k, S, T) = 0. Daher liefert Ausschneidung die exakte
Folge
0— HZ(X NS, T) = [[ H*(ky) > H3(X,T).
pes

Die zu a duale Abbildung ist p,(k) — [],cq 1p(kp), woraus die Behauptung des
Korollars folgt. O

SchlieBlich kann man V' (k) in folgendem Sinne zum Verschwinden bringen.

Satz 4.4. Es seien T und M disjunkte Stellenmengen, wobei T' endlich sei und
M die Dirichletdichte §(M) = 0 habe. Dann gibt es eine endliche und zu T'U M
disjunkte Stellenmenge S, bestehend aus Stellen p mit N(p) = 1 mod p, so dass

VI (k) =o0.

Beweis. Es sei {2 die Menge aller Stellen p von k& mit N(p) = 1 mod p. Dann hat
die Menge £2(k(p,)) der Fortsetzungen von Stellen aus {2 nach k(p,) die Dirichlet-
dichte 1. Wegen k> /k*P = H'(k, ui,,) und nach dem Hasseprinzip [NSW], Theorem
9.1.9 (ii), ist der Homomorphismus

P — I BT
peN\(TUM)
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injektiv. Da der F,-Untervektorraum VZ (k) C k*/k*P endlichdimensional ist, fin-
den wir eine endliche Teilmenge S C 2~ (T U M), so dass

Ve (k) =ker (V3 (k) — ] k5 /ke™) = 0.
pes

5 Lokale Komponenten

Wie zuvor sei k ein globaler Kérper und p eine von char(k) verschiedene Primzahl.
Im Zahlkoérperfall nehmen wir an, dass p # 2 oder k total imaginér ist. Es sei T
eine endliche, im Funktionenkoérperfall nichtleere, Stellenmenge mit , Clp(k) = 0.
Da Clp(k) endlich ist, gilt dann auch Clr(k)(p) = 0 und die exakte Folge

0 — Epr — kY2 Pz — (k) — 0
q¢T

impliziert die Exaktheit von

0— Err/p — k* /P — P z/pZ — 0.
q¢T

Definition 5.1. Fiir eine Stelle p ¢ T bezeichne s, € k*/k*P ein Element mit
Up(sp) = 1 mod p und v4(sp) = 0 mod p fiir alle ¢ ¢ T U {p}. Das Element s, ist
wohldefiniert bis auf Multiplikation mit Elementen aus Ej 7/p.

Wir bezeichnen mit k({/Ey, ) die endliche Galoiserweiterung von k, die durch
Adjunktion der p-ten Wurzeln aus allen T-Einheiten von k entsteht. Falls 6 = 0
(d.h. pp ¢ k), so bedeutet dies, dass auch die p-ten Einheitswurzeln adjungiert
werden. Fiir eine Stelle p ¢ T' ist die Erweiterung k({/Ey 1, ¢/5p) unabhiingig von
der Auswahl von s,.

Lemma 5.2. Es sei T eine endliche, im Funktionenkdrperfall nichtleere, Menge
von Stellen mit ,Clp(k) = 0. Desweiteren sei q ¢ T U S, ein in der Erweiterung

k(/Er,1)|k voll zerlegtes Primideal. Dann ist k{TcﬁlUf zyklisch von der Ordnung p

und q verzweigt in dieser Erweiterung. Im Fall § = 1 gilt iiberdies

k‘({/EhT)k?q’;l = k‘( {/Ek,T7 {/ﬂ)

Eine Stelle p ¢ T'U{q} der Norm N(p) = 1 mod p zerfillt genau dann in k{Tq§Z|k,
wenn ¢ in der Erweiterung k({/Ey 1, ¢/5p)|k({/Ey 1) zerfallt.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt N(q) = 1 mod p. Wegen ,, Clr (k) = 0 liefert Lem-
ma 3.5 einen Isomorphismus Ej r/p — Vg (k). Da q vollstindig in k({/Ey 1)k
zerféllt, ist der Homomorphismus By 7/p — k;/ kq? die Nullabbildung und wir
erhalten V{ﬂ}(k) — VZ(k). Insbesondere gilt

dimp, V{{[}(k) = dimg, Epr/p=#T +1—1+9,

was, nach Satz 3.6, h'(X ~ {q},T) = 1 impliziert. Wegen Cly(k)(p) = 0 muss q

in k?q’;l verzweigen. Es sei nun § = 1 und k?q’fl = k(¥/a) mit o € k*/k*P. Nach

Ubergang zu o fiir ein geeignetes e € F gilt

vg(a) = 1 mod p, vp(a) =0 mod p fiir p # q.

12



Daher liegt a/s4 in Ey 7 /p, was nach Kummertheorie die Gleichheit &( ¢/ Ek,T)k:T’EZ

{a}
= k(/Ex,1, ¢/5q) zeigt.

Nun sei p ¢ TU{q} ein Primideal der Norm N(p) = 1 mod p. Nach Klassenkor-
pertheorie zerfillt p genau dann in der Erweiterung k{Tc;fl|k, wenn ein s € k% /k*P
existiert, so dass gilt:

e v(s) =0modp fiir ¢ T U{p,q},

e vy(s) =1 mod p,

o s€ kgl
Existiert ein solches s, so gilt s/s, € Eyr/p, also s, € qup, d.h. q zerféllt in
k(X/Ex.1, ¢/5p)|k({/Ey ). Zerfillt umgekehrt q in dieser Erweiterung, so erfiillt

s = s, die gewiinschte Eigenschaft und p zerfillt in k{Tcﬁl|k. O

Fiir ein Element z € H2(X \S,T) und p € S bezeichnen wir das Bild von
x unter der natiirlichen Abbildung HZ(X \ S,T) — H?(k,) mit z, und sprechen
von der p-Komponente von z. Ist S” C S eine Teilmenge, so fassen wir vermit-
tels der natiirlichen Inklusion Elemente aus H.,(X \ S’,T) auch als Elemente in
H}, (X \S,T) auf. Fiir p € S bezeichne 7, C G(k:‘g’el\k) die Tréagheitsgruppe von p.
Wir nennen ein Element x € HL, (X \ S, T) unverzweigt bei p, wenn x(7,) = 0 gilt,
und ansonsten verzweigt.

Satz 5.3. Es sei T eine endliche, im Funktionenkérperfall nichtleere, Menge von
Stellen mit , Clp(k) = 0. Es sei ¢ ¢ T U S, ein in der Erweiterung k({/Ey )|k voll
zerlegtes Primideal und x4 ein Erzeuger der nach Lemma 5.2 zyklischen Gruppe
HL(X ~{q},T). Desweiteren sei S eine zu T U {q} disjunkte, endliche Menge von
Stellen p mit N(p) = 1 mod p. Ist x € HL(X \S,T) ein beliebiges Element, so
gelten fiir die lokalen Komponenten von xUxq € HZ(X \ (SU{q}),T) die folgenden
Aussagen:
falls x(F =

(XUXq)g = { 7é00 s?)n.zg.(( o) =0

Firp e S gilt

0  falls x unverzweigt bei p oder q voll zerlegt

(xUxq)p = in k({/EhT, {/ﬂﬂk({/Ekj) ist,

# 0 sonst.

Beweis. Fiir eine Stelle p mit N(p) = 1 mod p ist H'(k,) zweidimensional, H? (k)

eindimensional und die Paarung H'(k,) x H' (k) = H2 (kp) vollkommen. Deswei-
teren gilt x1 U x2 = 0 fiir x1,x2 € H}, (ky).

Nun ist x4 verzweigt bei q und x unverzweigt bei q. Daher ist (x U xq)q genau
dann von Null verschieden, wenn das Bild von x in H},(kq) nichttrivial ist, also
wenn x(Froby) # 0.

Nun sei p € S. Es ist x4 unverzweigt bei p und daher (x U xq), genau dann
von Null verschieden, wenn das Bild von x4 in H}lr(k‘p) ungleich Null und x bei
p verzweigt ist. Die erstere Bedingung ist dquivalent zu xq(Frob,) # 0, und nach
Lemma 5.2 dazu, dass q tréige in der Erweiterung k(/ Ex. 7, ¢/5p)|k({/ Ex,) ist. O

6 Eine Hilfserweiterung

Theorem 6.1. Es seien T und M disjunkte Stellenmengen des globalen Kérpers k,
wobei T' endlich sei und M die Dirichletdichte 6(M) = 0 habe. Es gelte p # 2
und p # char(k). Dann gibt es eine endliche Stellenmenge Ty, sowie eine endliche,
nichtleere Stellenmenge S, bestehend aus Stellen p mit N(p) = 1 mod p, so dass die
folgenden Aussagen gelten.

13



(i) SN(TUTy,UM) =
(ii) (X NS, TUTyp) hat die K(7r 1)-Eigenschaft fiir p.
(iii) Jedes p € S verzweigt in k5T (p).
(iv) VTUTO( )=0.
)

(v) Das Cup-Produkt H'(G§”™ (k) (p)) @ H (G5 (k)(p)) — H*(G5" T (k) (p))
ist surjektiv.

Im Beweis von Theorem 6.1 werden wir das folgende hinreichende Kriterium fiir
kohomologische Dimension 2 benutzen.

Theorem 6.2 ([S2], Theorem 5.5). Es sei p eine ungerade Primzahl und G eine
endlich présentierbare Pro-p-Gruppe. Angenommen es gilt H*(G) # 0 und es gibt
eine direkte Summenzerlegung H'(G) = U @&V, so dass gilt:

(i) das Cup-Produkt V @ V. -2 H2(G) ist trivial, d.h. v Uvy = 0 fiir alle
V1,02 € V,

(i) das Cup-Produkt U @ V — H(G) ist surjektiv.
Dann gilt cd G = 2.

Bemerkung 6.3. 1. Fiir Pro-p-Gruppen mit einer definierenden Relation war die-
ses Resultat bereits lange bekannt, siche [La2].

2. Das Kriterium in Theorem 6.2 liefert mehr, als nur kohomologische Dimension 2:
die gegebene Bedingung ist hinreichend fiir die Milde von G. Dies wurde in [S2], §5,
aus Labutes Resultaten [Lal] abgeleitet. Nach [Lal], Theorem 1.2(c), haben milde
Pro-p-Gruppen die kohomologische Dimension 2.

Im Verlaufe dieses Abschnitts werden wir Theorem 6.1 beweisen. Wir beginnen
mit dem (einfacheren) Fall § = 0, also k enthélt keine primitive p-te Einheitswurzel.

Lemma 6.4. Es sei § =0 und S = {p1,...,p,} eine endliche Menge von Stellen p
mit N(p) = 1 mod p. Wir setzen s; = s,,. Dann sind die Erweiterungen

iy /515 s /5m), k(/Err) und kg (1)
linear disjunkt iiber k(u,).

Beweis. Nach Konstruktion ist der durch si,...,s, in k*/k*PEy r aufgespannte
F,-Vektorraum n-dimensional. Nach Kummertheorie sind somit die Erweiterun-

gen k(pup, ¥/51, .-, ¢/5n)|k(1p) und k(/Ey 1)|k(11p) linear disjunkt. Da beide im
1-Eigenraum beziiglich des zyklotomischen Charakters xcye @ G(k(pp)|k) — F)

liegen, kg’el(upﬂk(up) jedoch im 0-Eigenraum, folgt das Ergebnis. O

Beweis von Theorem 6.1 im Fall 6 = 0. Wir wahlen Tj so, dass , Clyur, (k) = 0 gilt
und T'U Ty nichtleer ist, falls k& ein Funktionenkérper ist. Zwecks Vereinfachung der
Notation ersetzen wir im folgenden 7" durch TUTy. Nun wahlen wir eine endliche und
zu T UM disjunkte Stellenmenge Sy, bestehend aus Stellen p mit N(p) = 1 mod p,
so dass
Vo \(py (k) = 0 fiir jedes p € Sp.

Dies erreicht man durch zweimalige Anwendung von Satz 4.4. Wir numerieren die
Elemente in Sy, also So = {p1,...,pm}, und setzen s; = s,,. Aus Satz 3.6 folgt,
dass die Tragheitsgruppen 7; der Stellen p;, i = 1,...,m, nichttrivial und von der
Ordnung p sind. Wir erweitern nun Sy um weitere m Primideale in der folgenden
Weise:

Wir wihlen Fortsetzungen By, ..., By, von p1,. .., P, nach k(u,) und betrach-
ten fiir ein Primideal 9 in k() und a € {1,...,m} die folgende Bedingung (B,):
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o Q& T(k(pp)) U M(k(pp))-

o Frobs ¢ Ty, © GO ) k().

o Fiir alle b # a zerféllt Q in k(up, ¥/5p)|k(1p)-
o Q ist trage in k(up, ¥/54)|k(1p)-

o O zerfillt vollstandig in k({/Eyr)|k(up)-

Da das vollstéandige Zerfallen von Q in k({/E 1) zu den Bedingungen gehort, ist
(B,) unabhéngig von der Auswahl der s;. Nach Lemma 6.4 finden wir mit Hilfe des
Tschebotarjowschen Dichtigkeitssatzes ein Primideal Q4 in k(1p), das die Bedingung

By) erfiillt. Dann setzen wir q; = Q7 N k. Nach Lemma 5.2 ist die Erweiterung
q
k:?q fl} zyklisch von der Ordnung p und bei q; verzweigt. Nun wéhlen wir nacheinander

Stellen Qg,...,Q,, in k(up) und setzen jeweils q, = Q, Nk, so dass gilt
e 9, erfiillt Bedingung (B,), und
o 9, ist fiir b < a zerlegt in k{qui ()| k(pp) und in k(up, ¢/5q,)k(1p)-

Dies ist moglich, weil nach der Wahl von ,...,94,_1 und nach Lemma 6.4 die
Erweiterungen

sel
E(pp, /515y &/Sm> ¢/5q1s- > U/5a0_1)> k({/Ep,r) und kgou{ql,...,qafl}(“p)

linear disjunkt iber k(u,) sind. Wir setzen

S: {pla"'7pm7q17"'7qm}~
Es gilt h?(X \ S, T) = 2m und nach Korollar 4.3 ist die natiirliche Abbildung

Hgt(X\S7T) - ﬁHQ(kpz) @ﬁHQ(kCIz)

i=1 i=1

ein Isomorphismus. Es sei 1, ein Erzeuger von H.,(X \ {qa}, T'). Wir betrachten den
durch n1,...,m, in HL(X \S,T) aufgespannten m-dimensionalen Vektorraum V.
Dann gilt

HLXNS,T) =2 HLX NSy, T)a V.

Nach Satz 5.3 gilt fiir a,b,i € {1,...,m}

(na U nb)CIi =0= (770« U nb)Pw

also ist das Cup-Produkt V @ V — HZ2,(X \ S, T) trivial. Wir behaupten, dass das
Cup-Produkt
HL(XNSo,T)®V — HZ(X NS, T)
surjektiv ist. Dazu withlen wir Elemente x,, %, € HL(X \ So,T), a =1,...,m, so
dass
Xa(Tp,) # 0, Xa(Frobg,) =0, ¢a(Froby,) # 0.
Wir behaupten, dass die Elemente x1 Un1,..., Xm U Qm, Y1 Un1, ..., Uy Uny, den

2m-dimensionalen Vektorraum H?Z (X \ S,T) erzeugen. Dazu betrachten wir die
Matrix

(Xx1Unp, - aUmdp, aUme -+ (xaUn)g,,
Oom Untdps  Otm Uttmdpn Oom Utln)ar =+ Om Ui )
(WrUm)p, -+ (W1Um)p,  (@1Um)g, - (¥1Un)q,,
W Uder (P U)o, (U Uti)as (U )
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Bezeichnen wir ein von Null verschiedenes Element mit * und ein beliebiges mit 7,
so hat nach Satz 5.3 und unseren Wahlen diese Matrix die Gestalt

x 0 000 --- 0
0 = 000 --- 0
0 0 *x 0 0 0
707 * 0 0
0 = 0
?2 2 ? 0 0 x ),

was die Behauptung zeigt. Insbesondere ist das Cup-Produkt
HLXNS,T)® HL(X NS, T) — H%(X N S,T)
surjektiv. Da es iiber die Inklusion
H2 (G5 (k) (p) — HA(X . S.T)

faktorisiert, ist diese ein Isomorphismus. Damit erfiillt die Gruppe G%(k)(p) die
Voraussetzungen von Theorem 6.2 und wir erhalten c¢d G%(k)(p) = 2. Korollar 3.7
impliziert nun, dass (X \ S,T) die K(r,1)-Eigenschaft fiir p hat. Nach der Wahl
von S gilt schlieBlich VI {p}(k) = 0 fiir jedes p € S, woraus folgt, dass jedes p € S

in k5 verzweigt, also erst recht in k% (p). O
Im Fall § = 1 brauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 6.5. Es gelte 6 = 1 und T sei eine endliche, nichtleere Stellenmenge mit
V2 (k) = 0 und S, C T. Ist k ein Zahlkérper, so nehmen wir zudem k als total
imagindr an (automatisch falls p # 2). Dann gilt , Clr (k) = 0 und

k$ = k(X/Eyr).

Zusétzlich sei S = {p1,...,pn} eine endliche, zu T disjunkte Stellenmenge. Dann
haben wir eine Inklusion

ks CRE (51, s0),

wobei s; = sp,, i = 1,...,n. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Die Elemente Froby,,..., Frob,, erzeugen G(k$|k).
(ii) V&(k) = 0.
Fiir eine Teilmenge I C {1,...,n} sind dquivalent:
(a) Die Elemente {Froby,,i € I} sind linear unabhéngig in G (k%!|k).
(b) Die Erweiterungen k%, kg’el und k(/s;,1 € I) sind linear disjunkt iiber k.

Bemerkung 6.6. Sind Frob,, ..., Frob,, linear unabhingig in G(k%|k), so scheint
die Tnklusion kg C k& (g/51,. .., ¢/5n) im Widerspruch zu Aussage (b) fiir I =
{1,...,n} zu stehen. Aber in diesem Fall gilt kg’el =k.

Beweis von Lemma 6.5. Nach Theorem 4.1 gilt I_Hg(k, T) = 0, woraus mit Poitou-
Tate-Dualitit ([NSW], Theorem 8.6.7) TIT'(k, T, 11,) = 0 folgt. Wegen § = 1 und
nach [NSW], Lemma 8.6.3 erhalten wir Hom(Cly(k),Z/pZ) = TI'(k,T) = 0. Da
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Clp (k) endlich ist, folgt hieraus , Clr (k) = 0. Nach dem Dirichletschen Einheitensatz
gilt dimg, £y r/p = #T + r. Nach Theorem 3.6 erhalten wir

WYX NT) = #T + Z[kP:Qp]—r:#T—&—r,
pESH

was k({/Ex,r) = k§ impliziert. Nach Lemma 3.5 haben wir cinen Isomorphismus
Err/p — Vg (k).

Sei nun S eine endliche, zu T disjunkte Stellenmenge und k(¥/«), o € k*/k*P,
eine zyklische Teilerweiterung von k§’6l|k. Dann gilt a € V;7(k) und wir finden
Exponenten ay, . .., a,, so dass a-5{* - - - 3¢» € VI(k) = Ej r/p. Daher gilt k(3/a) C

k(X/Er1, ¥/51;- - -, ¢/5n), und folglich
kot C kS (e/51, -5 /5m)-

Als niichstes beweisen wir die Aquivalenz der Bedingungen (i) und (ii). Es gilt
VI (k) = 0 genau dann, wenn die natiirliche Abbildung Ey r/p — [, kp\/kp
injektiv ist. Dies ist dquivalent dazu, dass fiir kein von Eins verschiedenes Ele-
ment e € Ejp/p die zyklische Erweiterung k(¢/e)|k voll zerlegt bei S ist. Da-

her ist (ii) dquivalent dazu, dass die Elemente Frob, , ..., Frob,, die Galoisgruppe
G(k({/Ey,r)|k) = G(k§'|k) erzeugen. Dies zeigt die Aquivalenz zwischen (i) und (ii).

Wir bezeichnen mit I, v die Gruppe der T-Idele und mit Cr(k) die Gruppe T-
Idelklassen von k. Wegen Clr(k)(p) = 0 haben wir nach [NSW], Proposition 8.3.5,
die exakte Folge

0 —Exr®Zy, — Iyr 2, — Cp(k)®Z, — 0.

Nun betrachten wir eine Teilmenge I C {1,...,n} und es sei Hy C k* /k*? die von
den s;, i € I, erzeugte Untergruppe. Wegen S, C T gilt

k?dzk(di4m).

Nach Kummertheorie sind die Erweiterungen k¢, kzg’el und k(y/s;,i € I) genau
dann linear disjunkt {iber k, wenn der Homomorphismus

Ey1/p X Vi?(k) x Hy — k> JE*P
injektiv ist. Wegen H; N Ej, r/p = 1 ist dies dquivalent zu
(Hp - By r/p) N VE(K) =1,
und damit zur Injektivitdt des Homomorphismus

H;-Epr/p— H k) kg = Ip 1 /p,
peT

also zur Injektivitat der Komposition
Hy — (Iy,r/p) im(Ey,r/p) — CT(k)/Pﬁ’ G (k§|k).

Nach Klassenkérpertheorie bildet sich s; auf Frob,, ' e G(k&|k) ab, weshalb die
Injektivitdt dieser Abbildung dquivalent zu Aussage (a) ist. O
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Beweis von Theorem 6.1 im Fall § = 1. Wir wihlen eine endliche Stellenmenge T
so grof, dass VJ?uTO (k) =0und S, C TUT gilt. Zwecks Vereinfachung der Notation
ersetzen wir T durch T'U Ty. Nun wéhlen wir zu jedem von Null verschiedenen
Element g € G(k%|k) ein nicht in T'U M liegendes Primideal p, mit g = Frob,,,.
Die Gesamtheit dieser Primideale nennen wir Sy und wir wéihlen eine Numerierung

So ={po,---,pm}

Wie vorher setzen wir s; = s,,. Nach Lemma 6.5 gilt VJ (k) = 0, k§ = k({/Ek.r)
und k5% C k§(3/50, .., ¢/5m). Nach Satz 3.6 erhalten wir h%(X \ So, T) = m und
(X NT)=#T +r:=n.

Nun sei a, 1 < a < m, ein Index. Wir wéhlen eine Teilmenge I, C {1,...,m}
mit a ¢ I, der Kardinalitidt n — 1, so dass sowohl (Froby,,{Froby, }ic1,) als auch
(Froby, ,{ Froby, }icr,) eine Basis von G(k%|k) ist. Dies ist méglich: sind Froby,, und
Frob,, linear abhiingig in G(k%|k), so ergénzen wir Frob,, zu einer Basis. Sind die
beiden Elemente linear unabhéngig, so wihlen wir o’ mit Frob, , = Frob,, + Frob,,
und ergénzen (Froby,, Frob, ,) zu einer Basis.

Nach Lemma 6.5 sind die Erweiterungen k%|k (Grad p"), kgo’d (Grad pmti—n)
und k(/54, ¥/5i,1 € 1,) (Grad p™) linear disjunkt iiber k. Aus Gradgriinden ist ihr
Kompositum gleich k% ({/50,. .., ¢/sm) (Grad pm+i+n).

Nach Wahl von I, gilt die gleiche Aussage auch, wenn wir k(¢/sq, ¢/5i,1 € 1)
durch k(¢/s0, ¢/5i,1 € I,) ersetzen.

Fir ¢ € {0,...,m} sei 7; C G(kg(;el|k) die Tragheitsgruppe von p;. Da die
Elemente Frob, , j # i, immer noch G(k'|k) erzeugen, gilt VSTO\{pi}(k) = 0 nach

Lemma 6.5. Daher verzweigt p; in k:‘gc’)el\k und 7; ist zyklisch von der Ordnung p.

Nach Konstruktion erzeugen die m — n + 1 vielen zyklischen Untergruppen der
Ordnung p
T;, i ¢ {a} U la,

den (m — n + 1)-dimensionalen Vektorraum G(k:‘g(’)el\k) und die gleiche Aussage ist
auch fiir die Untergruppen
T, i ¢{0}UI,,

richtig. Daher erzeugen die Untergruppen 7;, i ¢ {0,a} U I, einen (m — n)-dimen-
T,el

sionalen Unterraum, die Erweiterung k (po.pa} ist zyklisch von der Ordnung p und
bei po und p, verzweigt. Wir betrachten nun fiir a = 1,...,m und ein Primideal g
die folgende Bedingung (C,):

e q¢ TUM.

q zerfillt vollstindig in k% |k.
o Fiir jedes i € I, zerféllt q in k(¢/5;)|k.
e q ist trige in der Erweiterung k( ¢/s,)|k.

e Das Bild von Frobg in G(kg(’qu) liegt in G(kg(’)el|kg;zlpa}) ~ {0}.

Mit Hilfe des Tschebotarjowschen Dichtigkeitssatzes fir die elementar-abelsche Er-
weiterung k¥ (/30 ..., ¢/5m)|k finden wir ein Primideal q; in k, das Bedingung

(Ch) erfillt. Nach Lemma 5.2 ist die Erweiterung k{qui zyklisch von der Ordnung p
und bei q; verzweigt. Nun wahlen wir nacheinander Stellen qs, ..., q,, in k, so dass

gilt:
e g, erfillt Bedingung (C,), und

. . . T, el
e (, ist fiir b < a zerlegt in k{qb}|k.
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Insbesondere sind die g; paarweise verschieden und es gilt N(q;) = 1 mod p. Wir
behaupten, dass

S:{p0w~'apmaq1a~'7qm}

die gewiinschten Eigenschaften hat. Es gilt h?(X \ S,T) = 2m und nach Korol-
lar 4.3 ist die natiirliche Abbildung

Hgt(X N S>T) - HHg(sz) & HHQ(kCIz)
i=1 i=
ein Isomorphismus.

Es sei 7, ein Erzeuger von H},(X N~ {q.},T). Wir betrachten den durch 71, ...,nmm
in H,(X \ S, T) aufgespannten m-dimensionalen Vektorraum V. Dann gilt

HL(XNS,T) =2 HLX NS, T)a V.

Nach Lemma 5.2 gilt
T, el e
kk Sy = kF(¢/5.)-

Satz 5.3 impliziert daher fiir a,b,i € {1,...,m} das Verschwinden

(Ma Umb)q; = 0= (na Uy, -
Es bleibt zu zeigen, dass das Cup-Produkt
HL(X NS0, T)®V — HA(X NS, T)

surjektiv ist. Dazu wahlen wir fir jedes a € {1,...,m} einen Erzeuger x, von
HL(X ~{po,pa},T). Nach Konstruktion gilt x.(7) # 0, xa(Z;) = 0 fiir i ¢
{0,a} U I, und x,(Frobg,) = 0. Desweiteren wihlen wir ¢, € H},(X .S, T) mit
o (Frobg, ) # 0.

Wir behaupten, dass die Elemente x1Un1, ..., X;n UNm, Y1 UN1, . . ., ¥y, Uny, den
2m-dimensionalen Vektorraum H2,(X \. S, T) erzeugen. Dies sicht man in genau der
gleichen Weise wie im Fall 6 = 0 und auch der Rest des Beweises ist von diesem
Punkt an wortlich der gleiche. O

7 Beweis von Theorem 1.1

In diesem Abschnitt beweisen wir Theorem 1.1. Wir fiihren die folgende Bezeichnung
ein: es sei K|k eine (typischerweise unendliche) separable algebraische Erweiterung
und S eine endliche Stellenmenge von k. Dann schreiben wir (die Koeffizienten F,,
werden wie vorher ausgelassen)

@/)H7 )L im @ HikK),

peS(K k’CK peS(k’)

wobei sich der Limes auf der rechten Seite tiber alle endlichen Teilerweiterungen k' |k
von K|k erstreckt. Ist K|k Galoissch mit Gruppe G(K k), so ist die verallgemeinerte
Summe GB/pES(K) H(K,) gleich dem maximalen diskreten G(K|k)-Untermodul des

Produkts [],cgx) H' (Kp)-
Der nachste Satz fiuhrt Theorem 1.1 auf Theorem 6.1 zuriick.

Satz 7.1. Esseien S, T, Sy und T,y paarweise disjunkte endliche Stellenmengen des
globalen Korpers k. Angenommen (X ~ Sy, SUT UTy) hat die K(m,1)-Eigenschaft
fiir p. Dann haben auch (X \. So,SUT), (X~ So,T) und (X~ (S U Sy),T) die
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K (m,1)-Eigenschaft fiir p. Es realisiert k% g (p) die maximale p-Erweiterung ky (p)
fiir alle p € S und der natiirliche Homomorphismus

* G(ky(p)|kyp) — G(KL k.S’uT .
peS(kZET () (k) ) ( sus, (P)] (p ))

ist ein Isomorphismus.

Beweis. Zwecks Vereinfachung der Bezeichnungen schreiben wir k% fiir k% (p). Wir
berechnen zunichst die Kohomologie von (X \ S, S U T), suTUTy Da die Kurve

(X N\ Sp, SUT UTyp) die K(m, 1)-Eigenschaft fir p hat, folgt aus Lemma 2.2

H.,((X N So, SUT UTy), surure) =0, i>1.

So

Korollar 3.4 zeigt daher HZ,((X \ So,S UT),sorur,) = 0 fiir ¢ > 2 und einen
S
Isomorphismus ’

H;t((X\SO’SUT) SuTUTO) — @/ Hy, (kp).

5o pETo (K SUTUTO)

Insbesondere realisiert kg:}T die maximale elementar-abelsche unverzweigte p-Er-

weiterung ky’ el von ky fiir alle p € Ty. Die Hochschild-Serre-Spektralfolge zeigt die

Inklusion

H2 (G( UleS’UTUTO)) s Hgt((X N So, SuU T)kSuTUT(]) = O7

So

weshalb die Pro-p-Gruppe G(kg-T|kg""™) frei ist. Nach Lemma 3.7 folgt, dass

(X NS0, SUT), surur, die K (m, 1)-Eigenschaft fiir p hat. Daher erhalten wir
So
HL (XN S0, SUT)sor) =0, i>1,
So

was nach Lemma 2.2 die K(m,1)-Eigenschaft fiir (X \ Sy, S UT) zeigt. Die Zer-
legungsgruppen Zp(kSUT|k§:JTUT°) der (unverzweigten) Stellen p € Ty sind nicht-
trivial und torsionsfrei, weshalb der Korper k'g;JT die maximale unverzweigte p-
Erweiterung ky” (p) von ky fiir alle p € Tj realisiert.

Die gleichen Argumente zeigen nun auch, dass (X \ Sy, T) die K(m,1)-Eigen-
schaft fiir p hat und dass kgo die maximale unverzweigte p-Erweiterung k;“"(p)
von k, fiur alle p € S realisiert. Mit Hilfe der Ausschneidungsfolge erhalten wir
Isomorphismen

Hi (XN (SUSy), T @ Hj,, (ky), i>1.
pES(KE )

Nun realisiert k;go die maximalen unverzweigten p-Erweiterungen k" (p) der Stellen
p € S, weshalb diese Kohomomologiegruppen fiir ¢ > 2 verschwinden, und kguso
realisiert die maximale elementar-abelsche p-Erweiterung von k" (p) fiir alle Stellen
p € S. Analog wie oben erhalten wir, dass (X \ (SUSy),T) die K (m, 1)-Eigenschaft
fiir p hat und dass die Pro-p-Gruppe G (k& g, k%) frei ist. Die natiirlichen Homo-
morphismen

G (ko (D) k" (p) — Zp(kSus,lKS,), b€ S(KS,),

von den vollen lokalen Gruppen auf die Zerlegungsgruppen sind daher Homomor-
phismen zwischen freien Pro-p-Gruppen, die Isomorphismen auf H 1(—,Fp) indu-
zieren. Folglich sind sie Isomorphismen (siehe [NSW], 1.6.15). Wir schlieflen, dass
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kL, s, fiir jedes p € S die maximale p-Erweiterung ky(p) realisiert. Nun betrachten
wir eine weitere Ausschneidungsfolge, um Isomorphismen

. ~ / i
H;t((X\(SUSO),T)kgouT) = P H'(k)
pES(KZET)

zu erhalten. Da (X \ (S U Sy),T) die K(m,1)-Eigenschaft fiir p hat, stimmt die
Kohomologie der Gruppe Gk g, [k3-") mit der étalen Kohomologie der Pro-Kurve
(XN (SUSp), T) ksur tiberein. Unter Ausnutzung der Berechnung der Kohomologie

eines freien Produktes (INSW], Theorem 4.3.14) schlieflen wir, dass

: * G (kp(p)|ky) — G(kguso|k§0uT)
peS(kEI™)

ein Homomorphismus zwischen Pro-p-Gruppen ist, der Isomorphismen auf H*(—, F,)
fiir alle ¢ induziert. Nach [NSW], Proposition 1.6.15, ist ¢ ein Isomorphismus. [

Nun folgern wir Theorem 1.1. Es seien S, T' und M paarweise disjunkte Stel-
lenmengen, wobei S und T endlich seien und M die Dirichletdichte (M) = 0
habe.

Wir wéhlen uns zunéchst Stellenmengen Sy, Ty zu SUT und M wie in Theorem 6.1,
d.h.

e Sy ist eine nichtleere Menge von Stellen p der Norm N(p) = 1 mod p,
Soﬂ(SUTUTQUM) =,

(X N Sp, SUT UTyp) hat die K(m,1)-Eigenschaft fiir p,
kSUTUTO
So (p)’

jedes p € Sy verzweigt in
ViUTUTO (k) _ 0’
das Cup-Produkt

HY (G (k) (p)) @ HY (G (k) (p)) — H* (G ™™ (k)(p))

ist surjektiv.

Dann liefert uns Satz 7.1 die folgenden Aussagen aus Theorem 1.1: wir erhalten
cd G% g, (p) < 2, Aussage (ii) aber zunéchst nur fiir Stellen aus S, sowie die Aussa-
gen (iii) und (iv).

Wir iiberzeugen uns nun, dass k'guso (p) fir alle Stellen p € Sy die maximale
p-Erweiterung ky(p) von k, realisiert. Es sei p € Sp. Dann liegt p nicht {iber p
und der lokale Korper k, enthilt eine primitive p-te Einheitswurzel. Die Zerle-
gungsgruppe Z, (k%g, (p)|k) hat als Untergruppe von G(k%,g, (p)|k) kohomologi-
sche Dimension kleiner gleich 2. Geht man in [NSW], Theorem 7.5.2, zur maximalen
Pro-p-Faktorgruppe iiber, so sieht man, dass die volle lokale Gruppe G (k,(p)|ky) als
Pro-p-Gruppe durch zwei Erzeuger o, 7 mit der einen Relation o701 = 79 darge-
stellt werden kann. Das Element 7 ist ein Erzeuger der Tragheitsgruppe, o ist eine
Hebung des Frobeniusautomorphismus und ¢ = N (p). Daher hat G(k,(p)|k,) genau
drei Faktorgruppen von kohomologischer Dimension kleiner gleich 2: sich selbst, die
triviale Gruppe und die Galoisgruppe der maximal unverzweigten p-Erweiterung
von ky. Da nun p in der Erweiterung kg:u S (p) verzweigt, ist die Zerlegungsgruppe
voll, d.h. k% g, (p) realisiert die maximale p-Erweiterung ky(p)|k,. SchlieBlich ist
So nicht leer und fiir p € Sy hat die Zerlegungsgruppe Z,(k%g, (p)|k) kohomo-

logische Dimension 2, weshalb dies auch fir G(k% g, (p)|k) gilt. Mit Vg) UTUTo (1)

verschwinden auch die Gruppen V&' (k) und Vg, (k). Daher sind die Folgen

0— HZ(X NS0, SUT) — HZ(X N\ (SUS),T) — EP HZ (k) — 0,
peS
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0— HL(X NS0, SUT) — HL(X N (SUS), T) — €D H(ky) — 0
pes

exakt. Desweiteren ist das Cup-Produkt
HL(X NS0, SUT)® HY(X N Sp, SUT) — H%(X \ S, SUT)
surjektiv. Dies folgt aus der Wahl von Sy und da der Homomorphismus
H?,(X NSy, SUTUTy) — H%(X NSy, SUT).

surjektiv ist. Schlieflich sind die lokalen Cup-Produkte H},(kp)@H},(ky) — HZ,(ky)
stets surjektiv und die Inflationshomomorphismen H(G (ky(p)|ky)) — H'(ky) Iso-
morphismen fiir alle i (siche [NSW], 7.5.8). Da k& g, (p) bei den Stellen in S die
maximale lokale p-Erweiterung realisiert, erhélt man hieraus die Surjektivitit des
Cup-Produkts

HL(XN(SUSY),T)® HL(X N (SUSy),T) — HZ(X N (SUSp),T)

Dies beendet den Beweis von Theorem 1.1.

8 Erweiterung der Stellenmenge

Satz 8.1. Es seien T und S’ disjunkte endliche Stellenmengen des globalen Kor-
pers k, S C S’ eine Teilmenge und p # char(k) eine Primzahl. Im Zahlkérperfall
sei p # 2 oder k total imaginar. Die markierte arithmetische Kurve (X \.S,T) ha-
be die K(m,1)-Eigenschaft fiir p. Zerféllt keine Stelle p € S’ \ S vollstandig in der
Erweiterung kX (p)|k, so gilt folgendes:

(i) Auch (X \S’,T) hat die K (r,1)-Eigenschaft fiir p.
(ii) kL (p)p = kp(p) fiir allep € S’ S.

Desweiteren gilt die arithmetische Form des Riemannschen Existenzsatzes, d.h. fiir
K = k%(p) ist der natiirliche Homomorphismus

* G(K,(p)|K G(kL (p)|K
pESNS(K) (Ko (p)Iy) — Glkg (p)|K)

ein Isomorphismus. Insbesondere ist G(kZ%, (p)|k% (p)) eine freie Pro-p-Gruppe.

Bemerkung 8.2. Ist k% (p)|k unendlich, so hat die Menge der voll zerfallenden
Stellen die Dirichletdichte Null. Diese Aussage kann noch im Stil von [Ih] verschérft
werden, siehe [TV], Proposition 3.1. Es stellt sich die Frage, ob diese Menge endlich
oder sogar gleich T ist. Dies ist unmittelbar klar im Fall S O S,, T' = @, weil dann
die zyklotomische Z,-Erweiterung von k in k% (p) enthalten ist.

Beweis von Satz 8.1. Die K (m,1)-Eigenschaft impliziert
HY(GL(k)(p),F,) = H,(X N S,T,F,) =0 fiir i > 4,

insbesondere gilt c¢d GL(k)(p) < 3. Sei p € S’ S und K = k% (p). Nach Annahme
zerlegt sich p mnicht vollstindig in K|k. Wegen cd GL(k)(p) < oo ist die Zerle-
gungsgruppe von p in K|k eine nichttriviale und torsionsfreie Faktorgruppe von
Zy = G(ky"(p)|ky). Daher gilt

Ky, = k;l "(p)

fiir jedes p € S'~\.S. Wir betrachten die Ausschneidungsfolge fir (X \S,T)x
und (X NS, T)k. Da (X~ S,T) die K(r,1)-Eigenschaft fir p hat, erhalten wir
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HL,(X\S,T)k,F,) =0 fiir i > 1. Unter Auslassung der Koeffizienten F,, erhalten
wir Isomorphismen

Hit((X\ SlaT)K) - @I H;Jrl((X \S7 T)K)
peS\S(K)

fir ¢ > 1. Hieraus folgt ‘

H;t((X ~ S/,T)K) =0
fiir ¢ > 2. Nun ist (X \ 5", T) KT, () die universelle Pro-p-Uberlagerung der markier-
ten Kurve (X \ S’,T) k. Daher liefert die Hochschild-Serre-Spektralfolge

Ey = H'(G(KE (0)| 1), HL, (X N 8" Tz, ) = Ho (XN, T) k)

eine Inklusion
H?(G(kE (p)|K)) — HL,((X NS, T)k) = 0.
Folglich ist G(kL, (p)|K) eine freie Pro-p-Gruppe und wir haben einen Isomorphis-
mus
- /
HY(G(ks (p)|K) = HL(X NS\ Tk) = @ H'(K,).
pES\S(K)
Wir betrachten nun den natiirlichen Homomorphismus
© ok G(Ky(p)Ky) — Gk& (p)|K).
¢ pesns() (Kp(p)|Kp) (kg ()| K)
Wegen K, = k;"(p) fiir p € S\ S sind die Faktoren im freien Produkt auf der
linken Seite freie Pro-p-Gruppen. Nach der Berechnung der Kohomologie eines freien
Produktes ([NSW], 4.3.10 und 4.1.4) ist ¢ ein Homomorphismus zwischen freien
Pro-p-Gruppen, der einen Isomorphismus auf H 1(—,IFp) induziert. Daher ist ¢ ein
Isomorphismus (siehe [NSW], 1.6.15). Insbesondere gilt k%, (p), = ky(p) fiir jedes
p € S’ S. Benutzt man nun die Freiheit von G(k%, (p)| K), so liefert die Hochschild-
Serre-Spektralfolge einen Isomorphismus

~ G(kT, (p)|K
0= HA((X N8, T)k) = HZ (XN S, Ty ) “0 1.

Da G(ks(p)|ks(p)) eine Pro-p-Gruppe ist, folgt HZ, (X ~ S, T);,,(p)) = 0. Nach
Lemma 2.2 hat somit (X \ S’,T) die K (w, 1)-Eigenschaft fir p. O

9 Dualitat fiir die Fundamentalgruppe

Zunéchst untersuchen wir den Zusammenhang zwischen der K (m,1)-Eigenschaft
und den universellen Normen globaler Einheiten.

Wir beginnen damit, redundante Stellen aus S zu entfernen: Ist p 1 p eine Stel-
le mit ¢, ¢ ky, dann ist jede p-Erweiterung des lokalen Korpers k, unverzweigt
(sieche [NSW], 7.5.9). Daher konnen Stellen p ¢ S, mit N(p) # 1 mod p in einer
p-Erweiterung nicht verzweigen. Durch Entfernung aller dieser redundanten Stellen
aus S erhalten wir eine Teilmenge Swin C S mit G§(p) = GL_ (p). Im Fall 6 = 1
gilt Spin = 5, d.h. es gibt keine redundanten Stellen.

Lemma 9.1. Es hat (X \S,T) genau dann die K(m,1)-Eigenschaft fiir p, wenn
dies fiir (X \ Smin, ') der Fall ist.

Beweis. Es gilt k& (p) = k& (p). Bezeichnen wir diesen Kérper mit K, so gilt nach
Satz 3.1 ‘

H;((X, T)k,Fp) =0
fiir ¢ > 1 und jedes p € S\ Smin(K). Die Ausschneidungsfolge zeigt nun, dass fur

i > 1 die Gruppe H,((X \ S,T)k,F,) genau dann verschwindet, wenn dies fiir
HE, (X N Smin, T) i, Fpp) der Fall ist. Die Aussage folgt daher aus Lemma 2.2. [
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Satz 9.2. Esseien S und T disjunkte endliche Stellenmengen des globalen Kérpers
k und p # char(k) eine Primzahl. Im Zahlkorperfall sei p # 2 oder k total imagindr.
Dann implizieren je zwei der folgenden Bedingungen (a)—(c) die jeweils dritte.

(a) (X N\ S,T) hat die K (r,1)-Eigenschaft fiir p.

( ) linKCk;T( )EK,T®ZP =0.
) k

(c) kL (p)y = ky(p) fiir alle p € Spin-

In (b) erstreckt sich der Limes iiber alle endlichen Teilerweiterungen K|k von
k%L (p)|k. Gelten (a)-(c), so gilt auch

lim  Ex.s,,ur ®Z, = 0.
KckE(p)

Bemerkungen 9.3. 1. Theorem 1.1 besagt, dass Bedingungen (a)—(c) nach Hin-
zunahme endlich vieler Stellen zu S gelten.

2. Es gelte ¢, € k, S, € S und T' = @. Dann gilt (a) und Bedingung (c) gilt fiir
p > 2, falls #5 > ro + 2 (siehe [NSW] 10.9.1 und Remark 2 nach 10.9.3). Im Fall
k=Q((), S=25,, T =, gilt Bedingung (c) genau dann, wenn p eine irregulére
Primzahl ist.

Beweis von Satz 9.2. Wir konnen ohne Einschriankung S = Sy, annehmen. Wen-
det man das topologische Nakayama-Lemma ([NSW], 5.2.18) auf den kompakten
Zp-Modul lim Ex 7 ® Zy, an, so sieht man, dass Bedingung (b) zur nachfolgenden
Bedingung (b’) dquivalent ist:

(b)7 lanCkT( )EKyT/p:O
Desweiteren ist nach Lemma 2.2 Bedingung (a) dquivalent zu
(a) h_H;chT( )Hét((X\S,T)K,IE‘p):Ofﬁrizl.

Nach Satz 3.6 gilt (a)’ fir ¢ = 1, ¢ > 4, und auch fir ¢ = 3, falls S nichtleer oder
6=0ist. ImFall S = @, 6 = 1, gilt H3,((X \ S, T)k,Fp) = ). Daher ist in diesem
Fall Bedingung (a)’ fiir i = 3 genau dann erfiillt, wenn die Gruppe G%(k)(p) von
unendlicher Ordnung ist.

Nach Lemma 3.5 haben wir fiir jedes K C k% (p) die exakte Folge

0 — Exr/p— VI(K)— ,Clp(K) — 0.

Der Korper kg(p) hat keine unverzweigten p-Erweiterungen in denen alle Stellen
aus T vollstandig zerfallen. Daher erhalten wir nach Klassenkorpertheorie

lim ,Clp(K)C lim Clp(K)®Z, =0.
KCKT (p) KCkE (p)

Der Dualitétssatz 4.1 liefert uns daher einen Isomorphismus

(%) hi>n Hft((X7T)K,IE‘p): hi>n lHQ(K,Q,T)%( 11£1 EK,T/p)V.
KCkZ(p) KCkZ(p) KCkZ(p)

Wir zeigen zunéchst, dass im Fall S = @ (in dem (c) trivialerweise gilt) die Bedin-
gungen (a) und (b) dquivalent sind. Gilt (a)’, so folgt mit (%) die Giiltigkeit von (b)’.
Gilt (b), so folgt insbesondere, dass § = 0 gilt oder G%(k)(p) unendliche Ordnung
hat. Somit erhalten wir (a)’ fur i = 3. Auflerdem folgt (a)’ fiir ¢ = 2 mit Hilfe von
(*) aus (b)’ Dies beendet den Beweis im Fall S = @.

Von nun an nehmen wir S # @ an. Fir p € S = Sy, besitzt jede echte Galois-
sche Teilerweiterung von ky (p)|k, verzweigte p-Erweiterungen. Nach der Berechnung
der lokalen Kohomologie in Satz 3.1 ist daher (c¢) dquivalent zu
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() lim Dyesry Hy (X, Tk, Fp) = 0 fiir alle 4,

—>KCk§(p)

und auch zu

(¢)”  lim DBpesio H((X,T)k,Fp) = 0.

—)KCkg (p)

Nun betrachten wir den direkten Limes iiber K C k% (p) der Ausschneidungsfolgen
(Koefhizienten F))

(k5) oo @ Hg((X’T)K) — Hy, (X, T)k) = Hy (X NS, T)k) — -
peS(K)

Gilt (a)’, so verschwinden die rechten Terme in (**) fur ¢ > 1 im Limes und ()
zeigt dann die Aquivalenz zwischen (b)’ und (c)”.

Nun mogen (b) und (c) gelten. Wie oben impliziert (b) das Verschwinden des
mittleren Terms fiir ¢ = 2 im Limes der Folge (x%). Bedingung (c)’ zeigt dann (a)’.
Damit haben wir gezeigt, dass je zwei der Bedingungen (a)—(c) die jeweils dritte
implizieren.

SchlieBlich mdgen (a)-(c) gelten. Tensorieren wir fiir K C k% (p) die exakte Folge
(siehe [NSW], 10.3.12)

0— Exr — Exsur — @ (K, /Up) — Clr(K) — Clsur(K) — 0
peS(K)

mit (der flachen Z-Algebra) Z,, so erhalten wir eine exakte Folge endlich erzeugter,
und daher kompakter, Z,-Moduln. Geht man nun zum projektiven Limes iiber alle
endlichen Teilerweiterungen K von k% (p)|k iiber und benutzt lim Clyr(K) ® Zy, = 0,
so erhélt man die exakte Folge

0— lim Exr®Z,— lim Exsur®Z, — lim @ (K)/U,)®@Z, — 0.
KCkE (p) KCkL(p) KCkE(p) peS(K)

Bedingung (c) und lokale Klassenkorpertheorie implizieren das Verschwinden des
rechten Limes. Daher impliziert (b) das Verschwinden des projektiven Limes in der
Mitte. O

Gilt GL(k)(p) # 1 und ist Bedingung (a) aus Satz 9.2 erfiillt, dann kann Bedin-
gung (c) nur an Primteilern von p scheitern. Dies folgt aus dem néchsten

Satz 9.4. Es seien S und T disjunkte endliche Stellenmengen des globalen Kérpers
k und p # char(k) eine Primzahl. Im Zahlkorperfall sei p # 2 oder k total imaginar.
Im Funktionenkérperfall gelte

pCl(k) #0 oder 6 =0 oder T # @ oder #S > 2.

Hat (X \ S, T) die K(m,1)-Eigenschaft fiir p und gilt G%(k)(p) # 1, dann hat jede
Stelle p € S mit (, € ky eine unendliche Tréigheitsgruppe in GL(k)(p). Desweiteren
gilt

]fg(p)p = ky(p)

fiir jedes p € Smin \ Sp.

Beispiel 9.5. Sei F ein endlicher Korper mit #F = 1 mod p. Wir setzen k = F(¢),
T = @ und S bestehe aus der unendlichen Stelle, d.h. der Stelle von k, die zur
Gradbewertung assoziiert ist. Dann hat Al = Pl {oo} die K(m,1)-Eigenschaft
fiir p und k{ooy (p)|k ist die (unverzweigte) zyklotomische Z,-Erweiterung. Daher ist
die in Satz 9.4 im Funktionenkorperfall gemachte Voraussetzung notig.
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Beweis von Satz 9.4. Ohne Einschrinkung kénnen wir S = Sy, # @ annehmen.
Angenommen ein p € S mit ¢, € k, wiirde in der Erweiterung k% (p)|k nicht ver-
zweigen. Dann gilt mit S' = S\ {p} die Gleichheit k%, (p) = k% (p), insbesondere
erhalten wir einen Isomorphismus

H;t(X ~ S/’T7FP) L) Hgt(X ~ Sa T7FP)

Im Folgenden schliefen wir die Koeflizienten I, von der Notation aus. Unter Ver-
wendung von H3,(X \S,T) = 0 liefert die Ausschneidungsfolge das kommutative
und exakte Diagramm

H*(G (k) (p)) = H? (G (k)(p))

|

H2(X,T)—~ HZ,(X NS T) > HL(X NS, T) — H}(X,T) > H3(X \ 5, T).

Daher ist o eine spaltende Surjektion und F), = HJ(X,T) = H2,(X \ ', T). Nach
Satz 3.6 folgt S’ = @, also S = {p}, und § = 1. Dieselbe Uberlegung wendet sich
auf jede endliche Teilerweiterung K von k% (p)|k an, weshalb p unzerlegt in der
Erweiterung k% (p) = kL (p) ist. Daher ist der natiirliche Homomorphismus

G k" (p)|kp) — G5 (k) (p)

surjektiv, weshalb die Gruppe G%L(k)(p) = GL(k)(p) prozyklisch ist. Im Funktio-
nenkérperfall kann daher nicht gleichzeitig , Cl(k) # 0 und T = @ gelten. Wegen
#S =1 und § = 1 erhalten wir aus unseren Voraussetzungen, dass T # & im Funk-
tionenkérperfall gilt. Daher ist nach Klassenkdrpertheorie die Gruppe GL(k)(p)
endlich. Da sie nach Voraussetzung nichttrivial ist, hat sie unendliche kohomolo-
gische Dimension, was der K (m,1)-Eigenschaft widerspricht. Also verzweigt jedes
p € S mit ¢, € ky in k% (p). Da sich diese Uberlegung auf jede endliche Teilerwei-
terung von k in k% (p) anwendet, miissen die Tréigheitsgruppen unendlich sein. Fiir
p ¢ S, impliziert dies kg(p)y = ky(p), wie man leicht an der explizit bekannten
Struktur der Gruppe G(ky(p)|ky) sieht (vgl. [NSW], 7.5.2). O

Satz 9.6. Es seien S # @ und T disjunkte endliche Stellenmengen des globalen
Korpers k und p # char(k) eine Primzahl. Im Zahlkorperfall sei p # 2 oder k total
imagindr. Angenommen es gelten die Bedingungen (a)—(c) aus Satz 9.2 und es gilt
Cp € kyp fiirallep € S.

Dann ist G%(k)(p) eine Pro-p-Dualitéitsgruppe der Dimension 2.

Beweis. Aus Bedingung (a) folgt H3(G%(k)(p),F,) = H3,(X N S,T,F,) = 0, also
cd GL(Kk)(p) < 2. Andererseits enthélt nach (c) die Gruppe G% (k) (p) fiir jedes p € S
die volle lokale Gruppe G(ky(p)|k,) als Untergruppe. Wegen ¢, € k, fiir p € S haben
diese lokalen Gruppen die kohomologische Dimension 2, also gilt auch c¢d G (k)(p).

Um zu zeigen, dass G% (k)(p) eine Dualititsgruppe ist, miissen wir nach [NSW],
Theorem 3.4.6, das Verschwinden der Terme

Di(G§(k)(p)) == lim  H'(UF,)Y, i=0,1,
UCGT (k) (p)

CO’I"V

nachweisen. Hierbei durchliuft U die offenen Normalteiler von G%(k)(p) und die
Ubergangsabbildungen sind die Duale der Korestriktionshomomorphismen. Das Ver-
schwinden von Dy folgt trivial aus der Unendlichkeit der Gruppe G%(k)(p). Wir
haben daher nachzuweisen, dass

lim  H'((XNS.T)k.F,) =0
KCkL(p)
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gilt. Wir nehmen zunéchst an, dass k ein Zahlkérper oder T # & ist. In diesem Fall
ist fiir jede endliche Teilerweiterung K von k% (p)|k die Gruppe Clr(K) endlich und
nach dem Hauptidealsatz gilt

. \% .
lim  HY((X,T)k,F,)" = lim  Clp(K)/p=0.
KCKT (p) KCkE (p)

Die Ausschneidungsfolge und der lokale Dualitétssatz zeigen die Exaktheit der Folge

P HL(Kp ) = H((X NS, Tk, F,) — H' (X, 1)k, Fp)” .
peS(K)

Nun gilt ¢, € ky, und k% (p), = ky(p) fiir alle p € S, weshalb der linke Term im
Limes iiber alle K C k% (p) verschwindet. Das Verschwinden des rechten Terms im
Limes haben wir oben eingesehen, was die gewlinschte Aussage zeigt.

Es verbleibt der Fall T = @, wenn k ein Funktionenkorper ist. Nach Poincaré-
Dualitét gilt

Hey (XN S)k Fp)Y 2= HI((X N ), p) = Hey(Xxc, jitip),

wobei j : (X \S)x — Xk die Einbettung bezeichnet. Die Ausschneidungsfolge
zusammen mit HY(Xg, jipp) = H' (Ky, pp) fiir p € S(K) zeigt die Exaktheit der
Folge

(+) P H' (K. 1) — HA Xk, jiptp) — HE (XN S)kc, 1)
pES(K)

Wieder wegen ¢, € k, und ks(p), = kp(p) fir p € S verschwindet der linke Term
von (*) beim Ubergang zum Limes iiber alle K C kg (p). Die Kummerfolge induziert
die Exaktheit von

(%) Cls(K)/p — Hg‘t((X\S)K,up) — pBr<(X\S)K).

Der Hauptidealsatz zeigt h—H>1chs o

Brauergruppe gibt uns eine Injektion

PBr((X\9)k) = € pBr(K,).
peES(K)

) Cls(K)/p = 0 und das Hasseprinzip fiir die

Da nun kg(p) fiir p € S die maximale unverzweigte p-Erweiterung von k,, realisiert,
verschwindet der rechte, also auch der mittlere Term von (%) im Limes iiber K,
und folglich auch der mittlere Term von (x). Dies beendet den Beweis. O

Bemerkung 9.7. Fiir S # @ ist die S-T-Idelklassengruppe von k:g definiert durch
ct .= lim coker(EK’SUT — H pr) .
KCkE peS(K)

Das Paar (GL(k),CL) ist eine Klassenformation. Fiir einen Teilkérper K C k%

setzt man C%(K) := (Cg:)c(kg'K). Unter den Voraussetzungen von Satz 9.6 ist der
dualisierende Modul der Dualititsgruppe G%(k)(p) isomorph zu tor, (CE (k% (p))).
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