
-Ueber Covarianten ebener Collineationen. 

Von 

P. MUT~ in Osthofon (Rhoinhessen). 

Im Folgenden sollen einige auf die Covarianten ebener Collinea- 
tionen und auf Syslbeme yon Collineationen beziigliche Fragen erSrtert 
werden~ wobei ein gewisses Netz yon Kegelschnitten in Be~racht ge- 
zogen werden muss~ welches aach yon anderer Seite behandelt  worden 
ist.*) Ftir unsere Zwecke muss dieses Netz jedoch in etwas anderer 
Weise als bisher entwickel~ werden, namentlieh soil die Benutzung 
der Doppelelemen~e der Collineation vermieden werden, was durch Iter- 
leilung einiger wiehtiger Iden~it~ten ermSglich~ wird. 

w  
1) Setzon wit 

(i, k ~  1, 2, 3) ( i ~  1, 2, 3) (k:-=- 1, 2, 3} 

so wird durch 
f (xu) -~ 0 

eine collineare Beziehung in der Ebene vermittolt, durch welche dem 
Punkt x I [ x 2 [ x 3 der Punkt f(x)l [ f(x)2 If(x)3 zugeordnet wird. 

Die inverse Collineation yon f-----0 ~qird durch 

0 
(i, k ~ 1 , 2 , 3 )  

dargestellt, we 

a i r - - a d j ,  ai, in A - ~ Z  ~ ajl a22aa3' A ~= O. 

Jedem Punkte ~t [ ~2l~3 der Ebene ist durch die Collineation f eiil 
bestimmter Kegelschnitt 

*) Burmester, kinomatisch geom\ Untersuchungen. Zeitschrift f. Math. un4 
Phys., ~(X. Jahrg. Sohnell, Ueber 8chaaren unter einander persp. Tetraeder. 
1)iss. Viernheim I891, w 9. 
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~, xl f(x)l 
O ~ ( f ) =  ~2 x2 f(x)2 ~ 0  

zugeordnet; nur die Punkte x dieses Kegelschnitts haben die Eigen- 
schas dass x, x', ~ in einer Geraden liegen, wobei x' den zu x 
homologen Punk~ bedeuteL*) Alle Kegelschnitte C~2(f) constituiren 
ein Netz, welches wir das Netz yon f nennen werden. Jedem Punkt 
en~sgrichi ein Kegelsehnitt C~(f)  des Netzes, und umgekehrk Ist 
nimlich F ein solcher dem l~etze angehSriger Kegelschnitt, und man 
greift zwei beliebige Punkte a und b desselben heraus, so schneiden 
sich die Geraden aa' und bb' in einem Punkte ~ yon F; denn C~,~(f) 
geht dutch a und b, geh5rt dem Netze an und is~ folglich identisch 
mit F, also F--~ C~(f),  d. h. F i s t  dem Punkt p zugeordnet. 

Liegt ein Dreieck auf einem Kegelschnitt des iNetzes, so lieg~ e s  

perspectiv zu seinem homologen in f, das Perspectivitiitscenr lieg~ 
ebenfalls auf F und umgekehrt. 

Wie die reciproke Ueberlegung zeigt, beriihren alsdann die Seiten 
eines solchen Dreiecks zugleich mit der Perspectivitiitsaxe v einen 
Kegelschnitt: 

K J ( f )  =- 

Vl r 

I)2 ~2 

~)3 q~3 

~, (u) 
r =- 0 

des dem Netze dual gegentiberstehenden Gewebes der Collineation [. 
2) Dutch 

k, 3) 

ist bekanntlich das Quadrat der Collineation f gegeben. Diese Colli- 
neation 

erzeugt ein Netz: 

O?(p) = 

yon Kegelschnitten. 

~1 x, f~(x)l 

& x~ f~(xh 
-~-0 

Nun ist evident, dass das Netz einer Collineation f yon dem Netze 
der inversen Collineation ~ nicht verschieden ist, denn der Kegelschnitt 
Of:((p) ist identisch mit dem Kegelschnitt C~,~(f),und A =4= 0. Durch 
passende Constantenbestimmung hat man so die Identitiit: 

*) So auoh im Folgenden: ~" homolog zu x ~, ~(~)homolog zu a~ ("-1). 
**) Eine Verwechselung mit ( f (xu))  ~ ist wohl auBgesehlossen. 
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(a) 
f(~)t x, f(x)~ 
f(~)~ x~ f(x)~ 
f(~)~ x~ f(x)a 

Ferne r  ist identiseh: *) 

~2 x~ (b) 

wobei 

Aus (a) und (b) ergiebt sieh: 

(c) r x: f(x),  
(~)3 x3 f(x)3 

wobei 

§ 
~, x~ q~,(x) 

~3 ~ % @ )  

%(x) -~ if(x),  - -  f2(x)j I 
%(x) + if(x)~ - f~(x): i 
% (x) + if(x):~ --  f:(x)~ j 

i =  aji § a2~ § %3" 

~___0. 

~ _ 0 ,  

~1 x~ [2(x)i  

~3 x3 f~(x)3 

Die Identit~it (c) besagt, dass jeder Kegelschnitt des Netzes yon f~ 
dem Netz  yon f angehSrt; abet auch das Umgekehrte ist im Allge- 
meinen richtig~ denn 

det ~(x u) ---- i i~ --  A 
wo 

ist im Allgemeinen nicht 0. Wird abet 
i . i ~  --  A --~ O, 

so wird f2 perspectiv**) and alle U~2(f 2) zeffallen. Nat[irlich tri t t  
dieses auch ein, wenn f selbst perspeetiv ist, also alle C~2(f) zerfallen. 
Es muss demnaeh det C~2(f 2) die Fac~oren i .  i ~ -  A und det C$2(f) 
enfJaalten, d. h. es ist: 

det~ C ~ 2 ( f ) ~  C(i . 4 - -  A) de* C~2(f). 
Die Gonstan~e bestimmt man als 1 and finde~ schliesslich: 

(d) act C~(f  2) = ( i .  i~ - -  ix) de~ C~( f ) .  

Allgemein gilt demnaeh dor 8atz: 
, D a s  Netz der Coltineagon f i s t  identisch mit dern Nerve yon re." 
,,.En~s2richt A dem _Punkte a in ~p(xu)~  O, so ist 

C2( f9  = C~ (f) ." 
Die ldenti t~t  (c) zeig~, in welcher Ar~ jeder der Kegelschnil te  

*) Pasch, Math. Ann. 1884. Bd. 23, S. 427. 
**) Pasch, 1. c. S. 428. 
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C ?  = x , f ~ ( x ) ~  - x ~ f ( z ) ~  = o,  

c2 '~ = x ~ f  (x) ,  - x , p ( z ) ~  = =  o ,  

r = x , t ~ ( x h  - ~:~p(z)~ = =  o 

linear yon den Kegelschnitten: 

I)..J = x : , f ( x ) ,  - z , / ' ( z ) : ,  = o, 

D~: ---- x , t ( x ) ~  - x ~ f ( z ) ~  = o 

abhiingt, z. B. is t :  (~t = i ,  ~2 = ~ ~ 0 ) ,  

C, 2 - - ~  (i - -  a~,) D~ ~ + at~D~ ~ - ,,~:,D~':. 

In der Determinante: 

P =  

0 ~ a 1 3  a~2 ~ - - A t a  Ate. 

a~3 0 - -  a~t A2a 0 - -  A,.,t 

- - a t ~  ant 0 ~ A:r,  " A3, () *) 

verschwinden alle Subdeterminanteu hSher als 3 ~" ~;rade., identisch. 
3) Man nehme nun zwei Puakte a uad b ia der Ebene an, be- 

stimme den Schnittpunkt p yon an" und b b", und den Schnittpunkt 

Pi yon (ta', bb'. C/-(f:) ist identisch lair C ~ ( f ) ;  denn der durch a 
und b gehende Kegelschnitt des Netzes yon f u n d  /~- (2~) ist nach 1) 
beziiglich den Punkten Pi in Bezug auf f~ p in Bezug auf/~" zugeordnet. 
p und Pi sind also homologe Punkte in q~(xu) ~ O. a, b, p, p~ lieges 
auf einem Kegelschnitt des Netzes, pp" geht natitrlich durch Pl~ P(' 
liegt nut PPi.  Diese letztere Eigenschaft der Co!lineation r hat 
Herr Pasch auf anderem Wege abgeleitet.**) Da dem Punkte p in 
der Punkt PtJ dem Punkt a abet ein a(  auf dot Geraden a a ' ~  apt 
entspricht~ so sind die Goraden aa'" und aa" homologe Geraden 
yon ****). 

4) Nachdem wir diese Zusammenh~nge constatirt, betrachten wir 
ein durch: 

z (x~ , )  --- , , , .r  + ~ f ( x . )  + ~ . p ( x . )  ---. o 

gegebenes System yon doppelt unendlich vielen Collineationen. u, ),, u 
sind Parameter, ux == u t x  I -4- u?x~ § u l x  3. 

*) Bezeichnung gem~ss der yon Herrn F. London gew~ihlten. 
Ueber die Polartlguren der ebenen U ~, Math. Ann. Bd. 36, w 2, 12. 

**) Math. Ann, 1891. Bd. ~8, S. 32. 
***) Vergl. w 2~ 2). 

Vergl. F. L.: 
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a) Greift man zwei Collineationen ~t und ;~: heraus, so ist die 
Collineation: Z~-%~ d. h. die durch aufeinandeffolgende Anwendung 
yon ~ und %~ entstehende neue Collineation ~ Z~. Z~ und gehSr~ wieder 
dem System ~ an; ebenso die inverse einer jeden Collineation Z:Z -~, 
daher auch: Z~ -~ �9 %.~-~ u. s. w. 

fl) Wendet man auf einen Kegelschnit~ des Netzes yon f eine 
beliebige Collineation ;~ an, so erhiilt man einen Kegelschnitt desselben 
~qetzes. 

a) und t6) ergeben sich daraus, dass alle Covarianten yon f dutch 
u~, f ,  [~ ausgedriick~ werden k5nnen.*) 

7) Wit  betrachten nun das Netz yon ~; man hat: 

(e) i: 

unter 

x~ xx~+itf(x)~+t~f:(x)~ l~X~+t~'(~)~ x~ f(x)~ 

% ux3+,~f(x)3+t~p(x)~l IZ~-+-~V(~)~ x~ f(x)~ 
Benutzung der ldentiti~ (c) in 2). Wit sehen~ jeder 

- ~ 0  

Kegel- 
Die Umkehrung schnitt des Netzes yon Z gehSrt dem lqetze yon f an. 

ist jedoch nut richtig~ wena 

det (it u~ u t- ~p(xu))  ~= 0 
ist. Nun ist: 

det (itu~ --{- ~ ( x u ) )  = •: --~ 2X2~i .-~ ~2( i2  + i~) -f- ~3 (i .  i,p - -  A). 

Falls ~t ] ~  die cubische Gleichung 

~(it~) ._  7~3 _~_ 2;t:y,i + it~2(i~+i~) + ~3(i.  i ~ - - A ) =  0 

befriedigg, kSnnen im Netze yon f Kegelschnitte auftreten, welche dem 
Netze yon 

z ~ uu~, -t- ~,f(xu) + t~f2(xu)  = 0 
nicht angehSren. Dies tritt erstens ein, wenn ;~ perspectivisch wird, 
also det C~ 2 (%) ~ 0 ist. Es wird aber aueh det C~ 2 (;~) ---- 0~ wenn f per- 
spectiv wird, d. h. det C~2(~) muss erstens den Factor de~ C~2(f) und 
zweitens den Factor co(;t~) besitzeni denn: einer der beiden Factoren 
verschwindet s~ets rnit C~(%), also ihr Product. Als weiterer Factor 
kann nut eine Constante auftreten, die sich als 1 ergiebt; es ist somit: 

(f) det C~:(~u,~ + ,tf(xu) + ~f2(xu))~ co(it t~) det C?(f) .  
Fiir ~ ~---0, it ~ - 0 ,  /~----- 1 ergiebi sich die Beziehung (d). 

Ist 
det C~2(f) =~= 0, co(it~) = 0, 

so ist 
det C~2(~) ~ 0, 

d. h. % perspectiv (bez. die Form % zerfiill~):**) 

*) Pasch, Math. Ann. 1884. Bd. 23, S. 429. 
~*) Zerf~llende Formen we~den im hllg. drei im b~etze ani'treten. 
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,, In  dem System x u~ + Jl f ( x  u) + ~ (x u) = 0 gicbt c~" 3 Serien yon 
2erspectivischen CoUineationen, entsprcchend den 3 Wm'zdn dcr cubischen 
Gleichung co(2~t) ----- 0." 

Diese Betrachtungen ergeben also rficksichtlich des Netzes yon Z 
das Resultat: 

,,1)as Netz jcder Collineation des ~b~/stems 

ist identisch mit dcm Nctzc 
wdche co ( ~ ~t ) ~ 0 be[riedigen 

5) Die Gleichung 

steht in enger Beziehuug zu 

r (~ g) = ~3 _ 

Die Discriminante yon eo ist 

yon f ,  thlls wi t  (lie Wcrthe ~'o,~ )'l g, 
, ausschliess,~." 

einer anderen cubischen Gleichung :*) 

i2~tt + 42tz ~" - -  A g  3 ----- O. 

identisch mit derjenigen yon r. 

discr, eo()L~t) ~ discr, v(~ttt ) 

und die Hesse'sche Form yon v verschwindet identisch, wcnn die 
Hessiana yon co identisch verschwJndet, d. h. a~ hat eiae zwei- resp. 
dreifache Wurzel, wenn v eine solche besitzt. 

Setzea wir nun voraus, es sei 

co(Xg) =~0 und det C~2(f)~e O, 
so stellt die Gleichung 

det C~='(/') ~- 0 

das Product der Doppelgeraden yon fqxu) . .~  0"*) und gem'~s lden- 
titbit (f) das Product tier Doppelgeraden yon 

+ f(xu) + g f(xu) 0 
dar. Alle Collineationen dieses Systems (~(~ta) =~ O) haben dieselben 

Doppelgeraden, dieselben Doppelpunkte wie f ( xu )  == O. Auch hieraus 

kann man folgern, dass[  und jede Collineation, (ftir welche o(~g)=~=0) 
des Systems dasselbe Netz besitzen. 

Hat f drei Doppelpunkte dld:da, also v ~-~0 drei verachiedene 
Wurzeln, so hat auch o ~ 0 drei verschiedene Wurzeln, wie obea 
gezeigt; es giebt 3 Serien yon perspectiven Collineationen im System ~, 
die 0entren fallen nach dr, d2, d3, die Axen nach resp. d2eL~, d3dt, 
d, d2. 

Hat f abet nur zwei Doppelpunkte, also v ~ 0 eine Doppelwurzel, 
so besitzt such co ~ 0 eine Doppelwurzel undes  treten nur zwei Series 

*) Dieselbe tritt bei der Bes~immung der Doppelpunkte yon f aui. 
**) Es ist auch: 

det C~ (f) 1 "%1 1.~ , 
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perspectiver Collineationen auf im System Z; besi~z~ f nut einen 
Doppelpunkt, so tritt im System Z nur eine Serie perspeetiver Collinea- 
tionen auf. 

w  

1) Wit  kSnnen jetzt den S~tz*) beweisen: 
,,Aus einem .Dreieck a b c, wdches auf einem Kegdschnitt des Netzes 

yon f liegt, geht dutch Anwendung der Collineationen des Systems 

~u~ + Z f(xu) + ~ f'~(xu) = 0 
eine Doppdserie yon Dreiecl~en hervor, welche zu je zweien und sgimmt- 
lich zu abe ~erspectivisch tiegen. Jedes dieser Dreiecke bestimmt mit 
den iibrigen doppelt unendtich viele _Pers~vectivitiits-Axen und Centren~ 
die ersteren umhiillen einen Kegelschnitt, weleher dem DreieeT~ einge- 
schrieben ist, die letzteren Ziegen auf einem Kege~schnitt, weleher demselben 
umgeschrieben ist." 

Aus w 1 Abschnigt 4, fl) folgt zuni~chst, dass jedes Dreieck der 
Doppelserie auf einem Kegelsehaitt des Netzes yon f lieg& Ist A 
ein beliebiges dieser Dreiecke, so geht es in ein anderes A" der Doppel- 
serie durch eine Collineation der Form ~u~ ~- g [(xu) ~- ~t f~(xu) ~ 0 
fiber. (w 1, 4, a)); diese Collineation I wird aber entweder perspeetivisch 
oder ihr Netz ist identisch mit dem yon f. (Hauptsagz in w 1, 4); also 
liegen in jedem Fall A und A '  perspectivisch (w 1~ 1). q .e .d .  

Die ,uneigentlichen" Collineationen des Systems~ vermittelt dnrch 
die Formen desselben mi~ verschwindender Determinante, liefern un- 
eigentliche Dreiecke. Die Ecken eines solchen in einer Geraden (oder 
fallen zusammen in einen Doppelpunkg). Ein eigentliches Dreieck geht 
in ein uneigentliches durch eine (uneigentliche) Collineation des Systems 

 ber, liegt  lso naCh Vo stehe dem (w l,  1) (e)) diese  
perspectiv, woraus sich einfach die Perspectivit~t zweier uneigentlieher 
Dreiecke ergiebg. Ftir ein degenerirtes Dreieck zerfgllt der betr. Kegel- 
schnitt der Centren u. s.w. Alle ~'ormen des Systems lcomme~ sonach 

in t~etracht. 
2) Entspricht dem Punkte a ein a' in f~ ein .4 in u u~ ~ 2 f +  ~f2 = 0, 

so sind die Geraden aa' und a A  homologe Geraden einer Collineation.**) 
Denn jeder Geraden ist so eine Gerade eindeutig zugeordnet; gehen 
a a', b b', . . .  dutch einen Punkt, so gehen auch a A, b JB, . . . dureh 
einen Punkt; die Beziehung zwischen a A, a a' ist collinear und dureh: 

Zu~ + t~ ~ ( x u ) = - o  

gegeben, (co(Ztt) :~ff 0, f nicht perspeetivisch). 

*) Schnell, 1. c. S. 24. 
**) Pasch, 1. c. $. 429. 
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2) Betrachten wir also zwei nicht perspective Collineationen ~! 
und X2 des Systems und bezeichnen den Punkt 

mit At ,  analog: 

mit A2, so gilt der Satz: 
,,Die Geraden a A~ und a A., sind homologc Geraden ri,wr 5bllinea. 

tion des Systen~s x u  I + ;~ f -~-- tt f :  --~ 0 ."  
Man beweist denselben auch direct in folgender Weise' a und b, 

A l und B 1 sind homologe Punkte, a A  I und b B  1, a A~ und b l L  sind homo- 
loge Geraden einer Collineation ~ des Systems.*) Heisst X,* die Colli- 
neation des Systems, welche a A  l in aAe iiberffihrt, so geht fiber: 

die Gerade a A  1 in a A  2 dutch Xr a A  2 in bB., dutch Z~, 

,, ,, aA t  ,, bBl  ,, X,~ bB l  ,, b B ,  ,, X~, 

well Z~ und X~ vertauschbar sind. (w 1, 4, a)).  
hnderer Beweis: 
Liegen die Punkte a, A~, A~, A a . . .  geradlinig, so gilt dies auch 

fiir die Punkte bl, Bl ,  B2, /~s, . .  ", wenn man obige Bezeichnungs- 
weise beibehiilt.*) In Folge des ebenfalls gtiltigen dualen Satzes gehen 
die Geraden aA.2, bI~ 2, c C , , . . ,  durch einen l 'unkt, wean a A l ,  bBi,  
c C l . . ,  dutch einen Punkt gehen; denn a A  1 und b B l ,  aA., uud bB~ 
sind homologe Geraden einer Collineation, a A  l und c Q ,  aA. z und 
cC 2 einer zweiten Collineation des Systems, somit stehen a A  1 und 
aA~ in collinearer Beziehung, wenn ~ und ~ nicht perspectiv sin& 

3) Die eben entwickelten S~.tze gestatten eine directe Anwendung 
auf die zu einer Collineation f covarianten Collineationen, welche 
bekanntlich s~mt l i ch  in der Form: 

r A u ~  -F X i~ f ( xu )  Jr- t t i p ( x u )  = 0 

darstellbar sin& 
,,Alle zu f covariantc~ Collineationen besit$en dasselbe Netz ~ 

~Kegelschnitten. " 
Denn die Gleichung: 

~(z ,~)  = o ,  

yon w 1, 5), verwandelt sich im jetzigen Falle in eine [~telation zwischen 
den Fundamentalinvarianten yon f'; wit setzen aber f allgemein voraus, 
also ist im Allgemeinen 

~,(Z~) § 0. 
Deshalb l~sst sich der Anfangs dieses Paragraphen ausgesprochene 
Satz fiir die Covarianten auch so fassen: 

, ,Aus  einem Dreieck geht durch Anwendung din" zu f covarianten 

~) Pasch. Math. Ann. 1884. Bd. 2S, S. 430. Anm. 1. 
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Co llineationen eine Schaar yon Dreiecken hervor ; liegen zwe~ dieser 
Dreiecke perspectiv~ so liegt jedes Dreieck zu jedem anderen (und zu 
dem gegebenen Dreiecl~) ~ers~ectiv." 

Dieser Satz umfasst und veraZlgemeinert einen yon Herrn Pasch 
tiber die Wiederholung einer Collineation und einen zweiten yon Herrn 
Keller fiber das Involutionsviereck gegebenen Satz.*) 

~) Fassg man nSmlich nut die Covarianten ins Auge, welehe die 
Potenzen yon f darstellen, so hal man die gerallgemeinerung des 
ersteren Satzes. 

Die Collineat~ionen f~ ( ~ = - - ~  his -~-c~) liefern eine Serie yon 
Dreiecken. 

Liegen zwei Dreiecke der Serie perspectiv, so gilt dies fiir irgend 
zwei derselben. 

Jedes bestimmt mit allen anderen unendlich viele Centren und 
Axen~ erstere liegen auf einem Kege]schnitt, welcher dem Dreieck um- 
geschrieben ist, letztere umhiillen einen solchen~ welcher dem Dreieck 
eingeschrieben ist (w  1)). Man kann auch sagen: ,,der Punkl 
(aa(~)~ b b(x)) ~ p beschreibt bei variirendem ~ einen Kegelschnitt," 

16) Um den Keller'schen Satz zu verallgemeinern~ brauchen wit 
unserem allgemeinen Satze nur folgende Fassung zu geben: 

,,Bestimmen die Vierecke abcd, a'b'c'd' eine Collineation f, die 
Yierecke a fl 7 e~, a b c d eine gu f covariante Collineation ~ und es liegen 
zwei dieser Yierecke ~erspectiv~ so liegen sie auch perslgectiv zum dritten. '~ 

Ftir 
=  (xu) = - -  f ( x u )  

wird afl~'6 das Involutionsviereck yon abed und a'b'c'd'**) und man 
hat den Satz yon Herrn Keller. Zugleich folgt: 

, Jedes dieser drei Vierecke liegt mit den Perspectivitiitscentren, welche 
es mit den beiden anderen bestimmt~ auf einem Kegelschnitt." 

Construirt man zu abed, a~76 und a'b'gd',  a~7(~ die weiteren 
Involu~ionsvierecke, so liegen diese unter sich und jedes zu den andern 
drei Vierecken 10erspectiv u. s. w. 

4) Siimmtliche (eigentliche) Collineationen, welche ein Dreieck a b c 
in ein Dreieck a'b'c' fiberfiihren, bilden ein dreigliedriges System: 

~u~ (bcx) ~ ,~ u; (cax) ~- ~ u~' (abx) = O. 
(Dutch weitere Zuordnung der Punkte d "und d' w[rd im System eine 

Collineation 

u,~,(bcx) (dab) (dae) (b'c'd') .-[- ub,(cax) (dbc) (dba) (c'd'a') 
-.{- u~,(abx) (cda) (cdb) (d" a'b) ---~.0 

*) M. Pasch, Math. Ann. 1891. Bd. 38, S. 32. A. Keller: Ueber gewisse 
u u. s.w. Disserk Giessen 1888. 

**) Die niithigen Litteraturnachweise siehe bei Pasch~ 1. e. S. 37. 

Mathemat i~che  Annalen.  XYo. 
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bestimm/. Dies ist die ein/'achstc algebraisehe Darslellung einer dutch 
die Zuordnung [a bed,  a'b'c 'd']  ['e~Oelegten Collineation). 

,, Wendel man au/'ein Dreicck A, w,'lches rail a bc au f  cincm Kegcl- 
schnilt liegt, die sdmmtlichcn Collinc<dionen diescs ,q~.~'lems an, so erhiilt 
man eine Doppelscrie yon zu jv zweien prr.sl>ectiv lic[ICndcn Drciecken." 

Jedes dieser Dreiecke kann nihnlich durch eine I)oppel.~erie yon 
Collineationen Z, welche dieselben Doppelpuakte a', b', c" habeu, in 
die tibrigen fibergeffihrfl werden und liegt ausserdem mit a'b'c" auf 
einem Kegelsehnitt, also auf einem Kegelschnitt des Netzes ~on Z 
(w 1, 5)); somit ergiebt sich maser ~atz aus w ~' l). Ffir die Centren 
und Axen der perspectiven Dreieeke gilt natfirlieh das I. c. Ausgefiihrte. 

S c h l u s s b e m e r k u n g .  

Im Raume lassen sich den obigen ana]oge Untersuchungen an- 
stellen. Man kann dabei Identit:,iten zu Grund legcn, welche neue 
Interpretationen der zu einer Collineation covarianten Collineationen 
ermiSgliehea. Z. B. ist (bei analoger Bezeichziung wie oben) 

�9 " ~ ,  x ' ~  f(x)3f '~(z), .  

Also: 
,,Schneiden sich die Ebcnen aa'a'",  bb'b'", cc'c'" in cinem. Punkte 

a, die Ebeq~en aa 'a" ,  bb'b"; cc'd' in cinem Pmtkte A ,  so siud a und A 
homologe .Pr in r (x u) ~'~) = i ~  ~ /'(x u) ~ 0." 

Ferner beweist man: 
Die Ebenen aa~"~a(,,t und aar sind homologe Ebenen einer 

zu f covarianten Collineation. U. s. w .  

O s t h o f e n ,  im Juli 1891. 

*) Ueber qJ vergleiche man P. Muth, [avarilmten rttumlicher Collineationen 
und Recipr. Math. Ann. 1889. Bd, 33, S. 494 und 499. 


