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1. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAUeber di,e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAFortpflanmng 
ele~trod2/rzamisc7~er WeZZen Zangs e h e s  Drahtes;  

von  A. So nun e r  f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 d. 

1. Historische Vorbemerkungen. 

Das Problem iler Fortpf-ianzung H e r t z ’  scher Wellen langs 
eines Drahtes ist ohne Frage fiir die moderne Physik so fun- 

damental, dass eine esacte mathematische Behandlung desselben 
auf Grund der Maxwell’schen Gleichungen erwunscht seiri 

durfte. Die Losung lasst sich ohne Aufwand eines gar zu com- 

plicirten mathematischen Apparates geben; ihre Hauptschwierig- 

keit besteht in der genauen Discussion einer transcendenten 

Gleichung, deren Wurzel sowohl die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit, wie die Dampfung der Welle in dem Drahte liefert. 

Zum ersten Male ist u s e r  Problem bekanntlich von 
H e r t z  l) behmdelt worden. Indessen kann die Hertz’sche 
Behandlung insofern nicht befriedigen, als hier der Draht un- 

endlich dunn genommen wird und deinentsprechend die Be- 
dingungen fiir die Oberflache des Drahtes in Fortfall kommen. 

Damit hangt es zusammen, dass bei H e r t z  die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der Welle zunachsf ganz unbestimmt bleibt, 

und erst mit Zuhulfenahme der Annahme, dass die Kraftlinien 

auf der Oberflache des Drahtes senkrecht steheii sollen, gleich 
der Lichtgeschwindigkeit gefunden wird. Eigenthumlicherweise 
trifft aber diese Annahme geracle in dem Grenzfalle, wo man 
den Dmht  verschwindend dunn wahlt , wie wir sehen werden, 
durchaus nicht zu. 

Sodann hat zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA33. P o i n c a r 6 2 )  die Her tz ’sche  Behandlung 

rladurch verbessert, dass er die Dicke des Drahtes beruck- 
sichtigt. Dabei wird aber an der Annahme festgehalten, dass 

1 )  €1. Her tz ,  Ges. Werlie 2. Abh. 9. 1888. Vgl. insbesondere 

2) H. PoincarB,  Compt. rend. 120, p. 1016 u. 1229. 1592. 
p. 165ff. 
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die Kraftlinien auf der Drahtoberflache senkrecht stehen. oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, es wird die Fortpdanzuiigs- 

geschwindigkeit von vornherein der Lichtgeschwin&gkeit gleich- 
gesetzt. Im Folgenden wird sich zeigen, dass cliese Snnnhme 

unter normalen Versuchsbedingungen in1 allgemeinen zwar sehr 
nahezu, aber niemals genau erfiillt ist. Auf der andereii Seite 

werden wir aber auch experimentell realisirbare Falle angeben 
konnen, in denen die Abweichung von der Lichtgeschwindigkeit 
bis zum vierten Theile der letzteren ansteigt. 

Sehr vie1 vollstandiger uiid befriedigender ist die Theorie 

der Drahtwellen von J. J. T h o n i s o n l )  entwickelt worden. Die 

folgenden Betrachtungen, auf die ich iibrigens urspriinglich 
ohne Kenntniss der betreffenden Theile des Thomson’schen 

Biiches gefiihrt worden bin, bieten, wie man seheii wird, mit 

der Thornson’  schea Theorie zahlreiche Beruhrungspunkte dar. 

T h o m s o n  beriicksichtigt2) die Dicke des Drahtes und die 
Oberdiichenbedinguiigen ganz so, wie es hier geschehen wird. 
Auch bestimmt er Fortpdanzung uiid Dampfung der U‘elle 
durch eine transcendente Gleichung. Dabei clenkt er  sich d ~ t s  

den Draht umgebende Dielektricum nach aussen hin rlurch 
einen mit dem Draht coaxialen leitenden Cylinder abgeschlossen, 

welcher bei den verschiedenen hierher gehorigen Problemen, 
der gewohnlichen Telegraphie, der Kabeltelegraphie, clen H e r t z ’ -  

schen Drahtwellen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, bez. der Erde, dem umgebenden Wasser 
und den Wainclen des Laborstoriums entsprechen wiirde. So 
wiinschenswerth die Beriicksichtigung dieser Einfliisse aber ail 

sich sein mag, so werden dndurch die Redingungen der Auf- 

gsbe bedeutend complicirt. Die Folge ist , dass T h o  m s oil 
bei der Discussion seiner transcendenten Gleichung Vernach- 
lassigungen zulassen muss, bei denen die hier zu entwickeln- 
den Details verloren gehen. Der Einfiuss des Drahtmnteriales 

auf Fortpflanzung und Dampfuiig fallt dadurch in den Schluss- 

formeln voii T h o m s o n 3 )  vollstandig lieraus, sobald man den 

Radius des ausseren Cylinders unendlich gross werden lasst ; 
gleichzeitig geht die Geschwindigkeit der Fortpflanzung direct zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1) J. J. T h o n i s o n ,  Notes 011 recent Researches in Electricity and 

2) J. J. T h o m s o n ,  1. c. art. 259ff. 
3) J. J. T h o n i s o n ,  1. c. art. 2G7. 

Magnetism. Oxford 1593. 
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in die Licht,geschwindigkeit iiber. Bei der spateren speciellen 
Behandlung der Hertz 'schen Drahtwellenl) wird die Fort-  
pflanzung ohne weiteres gleich der Lichtgeschwindigkeit gesetzt. 

Demgegeniiber erschieii es uns interessant, die Abweichung 
von der Lichtgeschwindigkeit und den Einfluss des Drahtmate- 
riales in dem einfacheri Falle, wo ein ausserer Leiter nicht 

existirt, numerisch zu bestirnmen. Der Einfluss des ausseren 
Leiters (d. h. bei den Hertz 'schen Versuchen der Labo- 

ratorinmswande), welchen wir hier vernachlassigen, wircl iibrigens 

um so kleiner, je  schnellere Schwingungen und j e  kleinere 
Wellenlangen man anwendet. 

Die folgende Untersuchung ist nach dem eben Gesagten ge- 
eignet, die Thorn son'schen Entwickelungen zu erganzen, da bei 
uns der Einfluss des Drahtmateriales vollstandig beriicksichtigt, 

der des ausseren Leiters vernachlassigt wird, bei T h o m s o n  

dagegen der anssere Leiter in Rechnung gesetzt, bei der 

Rechnung aber Vernachliissigungen gemacht werden, welche 
den Einfluss des ljrahtmateriales zum Verschwinden bringen. 

Auf die zahlreichen Arbeiten zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> welche zum Theil voni 
Boden der alten Theorie aus den Erscheiriungen der Draht- 

wellen naherungsweise gerecht zu werden suchen, sol1 hier 

nicht ausfiihrlich eingega,ngen werden. Wir  erwahnen nur 
eine Arbeit von Lord R a y l e i g h 2 ) ,  in welcher die Abnahme 
cler Kraft nach dem Inneren des Drahtes durch eine sehr geist- 
reiche Anwendung allgemeiner mechanischer Principien richtig 
ermittelt wird, ferner eine Arbeit von Stefan3) ,  in der das 

Gleiche durch Betrachtung von Inductionsstromen erreicht wird, 

sowie eine Abhandlung von Drude".), in welcher die elektri- 
schen Schwingungen in zwei parallelen Drahten untersucht 

werden. Der Standpunkt in diesen Arbeiten unterscheidet sich 
wesentlich von Clem hier eingenommenen, indem dort mit ab- 
geleiteten Begriffen, wie Selbstinduction, Gesammtwiderstand 
eines Drahtstuckes, Gesammtstromstkrke im Draht gerechnet 
wird, welche von stationaren oder langsam veranderlichen Stro- 

men hergenommen sind und in der reinen Maxwell 'schen 

1) J. J. T h o m s o n ,  1. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc. art. 379. 
2) Lord R a y l e i g h ,  Phil. Mag. (5) 21. p. 369. 1886. 

3) S t e f a n ,  Wied. Ann. 41. p. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA400. 1890. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
4) P. Dri ide ,  Wied. Ann. 60. p. 1. 1897. 
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Theorie ursprunglich keinen Platz haben. Selbstverstandlich 

ist unsere Meinung iiicht die, dass solche angenaherten Be- 
handlungsweisen zu verwerfen sind. Im Gegentheil halten wir 

sie fur ebenso nutzlich wie nothwendig, niitzlich, weil sie in 
vielen Fallen zu deni richtjgen Resultat fuhren zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, nothwendig, 

weil der exacten Behandlung der Probleme meist uniibersteig- 

liche Hindernisse im Wege stehen. Andererseits w i d  aber 

die exacte Rehaiidlung einzelner besonders einfach gewahlter 
Probleme auch fur die angeniiherte Behandlung complicirterer 
Dinge von wohlthatigem Einfiusse sein. 

Der Grund, weshalb man iiberhaupt in den meisten Fallen 

mit den Begriffen der alten Theorie zu nalierungsweise den- 
selhen Resultaten kommt, wie mit den Vorstellungen der M a x  - 
well’schen Theorie, bedarf dabei sehr der AufklBrung. Hier 

liegen offenbar Fragen von ganz ausserordentlicheni mathe- 

matischen Interesse verborgen. 

2. Die Differentialgleichungen des Problems. 

Verstehen wir unter (3 den Vector der elektrischen, unter 

91 den der magnetischen Kraft, so konnen wir die Maxwell’-  
schen Gleichungen nach H e r t z  und Heavis ic le  folgender- 

maassen schreiben : 

Hier bedeuten E und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp die Dielektricitats- und die Mag- 

netisirungsconstante, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA die reciproke Lichtgeschwindigkeit, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1” die elektrostatisch gemessene LeitfAhigkeit. Unter curl ver- 

stehen wir das hekannte Vectorsymbol, welches sich unabhangig 
vom Coordinatensystem am besten folgendermaassen erklairen 
15isst : Denkt man sich eine Fliissigkeitsbewegung hergestellt, 
welche in jedem Punkte des Raumes nach Grosse und Richtung 
die Geschwindigkeit zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQ aufweist, so bedeutet curl Q nach Grosse 
und Richtung die doppelte zugehorige Drehgeschwiiidigkeit des 

einzelnen Raumtheilchens. Analytisch findet man bekanntlich 
die Componente des Vectors curl Q in einem gegebenen Punkte 

nach einer gegebenen Richtung am einfachsten dadurch, dass 

man den betreffenden Punkt in einer senkreclit ZLI cler be- 
treffenden Richtung gelegten Ebene mit einer geschlossenen 
Curve umgiebt und das Linienintegral des Vectors 6 iiber diese 
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Curve im Sinne des Uhrzeigers erstreckt. Die fragliche Com- 

ponente des Curls wird dann gleich dem Grenzwerthe, welchem 

das Verhaltniss des Linienintegrals zu dem von der Curve 

umschlossenen Flacheninhalte zustrebt zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, wenn man die Curve 
auf den gegebenen Punkt zusammenzieht. 

Denkt man sich auf der rechten Seite der Gleichungen (1) 

die angegebenen Integralwerthe fur curl B und curl %TI einge- 
tragen, so hat man eine vom Coordinatensystem unabhangige 

Form der Mnxwell’scheii Gleichungen. Der Uebergang zu 

besonderen Coordinatensystemen ist darauf Sache einer ein- 
fachen Rechnung, wobei es bequem ist. bei der Berechnung des 

Curls die Umlaufe aus Stucken solcher Linien bestehen zulassen, 

langs denen zwei der betreffenden Coordinaten constant sind. 

Urn auf die besonderen Verhaltnisse unserer Sufgabe z u  
kommen, setzen wir voraus, dass es sich urn einen einzigen, 
beiderseits unendlich langen Draht von iiberall gleichem kreis- 

formigen Querschnitt mit geradliniger Ase handle. Alsdann 

ist es offenbar angezeigt, Polarcoordinaten z ,  r,  y zu benutzen. 

r bedeute den kiirzesten Abstand des Raumpunktes zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAP= (2, r ,  y )  
von der Axe des Drahtes, z seinen Abstand von einer be- 

liebigen, senkrecht zur Axe gelegten Ebene zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz=O, y ein Azimuth, 
welches, von der positiven z-Axe gesehen, entgegegen dem Sinne 

des Uhrzeigers um die Drahtaxe gezaihlt wird. Die Componenten 
der elektrischen Kraft in  Richtung der Coordinaten z ,  r ,  cp 
(d. 11. ihre senkrechten Projectionen auf die Richtungen der 
wachsenden zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAZ, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT,  y )  mogen 2, R, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa, die der magnetischen 

Kraft Z, P, !€J heissen. F u r  diese Componenten gewinnt man 
auf dem angegebeiien Wege leicht die folgenden Gleichunyen 
in Polcircoordinateii 1): 

1) Wegen der allgemeinereu Aufgabe der Umrechnung der Max- 
w e  11 ’when Gleichungen in beliebige orthogonale Coordinaten vgl. 
M. Abraham,  Die elektrischen Schwiogungen urn einen stabforrniges 
Leiter 5 1. Berliu 1897 oder Wied, Ann. 66. p. 439. 1898. 
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8 Y  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAaR zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAaz zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 3 7  p - 1 - - =  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- ~ i a t  ax 

Wir nehmen ferner an, dass der gesammte elektrodyna- 

mische Zustand rund um den Draht symmetrisch vertheilt ist 
und dass die elektrische Kraft uberall in die durch die Draht- 

axe gelegte Meridianebene falle. Der Zeit nach setzen wir 

den Zustand als rein periodisch voraus. Alsdann ist d I d y  = 0 

und (I, = 0;  gleichzeitig folgt aus dem identischen Verschwin- 
den irgend eines Differentialquotienten d 1 d t ,  dass die betr. 
Grijsse selbst identisch verschwindet. Darauf betrachten wir 

die beiden ersten Gleichungen des Tripels (2‘). Diese geben 

d Z / d t = O  und a P / d t = o ,  woraus Z = 0 ,  P = O  zu schliessen 
ist, und es wird die letzte Gleichung des Tripels (2) identisch 

befriedigt. 

Somit bleiben nur die drei zu einander senkrechten Com- 
ponenten 2, 3, und 4f ubrig, zwischen denen die folgenden 

Beziehungen bestehen : 

Es ist nun bemerkenstverth, dass man im vorliegenden Falle 

- ahnlich wie in den Problemen der Elektrostatik - die 

Kraftvectoren aus einer einzigen scalaren Function zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA17 durch 
Differentiation herleiten kann. Dies Resultat ist in der oben 
genannten Arbeit von H e r t z  angegeben. Wir legen uns da- 
von folgendermaassen Rechenschaft ab : 

Wir setzen zunachst, indem wir unter fT eine neue un- 

bekannte Function verstehen: 

Dann lassen sich die beiden ersten Gleichungen (3) so 

schreiben: 
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Diese Gleichungen sind ersichtlich befriedigt, wenn wir 

wshlen. 
die dritte der Gleichungen (3) eiii und erhalten: 

Darauf setzen wir die Ausdrucke (4), (5) und (6) in 

wobei die elektromagnetisch gemessene Leitfahiglteit C zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= Ad3 

aii Stelle der elektrostatisch gemessenen eingefiihrt ist, damit 
der Buchstabe zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 im Folgenden fur die Bezeichnung von Wellen- 
langen verfiigbar wird. 

Letzterer Gleichuiig geniigen wir dadurch, dass wir zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL7 der 
Bediiigung unterwerfen: 

in welcher die rechte Seite, nebenbei bemerlit, gleich dem be- 

kannten zweiten Differentialparameter A l l  ist. Bestimmen wir 

also II als .Losung der Uifferentialgleichung (7) ,  so erhalten wir 

in den Austlrucken (4), zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(5)  iincl ( 6 )  solche Wertlie unserer t h e i  

Kraftcomponenten, welche die M a x  w ell'schen Gleichungen (3) 
beiiiedigen. 

3. Abhiingigkeit des Zustandes von der Zeit und von den 
Coordinaten % und r. 

Der Zustand wurde bereits oben der Zeit nach als rein 

periochch vorausgesetzt. Die Periode sei t. Wir wollen jetzt 

die Annahme hinzufiigen, dass er auch rein harmonisch ver- 

laufe, d. h. (lurch eine einzelne Exponentialfunction von der 

Form e z x i l l r  gegeben sei. 
Beide Aiiiiahmen entsprechen allerdings nicht genau den 

wirklichen Verhaltnissen. Denn einerseits weiss man, dass die 

successiven Schwingungen je nach der Form des Erregers 
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schneller oder langsamer an  Stiirke nbnehmen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, andererseits 
wird die Gestalt der einzelnen Schwingung nicht gerade mit 

der Sinuscurve ubereinstimmen. 

Es liegt nun vielleicht nahe, die Abhangigkeit von der 
Zeit nicht als reine , sondern als gedampfte Sinusschwingung 

anzusetzen, wie es thatsachlich in vielen Arbeiten geschieht. 

Dies hat aber sein Missliches. Verfolgt man namlich eine 
gediimpfte Sinusscliwingung zeitlich weit genug ruckwarts , so 

wachsen die Amplituden schliesslich uber alle Grenzen, was 

physikalisch keinen Sinn hat. Man sage nicht, dass man den 

Zustand nur voii einem Zeitpuukte an betrachtet, au welcheni 
die Amplitude bereits nicht ubermiissig gross ist. Thatsachlich 

setzt man in der Formel den Zustand der gedampften Sinus- 

welle fur alle Zeiten gultig voraus, so dass sich auch die bei 
negativem t uiiendlich wachaenden Amplituden geltend machen 

und die Ausbreitung der Welle beeinflnssen wiirden. Ueshalb 
halten wir lieber an  der rein periodischen Abhangigkeit fest, 
welche zwar nicht experimentell zutreffend, aber auch nicht 
physikalisch widersinnig ist. 

Das Ideale ware natiirlich die Abhangigkeit voii der Zeit 

folgeiidermaassen festzulegen : Bis zu einerri gewissen Zeitpunkt 
herrscht Ruhe, voii da ab setzt eine gedampf'te Siiiuswelle ein. 

Indessen wiirde die Behandlung dieses complicirten , nicht 

durch eine einheitliche Formel bestimmten AbhBngigBeits- 
gesetzes hochst unubersichtlich werden. 

Was die Abweichung der einzelnen Schwingung von der 

rein harmonischen Sinuswelle betrifft, so ist diese unbedenklich. 

Wir konnen j a  nach F o u r i e r  durch Uebereinanderlagerung 

von rein harmonischen Schwingungen cler Periode zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA5: i- 5, 5 . . . 
jede beliebige Curve, also auch die im Experiment stattfindentle, 

wiihrend des Intervalls zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt genau wiedergeben. Jede dieser 
Schwingungen hatten wir danii nach der im Folgenden aiizu- 

gebenden Methode gesoiidert z u  behandeln. Diese Zerleguiig 

liegt durchaus in der Natur der Sache. Wie wir niimlich 
sehen werden, ergiebt sich j e  nach der Laiige der Schwiriguiigs- 
periode ein etwas verschiedener Werth cler Portpflanzuiigs- 
geschwindigkeit. Von einer einheitlichen Grijsse der Fort- 
pflanzung kann man bei einer nicbt harmonischen Schwiiigung 
uberhaupt nicht reden. 
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Wir bemerken noch, dass die zeitliche Dampfung, von der 

zuletzt die Rede war, nicht verwechselt werden darf rnit der 
ortlichen Dampfung, der Amplitudenverminderung beim Fort- 

schreiten der Welle langs des Drahtes, die spater wichtig 
werden wird. 

Sodann specialisiren wir auch die Abhangigkeit des zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAZu- 
standes von der Coordinate zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz :  Wir nehmen a n ,  class auch 

diese durch eine einfache Exponentialfunction in der Form 
eice dargestellt werde. Diese Annnhme ist natiirlich an sich 

willkiirlich und kann, wenn iiberhaupt , nur durch den Erfolg 
gerechtfertigt werden, namlich so, dass wir zeigen: Wir Iciinnen 
mit dieser speciellen Annahme allen Bedingungen des Problems 
gerecht werden. Gleichzeitig werden wir aber,  wenn dieses 

moglich ist, sicher sein, mit dieser einfachsten Annahme den 
einfachsten und physikalisch wichtigsten Zustand zu treffen. 

Die soeben eingefiihrte Constante c werden wir zunachst 
(vgl. 8 5) als reel1 ansehen. I n  diesem Falle setzen wir 

sodass zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI. die Hellenlange der Sciiwinyung, d. h. den Abstand 
zweier Punkte bedeutet, welche zu gleicher Zeit gleiche Ampli- 
tude und Phase der Schwingung besitzen. Nachdem wir uns 

dann iiberzeugt haben werden, dass ein reelles c zwar formal 

mathematisch zulassig, aber physikalisch bedeutungslos ist, 
werderi wir zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL' als complexe Grosse annehmen und 

setzen. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA kann dann immer noch als WelLenlange angesprochen 
werden, wahrend zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx die Starke der (ortlichen) Bampfuny  beim 

Fortschreiten der Welle liings des Drahtes misst. 

F u r  die Function 17 ergiebt sich auf solche Weise (unter 
% e  den reellen Theil des dahinter stehenden complexen Aus- 

drucks verstanden) der folgende Ansatz : 

); 17 = ~ 2 , ( e 2 . z i l / r  + i c z  
(9) 

die Function 21 hangt dann nur noch von der einen Variabeln 

T ab. Die Art dieser Abhangigkeit ist nun festzustellen. 
Ann. d. Phgs. u .  Chem. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN. F. 6 i .  16 
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Aus der Differentialgleichung (7) ergieht sich fur zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu folgende 

Gleichung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
d2u zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 d u  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
drt r d r  

71 = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA7 + ~- - c2u. 

Hierfiir konnen wir einfacher schreiben : 

d 2 u  1 d u  
dra  - + 7 d r  + ( k 2  - c2) u = 0 , 

wenn wir die Abkurzung einfiihren: 

Die Constante h 2  besitzt im Innern des Dralites einen 

anderen Werth, wie in der umgebenden Luft, in welcher 
e = p = 1 und C =  0 ist. Wir wollen die umgebende Luft als 

das Medium I von dem Drahte als dem Medium TI unterscheiden 

und wollen entsprechend den Werth von k 2  in I und I1 mit k ;  
und k2, bezeichnen. Diese beiden Constanteri charakterisiren das 
elcktrodynamische Verhalten der Medien I und I1 vollkommen. 

Ferner werden wir furs Erste die Moglichkeit offen lassen 
mussen, dass auch die Constante c in beiden Medien ver- 

schiedene Werthe (c, und c2) haben konne. Endlich werden 
wir fur u in I und I1 zwei verschiedene Ausdrucke erhalten, 
welche u1 und u2 heissen sollen. 

Der Zusammenhang zwischen u1 und u2 wird durch die 
Grenzbedingungen an der Drahtoberflache vermittelt, welche be- 

kanntlich besagen, dass die in die Grenzflache fallenden Com- 
ponenten von @ und 5% auf beiden Seiten gleich sein mussen. 

Es sind dieses die Componenten 2 und V. Wir haben also fur 
die Oberflache des Drahtes, wo r=p  sein moge, zu verlangen: 

Nun folgt aber aus den Werthen (4), (5) und (6) unserer 
drei Kraftcomponenten, wenn wir hier den Ausdruck (9) fur 
17 eintragen: 

XI = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz,, UF, = !P zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2' 
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Mithin liefern die vorher genannten Oberflachenbedin- 

gungen fiir zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 9 :  

und 
eiclZ(k:-ci)u,= e i ~ z ( k ~ - c ~ ) u ,  

k:  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAd zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAzc, k2  d u  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA--=2. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
P1 P3 d r  

Aus der ersten dieser Gleichungen schliessen wir leicht 

c1 = c2. Da namlich in 

die linke Seite nur von z ,  die rechte nur von T abhangt, so 
miissen sich beide Seiten auf eine Constante reduciren, welche 

nur die Einheit sein kann. Wir werden daher in Zukunft 
fur den gemeinsamen Werth von c1 und c2 wieder c schreiben 
konnen. 

Die vollstandiyen Bestimmi~ngsyZeichun.9en fiir unsere Func- 

tionen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu1 und ti2 lauten daher fo(qendermaassen: 

7 ’ < Q  

5 4. Vorbemerkungen uber die B ess el’schen Functionen. 

Die Differentialgleichungen (I) und (11) lassen sich leicht 

durch geeignete Wahl der unabhangigen Veranderlichen auf 
die gemeinsame Form der B ess  el’schen Djfferentialgleichung 

bringen. Ihre Losungen sind die sogenannten Be  s s el’schen 
Functionen erster und zweiter Art, J(x)  und K(x) ,  welche zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
man fur alle Werthe yon x durch die folgenden Integrale’) 
definiren kann : 

1) Vgl. H e i n e , Handb. d. Kugelf., Gleichung (30n) und (30b). 
Man bemerke, dass unser K mit dem Heine’schen nur in der positiv- 
imaginlren Helbebene ubereinstimmt. Auf der reellen Axe und in der 

16* 
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x B + i  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAm zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Im zweiten Integral bedeutet zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp irgend eine Zahl, welche, 
wenn X = T  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe i q  gesetzt wird, zwischen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAsp und y-m liegt. K ist 

fur alle endlichen Werthe ausser fur .z = 0, J fur alle end- 

lichen Werthe endlich. 
Wir werden eine Reihe von Eigenschaften der Besse1’- 

schen Functionen, namentlich auch bei complexen Werthen 
des Argumentes, nothig haben, welche wir hier kurz zusammen- 

stellen. 
a) Die Function J ( z )  gestattet fur alle Werthe des Ar- 

gumentes die Entwickelung I) : 

Diese Reihe ist naturlich nur fur hinreichend kleine zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx 
praktisch brauchbar - wir setzen 1 + x 1 < 1 voraus z, - und 
auch dann nur, wenn man den Fehler beim Abbrechen der 

Reihe abschatzen kann. Letzteres Iasst sich folgendermaassen 
leicht bewerkstelligen. Wir haben 

Nehmen wir also, was meistens ausreichen wird, k = 1, 

d. h. brechen wir die Reihe mit dem zweiten Gliedt: ab, so 
haben wir 

wo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA9. eine unbekannte Zahl vom absoluten Betrage < 1 be- 
deutet. Ebenso findet man: 

‘ L I  
(a,2) S(z) =- 

2 

negativ-imaginaren Halbebene ist die H e i  n e’sche Definition fur uns nicht 
brauchbar, weil sie sich nicht durch nnalytische Fortsetking aus den 
Werthen der positiv-imaginaren Halbebene ergiebt. 

1) Vgl. H e i n e ,  1. c. Gleichung (14c). 
2) Das Zeichen 1 1 deutet, wie iiblich, den absoluten Betrag der 

dazwischen stehenden complexen Grijsse an. 
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Brechen wir die Reihe dagegen schon beim ersten Gliede 

ab, so konnen wir schreiben: 

Naturlich bedeutet in diesen und den folgenden Formeln das 
Zeichen 9 lauter verschiedene unbekannte Zahlen vom abso- 

luten Betrage zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA< 1. 

Wie diese Abschatzung im Falle I+zl > 1 und k > 1 zu 
moditiciren ware, ist leicht zu sehen. 

b) Neben J ( r )  (oder ausfiihrlicher geschrieben J, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(2)) be- 
zeichnet man auch die Functionen l) 

nls B essel'sche Functionen. Aus dieser Reihe findet man 

leicht, unter der abermaligen Aunahme l+.ri < 1: 

Dn ferner allgernein gilt zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz, : 

n 
J,' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(x) = -; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA(z )  - Jn + 1 (x) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA7 

SO kiinnen wir schreiben: 

Wir merken uns insbesondere die folgenden Ausdruclre an: 

3 L . L  9 x a  
(b, 1) J2 (x) = ,r - .  iA2 (1 - l+r)-' J, (x )  = a? (1 - 1:l2)-' , . . . 

(b,2) J2'(x) = 19. 1:1 (I - I$r)-', J,' (x) = 3 !  \zr , 2 ,  (1 - ISr)-'. . . . 
c) Unsere Ressel'sche Function K (.z) gestattet die fol- 

gende Dar~te l lung~) :  

K(z) -- J ( x )  ( log- f + iz" -- + C - 2 (J2(x) -+ J,(x) ++ JB (x)-. . .). 

1) Vgl. He ine ,  1. c. Gleichung ( 1 4 ~ ) .  
2) Vgl. H e i n e ,  1. c. 
3) Vgl. Heine, 1. c. Gleichung (44f). 

61 B. 
Man beachte die dort fur 

complexe z mit positiv - imaginiirem Theil angegebene Modification, welche 
dem Gliede i n / 2  unserer Formel entspricht. 
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Die sogenannte Mascheroni’sche Constante C hat den 

Werth 0,577 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. . . Setzen wir no& c = l o g  y, wo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAy =  1,781 wird, 

und beachten, dass zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe i n / 2  = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi ist, so konnen wir auch schreiben: 

(c , l )  K(x)=J(z) log- - - -2(J&)-+J4(x)+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 i y  & J e ( x ) -  ...) 

und 
1 2 i y  

(c,2) 
[ K ’ ( 4  = - ~ J( x) + J’ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(x) log 2 

2 

- 2 (Ja’ (x) - g J4‘ (2) + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQ JG’ (x) - . . .) 
Fur  geniigeiid kleine Werthe von z wird also K ( x )  durch 

log 2 i y l x ,  K (x) durch - 1 / x  dargestellt. Wir mussen ein 
Urtheil daruber gewinnen, wie genau diese Darstellung ist. 
Aus (c,l) folgt: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 i 7  
~ K(x)  - log q < lJ(x)  - 11 llog 7 I 

-k 2 (14 (x)l + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAIJ4 (X)! -f- - * a )  9 

also, wenn wir nus (a,3) und (b , l )  einsetzen: 

K(x)  -log- < 
2 i r l  

Ebenso ergiebt sich aus (132) mit Rucksicht auf (a, 3) 
und (b,2): 

Somit gewinnen wir : 

d) Fur  grosse Werthe von x bedient man sich zur Be- 
rechnung der Be  ss el’schen Functionen gewisser semiconver- 
genter Entwickelungen. Wir entnehmen dieselben einer Arbeit 
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von H. Weberl) ,  in der die zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAfur uns nothwendige Fehlerab- 

schatzung bei complexen Werthen des Argumentes durch- 

gefiibrt ist. Fur  J ( x )  haben wir 

wo die Functionen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAS, und S,, je nachdem man sie beim ersten 
oder zweiten Gliede abbricht zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, mit Hinzufiigung der Fehler- 
abschatzung folgende Bedeutung haben: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

7c [l + Z / l x I ) ~  s, = s, = 1 + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA9.--- 
8 1 %  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(1 - 3 / 4 1 ~ 1 ) ~  

bez. 

Dabei wird vorausgesctzt, dass zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx einen positiv-reellen Theil 
hat. Bei einem x mit negativ-reellem Theile bedient man sich 

der Beziehung J (  - x) = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ ( x ) .  
Aehnlich lasst sicb der Differentialquotient J' (x) berechnen. 

Es wird 

wobei jetzt S, und S, die Bedeutung ha,ben: 

(4 5) 81x1 

3 n  s, = s, = 1 + 9. ~~ (1 - 114 1.11-3 

bez. 

l5 (1 8, = 1 - -+ 9 ~ 

S,=1+-+9.--,(1 8 % X  321x1 

3 
a 2 2  321x12 

3 15 

Wir erkennen hieraus, duss J(x) im 

- i / q x 1 ) - 3  

- 1 / 4 / ~ / ) - ~  

Unendlichen der reellen . .  
Axe verschwindet wie x dugegen uberall sonst im Unendlichen 

der complexen Ebene wie die l6'xponentialfinction mit positivem 

1) H. Weber, Zur Theorie der Bessel'schen Functionen, Math. 
Ann. 37. Vgl. insbesondere Gleichungen (19), (30), (32) und (23), (25). 
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Zxponenten unendlich zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAwird. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAInsbesondere ergiebt sich noch 
ftir ein x mit iiicht verschwindendem imaginaren Theile zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA: 

je nachdem x einen positiven oder negativen imaginiiren Be- 
standtlieil hat. 

e) Das Verhalten von K ( x )  bei unendlich wachsendem 1x1 

wird durch die Gleichung gegeben 

Dabei ist zu beachten, dass K ( x )  keine eindeutige, sondern 
eine unendlich rieldeutige Function ist, wie schon aus dem 
Auftreten des Logarithmus in Gleichung (c, 1) hervorgeht. 

Las t  man namlich die Variabeln einmal urn den Nullpunkt 
der complexen Ebene herumlaufen, so andert sich dabei K 
uni 2 7c i J ( x ) .  Daher gilt die letzte Formel nur, wenn man 
die 2-Ebene rom Nullpunkte aus- und zwar langs der negativ, 

imaginaren Axe aufschneidet. Ueberschreitet man diese Axe, 
so ist auf der rechten Seite von (e, I )  eiri geeignetes Multiplum 
des asymptotischen Werthes von 2 7c i J ( x )  hinzuzufugen. Hier- 

aus ergiebt sich: 
Vpter de7i unendlich vielen %meyen, aits denen die Fknction 

h- ( x )  besteht, giebt es einen, welclier im Unendlichen d w  positiu- 

imaginaren ffalhebene und auf der reellcn Axe aerschiuziidet, und 

zwar bez. wie die AL-ponentialf2lnction rnit ne-qativern Exponentmi 

oder wie , x - ~ / ~ .  

Dieser Zweig sol1 der Hauptzzzoeig der Function K ( x )  ge- 

nannt werden. Er entspricht dem sogenannten €Imptiuert?ie 

des Logarithmus in Gleichung (c, l), d. h. dem Modulo 2 n i  
kleinsten Werthe, welchem der dort vorkommende Logarithmus 

bei gegebenem x gleich gesetzt werden kann. All? anderen 

Zweige von K ( x )  werden ebenso wie J ( x )  iiberall im Unendlichen 

der complexen Ebene unendlich gross. 

Die Eigenschaft, im Unendlichen fur ein gewisses Gebiet 

zu verschwinden, verleiht der Function K(x)  vor anderen parti- 
cularen Losungen der B e  s s el’schen Differentialgleichung und 
dem Hauptzweige dieser Function vor anderen Zweigen der- 
selben Function fur unsere Zwecke eine besondere Wichtigkeit. 
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5. Nachweis der Nothwendigkeit einer ortlichen Dlimpfung. 

Die transcendente Gleichung fur c. 

Wenn man die Differentialgleichungen I und 11 vom Schlusse 
des vorletzten Paragraphen mit der Gleichung (13) vom Beginn 

des letzten Paragraphen vergleicht, so sieht man, dass jenen 
durch die Bessel’schen Functionen mit dem Argumente zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

_ _ _ _  
fk: - c2 . r und Ijk: - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc 2 .  r 

genugt wird. Wir bekommen daher als allgemeine Losung 
von I und 11: 

Die Grossen A und B sind naher ZZI bestiinmende Con- 
stante. Zunachst sieht man sofort. dass R, verscbwinden muss, 

da K fur r=O unendlich wird und doch andererseits zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu2 im 

Innern des Drahtes durchweg ecdlich bleiben muss. In zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu1 
dagegen braucht der Term mit K nicht zu verscliwinden, weil 

j a  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu, im Innern des Drahtes uberhnupt keine phgsikalische 
Bedeutung hat. 

Wir miissen ferner das Verhalten von u1 im Unendlichen 

betrncht.en (wie sich zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu, im Unendlichen verhiilt, ist uns dagegen 
gleichgiiltig, weil u2 ausserhalb des Urahtes keine physikalische 
Bedeutung hat). Jedenfblls tiwrden ioir verlan.qen mijssen, dam 
u, 6ei ~i~aciisendem r z~erschirinrtet. Das bedeutet jedoch nur 

eine vorkiilifiye uud noch nicht uusreichende Fordening. 

Wir denken uns zuniichst zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc in hestinmiter Weise als 

reelle Zahl vorgegeben, so zwar, dass zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc2 < oder, was nach 

(8)uncl(l l)  dasselbe bedeutet, so, dass I . / .  > 1 / A ,  d.  h. grosser 
als die Lichtgeschwindigkeit ist. Das Argument der Besse1’- 
schen Functionen in u, ist d a m  reell. Infolge dessen wird 
u1 bei beliebigen Werthen von 8, und B, nach den Ah- 

schnitten d) und e) des vorigen Paragraphen fur r = oc, ver- 
schwinden wie T - ’ ‘ Q .  Die soeben genannte Forderung ist 
also erfullt. 

Ferner reichen die dann vollig disponiblen Werthe ill, 

A,, B, gerade aus, uln den Grenzbedingungen I11 zu geniigen, 

was durch bestimmte Wahl  der Verhaltnisse A, : A, : B, ge- 
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schieht. Wir sehen also, dass bei reellem c 2 <  RT die Glei- 
chungen (1 5) nach richtiger Bestimmung der Verhaltnisse 

A, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA: A, : 3, einen Schwingungszustand vorstellen, der allen 
bisher geforderten Eigenschaften geniigt. 

Wir behaupten aber , dass diesem Schwingungszustande 
keine einfache physikalische Bedeutung zukommt. Er setzt 

namlich voraus, dass dem Drahte in radialer Richtung fort- 
gesetzt Energie aus dem Unendlichen zugefuhrt wird, was im 
Experimente sicherlich nicht der Fall ist. Vielmehr findet 

bier die Energiezufuhr lediglich in der Richtung der Draht- 
axe statt. 

Die Energiezufuhr aus dem Unendlichen berechnen wir 

auf Grund des Poynting’schen Satzes.l) Wir umgeben den 
Draht mit einem coaxialen Cylinder von sehr grossem Radius r 

und betrachten einen Abschnitt desselben, welcher durch die 
Ebenen z = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAzo und z = z, begrenzt wird. Nach P o y n t i n g  
bestimmen wir die in die Oberflache dieses Cylinders fallen- 

den Componenten von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAB und %R. Es sind dieses die Grossen 
2 nnd W. Wir haben das Product dieser Grossen in den 
Sinus des von ihnen eingeschlossenen Neigungswinkels, welcher 

in unserem Falle gleich 1 ist, zu bilden, iiber die Oberflache 
des Cylinders zu integriren und mit 4 TL A zu dividiren. 

Der Energiefluss durch unseren Cylinderabschnitt wird 

daher nach dem angezogenen Satze: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
20 

Nun verschwinden bei reellem Argumente nach den Glei- 
chungen (12) und (15) Zund Yr gerade von der Ordnung r-”? 
bei wachsendem r. Das Product r Z YJ behalt daher in der 

Grenze fur r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=co im allgemeinen einen von Null verschie- 
denen Werth; mithin findet bestandig ein Energiefluss in 

radialer Richtung aus dem Unendlichen statt. Ber durch die 

Gleichungen (15) daryestellte Schtuingunyszustand ist also bei 

einern reellen Werthe von c2 < k ;  nur dadurch zu unterhalten, 

dass wir parallel der Drnhtaxe im Unendlichen ein kiinstliches 

1) Vgl. H.Hertz ,  1. c. p. 149. 



Fortpfianzung eZektrodynamischer Wellen. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA251 

~Syystem von elektromagnetischen Energiepuellen reriheilen, welches 
die Energiezufuhr in der angegebenen Weise regelt. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBADasselbe 

wurde offenbar dazu dienen, um die im Drahte entwickelte 
Varme von aussen her durch neue Energiequanten zu er- 
setzen und trotz der Wiirmeentwickelung den Schwingungs- 

zustand langs jeder z u r  Drahtaxe parallelen Geraden durch- 
sclinittlich auf demselben Betrage zu erhalten. 

Wir werden weiterhin nicht nothig haben, auf diesen 
kiinstlich unterhaltenen Schwingungszustand einzugehen. Wir 
werden vielmehr die JZogliclikeit eines reellen c2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA< k : ,  einer 
B’ortpfzanzurig ohne Bampfung ausschliessen, und werden daher 

das Argument der Bessel’schen Functionen in dem Aus- 
drucke (15) fiir zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu1 als nicht reell ansehen. Dann aber miissen 
wir nothwendigerweise zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAB,=O nehmeir, weil doch u1 fur r=m 
verschwinden sol1 und J ( x )  nach Abschnitt d) des vorigen Para- 
graphen fiir ein unendlich wachsendes nicht reelles .z unend- 

lich gross wird. Wir mussen ferner in (15) unter K den Haupt- 
zweig dieser vieldentigen Function verstehen uncl miissen das 

Vorzeichen der Quadratwurzel in ihrem Argumente so be- 

stimmen , dass der imaginare Theil des Argumentes positiv 

wird. Es sei etwa voriibergehend 

V k i - c 2 = a + i b  und b > O ;  

alsdann verschwindet K ( v k ;  - 2 .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT )  nach Gleichung (e, 1) fiir 

T = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAco im wesentlichen wie e - - b r ,  sodass der Energiefluss 
durch einen die Drnhtaxe coaxial umgebenden Cylinder- 
abschnitt mit wachsendem r sicher zii Null wird. 

Die Liisung (15) nimmt jetzt die folgende Form an: 

-~ 

u1 = 9, h’(py - C’.  T )  , 
-~ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI u2 = A, J ( ] / A ;  - c 2 . r )  . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(17) ( 4 ? q / p x ( y k ;  - c 2 . g )  = A ,  +p; - c’ J ’ ( p ;  - C Z . [ , ) ,  

(1 6 )  

Die Grenzbedingungen lnuten nach (1x1): 

-4, (AT - c’) K ( v k :  - 2 . p )  = A ,  ( A :  -c’) d(vki - C’ . Q), zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
k? ~ 

Pl P 

wo unter K‘ und J die Differentialquotienten dieser Func- 

tionen nach dem Argumente zu verstehen sind. 

‘ 1  
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Damit die Gleichungen (1 7) zusammen bestehen konnen, 

muss die Determinante derselben verschwinden. Wir fiihren 
noch die Abkiirzungen 

ein, dann lautet die Redingung fur das Zusammenbestehen 

der Gleichungen (1 7) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA: 

oder, anders geschrieben: 

Diese Bedingung haben wir aufzufassen als eine (aller- 
dings ziemlich complicirte) transcendente Gleichung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz w  Hestim- 

mung der Unbekannten c. 1st dieselbe gelost, so ergiebt sich 

das Verhiiltniss der Constanten A , : A ,  etwa aus der ersten der 

Gleichungen (17). Die Werthe A,,  A, selhst sind nur bis auf 
einen gemeinsamen willkurlichen Factor bestimmt , welcher 
der fur irgend einen Punkt des Raumes willkiirlich vorzu- 
scbreibenden Amplitude und Phase der Schwingung entspricht. 
Indem wir diesen Factor mit zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAct bezeichnen, konnen wir etwa 
setzen: 

Wir sehen also, dass wir auch jetzt, wo wir c als eine 

disponible Unbekannte ansehen , allerdings auf ganz andere 
Weise wie oben, zu einem moglichen Schwingungszustande ge- 
langen, welcher (bis auf die in eineni beliebigen Punkte will- 
kurlich vorzuschreibende Amplitude und Phase) vollkommen 
bestimmt ist, und welcher sich von dem friiheren Zustande 
dadurch unterscheidet, dass seine Unterhaltung keine radiale 
Energiezufuhr aus dem Unendlichen erfordert. 

Wir konnen das Resultat dieses Paragraphen auch folgen- 

dermaassen mit Worten umschreiben: Der anfangs voraus- 

gesetzte Fall einer im iibrigen willkiirlichen und nur der 
Bedingung ill t > 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI 9 entsprechend gewahlten Wellenlange 
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entspricht einer Schwingung, welche sich ohne Dampfung mit 

einer willkurlichen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, die Lichtgeschwindigkeit ubertreffenden 
Geschwindigkeit langs des Drahtes fortpflanzt. Indem wir 

diesen Vorgang mit Zuhulfenahme der Poynt ing 'schen Vor- 
stellung als unmoglich erkannten, haben mir die Nothwendigkeit 
der Dampfung und die Nothwendigkeit eines ganz bestimmten 
URd, wie wir spater sehen werden, unterhalb der Lirhtgeschwin- 
d(9keit gelegenen IPkthes der zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAFortpflanzungsgescliwindigkeit strenge 
bewiesen. 

$ 6. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBADiscussion der transcendenten Gleichung fur c. 

Wahrend die bisherigen Untersuchungen ganz allgemein 
gehalten waren uiid bei beliebigen elektrodynamischen Con- 

stanten des Drahtes und beliebiger Schwingungsfrequenz gultig 
waren, miissen wir  nun die besonderen Verhaltnisse des Ex- 
perimentes berucksichtigen. Uneere transcendente Gleichung (20) 

ist  namlich so complicirt, dass ihre allgemeine Lijsung nn- 
moglich sein durfte. Wir betrachten daher Grenzfalle, welche 

sich bei besonderer Wahl der Umstande einstellen. In  diesen 
Grenzfallen vereinfacht sich die Gleichung erheblich , sodnss 

sie eine bequeme Losungsmethode zulasst. Die Wurzeln der 
vereinfachten Gleichung geben dann in den uns interessiren- 

den Fallen gute Naherungswerthe fur die Wurzeln der ur- 
spriinglichen Gleichung, welche man durch Einsetzen in die 
ursprungliche Gleichung gegebenenfalls weiter corrigiren kann. 
Die Grenzfalle, die wir vornebmlich betrachten wollen, sind, 
zunachst etwas unbestimmt ausgedriickt : 

1 .  1 .rl 1 klein, I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx2 1 gross; 

2. 1 x1 1 klein, 1 x2 1 klein. 

Inbetrachtnahme zweier Grenzfalle. 

Der erste Grenzfall ist in vieler Hinsicht als ein normaler 
zu betrachten. Er stellt sich immer dann ein, wenn das Lei- 
tungsvermogen des Drahtes hinreichend gross und das Verhalt- 
niss des Drahtradius z u r  Wellenlange nicht zu klein ist und 

fuhrt auf' eine FortpfEanzirngsgescftwindigkeit, welche sich von tier 
Lichtgeschwindigkeit nur sehr weny unterscheidet, und auf einen 
sehr geringen Betray der iirtlichen Dampfiing. Der zweite Grenz- 
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fall kann dadurch realisirt werden, dass man die Leitfahigkeit 

des Drahtes wiederum ziemlich gross voraussetzt und das Ver- 
haltniss des Drahtradius zur Wellenlange inoglichst klein nimmt. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
In diesem zweiten Enlle werden u:ir Abweici i~n~yen von der Licht- 
gesehwindz$keit bis TU einem Viertel derselben bereelmen; gleiclr- zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
zzcitig geht d a m  auch zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAdie Dampfiing 6eim B’ortschrezten der zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN e l k  
sehr vieE schneller vor sich, m‘e im ersten Grenzfalle. 

1 .  Wenn zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.zl 1 hinreichend klein und 1 x2 1 hinreichend 

gross ist ,  konnen wir in erster Annaherung fur K ( x l )  und 

K‘ (x , )  die im 5 4 sub c),  fur J ( x z )  und J’ ( xg )  die ebendaselbst 

sub d) angegebenen Grenzwerthe eintragen. Da  xz = Q p’ki - c1  

durch eine Quadratwurzel, also nur his auf das Vorzeichen 
definirt ist ,  kiinnen wir annehmen, da,ss xg einen negative11 
imaginaren Bestandtheil hat. Alsdann habeii wir  einfn ch (vgl. 

6 4, (31. (d, 7) )  

und 

Wir k6nnen aber gleicli noch eine meitere Vereinfachung 

eiofiihren. Da nknlich I .zl 1 = 1 ] ’ p2k i  - ! J ~ c ~  1 klein sein sollte 
und da fiberdies Q k , ,  d. b. das niit 2n niultiplicirte Verhiilt- 
niss des Drahtradius zur Wellenlange bei deli Hertz’schen 

Versuchen allenial klein ist, so mird nuch c eine kleine 

Zahl werden. Andererseits sollte l x2 I = 1 vp2/i; - g Z r 2  1 gross 
sein. Wir werden daher die lrleine Znhl zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp z c 2  gegen die grosse 

streichen und einfach z2 = g k ,  setzen konnen, unisomehr. 
als es sich zunachst um nichts Definitives, sondern nur urn 

ein versuchsweises Bestimmen von Naherungswerthen handelt. 

Unsere transcendente Gleichung geht hiernach iiber in 

Hierfur schreiben wir der Reihe nach 
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(22 )  z log .Z=y,  

indem wir die Abkiirzungen benutzen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(2 3') 

Wir sind somit von der complicirten Gleichung (20) zu 

der zieinlich einfachen Gleichung (22) iibergegangen. Wenn 
die letztere eine Wurzel zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx von hinreichend kleinem absoluten 
Betrage besitzt, so wird diese gleichzeitig einen Naherungs- 
werth fur die Wurzel der urspriinglichen Gleichung abgeben. 

2. Wenn sowohl I x1 1 wie 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAxz 1 hinreichend klein sind, 
konnen wir sowohl die Bessel ' schen Functionen zweiter, wie 

die erster Art durch ihre Grenzwerthe bei kleinem Argument 
ersetzen, d. h. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

21.1' ,I 1 k-(xl) = lag7, li zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(x ) = - -- 9 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ(z , )  = 1, J ' ( z  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 ) = - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 2 
21 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 

nehmen. 
heraus und wir erhalten: 

Alsdann fallt .z2 aus unserer Gleichung vollstandig 

oder 

oder endlich 

indem wir schreiben 

(23) x l0g.Z: = y ,  

(23') 

Wir haben also dieselbe Gleichung, wie im Falle 1, nur  

mit veranderter Bedeutung von y. 
Wiederum werden wir erwarten konnen, dass eine hin- 

reichend kleine Wurzel z unserer vereinfachten Gleichung, 
sofern eine solche existirt, einen Naherungswerth fur die Lo- 
sung der urspriinglichen Gleichung liefern wird. 
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8 7. Qualitative und quantitative Behandlung der vereinfachten 

Gleichung. 

Wir behandeln jetzt die Gleichung (as), auf welche die 

Grenzfalle 1 und 2 des vorigen Paragraphen fuhrten, unter 
der in den folgenden Beispielen zutreffenden Annahme, dass zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAy 
eine Zahl von sehr kleinem absolutem Betrage im zweiten 
Quadranten der complexen Ebene ist. Indem wir die nume- 
rischen Details fur die folgetideii Paragraphen aufsparen, geben 

wir hier ein allgemeines Schema fiir die Auflosung an. 

Ein erster Ueberschlag iiber Lage und Grosse der Wur- 
zeln lasst folgendes erkennen. Wenn zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAy und diiher auch x logx 

eine sehr kleine Zahl ist, so muss entweder logs  oder x nahezu 
Null, d. h. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAs nahezu 1 oder 0 sein. Der letztere Fall son- 

dert sich dabei in eine unendliche Reihe von Unterfallen. J e  
nachdem wir namlich fur log x den ,,Hauptwerth'( (vgl. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA4) 
oder einen der unendlich vielen anderen Werthe nehmen, 
welche sich von dem Hauptwerth um Multipla von 2ni  unter- 
scheiden, wird sich fur x eine unendliche Serie von Werthen 

ergeben, welche nach Null abnehmen, derart, dass das Product 
dieser Werthe mit logx allemal gleich der gegebenen Grosse y 
wird. Wir haben hiernach eine Wurzel in der N%he von 1 
und unendlich viele Wurzeln in der Nahe des Nullpunktes der 

x-Ebene zu erwarten. 

Diese Erwartung wird durch das Ergebniss der geome- 
trischen Ueberlegung bestatigt. 

Wir losen die Gleichung ( 2 2 ) ,  nachdem wir sie durch s 

dividirt haben, in einen reellen und imaginaren Theil auf. 
Setzen wir x = r e i p ,  y = p zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAei'p, so entsteht: 

(24) log zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT = p cos (q, - y ) ,  

cp = s in (y  - cp). 

Jeder von diesen beiden Gleichungen entspricht in der 
complexen x-Ebene, deren Punkte wir uns durch die Polar- 
coordinaten r und cp unterschieden denken, eine (ubrigens aus 
mehreren Aesten bestehenden) Curve. 
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Urn die Gestalt beider Curven anzugeben, markiren wir 

uns den Punkt y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(p7 y )  und schlagen folgende Kreise 

den Kreis K mit dem Radius 1 um den Punkt 0, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Y 

Y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA9 7  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 9 

7 7  - 2 7  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
iY 

7 7  -y 
i Y  

” 2 - 

e 

- e 

- e 

e 

- 
7,  17 Kl 9 7  > 7  77  2 7,  > 7  

7, 7 )  4 7 7  9 ,  7,  2 7 7  7 1  

7 7  7 7  K* 7 7  7,  ) 7  2 7 7  77 

7 7  9 7  E;z 7 7  7 9  ? 7  2 7 7  17 

- - 

Alsdann besteht die Curve des reellen Theiles, G1. (24), 
aus zwei Aesten, von denen der eine innerhalb des Kreises K, 

Fig. 1. 

verlauft und die Gestalt eiues von dem Nullpunkt auslaufen- 
den und dahin zuruckkehrenden Ovales hat, wahrend der 
andere durchweg ziemlich genau mit dem Kreise R zusammen- 
fallt. In Fig. 1,  in welcher wie bei dem darauf folgenden 
ersten Beispiele der zu y gehijrige Winkel zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAy gleich 3 n / 4  an- 
genommen wurde, ist nur der erste dieser Aeste, und zwar 
punktirt verzeichnet , wahrend der zweite wegen des ausser- 
ordentlich grossen Maassstabes unserer Figur nicht mehr Platz 
gefunden hat. 

Andererseits besteht die Curve des imaginaren Theiles, 
G1. (24’), aus unendlich vielen Aesten. Ein erster Ast (in der 
Figur durch die Zahl (0) charakterisirt) findet sich in dem 
Sector 0 < cp < y vor. Er schliesst sich im Unendlichen an 
die Axe CJI = 0 asymptotisch an und lauft in der Richtung 

Ann. d .  Phye. U. Chem. N. F. 67. 17 
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y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= T/J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAin den Nullpunkt ein. Sodann haben wir eine unend- 
liche Serie von Aesten (in der Figur durch (l), (2), zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(3), . . . 
bezeichnet) in den Gebieten y + x < y < zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAq~ + 2 n ,  q~ + 3n 
< y < < + 4 n ,  < + 5 n < y < < + 6 n ,  . . . .  Alle diese 

Aeste haben die Gestalt eines Ovales und legen sich an den 
Nullpunkt an. Jeder folgende ist von dem vorhergehenden 
und alle sind von dem Xreise .K3 umschlossen. Endlich giebt 
es noch eine zweite unendliche Serie von Aesten (in der Figur 
die Bogen f -  l), (- 2), (- 3) ,  . . .), bez. in den Gebieten 

> y - 6n,  . . . . Diese Aeste haben eine analoge Gestalt 
und gegenseitige Lage wie die vorher genannten, sind aber 
nicht in den Kreis K3, sondern in K4 eingeschlossen. Das 
Gesammtbild, welches die Curve des imaginaren Theiles dar- 
bietet, ist das eines Stieles (0), welcher in seinem Endpunkte 
links und rechts eine unendliche Serie ubereinander liegender 
Blattchen von den Contouren (l), (2) j  (3), . . . und (- l), ( -2)? 
-( 3), . . . tragt. 

Auf den elementaren, analytisch - geometrischen Beweis 
aller dieser Angaben brauchen wir kaum naher einzugehen. 

Suchen wir nun die Schnittpunkte der Curve des reellen 
mit der des imaginaren Theiles auf, so liefern uns diese die 
sammtlichen Wurzeln der Gleichung (22). Diese Schnittpunkte 
sind, wie man sieht , in unendlicher Anzahl vorhanden ; auf 
jedem der Aeste (0), (l), (a), . . (- l), (- 2), . . liegt j e  ein 
Schnittpunkt. 

Unser jetziges Resultat stimmt daher mit der am Anfang 
dieses Paragraphen gegebenen provisorischen Ueberlegung 
uberein. 

Wir haben nun zu zeigen, dass von diesen Schnittpunkten 
und den dadurch gegebenen PJ7urzeln unserer Gleichung alle bis 

auf' einen f u r  unswe Zwecke auszuscheiden sind. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Es giebt zwei Gesichtspunkte, nach welchen das Ausscheiden 

unbrauchbarer Wurzeln stattzufinden hat. Erstens namlich 
konnen wir nur solche Wurzeln brauchen, welche einen sehr 
kleinen absoluten Betrag haben, da nur fur solche Werthe von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
x sowohl im Grenzfalle 1 wie 2 unsere vereinfachte Gleichung 
(22) mit der ursprunglichen (20), auf welche es uns ja eigent- 
lich ankommt, approximativ zusammenfallt. Zweitens aber 

y -  5% > y > q J - - 2 W ,  y - 3 n  > sp > yJ - 4n, < - 5 m  > y 
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kommen unter den Wurzeln mit sehr kleinem absoluten Be- 
trage auch nur diejenigen fur uns in Betracht, welche zu einern 
Werthe zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAxl Veranlassung geben , der einen positiv imaginaren 
Bestandtheil hat und der, zum Argument der Function K ge- 
nommen , einen Functionswerth zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAK(xl) liefert ? welcher den1 
Hauptzweige dieser unendlich vieldeutigen Punctionen angehort. 
Setzen wir also zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAxl = rleiql, so muss zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAipl zwisclien 0 und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA7c 

enthalten sein. Da nun nach Gleichung (22') zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAB = re'iq mit zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAlcl 

folgendermaassen zusammenhangt : 

so erkennt man, dass bei einer fur nns brauchbaren Wurzel 
der Winkel cp zwischen - n und + 7~ liegen muss. 

Der erste dieser beiden Gesichtspunkte gestattet uns so- 

fort diejenige Wurzel auszuscheiden, welche auf dem Aste (0) 
gelegen ist und als Schnittpunkt dieses mit dem in der Nahe 
des Einheitskreises K verlaufenden Aste der Curve des reellen 
Theiles erhalten wird. In der That ist der absolute Betrag r 

dieser Wurzel nicht klein; er betragt vielmehr nahezu 1. 

Der zweite Gesichtsp~uukt ferner berechtigt uns , alle auf 
den Aesten (l), ( 2 ) ,  (3), (- 2), (- 3) . . gelegenen Schnitt- 
punkte fur unbrauchbar zu erklaren. Denn bei den Schnitt- 

punkten ( l ) ,  (2), (3), . . ist der Winkel cp durchweg grosser 
als 7~~ bei den Schnittpunkten ( - 2 ) ,  (-3), . . clurchweg < - 7c. 

Sonuch bleibt nur die. uuf dem dste (- 1) in der AGhe rles 

Nullpunktes yelegene Furze1 ubriy, welche allen uzseren Anf brde- 

rungen genugt. 

Wir haben nun zu fragen, wie wir die brauchbare Wurzel 
unserer Gleichung in praktischer Weise numerisch berechnen. 
Hierzu bietet sich das folgencle eigenthiimliche Naherungs- 
verfahren dar. 

Wir setzen der kurzeren Schreibweise wegen - y = z und 
etwa - log I = Lg .r. Sodann berechnen wir eine theoretisch 
nicht abbrechende Reihe von Naherungswertheu 

A@, dl), 2@), , . . 

durch die folgenden Gleichungen: 
17* 
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(25) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

. . . . . . . . 
Convergiren die Naherungswerthe .do), zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.d1), zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. d j ) ,  . . . nach 

einer festen Grenze, sodass Lim.dn) = Lim.z@ + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAlJ = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx wird, so 
genugt diese letztere Grosse der Gleichung 

lim d4 . lim Lg& + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAl) = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz ,  

d. h. cler Gleichung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
.T Lg x = z oder a: log 5 = y. 

Wir gewinnen also in dem Grenzwerthe x eine Wurzel 
der vorgelegten Gleichung. Und zwar wird sich die Wurzel 
(- l ) ,  oder eine der Wurzeln ( l) ,  (2), (3), . . . (- 2), (- 3), 
ergeben , je  nachdeni wir bei der successiven Berechnung der 
Naherungswerthe r l ,  x2,  x 3 ,  . . . fur Lg.xk1) fortgesetzt den 
Hauptwerth oder einen der von jenem urn 2zi,  4n i ,  . , - Zzi, 
- 4n i ,  . . . verschiedenen Werthe des Logarithmus benutzen. 
Fur unsere Zwecke haben wir naturlich den Hauptwerth, d. h. 
den Modulo 27ci kleinsten Werth des Logarithmus zu wahlen. 

Das Resultat unseres Annaherungsprocesses lass t sich auch 
in der Gestalt des folgenden, nicht abbrechenden kettenbruch- 
ahnlichen Ausdruckes sclireiben : 

Die anschliessenden Convergenzfragen sollen hier nicht 
beruhrt werden. Sie sind in einer besonderen Notel) (we- 
nigstens bei reellem y) vollstandig erledigt. Uebrigens erweist 
sich die Giite der Convergenz durch die folgenden numerischen 
Rechnungen aufs Deutlichste von selbst. 

1) Vgl. A. S o m m e r f e l d ,  Gott. Nechr. December 1898. 
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8. Erstes Beispiel: Kupferdraht zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAvon 4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAmm Durchmesser, 
Schwingungsdauer zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 10 - 9. 

Ein erstes Beispiel wahlen wir so, dass es dem oben be- 
trachteten Grenzfalle 1 recht nahe kommt. Bei diesem 
werden sich die allgemein ublichen Vorstellungen uber den 
Ablauf der Drahtwellen dnrchaus bestatigen. 

Wir betrachten einen guten Leiter, namlich Kupfer, und 
setzen die Schwingungsfrequenz ziernlich hoch voraus, namlich 
loe pro Secunde. Die ,,normale Wellenlange", welche dieser 
Schwingungsfrequenz bei Nichtvorhandensein des Drahtes und 
freier Ausbreitung in der Luft entspricht, heisse zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA,. Sie be- 
rechnet sich, wenn wir mit Po die Lichtgeschwindigkeit bezeichnen, 
nach der Formel A, = 77; zu A, = 30 cm. Den Radius p des 
Drahtes denken wir uns ziemlich gross, namlich gleich 0,2 cni 
gewahlt. Wegen der geringen Genauigkeit cler in Betracht 
kommenden Experimente wird es geniigen , die Rechnnngen 
nur bis auf 1 Proc. des ganzen Werthes durchzufuhren. Wir 
wenden durchweg absolutes Msasssystem an. 

Zunachst berechnen wir k ;  und kg. Da fur Luft zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE~ = ,ul 
= 1 ist, so wird 

Sodann haben wir fur Kupfer ,u2 = 1. Die Leitfahigkeit zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
C des Kupfers ist ca. 55 Ma1 so gross, wie die des Queck- 
silbers, welche im absoluten Maasssystem, auf zwei Decimalen 
abgekurzt, gleich 1,06. 10 - ist. Hieraus folgt 

C = 5,83 . 10 - '. 
Der imaginare Theil von wird hiernach (vgl. GI. (ll), 

- ~ ~ ( L ' T C ) ~ , / . L ~  C / T  = - 2 i ( 2 ~ ) ~  5,83. 10'. 

In dem reellen Theil von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk i  kommt die ziemlich proble- 
matische Dielektricitatsconstante des Kupfers vor. Zum Gluck 
verschwindet dieser Theil, selbst wenn wir die Dielektricitats- 
constante sehr hoch greifen , vollstandig gegen den vie1 
grosseren imaginaren Theil. Wir werden daher It: direct 
gleich seinem imaginaren Theil setzen und erhalteii : 

k ,  = (1 - i) 2 7 ~ .  764. 
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Der grosse Betrag von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQ k ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= (1 - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi )  4 m .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA76,4,  welcher bei 

niclit zu grossem Werthe von c rnit dem Betrage von 

.rz = 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA11t; - c 2  iibereinstimnien wird, legt es nahe. die 

Formehi des Grenzfalles 1 ( 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx2 1 gross) zu benutzen. 

Da 7 
gleicli 1,78 war, erhdten wir 

Wir bereclinexi demn:tch ?/ nach Gleicliung (22'). 

~ i y  / r ; p n  (- 1 + i ) 2 n . 1 0 - 3  -- - = (-1 + i )  i,4-1.10 -7 .  
J - 2y2 / f 2 / l L  18. (1.78)'. 764 

Der Werth von y ist, wie wir sehen, eine ausserordentlicli 
ltleiiie Z ~ h l  des zweiten Quadranten, entsprechend deri im 

vorigeii Paragraphen zu Grunde gelegten Verlialtiiissen. 

Wir bestimnien nun die Reihe der Naherungswerthe zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.do), 

.+l', . d z ) ,  . . nach den Formeln (24). 

n(") = (1,44 - 1,44i) l o - ? ,  

. t ( I ' =  (0.S'i - 0.98i)10-', 

x'') = (0,75 - 0,83i) lo- ' ,  

Es ergieht sich: 

Lgx'", = 15,41 + 0.79i. 

Lg.r") = 18,15 + 0.85i ,  

Lgd') = 15,31 + 0,84i. 

Fur 233) kommt bereits in den ersten zwei Decimalen cler- 
selbe Werth heraus, wie fur d2). Wir haben also in zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x = (0,75 - 0,834 10 - 8  

eine Wurzel der Gleichung z logx  = y gefuiiden. 

Aus x berechnet sich x1 nach der Forinel (22') zu 

- 
.tj = 2 i y 1 / ~  = (1,Gl + 3;G2~ ' )10-~ ,  I.rl I = 3,97 .  10-4. 

Da ferner .r: = p 2 ( k ;  - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcz) war, so ergicbt sicli 

? n  
= - ( I  + (0,27 - 0,30i) lo-')). 

1" 

Berechnen wir endlich mit diesem Werthe von c die 

Grosse .r2 = p l m  so stimmt, diese emichtlich bis auf 
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Grossen, welche bei der hier eingehalterien Genauigkeit vollig 
verschwinden, mit g k ,  iiberein. Wir haben daher 

x2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp k ,  = (1 - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi). 960 ~ 1 1 d  I .r2 1 = 1358. 
Hiermit sind wir aber noch nicht fertig. Wir diirfen 

namlich den gefundenen Werth voii zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc zunachst nur als einen 
Naherungswerth fur die Wurzel der exacten Gleichung ansehen 
und mussen uns uberzeugen , i d e m  wir die entsprechenden 
Werthe von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx1 und x2 in jene Gleichung eintragen, wie weit 
diese Naherung geht , um eventuell noch weitere Correctionen 
zu berechnen. Letzteres wird in nnserem Falle allerdings 
nicht niithig sein. 

Wir berechnen zunachst die Werthe von K ( x l ) ,  K ' (x l )  
nach den Naherungsformeln ( c ,  3) von p. 246. In  der 
mit dem Factor 9 ( 1~9.1 kleiner als 1) behafteten und ubrigens 
sehr gross bemessenen Fehlerabschatzung setzen wir die fiir zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAxl 
gefundene Zahl oder vielmehr geeignete grossere bez. kleinere 
Zahlen ein, welche fur die Rechnung bequemer sind uad einen 
noch grosseren Fehler liefern wurden, als er nach den Angaben 
des 8 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA4 zu erwarten ist. Der unbekannte Factor t9. ist dabei 

in dem Sinne geandert zu denken, dass er eine Zahl von noch 
kleinerem absoluten Betrage wie vorher bedeutet. Wir er- 
halten auf diese Weise: 

2 i y  
K (XI) = log ~ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

$1 

1 

2 1  

K'(XJ = - - 

1 1 

X1 "1 
+ 20 tY. 10-4 = - -(1 + $.lo-". - _ - -  

I n  entsprechender Weise berechnen mir die Werthe von 
J(z2) und J'(.z2) nach den Formeln (d, 1, 2) und (d, 4, 5) des 
8 4. Dabei werden wir aber von vornherein den mit dern 
Factor e - i z z  versehenen Summaliden gegen den mit dem Factor 
e + i*z versehenen streichen konnen, da letzterer nur ein 
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ganz ausserordentlich kleinen Bruchtheil zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(< 10 - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA500) des ersteren 
ausmacht. Wir erhalten so: 

Daraufhin wird die linke Seite der Gleichung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(20): zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
2 --'=- zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=(XI x : l o g ~ ( l  + 19.10- 

K ' ( q )  51 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA9 

wiihrend die rechte Seite iibergeht in: 

Nun ist aber x1 vermoge unserer vereinfachten Gleichung 
so berechnet worden, dass auf den rechten Seiten der beiden 
vorhergehenden Gleichungen die Ausdrucke vor den Klamniern 
einander gleich sind. Mithin stimmt auch die rechte und linke 
Seite unserer exacten Gleichung bis auf die Klammer-Factoren 
uberein, welche erheblich weniger als 1 Proc. des ganzen 
Werthes betragen. Das heisst aber : Burcla den yefundenen 

Werth uon z1 bez. uon c zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAist auch unsere exacte Gleichuiig mit 

einer Genauigkeit uon 1 Proc. erfullt. 

Nunmehr sind wir in der Lage, aus der Grosse von c 
weitere zuverlassige Schlusse zu ziehen. Wir liisen c in seinen 
reellen und imaginaren Theil auf und bekommen mit den Be- 
zeichnungen von Gleichung (8'): 
2l-z 276 21-z 
-=-(1 +0,27.10-4),  x =  - - -0 ,30 .10-4= 2 ~ . 1 0 - ~ .  

I 10 10 

Aus dem Werthe von h ergiebt sich 

I - 1  
h = h, (1 - 0,27. 10 - 4) oder 0 - - o p .  10-3, 

A0 

Die Biferenz zwischen cler WelZenliinge unserer Druhti~elle 

und der normulen l f  ellenlunge bei yleicher Schwinpngsfreqlcenz 

hetra.9t also weniger als den 30000 P'heil der lrtzteren. 

Da ?,, gleich 30 cm war, so konnen wir uiisere ietgte 
Gleichung auch so schreiben : 

und konnen sagen : 
1, - h = 8 , l .  10-4 

aie besagte Differenz ist kleiner als mm. 



3'0rtpfianzun.q elektronTynamischer Fellen. 265 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
und setzen A,, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt=  Pi 

gleich der Lichtgeschwindigkeit, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3, / t = Y gleich der Fort- 

pflanzungsgeschwindigkeit unserer Drahtwelle, so ergiebt sich: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
& - P =  8, l .  lo5 cm. 

Dividiren wir noch durch t=  10 - 

Die Differenz zwischen der Lid) fgeschwindigkeit und der 

F o i . ~ f E a t i z z i n ~ s g e s c ~ i v i ~ ~ i ~ ~ ~ k ~ i t  unserer Brcthttvelle betriiqt also nur 

ca. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAS Kilometer pro Secunde. 

Es ist hiernach klar, dass man bei den heutigenMessmethoden 

unter den hier vorausgesetzten Verhaltnissen durchaus keine 

Aussicht hat, einen Unterschied zwischen der Ausbreitungs- 

geschwindigkeit der Drahtwelle und der Lichtgeschwindigkeit 
experimentell zu constntiren. Immerhin ist es theoretisch 
interessant, dass ein Unterschied auch unter den hier gemachten 
Voraussetzungen vorhanden ist und dass man ihn exact be- 

rechnen kann. 
Wir machen uns ferner die Bedeutung der Grosse von x 

klar. Gehen wir urn zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz Einheiten in der Richtung der ab- 
nehmenden z vorwarts, so sinkt dabei die Amplitude der 

Schwingung auf den e-"l ten Wertli ihres Betrages. Hiernach 

giebt zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA108 
H 2% 

z = - = - = ] , G O .  105 

diejenige Wegstrecke an, nach deren Durchlaufung die Welle 

um 1 I e geschwacht ist. 
Die Uampfuny ist  in unserem Palle also so schwach, dass 

sie die lz'elle erst nacli etwas uber l'i, km Weyes auf den eten 

Theil ihrer Amplitude reclucirt hat. 

Wir haben damit zwei Thatsachen rechnerisch nachge- 

wieseii und numerisch belegt, die den Physikern langst ge- 

laufig sind, namlich die ausserst geringe Dampfung der Draht- 
wellen und die fast genaue Uebereinstimniung ihrer Fort- 
pflanzung mit der Lichtgeschwindigkeit. Man muss sich aber huten, 

diese Thatsachen vorschnell zu generalisiren. In  der That 
wird das nachste Beispiel lehren, dass unter anderen Urnstanden 
sich wesentlich andere Verhaltnisse ergeben konnen. 

Wir bemerken hier nur noch, dnss die oben gefundenenResu1- 

tate im wesentlichen auch dann bestehen bleiben, wenn wir statt 

Kupfer einen schlechteren metallischenLeiter, z. B. Platin, wahlen, 
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die ubrigen Umstande (Drahtradius zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, Schwingungsdauer) aber 
festhalten. In diesem Falle berechnen wir namlich nach der 
oben angegebenen Nethode fiir die Diflerenz der Weldenliinyen 

I ,  - h rund zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA'1, mm, far die Wegstrecke, auf der die Amplitude 

sich auf I /  e redticirt, rund 0,5 km. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
a 9. Zweites Beispiel. Platindraht von 0,004 mm Durchmesser. 

Schwingungsdauer z = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1/8. 10-6. 

Unser zweites Beispiel wahlen wir so, dass es unserem 
zweiten Grenzfalle moglichst nnhe kommt. 

Wir nehmen einen Leiter, der grosseren Widerstand be- 
sitzt wie Kupfer und sich besonders diinn ausziehen Iasst, 
namlich Platin. Deq Radius wahlen wir so klein, als er heut- 
zutage irgend hergestellt werden kann, niimlich 2.10  - -4  cm.l) 

Die Schwingungsdauer sei grosser wie vorher, namlich gleich 
'I3. 10 - s. Alle diese Umstande, namentlich aber die Diinn- 
heit des Drahtes, wirken dahin, die Dampfung zu vergrossern 
und die Fortpflanzung gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit zu 
verzogern. 

Aus z = 1 / 3 .  10-8 folgt zunachst die normale Wellenlange zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
A,, = 100 cm und 

Die Leitfahigkeit des Platins ist 6,5 ma1 so gross, wie die 
des Quecksilbers, also wird im absoluten Maasssystem 

C = 6,90. 10-6. 

Der imaginare Theil von k i ,  gegen welchen der reelle 
wieder unbedingt vernachlassigt werden kann , wird hiernach 

- 2 i ( 2 q p 2 .  cl. = - 2 i (242 .2 ,07 .104 .  

Hieraus folgt 

k, = (1 - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi) 2 % .  144. 

Nehmen wir an, was sich bestatigen wird, dass c klein 

1) In dem physikalischen Laboratorium zu Hannover hahe ich sogar 

noch um die Halfte diinnere Platindriihte gesehen. 
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gegen diesen immerhin ziemlich grossen Werth ist, so k6nnen 
wir provisorisch setzen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= O k z  = ( 1  - i ) 4 n .  1,44. lo-', :.z21 = 0,256. 

Es ist klar, dsss wir d e n  wahren Sachverhalt in diesem 
Falle nahe komruen werden, wenii wir fur J(x,) und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.P(z2) die 
Naherungswerthe bei kleinem Argumente benutzen. 

Dementsprechend setzen wir, wie im Grenzfalle 2 (vgl. 
p. 255) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 1c:p, = i l0--s y = -  ~- = 7,622'10-"', y4 k $ p I  2(1,78)'. 2,07 

sodass y eine ausserordentlich kleine Zahl an der Grenze des 
zweiten Quadranten ist. 

Um nun die Wurzel der Gleichung a l o g z  = y ZU be- 
stimmen, berechiien wir nach der Vorschrift des § 7 die fol- 
genden Naheruiigswerthe : 

z(o) = __  7,621'. l O - ' U ,  LgdO) = 20,99 + 1,57i, 

Lga( l )  = 24,04 + 1,65i, = - (0,27 + 3,601') 10-l1, 

.(9 = - (0,22 + 3,15i) lo-", 

xt3) = - (0,21 + 3,14i) 

Lgd2) = 24,18 + 1,64i, 

Lgd3) = 24,18 + 1,64i. 

Der folgende Werth zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~ ( 4 )  wird dem zuletzt berechneten 
gleich. Wir haben also 

2 = (- 0,21 - 3,14i) 10-11. 

Hieraus berechnet sich 

a, = 2 i y F  = (1,46 + 1,36i)10-6,  / x l  I = 2,00.10-5 
und 

= (8,30 - 6,OO i) 

Dieser Werth von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc ist so klein gegen k,, dass wir an dem 

fruher angenommenen Werthe von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx, = g k ,  (statt g lKi - c2) 
nichts zu corrigiren haben. 

Machen wir nun abermals die Probe, indem wir in die 
exacte Gleichung einsetzen. Die linke Seite lautet, wenn wir 

_ _  
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dieselben Naherungsformeln mit Fehlerabschatzung wie im 
vorigen Paragraphen benutzen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 i y  

K @ d  Xl 
z,w = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-xi log-(1 + 28.10-10)(1 + 3 9 .  lo-!)); 

auf der rechten Seite berechnen wir die Bessel’schen Func- 
tionen durch die beiden ersten Glieder ihrer Reihenentwicke- 
lung und fiigen die dann sich ergebenden Fehlerabschatzungen 

BUS den Gleichungen (a, 2) Binzn; so entsteht: 

Nun stimmen wieder die Ausdriicke vor den Klanimern 

verinoge unserer Wahl von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx1 auf 1 Proc. genau iiberein. Da 
uberdies die hinzutretendeii Klammern um weniger als 1 Proc. 

von der Einheit abweichen, so sind auch die rechte und linke 
Seite unserer urspriinglichen Gleichung voni Standpunkte der 
Genauigkeit voii 1 Proc. einander gleich. Wir werden also 

den oben bestimmten Werth von x1 bez. von c als den wahsen 
Wurzelwerth unserer urspriinglichen Gleichung ansehen diirfen. 

Die weiteren Schliisse, die wir aus der Grosse von c ziehen 

werden, sind auf den ersten Blick sehr uberraschend. Losen 
wis namlich zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc in seinen reellen und imaginken Theil auf, so 

bekommen wir 

Mithin wird 
200 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBArc 

8,30 
a=- = 75,6, 

wahrend A, gleich 100 angenommen wurde. 
Die Wellenlunge unserer Brahtiuelle zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAist also n w  wen+ grosser 

als ‘75 Proc. der nornalen ltkllenlange bei gleicher Sc?iwii!c/un.qs- 

frequenz. Die ~ o r ~ ~ 1 7 i z i i 7 ~ g s g e s c ~ ~ ~ u ~ n ~ i ~ ~ e i t  ist ca. gleich drei 

Tiertel der Lichtgeschzuindi’keit! 

An einem so ausserordentlich cliinnen Platindrahte, wie 
wir ihn hier vorausgesetzt haben, muss sich also die Abwei- 
chung von der Lichtgeschwindigkeit aufs Deutlichste experi- 
mentell darthun. Schwierigkeiten konnte dabei hiichstens der 

grosse Betrag der Dampfiing machen, welcher sich aus den1 

angegebenen Werthe von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx ergiebt. 
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Es bedeutet namlich wieder zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- -- loo = 16,67 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x 6  

diejenige Strecke, bei deren Durchlaufung die Amplitude sich 
auf den eten Theil reducirt. 

Die zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBABanipfuny ist also jetzt  so stark, dass sie die Welle 

bereits nach einein Wege von weniger als 17 em urn l l e  ge- 
schwacht hat. 

Diese Resultate bilclen das strikteste Gegentheil zu den 

Resultaten des vorigen Paragraphen und zu den allgemein 
geltenden Vorstellungen iiber Drahtwellen. Sie verlieren in- 
dessen theilweise ihren paradoxen Charakter, wenn man be- 
denkt, dass eine Welle von 1 m Wellenlange, die sich langs 

eines Platindrahtes von 2 . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 0 - 3  mm Radius fortbewegt , sich 

ebenso verhalten muss, wie eine solche von lo3 m Wellen- 

Iange, welche an einem Drahte von 2 mm Radius und tausend- 

ma1 schlechter leitendem Material entlang lauft. Dass aber 

auf eine so lange Welle und auf ein so schlecht leitendes 
Material die Vorstellungen uncl Beobachtungen yon den kurzen 
Hertz'schen Wellen und von den guten metallischen Leitern 

ungeandert iibertragen werden konnen, wird niemand behaupten 
wollen. 

10. Drittes und viertes Beispiel. 
Platindraht von und mm Durchmesser. t = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAlO-'. 

Wir betrachten nun noch zwei Beispiele, welche gewisser- 
maassen die Briicke schlagen zwischen dem Grenzfalle 1 und 

2 in 88 8 und 9. Das Material sei Platin, die normale Wellen- 
lange A, = 100 cm, wie im vorigen Paragraphen. Der Radius 
des Drahtes aber werde das eine Ma1 10, das andere Ma1 
100 ma1 so gross genommen, mie im vorigen Falle. 

a) Q = 2.10-3. Wir machen wieder die Annahme, die 

sich bestatigen wird, dass c klein gegen k2 = (1 - i) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 n .  144 
sei und set,zen dementsprechend zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

z2 = Q k, = (1 - i) 4 n .  0,144, I .r2 I = 2,36. 

Ferner machen wir wieder provisorisch die K (.rl), li" (zl) 

den Grenzwerthen bei kleinem Argumente gleich, wahrend eine 
entsprechende Vereinfachung fur die Functionen J (XJ, J (XJ 



270 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA. Sommerfeld. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
jetzt offenbar nicht am Platze ist. Unsere transcendente Glei- 
chung schreiben wir daher so: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2’ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAlog zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~ 2 i y  = - -_ &Pc, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ(4 
X l  e p . 1  J ’ ( X 2 )  

oder 

Hier berechnen wir ,J(x,) und J‘(z,) durch die Potenzreihe 
(a, 1) von p. 244, indem wir diejenigen Glieder (die ersten 5) 
beibehalten, welche die zmeite Decimale noch beeinflussen und 
uns iiberzeugen, dass der relative Fehler kleiner ist, also 10-3. 
Wir erhalten : 

J (xJ  = 0,35 + 1,51 i ,  

J’(x2) = - 4 (0,75 + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0,78 i) m 

2 
und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

xz J(mzz)  - 1,19 + 0,74i. 
2 J’ (4 

Hiernach wird 

* zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAY2 @Pl 

Durch dreimalige Anwendung des oft genannten Processes 

y = - 1 -(1,19 G P a  + 0,74 i) = (- 5,65 + 9,OS i) 10-l’. 

ergiebt sich als Wurzel unserer vereinfachten Qleichung 

.Z = (2,20 - 3,91 i) 10-l’. 

Hieraus folgt: 

x1 = (1,20 + 2,06 i) 1 zl j = 2,39. 
2 m  

c = - (1 + (0,89 - 1,56i) lo-”). 
1, 

Der kleine Werth von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx1 und der geringe Betrag des 
Verhaltnisses c 2 :  k; bringt es mit sich, dass die somit be- 
stimmte Wurzel der vereinfachten Gleichung auch die urspriing- 
liche Gleichung hinyanglich genau erfiillt , sodass der ange- 
gebene Werth von c als definitiv anzusehen ist. 

Setzen wir wieder c = (27c/il) - ix, so wird 

Lo - il = ilo .0,89. 

A J  

= 0,89 = ca. 9 mm 
und 

2n 
= ~. 1,56.10-2 = 9,79.10-4. 
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Jetzt betra-gt also die Uifferenz zzuischen der nornialen Wellen- 
lange und der Jange unserer Brahtwelle nur zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA9 mm. Hinter der 

Cich~~esciiwz72digkeit bleibt die Foripfianzung der W'elle um etwas 

weniger als zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3000 Kilometer pro Secunde zuruck. 

Hand in Hand damit geht ein ziernlich geringer Betrag 

der Dampfung, der nus der folgenden Angabe ersichtlich ist: 

Die Amplitude cler Schwingung ist nach zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA7 m Yeges auf die 

Halfte, nach 10 m auf' den eten Theil ihres Betrayes herabge- 

sunken. 

Im Experimente diirfte unter den vorliegenden Verhalt- 

nissen die Abweichung von der Lichtgeschwindigkeit nooh mess- 
bar, die Dampfung dagegen nicht mehr nachweisbar sein. 

b) Q zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 2.10-2, d. h. zehnmal so gross, wie im vorigen 

Beispiel. Setzen wir voraus, dass c klein gegen k ,  ausfallen 
wird, so haben wir zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

z2 = ~ k ,  = (1 - i )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA47~. 1,44, 1 .z2 1 = 2 5 , 6 .  

Unter der weiteren Voraussetzung eines hinreichend kleinen 

I x1 I schreiben wir unsere transcendente Gleichung wieder in 

der vereinfachten Form: 

Bei der Berechnung der rechten Seite ergiebt sich inso- 
fern ein Unterschied gegen den vorherigen Fall, als jetzt wegen 

des zehnmal grosseren Werthes von x, die Anwendung der 
convergenten Reihe '(a, 1) zur Berechnung von J und J' sehr 

unbeyuem ware. Deshalb greifen wir auf die semiconvergenten 

Reihen (d, 3) und (d, 6) zuriick. Diese geben mit einem Fehler 
vom absoluten Betrage < ' 

d. h. bereits nahezu den Werth - i des Grenzfalles 1 ,  mo 

wir nur die ersten Glieder der semiconvergenten Entwicke- 

lungen zu berucksichtigen brauchten. 
Schreiben wir unsere Gleichung wieder in der Form zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I log3 = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAy, 
so wird 

2 

z = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(G) , y = (- 0,70 + 0,69i)10-8. 
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Als Wurzel clieser Gleichung finden wir nach der uns 

nunmehr gelaufigen Methode zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
.Z zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= (3,14 - 3,34 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi) 10-lo. 

Der zugehorige Werth von c, welcher zugleich wieder als 

Wurzel der urspriinglichen exacten Gleichung angeseheii werden 

darf, lautet: 

(1 + (0,13 - 0,14i) lo-?).  
2.n c = -- 
Lo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A, - h = 1,. 

Hieraus folgt 

= 1 mm, 

Die Abweichung der Nikllenliinge von ihrer normalen Grosse be- 
triigt also jetzl  nur noch 1 mm, die Bb2ceichun.q der Portp@anritngs- 

geschwindi’keit von der Zicntgeschiuindigktit 300 km. Nach einem 

BJege von 79 m ist die Welle zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAauf‘ die Hiilf?e, nach 11.2 m auf 

I l e  ihres B e t r q c s  gedampft. 

Alles in allem haben wir uns mit diesem Beispiele dem 

Grenzfalle 1 bereits erheblich geniihert. So mussten wir hier 

bei der Berechnung von J(.r2) und S (x2) die Naherungsformeln 

fur grosse Werthe des Arguments benutzen und kamen dabei 
zu dem Ergebniss, dass die Abweichung von der Lichtgeschwin- 
digkeit und die Grosse der Dampfung wie im Grenzfalle 1) 
sozusagen unmerklich klein ausfallen. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x = 0,88. lo-‘. 

11. Allgemeines uber die Abhangigkeit der Fortpflanzung und 

Wir wollen nun auf Grund der vorangehenden Einzelfalle 
versuchen, uns ein allgemeines Urtheil iiber die Function zu 

verschaffen , welche die Fortpflanzung und Dampfung einer 
Drahtwelle in ihrer Abhangigkeit von den Daten des Problems 
dars tellt. 

Wir haben in den obigen, miiglichst verschieden gewlihlten __ .~ 

Beispielen gesehen, dass allemal die Grosse .z~ = g l k :  - c2 
eine sehr kleine Zahl ist, die mindestens mit dem Factor 

behnftet war. Die Kleinheit riihrte entweder davon her, dass 
c ausserordentlich wenig von k ,  verschiedeii war (Grenzfall 1) 

oder davon, dass g ausserordentlich klein, oder besser gesagt, 
ausserordentlich klein gegen den in h, vorkommenden Nenner A, 
war (Grenzfall 2). Deshalb durfen wir uns jetzt fur berechtigt 

Dlimpfung einer Drahtwelle von den Constanten des Problems. 
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halten, allgemein K(xJ und K‘ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(xl) durch die Naherungsformeln 
bei kleinem Argument zu ersetzen. Unsere transcendente Glei- 

chung (20) kann dann jedenfalls so geschrieben werden: 

Die rechte Seite ist vollstandig bekannt, wenn wir, was 
in den sammtlichen vorangehenden Beispielen und uberhaupt 
bei allen metallischen Leitern gestattet ist, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAca gegen hi strei- 
chen, also zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAxa durch g k ,  ersetzen. Die Losung dieser Qleichung 

lasst sich, wie wir sahen, nur durch einen unendlichen Process 
darstellen, den wir in die fur das Folgende bequeme Form 
zusammenfassen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

z =  - @.Y, 

Wir haben damit die Wurzel in einen Factor (y) gespalten, 

der uns in der Hauptsache die Abhangigkeit von den Con- 
stanten des Drahtes anzeigt, und einen zweiten (@), der sich 
nur wenig, namlich logarithmisch andert, wenn wir die Daten 
des Problems abandern. In unseren Beispielen schwankt dieser 
Factor zwischen llz0 und 1/30 und ist nahezu reell. Wir werden 
daher in diesem Paragraphen 0 als eine constante reelle Zahl 
behandeln, wodurch die folgende qualitative Discussion nicht 
wesentlich fehlerhaft wird. 

Aus unserer nunmehrigen Schreibweise von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx folgt weiter : 

Wir miissen nun abermals an die beiden Grenzfalle des 
8 6 erinnern. In  dem einen wurde I x2 I = Q 1 k, 1 als hinreichend 
grosg, im anderen als hinreichend klein vorausgesetzt. Lassen 
wir den Zusatz ,,hinreich8ndLL fort, so bekommen wir eine Ein- 
theilung der Erscheinungen in zwei Klassen, welche zwar den 
Zwischenfallen, wo 1 x2 I weder sehr gross, noch sehr klein ist, 

Ann. d. Phys. u. Chem. N. F. 67. 18 
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nicht vollig gerecht wird, welche aber doch eine mehr oder 
minder zutreffende Uebersicht gestattet. 

Fiihren wir noch die Abkiirzuiig 

ein, so wird riach Gleichung (11) (unter Weglassung des UII- 

wesentlichen reellen Bestandtheiles von k ; )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
A; = - 2i l t2,  k ,  = (1 - i ) k .  

Die Unterscheidung zwischen unsereii beiden Klassen 

konnen wir dann auch nach cler Grosse von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAg k ,  welche eine 
reelle absolute Zahl bedeutet, vornehineii und komen sagen : 
Die Faille, in denen e k gross ist (z. B. > 10) rechiien wir der 

ersten Klasse, die Falle, wo k klein ist (z. 6. < 1) der zweiten 
Klasse zu. Anf die dazwischen liegendeii Fglle sind die fol- 

geiiden Beinerkungen nicht ohne weiteres a.nwendbar. 

1. Wenn e k und lnithin auch 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx2 1 gross ist, wird nach 

G1. (d, 7 )  J(.z.,) : J'(xz) = - i; G1. (26) ergiebt daher, wenn wir 

= 1 und R ,  = 2 n / k 0  einsetzen: 

Da der zweite Term der Klnmmer lrlein gegen 3 ist, so 

ltonrieii wir die Quadrstwurzel nach dem biriomischeri Satz 
ausziehen und bekommen 

Zerlegen wir in den reellen und imaginaren Theil, so er- 

Die Grassen der letzten Formel sind absolute Zahlen, 
welche das Verhaltniss der Wellenlangendifferenz zur Wellen- 
lange, bez. die Dampfung pro Wellenlange bedeuten. Ihr  
numerischer Werth hiingt, wenn wir 0 als unveranderlich 
nnsehen durfen , ausser voii der Magnetisiruiigsconstanten voii 

der Grosse der Zahl zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA8 k ab ,  welche uns bereits die Haupt- 

eintheiluiig in zwei Klassen lieferte. Du Q h uls ywss VOYUUS- 

gesetzt wurde, sind die beiden Zahlen (Ao - k)/Ao und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA%A,, iti allen 

zur ersten Klasse geliiiriyen Fallen kbin.  Berucksichtigen wir 
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noch die in (27) angegebene Bedeutung von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk ,  so konnen wir 
sagen: &sere beiden Zahleii sind urn so kleiner, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAj e  besser unter 

sonst gleichen linstailden die Leif f  ‘i;liigkeit, j e  geringer die zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAMag- 
natisirbarkeit, j e  kleiner die normale Wellenlarye und namentlich 

j e  grosser der Kadius des Drahtes ist. 
Um einige specielle Consequenzen zu nennen, wiirden also 

bei einem weichen Eisendraht, wenn wir zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBApz = 100 nehmen 
und von Erscheinungen wie Hysterese etc. absehen, die frag- 
lichen Zahlen zehnmal so gross sein, wie etwa bei Platindraht. 

Bei sehr kurzen elektrischen Wellen wird man eine Abwei- 

chung von der Lichtgeschwindigkeit etc. schwerer beobachten 
konnen wie bei langeren, umsomehr, als fur die Messung nicht 

die relative Wellenlangendifferenz (a, - it)/&, sondern die ab- 

solute it,- it in Frage kommen durfte, welche in unserer Formel 
mit dem Factor i to8/2 behaftet ist. Die Abhangigkeit der Wellen- 

langendifferenz von it, bestatigt uberdies eine fruhere Bemer- 

kung, nach der man bei einer nichtharmonischen Schwingurig 
yon einem einheitlichen Werthe der Fortpflanzung uberhaupt 

nicht reclen kann , vielmehr fur jede harmonische Pnrtial- 
schwingung , aus der sich die nichtharmonische Schwingung 
zusammensetzt, einen je  nach der Schwingungsdauer verschie- 

denen (freilich nur ausserordentlich wenig verschiedenen) Werth 

der Fortpflanzungsgeschwindigkeit findet. Die Abhangigkeit 
der Wellenlangendifferenz von der Leitfahigkeit C lasst die 

Richtigkeit der folgenden Behauptung erkennen , welche man 

haufig ausgesprochen findet : Dass fur vollkommene Leiter 
(C = 03) die Fortpflanzung gleich der Lichtgeschwindigkeit 
wird. In  der That folgt aus C = 03 auch zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAR = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAco und daher 

nach (28) it, = und Yo = P. Die Art der Abhangigkeit (um- 

gekehrt proportional der Quadratwurzel aus C )  kommt zum 
Vorschein, wenn man Beispiel 1 mit den Angaben vom Schlusse 

des zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA8 8 vergleicht, wonacli fur einen Platindraht die Wellen- 
langendifferenz und Dampfung ca. dreimal so klein ist ,  wie 

unter gleichen Umstanden fiir den Kupferdraht des Beispiels 1, 
den1 Urnstande entsprechend, dass die Quadratwurzel aus dem 

Verhaltniss der Leitfiihigkeiten beicler Metalle gleich 1/55 /6,5 
= ca. 3 ist. Die Abhangigkeit unserer Zahlen von der Dicke 

des Drahtes endlich, welche die vornehmste ist, da  p in der 
(- 1 ) t e ~  Potenz vorkommt, niacht sich in unseren fruheren 

1s- 
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Beispielen aufs Deutlichste geltend. Naturlich darf man nber, 

wenn man die vorhergehenden Formeln anwenden will, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 nur 

soweit variiren, dass 0 k eine grosse Zahl bleibt. 
Wollen wir eine besonders bequeme Formel haben, so 

konnen wir fur 8 als mittleren Werth etwa lI2. einsetzen uncl 

bekommen: 

Dabei ist naturlich zu betonen, dass man ganz zuver- 

lassige Werthe, zumal in den oben genannten Zwischenfallen, 
nur durch wirkliche Ausrechnung der jedesmaligen transcen- 

denten Gleichung gewinnt. 
2. Wenn zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp k  und daher auch [x21 als klein angesehen 

werden kann, haben wir nach zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA8 4 s  naherungsweise 

also iiach Gleichung (26)  

Das Ausziehen der Quadratwurzel durch Reihenentwicke- 
lung ware hier nicht berechtigt, weil die irn Nenner vor- 

ltommende Griisse zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp2 k2 als klein vorausgesetzt wurde zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, also 
der Brucli 0 p2 / Q 2 ? t 2  moglicherweise von der Grossenordnung 1 

sein kann. Wir miissen daher schreiben: 

(29) 

Obwohl quantitativ verschieden, ist die Abhangigkeit doch 

qualitativ die namliche wie vorher. Da  namlich die Ab- 
weichung der FortpAaiizung von der Lichtgeschwindigkeit und 
die Dampfung nach unserer letzen Formel verschwinden, wenii 
der mit 0 behaftete Factor verschwindet, so werden uizsere 
Zahlen (A, - A ) / A ,  und x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA, auch je tz t  urn so yrosser ~ e r d e i t ,  j e  
kleiner die Zahl 0 k i d ,  oder, ausfiihrlicher gesagt, j e  grosser 
die Maynetisirungsconstante und die normale IYellenlange und j e  
kleinei der Radius und die Leitfahiykeit des Drahtes ist. 
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I ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- I 
__ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAbeob. a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
A, - I __ ber. 

I 

Q zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA12. Vertheilung der elektrischen und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAmagnetischen Kraft im zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Es wird jetzt leicht sein, ein vollstandiges Bild des elektro- 

dynamischen Gesammtzustandes zu gewinnen. Wir setzen 
dabei die Verhaltnisse des Grenzfalles (1) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( p k  gross) voraus; 
wo wir numerische Daten geben, greifen wip auf unser erstes 
Beispiel (Kupferdraht von 4 mm Radius, Wellenlange gleich 
30 cm) zuriick. 

1. Vor allem ist das schnelle Abnehmen der elektrischen 
und magnetischen Kraft nach dem Innern des Drahtes hin 
bemerkenswerth. Um dieses numerisch zu controliren, drucken 
wir die Krafte zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2, A! und VE nnch (12) durch zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu2 und ii2 nach 
(16) nnd (21) durch die Bessel’sche Function J ails. Dnbei 
wollen wir mit Z’, R und ! P I  die unter dem Zeichen %r 
stehenden complexen Grossen unter Absehung von dem gemein- 

Innern und in der Umgebung des Drahtes. 

800 600 400 300 232 

768 592 392 292 224 

4 . 1 0 - 2  1,3.10-2 2 . 1 0 - 2  2 ,6 .10 -2  3 ,4 .10 -2  

~ ~ 3 . 1 0 - 4  2 . 1 0 - 4  1 , 7 . 1 0 - 4  1 , 4 . 1 0 - 4  1 ,2 .10 -4  

1) Ed. Saras in  u. L. d e  la R i v e ,  Arch. de G e n h e  (3) 23. und 29. 
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samen Factor e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx i t i z  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ bezeichnen. Ausserdem wollen wir 
sogleich c gegen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk, streichen. .Wir erhalten dann: 

Im Grenzfalle 1 wird das Argument der B es s el'schen 
Functionen in der Oberflache und nahe der Oberflache des 
Drahtes als gross vorausgesetzt, sodass wir die NBherungs- 
formeln aus zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA94, d anwenden konnen. Beschr%nken wir uns 

anf den wesentlichen Bestandtheil dieser Formeln und schreiben 
wir wie im vorigen Paragraph k ,  = (1 - i ) k ,  so ergiebt sich 

Wir bilden nun die absoluten Betrage dieser Grossen, 
welche bis auf den Dampfungsfactor 

le icz l  = e x z  

mit den Amplituden von Z7 R und 'I' ubereinstimmen und 
erhalten z. B. fur 12'1 

- 

jz/ = l a l d + e - k ( e - y )  . 

Die Amplitude der ZComponenten izimmt also ausserordent- 

lich sclinell, namlich wie eine Exponentialfunction, nach dem 

hznern zu ah und zwar um so schneller, j e  griisser k ,  d. A. nach 

Gleichung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(27), j e  besser die Leitfahigkeit und j e  hoher die 

Schwingungsfreyuenz ist. Auch wiirde etwaige Magnetisirbarkeit 

des Drahtes die Abnahme beschleunigen. 

Ton dem Radius des Drahtes ist die Abnahme unabhaingig, 
solange uberhaupt ein Fall der Klasse 1 vorliegt, d. h. solange 
p k  eine grosse Zahl ist. Ebensowenig kommt es hier auf 
den Werth von c an. Es ist daher verstandlich, dass S te fan  
(vgl. 5 1) ohne tieferes Eingehen auf die Differentialgleichungen 
des Problems und die transcendente Gleichung zur Bestimmung 
von c die Abnahme der elektrischen Kruft mit der Tiefe richtig 
ermitteln konn te. 



B’ortpflanzung elektrodynamischer W>llen. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA279 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Numerisch liegen die Dinge in unserem ersten Beispiele 

(und iiberhaupt im Grenzfalle 1, falls das Material Kupfer und 
die Schwingungsdauer zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 10 -9 ist) folgendermaassen: Nach 
den Angaben des 8 8 wird k ca. gleich 4800. Sehen wir also 

von dem langsam veranderlichen Factor ab, so konnen 

wir sagen: 
In der Tiefi uon zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQ - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr = ll480 mm betragt die Amplihde 

nur noch den elEn Theil des in der Oberfiuche statthabenden 

Werthes. 
Eine kleine Rechnung zeigt ferner : 
Auf den hundertsten, zehntausendsten, millionsten Theil ihres 

Oberfiachenwerthes ist die Arnplitade bereits in einer Befe von 
weniger als l/loo, 2/100, 3/100 mm herubyesunken. 

Der zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAZ- Componente der elektrischen Kraft ist die Com- 
ponente der Stromstarke in Richtung der z-Axe proportional. 
Von dieser gilt also die gleiche Aussage. Dasselbe Gesetz 
regelt aber auch das Maass, in dem die Amplituden der R- 
und W-Componente mit der Tiefe abnehmen, da sich ja die 
Grossen R und W von .Z‘ nur urn einen constanten Factor 
unterscheiden. Letzterer ist ziemlich klein bei R’, ziemlich 
gross bei P. Wir sehen also: 

Die radial gerichtete Componente der elektrischen Schwingung 

ist im lnnern des Brahtes Klein gegen die axial gerichtete, wiihrend 

die magnetische Kraft  gross gegen diese Componente ist. Die 
Abnahme der Kraft mit zunehmender Befe erfoht bei allen drei 

Componenten in demselben, oben geschilderten Yerhaltniss. 

Der ganze Vorgang spielt sich also, soweit er iiberhaupt 
merklich, sagen wir > 1 I 100 des Oberflachenwerthes ist, in 
einer ausserordent.lich diinnen Oberfiachenschicht ab. Die Dicke 

d dieser Schicht berechnet sich aus der Gleichung k d = log 100 
und ist etwa gleich 4 , B l k .  

Alle diese Schliisse sind ja  allerdings aus den Naherungs- 
formeln der Bes s el’schen Function J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(x) fur grosse Argument- 
werthe gezogen. Die Berechtigung hierzu folgt aus unserem 
Resultat, wonach der Vorgang schon fur sehr grosse Werthe 
des Argumentes k, r ,  wo unsere Naherungsformeln noch sicher 
mit grosser Genauigkeit gelten, so gut wie vollstandig erlischt 
und kleine Werthe uberhaupt nicht in Betracht gezogen werden 
brauchen. 
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Auf den Grenzfall 2, wo p k eine kleine Zahl war, durfen 

diese Resultate natiirlich nicht ausgedehnt werden. Nehmen 
wir zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz. B. nur zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 k < zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA4,6 so bedeutet dieses nach einer kurz 
vorher gemachten Bemerkung Q < d. Die OberfEachenschicht 

Itat dann also nicht Platz, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAsich frei zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAzu entwickeln; es miissen in 

der Axe zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAdes Drahtes gegenseitige Beeinflussungen stat@nden, 

welche den Charakter des ganzen Porganges uerandern. Hierin 
konnen wir einen plausibeln Grund dafur erblicken, weshalb 
im Grenzfalle 2 messbare Abweichungen der Fortp flanzung 
von der Lichtgeschwindigkeit vorkommen. 

2. Qanz anders wie im Innern liegen die Verhiiltnisse 
ausserhalb des Drahtes. Die fur unsere Discussion wesent- 
lichen Bestandtheile Z', R', V der drei Kraftcomponenten sind 
hier nach den Gleichungen (12), (16) und (21): 

z = a  ~, n,= ___ 
K (VqGc?. )  i c n  qy-r) 
K(l /k?  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- c s .  e)  Vlc; - ca K(1J-q) ' 

_ _ ~  
Nun war, wie wir sahen, x1 = p f i  - c2 unter allen Um- 

standen (und zwar sowohl im Grenzfalle 1 wie 2) eine sehr 
kleine Zahl, welche mindestens mit dem Factor 10- 4 behaftet 

war. Ebenso wird r m-7 selbst dann noch als kleine Zahl 
behandelt werden durfen, wenn r bis hundertmal grosser a.ls 
Q genommen wird. Infolge dessen werden wir unter der Vor- 
aussetzung T 100 p die Naherungsformeln aus 3 4, c an- 
wenden kiinnen und erhalten : 

wobei die Constante I, zur Abkiirzung fur 

gesetzt ist und als das Reciproke des Logarithmus einer sehr 
grossen Zahl selbst eine massig kleine Grosse bedeutet. Nehmen 
wir den absoluten Betrag von Z', R und P, so bekommen 
wir (bis auf den unwesentlichen Factor e x x )  die Schwingungs- 
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amplituden der betreffenden Componenten. Wir sehen nun 

aus der Form der vorstehenden Ausdriicke: 

Azrsseriialb des Drahtes nimmt die Amplitude mit wachsender 

Entfernuny zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAvon der Ober@-?ic riemlich lanpam ab, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA71a?nl~k?l bei 
R and Vr um.gelte?irf proportional der En'ntf'ernuiig, 6ei Z sogar 
nur logarithmiscii. 

So sind z. B. in der Entfernung r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 100 g die Amplituden 
von R und Vr auf den hundertsten Theil ihres Oberflachen- 

werthes herabgesunken ; gleichzeitig rechnet man unter den 
Verhaltnissen des ersten Beispiels unschwer aus, dass die Ampli- 

tude von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAZ fur r = 100 Q sogar noch ungefahr die Halfte ihres 

Werthes bei r = Q besitzt. 
In  sehr vie1 grosserer Entfernung vom Drahte treten natur- 

lich die exponentiellen Naherungsformeln fur grosse Werthe 
des Argumentes in ihr Recht, welche eine schnellere Abnahme 
der Amplituden bewirken. Indessen tritt dies erst fur solche 

Entfernungen von der Drahtoberflache ein, fiir die der Vor- 
gang ohnehin unmerklich geworden ist. 

Diese Aussagen gelten auch noch im Falle unseres zweiten 

Beispiels, des ,,Grenzfalles zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 1 ' ;  nur wird hier das Gebiet 

r 5 100 0 ,  fur welches die vorstehenden Naherungsformeln 

aufgestellt waren, wegen des Ltusserordentlich kleinen Werthes 

von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 auf die nachste Umgebung des Drahtes zusammen- 

schrumpfen. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
3. Von Interesse ist sodann das Grossenverhaltniss der 

radialen elektrischen Componente K zu der axialen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 ausser- 
halb des Drahtes. Die Amplitude von R hat im Nenner den 
ausserordentlich kleinen Factor I k t  - c2  1 der bei 121 fehlt. 

Infolge dessen wird i 21 von I B 1 im allgemeinen ganz er- 

heblich an Grosse iibertroffen werden. Z. B. berechnen wir 
in unserem ersten Beispiele fur 7. = g: 

Bekanntlich liefert das jeweilige Verhiiltniss 2 : h! die 
Richtung der durch den gerade betrachteten Punkt zu der 

gerade betrachteten Zeit hindurchlaufenden elektrischen Kraft- 
linie. Obwohl dieses Verhaltniss auch von der Phasendifferenz 

der 2- und R-Schwingung sowie von der Zeit abhangt, so er- 
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kennen wir doch schori allein aus dem Grossenverhaltniss der 
Amplituden zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA121 und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAIR], dass Z : R  im allgemeinen sehr 
klein sein, d. h. dass die Kraftlinien auf der Oberflache des 
Drahtes nahezu senkrecht stehen werden. (Allerdings giebt es 
in jedem Interval1 von der Lange zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA'12 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAil eine Stelle, wo R = 0 
wird, in deren Umgebung also die Kraftlinien einen sehr 
kleinen Winkel gegen die Oberflache des Drahtes bilden. Aber 
in unmittelbarer Nachbarschaft dieser Stelle richtet sich wegen 
des iiberwiegenden Werthes von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA13 1 die Kraftlinie bereits 
wieder nahezu senkrecht.) In  unserem ersten Beispiele be- 
tragt die durchschnittliche Abweichung der Kraftlinienrichtung 
von der senkrechten Lage, wie man aus den zuletzt angege- 
benen Zahlen leicht ersieht, weniger als 1'. Nehmen wir hin- 
zu, was oben uber das Grossenverhaltniss der Amplituden von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
2 und R im Innern des Drahtes gesagt wurde, so erkennen wir: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Nach aussen, hin verlauf'en die elektrischen Kraftlinien von 

der Oberflache des Drahtes aus durchschnitilich sehr nahezu sen& 

recht, nach innen hin sehr nahezu tangential. 

Dies gilt jedoch durchaus nicht mehr in dem Grenzfalle 2. 
wo p k  eine kleine Zahl war. So ist in unserem zweiten Bei- 
spiele, wo die Abweichung der Fortpflanzungs- von der Licht- 
geschwindigkeit sehr erheblich war, auch von einer angenahert 
senkrechten Lage der ausseren Kraftlinien gegen die Draht- 
oberflache keine Rede mehr, wie man leicht nachrechnen 
kann. 

4. Zur weiteren Veranschaulichung des Vorganges geben 
wir in den Figuren 2 bis 5 eine graphische Darstellung der 

Amplituden (21, 1 R I und i !P und der elektrischen Kraft- 
linien im Anschluss an die numerischen Daten unseres ersten 
Beispiels. 

In  den Figuren 2 bis 4 bedeutet die Abscisse den Abstand 
r - Q von der Oberflache des Drahtes. Dabei mussten wir 
(wegen der ausserordentlich schnellen Abnahme der Kraft nach 
dem Innern und der relativ langsamen Abnahme nach dem 
Aeusseren hin), um deutliche Figuren zu erhalten, innerhalb 
einen anderen Maassstab zu Grunde legen wie ausserhalb. In 
der Zeichnung betragt das Verhaltniss der Laingeneinheiten lo4, 
sodass dieselbe Strecke, welche im Aeusseren (T > g )  100 g 
bedeutet, im Inneren (r < Q )  nur 1 1100 Q darstellt. 
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Ferner musste auch auf der Ordinatenaxe (wegen des ausser- 

ordentlich kleinen Werthes von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAj zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAZ /  / 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAR I und 1 ZJ / 1 W ]  im 
Aeusseren des Drahtes) in Fig. 2 mit einem anderen Maass- 
stab gemessen werden, wie in Egg.  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 und 4. Die Maassstabs- 
verkleinerung beim Uebergang yon Fig. 2 zu Fig. 3 und 4 
betragt abermals lo4. 

Die wahren GrGssenverhaltnisse wird man hiernach er- 
halten, wenn man die Figuren 2 bis zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA4 nach rechts hin von 
r = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe ab auf das Hundertfache auseinandergezogen, nach links 
hin auf das Hundertfache zusammengeschoben, und wenn man 
uberdies Figg. 3 und 4 nach oben hin auf das Zehntausend- 
fache gestreckt denkt. Darauthin wird man in den folgenden 
Figuren unsere friiheren Angaben uber den Verlauf der Kraft- 
componenten wiederfinden. 

r-s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.700 P r-p-foup f - r - , sq  

Fig. 2. Fig. 3. 

In  Fig. 2 nimmt die Amplitude der Z-Componente ausser- 
halb des Drahtes von T = Q bis r = 100 Q nur ungefahr um die 
Halfte ihres Werthes ab. Innerhalb des Drahtes dagegen sinkt sie 
nach fruherem von r = Q bis e - r = 0 100 bereits bis auf den 
zehntausendsten Theil, so dass die Curve hier bereits mit der 
Abscissenaxe vollstandig zusammenfallt. Fur  r = Q schliessen 
sich die beiden Aeste r > p und r < Q stetig aneinander, da 
nach der Grenzbedingung die zur Drahtoberflache tangentiale 
elektrische Componente auf beiden Seiten gleich sein muss. 

In Fig. 3 ist der das Aeussere charakterisirende Curven- 
ast eine gleichseitige Hyperbel, entsprechend der oben gege- 
benen Formel 1 R 1 = const. / r. Fur T = 100 Q betragt die 
Ordinate der Curve den hnndertsten Theil der fiir r = e ge- 
zeichneten Ordinate; fur r = Q steht die Tangente nahezu 
vertical. Der auf das Innere des Drahtea bezugliche Ast der 
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c-.-,hf zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA7’. = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe / zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA100 die Grosse der 
Ordinate nur  noch den zehn- 

e 

mithin haben wir : 

Die Richtung Z I R ,  d. i. die Richtung der elclitrischen 
Kraftlinien, stimmt hiernach iiberall uberein mit der Richtung 

der in der gerade betrachteten Meridianebene verlaufenden 
Curven r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(a II/ 13 r) = const. Auf Grund der Gleichungen (9), zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1) H. Hertz, Geg. Werke 2. Abh. 9. p. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA150. 1888. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

R-Componente ist von absolut verschwindenden Dimensionen, 
weil, wie zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAwir sahen, im Innern zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAR 1 klein gegen 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAZ /  ist. Fur T = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 

schliessen sich die beiden Aeste durchaus nicht stetig anein- 

ander an, was j a  in der That bei einer zur Oberflache senk- 
rechten Componente nicht erforderlich ist. Den Sprung in den 

Werthen von 3 beim Uebergang vom Aeusseren nach dem 
Inneren kann man als elektrische Ladung der Drahtoberflache 

ansprechen. 



Fortpflanzuny zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAelektrodynamischer Wellen. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA285 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(16) und (21) sind also die Kraftlinien zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAzu einer bestimmten 
Zeit to innerhalb bez. ausserhnlb des Drnhtes gegeben durch: 

bez. 

Setzt man hier fur die Bessel'schen Functionen die ge- 
eigneten Naherungsformeln ein , so gewinnt man, allerdings 
nicht ohne einige 
Weitlaufigkeit, das 
nebenstehende Kraft 
liniendiagramm, wel- 
ches wiederum den 

numerischen Ver- 
haltnissen des Bei- 
spieles 1 entspricht. 
Auf der Ordinaten- 
axe und den ausser- 
halb desnrahtes ge- 
legenen Partien der 
Abscissenaxe ist mit 
deniselben Maass- 

stab, dagegen auf 
dem nach innen ge- l I 

richteten Theile der f - r  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- f / iao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA"'C r-e ~ loot 
Abscissenaxe mit Fig. 5.  

einem urn zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA10-4 verkleinerten Maassstabe gemessen. Trotz der 
sich hieraus ergebenden sehr starken Vergrosserung der Pigur 
in Richtung des Drahtradius sieht man die Kraftlinien im 
Innerii des Drahtes als ziemlich flache Einstulpungen verlaufen, 
die zwischen je zwei Kraftlinien von annahernd geradliniger 
Gestalt eingebettet sind. Die letzteren schliessen mit der %-Axe 

Winkel ein, dessen Tangente in Wirklichkeit nur 1/23000, einen 

bei der Wahl unseres Maassstabes also betragt. Der 

in Richtung der z-Axe gemessene Abstand je  zweier solcher 
Kraftlinien betragt eine halbe Wellenlange. Aus dem ausser- 

ordentlich flachen Verlauf dieser Geraden erkennt man bei- 
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h f i g ,  wie schnell die Phase der Schwingung mit dem Ab- 

stande von der Oberflache wechselt. In  der That gelangt man 

nach dem Passiren jeder dieser Geraden in ein Gebiet, in 
welchem die umgekehrte Phase herrscht wie vor demselben. 

Da  die Welle in Richtung der negntiven z-Axe, d. h. in der 

Figur von oben nach unten fortschreitet, so haben die Kraft- 
linien, wie wir sagen konnen, im Innern des Drahtes die 

Tendenz zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, hinter der Wellenfront an der Oberflache zuruck- 

zubleiben. 
Unsere Figur zeigt ferner, dass die nach aussen verlaufende 

Kraftlinien , wie schon mehrfach bemerkt, auf der Drnhtober- 

flache sehr nahezu senkrecht stehen. (In der Fig. 5 ist sogar 
die Abweichung von der senlxechten Richtung noch etwas 

ubertrieben.) Die Abweichung findet in dem Sinne statt, dass 
die Kraftlinien ausserhalb gegenuber den an die Drahtober- 

fiiiche anstossenden Partien etwas voranzueilen scheinen. Auch 

in sehr grossen Entfernungen von der Drahtoberflache, welche 

hier nicht mitgezeichnet sind, betragt die Abweichung yon der 
senkrechten Richtung wenig mehr, wie iu der Nahe des Drahtes. 
Auf jede halbe Wellenlange kommt eine Kraftlinie, welche 

sich ins Unendliche verliert, ohne zu dem Drahte zuruckzu- 
kehren. Die iibrigen schliessen sic,h paarweise zusanimen, 

wobei sie im allgemeinen einen sehr weiten Weg machen. In 
der E'igur konnte auf jedes Interval1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA/:! nur eine Kraftlinie 

gezeichnet werden, welche innerhalb des Gebietes r - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 < 100 ,o 
urnbiegt und zum Drahte zuriickkehrt. Der von dieser Linie 

umschlossene, ausserst schmale Streifen ist von ahnlich ver- 
laufenden Linien durchfurcht zu denken. Im allgemeinen 
konnen die Kraftlinien ausserhalb cles Drahtes als Aus- 
stiilpungen beschriebeii werden , welche entweder sehr lang, 
oder, wie die zuletzt genannten, sehr schmal sind. 

Die magnetischen Kraftlinien ver1:tufen offenbar in Kreisen 
um die Drahtaxe herum. 

Das ganze Kraftliniensystem schiebt sich naturlich mit 
der etwas unterhalb der Lichtgeschwindigkeit gelegenen F'ort- 

pflanzungsgeschwindigkeit V unter unwesentlichen, nur durch 
die ortliche Dampfung hervorgerufenen Gestaltsver~inderungen 
langs des Drahtes fort. 
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13. Resultate zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAnnd anschliessende Desiderata. 

Wir haben im Vorstehenden die Fortpflanzung und Ver- 

theilung einer periodischen und harmonischen elektrodynami- 
schen Storung in der Umgebung eines beiderseits unendlichen 

Drahtes von geradliniger Axe und kreisformigem Querschnitt 

studirt. Die Differentialgleichungen fur die elektrischen und 
magnetisclien Kraftcomponenten im Innern und Aeussern des 

Drahtes liessen sich leicht integriren uiid fuhrten auf Besse1’- 

sche Functionen. Wenn wir die Moglichkeit einer die Licht- 

geschwindigkeit ubertreffenden Fortpflanzung ohne Dampfung 

ausschlossen, welche eine im Experiment nicht vorhandene 
radiale Energieznfuhr aus dem Unendlichen voraussetzen wfir.de, 
so lieferten die Oberflachenbedingungen eine transcendeiite Glei- 
chung, deren Wurzel die Wellenlange h (und clarnit zngleich 

die Fortpflanzungsgeschwiiidigkeit zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA/ t) der Drahtwelle zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, sowie 

die Constante der ortlichen Dampfung x in der complexen 
Verbindung (2 7c /A) - ix bestimmte. Die Discussion dieser 

transcendenten Gleichung machte es nothig , zwei Hauptfalle 
zu unterscheiden, j e  nachdem die Zahl zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 li ( p  = Drehtradius, 

k = 2 7c v C p / t ,  C = elektromagnetisch gemessene Leitfahig- 
keit, p = Magnetisirungsconstante, t = Schwingungsdauer) gross 

oder klein war. Der erste Fall tritt bei metallischen Leitern 
in der Regel ein, niimlich immer dann, wenn die Schwingung 
nicht zu langsani erfolgt und der Draht nicht zu dunn ist. 
In beiden Fallen liess sich die ursprunglich sehr complicirte 

transcendente Gleichung so vereinfachen, dass sie durch einen 

zwar nicht abbrechenden, aber schnell convergenten Process 

gelost werden konnte. Im ersten Falle entsprach die Losung 
den allgemein verbreiteten Vorstellungen iiber die Natur der 
Drahtwellen : Die Abweiclnung der Fortpf-lanznng von der 

Lichtgeschwindigkeit, sowie die Dampfung der Welle beim 
Fortschreiten l ings des Dlahtes waren sehr gering, und zwar 

uni so geringer, j e  grosser So ergab sich bei einem 
Kupferdraht von 4 mm Dicke und einer Schwingungsfrequenz 
von 109 pro Secunde, dass die Drahtwelle hinter der Licht- 

geschwincligkeit iiur urn 8 km zuruckblieb und dass sie erst 
iiach 11/, km Weges auf den zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAekn  Theil ihres Werthes ge- 

dampft wurde. Im zweiten Falle dagegen konnte die Ab- 

k war. 
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weichung von der Lichtgeschwiudigkeit sehr erheblich werden ; 
gleichzeitig wurde auch die Dybmpfung vie1 stzrker, beides in 
urn so hoherem Grade, je kleiner zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi t  war. Z. B. wurde bei 

einem Platindraht von 4/1,000 mm Dnrchmesser und bei einer 
Schwingungsfrequenz von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 .  lo8 pro Secunde die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit nahezu gleich drei Viertel der Lichtgeschwindig- 
keit und die Dampfung so stark, dass sie die Schwingungsampli- 
tude schon nach einem Wege von 17  cm auf den ehn Theil 
reducirt. Naturlich giebt es zwischen den Fallen 1 und 2 
eine coiitinuirliche Folge von Uebergangen. Auch die Ver- 
theilung der elektrischen uncl magnetischen Krafte entsprach 
im Yalle 1 und widersprach im Falle 2 den daruber verbrei- 
teten Vorstellungen. Im Fslle 1 nehmen die Krafte von der 
Oberflache aus nach innen hill sehr rasch ab. Der ganze 
Vorgang, soweit er nicht unter den hundertsten Theil der 
Obesflachenintensitiit herabgesunken ist, spielt sich in einer 
Schicht von der Dicke 4 , 6 / k ,  d. i. bei Kupferdraht und einer 
Schwingungsfrequenz von lo9  pro Secunde , in kiner Schicht 
von der Dicke < l/loo mm ab. Nach aussen hin nehmen die 
Krafte ziemlich langsam ab. Im Innern stehen die elektrischen 
Kraftlinien nahezu tangential, im Aeussern fast genau senk- 
recht zur Drahtoberflache. Im Falle 2 dagegen kann sich die 
genannte Oberflachenschicht, weil der Draht zu diinn ist, nicht 
frei entwickeln. Die Kraftlinien verlaufen iiach aussen hin 
auch nicht naherungsweise senkrecht zum Drahte. 

I n  allen Fallen, wo 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk gross ist, konnten wir soiiach die 
bisher durch Theorie und Experiment gewonnenen Anschauungen 
bestatigen, bez. durch genaue nunierische Angaben pracisiren. 
Gleichzeitig konnten wir durch Betrachtung der Fiille, wo p k  
klein ist, die Grenzen fur die Richtigkeit dieser Anschauungen 
festlegen. 

Zum Schluss mogen eine Reihe hier nicht erledigter Fragen 
namhaft gemacht werden. 

1. Wahrend wir einen einzigen unendlich langen Draht 
voraussetzten und uns urn die Zuriickleitung der Welle nicht 
kiimmerten, benutzt mail im Experimente zwei parallele Drahte, 
welche durch eine Briicke verbunden sind. Den Einfluss dieser 
Anordnung auf Fortpflanzung und Dampfung mathematisch 
exact festzustellen, diirfte sehr schwer sein. Am ehesten 
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niochte dieses angehen, wenn man den Draht als PLtrabel ge- 
bogen annimmt. J e  nachdem man d a m  den Parameter der 
Parabel gross oder klein voraussetzt, erhalt man den Fall 

eines einzigen oder zaeier in geringeni Abstande parallel 
laufender Drahte. 

2. Die Stelle, an melclier die Wellen erregt werden, ein 

etwaiges h i e s  Ende des Drahtes, ein in das Feld gebrachter 
Resonator wiirden Storungen hervorrufen, von denen wir hier 
abgesehen liaben und deren exacte Behandlung iieue und zum 

Theil sehr erliebliche mathematische Schwierigkeiten kcreiten 
wurden. 

3. Wiilirend wir liier ausschliesslich periodische Zustande 
betrachteten, ltoiinte man andererseits nach dem Ablauf einer 

eiiimaligen St6rung fragen, oder inan kijnnte allgemeiner die 
aus einem beliebig vorgeschriebenen Anfangszustande der elek- 
trischen uiid niagnetischen Kraft red t i renden  Vorgange unter- 
suchen. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2. B. liesse sich so das allmaihliche Entstehen eines 

stationaren elelrtrisclien Stronies im einzelneii verfolgen. Die 
Schwierigkeit wurde hiel bei weniger in der Aufstellung hin- 
reichend allgemeiner Forineln, als in deren Discussion uiid 

ubersiclitlichen Zusammenfassnng licgen. 
-1. Neben den inetallischeii wird man auch fliissige Leiter 

(z. B. Schwefelsaure in einer diinnen Glasrohre) zu behandeln 
wiinschen. Es scheiiit, class sich diese uicht unter einen der 

hier uiiterachiedenen beiden Hauptfalle einordnen, soiidern fur 
die Discussion unserer trsnscendenten Oleichung neuc Verbalt- 
nisse schaffen. 

5. Umgiebt man den metallischen Draht statt niit Luft 
niit einem anderen Dielektriculn oder aucli mit einem schlechten 

Leiter, so gelten unserc Formeln im wesentlichen unge- 
Bndert fort. 

6. Wir haben nur bewiesen, dass uiisere transcendente 
Gleichung in ilirer ursprunglicheii Gestalt stets eine , aber 

nicht, dass sie nur eiiie brauchbare Wurzel besitzt, und liaben 
uberliaupt keinen Eiiideutiglieitsbenreis erbracht. Der Vcr- 
gleicli rnit den akustischen Schwingungen lasst es nicht ganz 

msgesclilossen erscheinen , dass iieben dem liier gcfunilenen 
iioch andere Werthe der Wellenlange existiren koniitcn oder 

class eine den freien Schwingungcn cler Alastik ana!oye Be- 
Ann  d Phys. u Chem N. I’. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAb i .  19 
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wegung sich den hier betrachteten erzwungenen Schwingungen 
iiberlagern konnte. 

7. Eine experimentelle Bestatigung der Difierenz zwischen 
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Drahtwellen und der 

Lichtgeschwindigkeit scheint in den bisherigen Beobachtungen 
nicht vorzuliegen (vgl. die Bemerkungen von p. 217 uber die 

Beobachtungen von S a r a s i n  und d e  la Rive). Es kann aber 

kein Zweifel sein, dass eigens zu diesem Zwecke angestellte 
und von der Theorie geleitete Experimente die Voraussagungen 

der Theorie bestatigen mussen. 

C laus tha l ,  im November 1898. 

(Eingegangen 22. November 1898.) 


