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1. Ueber die Fortpflanzung
elektrodynamischer Wellen ldngs eines Drahtes;
von A. Sommerfeld.

§ 1. Historische Vorbemerkungen.

Das Problem der Fortpflanzung Hertz’scher Wellen lings
eines Drahtes ist ohne Frage fiir die moderne Physik so fun-
damental, dass eine exacte mathematische Behandlung desselben
auf Grund der Maxwell’schen Gleichungen erwiinscht sein
diirfte. Die Losung lasst sich ohne Aufwand eines gar zu com-
plicirten mathematischen Apparates geben; ihre Hauptschwierig-
keit besteht in der genauen Discussion einer transcendenten
Gleichung, deren Wurzel sowohl die Fortpflanzungsgeschwindig-
keit, wie die Dampfung der Welle in dem Drahte liefert.

Zum ersten Male ist unser Problem bekanntlich von
Hertz!) behandelt worden. Indessen kann die Hertz'sche
Behandlung insofern nicht befriedigen, als hier der Draht un-
endlich diinn genommen wird und dementsprechend die Be-
dingungen fiir die Oberfliche des Drahtes in Fortfall kommen.
Damit hangt es znsammen, dass bei Hertz die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit der Welle zunachst ganz unbestimmt bleibt,
und erst mit Zuhiilfenahme der Annahme, dass die Kraftlinien
auf der Oberfliche des Drahtes senkrecht stehen sollen, gleich
der Lichtgeschwindigkeit gefunden wird. HKigenthiimlicherweise
trifft aber diese Annahme gerade in dem Grenzfalle, wo man
den Draht verschwindend diinn wihlt, wie wir sehen werden,
darchaus nicht zu.

Sodann hat H. Poincaré? die Hertz’sche Behandlung
dadurch verbessert, dass er die Dicke des Drahtes beriick-
sichtigt. Dabei wird aber an der Annahme festgehalten, dass

1) H. Hertz, Ges. Werke 2. Abh, 9. 1888. Vgl. insbesondere
p. 165ff

2) H. Poincaré, Compt. rend. 120, p. 1046 u. 1229, 1892,
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die Kraftlinien auf der Drahtoberfliche senkrecht stehen, oder,
was auf dasselbe hinauskommt, es wird die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit von vornherein der Lichtgeschwindigkeit gleich-
gesetzt. Im Folgenden wird sich zeigen, dass diese Annahme
unter normalen Versuchsbedingungen im allgemeinen zwar sehr
nahezu, aber niemals genau erfiillt ist. Auf der anderen Seite
werden wir aber auch experimentell realisirbare Fille angeben
kénnen, in denen die Abweichung von der Lichtgeschwindigkeit
bis zum vierten Theile der letzteren ansteigt.

Sehr viel vollstiindiger und befriedigender ist die Theorie
der Drahtwellen von J. J. Thomson?') entwickelt worden. Die
folgenden Betrachtungen, auf die ich iibrigens urspriinglich
ohne Kenntniss der betreffenden Theile des Thomson’schen
Buches gefiihrt worden bin, bieten, wie man sehen wird, mit
der Thomson’schen Theorie zahlreiche Bertthrungspunkte dar.

Thomson beriicksichtigt?) die Dicke des Drahtes und die
Oberflachenbedingungen ganz so, wie es hier geschehen wird.
Auch bestimmt er Fortpflanzung und Dimpfung der Welle
durch eine transcendente Gleichung. Dabei denkt er sich das
den Draht umgebende Dielektricum nach aussen hin durch
einen mit dem Draht coaxialen leitenden Cylinder abgeschlossen,
welcher. bei den verschiedenen hierher gehdrigen Problemen,
der gewdhnlichen Telegraphie, der Kabeltelegraphie, den Hertz’-
schen Drahtwellen, bez. der KErde, dem umgebenden Wasser
und den Winden des Laboratoriums entsprechen wiirde. So
wiinschenswerth die Beriicksichtigung dieser Einfliisse aber an
sich sein mag, so werden dadurch die Bedingungen der Auf-
gabe bedeutend complicirt. Die Folge ist, dass Thomson
bei der Discussion seiner transcendenten (leichung Vernach-
lassigungen zulassen muss, bei denen die hier zu entwickeln-
den Details verloren gehen. Der Einfluss des Drahtmateriales
auf Fortpflanzung und Dampfung fallt dadurch in den Schluss-
formeln von Thomson?) vollstindig heraus, sobald man den
Radius des #usseren Cylinders unendlich gross werden lasst;
gleichzeitig geht die Geschwindigkeit der Fortpflanzung direct

1) J. J. Thomson, Notes ou recent Researches in Eleetricity and
Magnetism. Oxford 1898,

2) J. J. Thomson, 1. c. art. 259fF.

3) J. J. Thomson, 1 c. art. 267.
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in die Lichtgeschwindigkeit iiber. Bei der spiteren speciellen
Behandlung der Hertz’schen Drahtwellen?) wird die Fort-
pflanzung ohne weiteres gleich der Lichtgeschwindigkeit gesetzt.

Demgegeniiber erschien es uns interessant, die Abweichung
von der Lichtgeschwindigkeit und den Einfluss des Drahtmate-
riales in dem einfachen Falle, wo ein dusserer Leiter nicht
existirt, numerisch zu bestimmen. Der Einfluss des #usseren
Leiters (d. h. bei den Hertz'schen Versuchen der Labo-
ratoriumswinde), welchen wir hier vernachlissigen, wird iihrigens
um so kleiner, je schnellere Schwingungen und je kleinere
Wellenlingen man anwendet.

Die folgende Untersuchung ist nach dem eben Gesagten ge-
eignet, die Thomson’schen Entwickelungen zu erginzen, da bei
uns der Einfluss des Drahtmateriales vollstindig beriicksichtigt,
der des #usseren Leiters vernachlissigt wird, bei Thomson
dagegen der #ussere Leiter in Rechnung gesetzt, bei der
Rechnung aber Vernachlissigungen gemacht werden, welche
den Einfluss des Drahtmateriales zum Verschwinden bringen.

Auf die zahlreichen Arbeiten, welche zum Theil vom
Boden der alten Theorie aus den Erscheinungen der Draht-
wellen niherungsweise gerecht zu werden suchen, soll hier
nicht ausfithrlich eingegangen werden. Wir erwihnen nur
eine Arbeit von Lord Rayleigh?, in welcher die Abnahme
der Kraft nach dem Inneren des Drahtes durch eine sehr geist-
reiche Anwendung allgemeiner mechanischer Principien richtig
ermittelt wird, ferner eine Arbeit von Stefan?®), in der das
Gleiche durch Betrachtung von Inductionsstromen erreicht wird,
sowie eine Abhandlung von Drude®), in welcher die elektri-
schen Schwingungen in zwel parallelen Dréhten untersucht
werden. Der Standpunkt in diesen Arbeiten unterscheidet sich
wesentlich von dem hier eingenommenen, indem dort mit ab-
geleiteten Begriffen, wie Selbstinduction, Gesammtwiderstand
eines Drahtstiickes, Gesammtstromstirke im Draht, gerechnet
wird, welche von stationiiren oder langsam veréinderlichen Stro-
men hergenommen sind und in der reinen Maxwell’schen

1) J. J. Thomson, 1. c. art. 379.

2) Lord Rayleigh, Phil. Mag. (5) 21. p. 369. 1886.
3) Stefan, Wied. Ann. 41, p. 400. 1890.

4) P. Drude, Wied. Ann, 60. p. 1. 1897,
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Theorie urspriinglich keinen Platz haben. Selbstverstandlich
ist unsere Meinung nicht die, dass solche angeniherten Be-
handlungsweisen zu verwerfen sind. Im Gegentheil halten wir
sie fiir ebenso niitzlich wie nothwendig, niitzlich, weil sie in
vielen Fillen zu dem richtigen Resultat fihren, nothwendig,
weil der exacten Behandlung der Probleme meist uniibersteig-
liche Hindernisse im Wege stehen. Andererseits wird aber
die exacte Behandlung einzelner besonders einfach gewihlter
Probleme auch fiir die angensherte Behandlung complicirterer
Dinge von wohlthatigem Kinflusse sein.

Der Grund, weshalb man iiberhaupt in den meisten Fillen
mit den Begriffen der alten Theorie zu ndherungsweise den-
selben Resultaten kommt, wie mit den Vorstellungen der Max-
well’schen Theorie, bedarf dabei sehr der Aufklarung. Hier
liegen offenbar Fragen von gunz ausserordentlichem mathe-
matischen Interesse verborgen.

§ 2. Die Differentialgleichungen des Problems.
Verstehen wir unter & den Vector der elektrischen, unter
Mt den der magnetischen Kraft, so kénnen wir die Maxwell’-

schen Gleichungen nach Hertz und Heaviside folgender-
maassen schreiben:

1 e 9% 4+ 474 A€ = — curl I, wd 2%~ curl 6.
ot ! ot

Hier bedeuten ¢ und g die Dielektricitits- und die Mag-
netisirungsconstante, 4 die reciproke Lichtgeschwindigkeit,
. die elektrostatisch gemessene Leitfihigkeit. Unter curl ver-
stehen wir das bekannte Vectorsymbol, welches sich unabhangig
vom Coordinatensystem am besten folgendermaassen erklaren
lasst: Denkt man sich eine Flissigkeitsbewegung hergestellt,
welche in jedem Punkte des Raumes nach Grosse und Richtung
die Geschwindigkeit € aufweist, so bedeutet curl € nach Grosse
und Richtung die doppelte zugehorige Drehgeschwindigkeit des
einzelnen Raumtheilchens. Analytisch findet man bekanntlich
die Componente des Vectors curl & in einem gegebenen Punkte
nach einer gegebenen Richtung am einfachsten dadurch, dass
man den betreffenden Punkt in einer senkrecht zu der be-
treffenden Richtung gelegten Kbene mit einer geschlossenen
Curve umgiebt und das Linienintegral des Vectors € iiber diese
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Curve im Sinne des Uhrzeigers erstreckt. Die fragliche Com-
ponente des Curls wird dann gleich dem Grenzwerthe, welchem
das Verhaltniss des Linienintegrals zu dem von der Curve
umschlossenen Flicheninhalte zustrebt, wenn man die Curve
auf den gegebenen Punkt zusammenzieht.

Denkt man sich auf der rechten Seite der Gleichungen (1)
die angegebenen Integralwerthe fir curl & und curl M einge-
tragen, so hat man eine vom Coordinatensystem unabhingige
Form der Maxwell’schen Gleichungen. Der Uebergang zu
besonderen Coordinatensystemen ist darauf Sache einer ein-
fachen Rechnung, wobei es bequem ist, bei der Berechnung des
Curls die Uml4ufe aus Stiicken solcher Linien bestehen zu lassen,
lings denen zwei der betreffenden Coordinaten constant sind.

Um auf die besonderen Verhiltnisse unserer Aufgabe zu
kommen, setzen wir voraus, dass es sich um einen einzigen,
beiderseits unendlich langen Draht von iiberall gleichem kreis-
formigen Querschnitt mit geradliniger Axe handle. Alsdann
ist es offenbar angezeigt, Polarcoordinaten z, r, ¢ zu benutzen.
r bedeute den kiirzesten Abstand des Raumpunktes P=(z,r, ¢)
von der Axe des Drahtes, z seinen Abstand von einer be-
liebigen, senkrecht zur Axe gelegten Ebene z=0, ¢ ein Azimuth,
welches, von der positiven z-Axe gesehen, entgegegen dem Sinne
des Uhrzeigers um die Drahtaxe gezihlt wird. Die Componenten
der elektrischen Kraft in Riehtung der Coordinaten z, r, ¢
(d. h. ibhre senkrechten Projectionen auf die Richtungen der
wachsenden z, r, ¢) mogen Z, R, &, die der magnetischen
Kraft Z, P, & heissen. Fiir diese Componenten gewinnt man
auf dem angegebenen Wege leicht die folgenden Gleichungen
in Polarcoordinaten?):

- .
[ ed%Z L amiag = L0 1 0P
ot r

8r 7 0
oR . 1 0Z oy
9 atinkt j P — —
2 % eAd 37 4+ 4mi AR el P EPt)
! 8w . 8P 8z
l EAa—l+47'lJ/.A(l)= % bt or ]

1) Wegen der allgemeineren Aufgabe der Umrechnung der Max-
well’schen Gleichungen in beliebige orthogonale Coordinaten vgl.
M. Abraham, Die elektrischen Schwingungen um einen stabformigen
Leiter § 1. Berlin 1897 oder Wied, Ann. 66. p. 458. 1898.
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( 4 0z  18r® | 18R
| T » dr r g’
i .
, P 1 8z Y
(2) i “A___ T 7 By ox '
811’ dR 02
| wdl=— o + 5

Wir nehmen ferne1 an, dass der gesammte elektrodyna-
mische Zustand rund um den Draht symmetrisch vertheilt ist
und dass die elektrische Kraft iiberall in die durch die Draht-
axe gelegte Meridianebene falle. Der Zeit nach setzen wir
den Zustand als rein periodisch voraus. Alsdannist 6 /dg =0
und @ = 0; gleichzeitig folgt aus dem identischen Verschwin-
den irgend eines Differentialquotienten 0 /0¢, dass die betr.
Grosse selbst identisch verschwindet. Darauf betrachten wir
die beiden ersten Gleichungen des Tripels (2. Diese geben
0Z[dt=0 und OP/0¢t=0, woraus Z =0, P=0 zu schliessen
ist, und es wird die letzte Gleichung des Tripels (2) identisch
befriedigt.

Somit bleiben nur die drei zu einander senkrechten Com-
ponenten Z, B, und @ iibrig, zwischen denen die folgenden
Beziehungen bestehen:

4% 1 amnaz= 1%L
r Or
1
(3) A amian =~ 7
oW oR A
wdGr= =%t 6

Es ist nun bemerkenswerth, dass man im vorliegenden Falle
— #hnlich wie in den Problemen der Elektrostatik — die
Kraftvectoren aus einer einzigen scalaren Function I7 durch
Differentiation herleiten kann. Dies Resultat ist in der oben
genannten Arbeit von Hertz angegeben. Wir legen uns da-
von folgendermaassen Rechenschaft ab:

Wir setzen zun#chst, indem wir unter I7 eine neue un-
bekannte Function verstehen:

01l
(4) ¢~5Aa 6t+4 LIRS

Dann lassen sich die beiden ersten Gleichungen (3) so
schreiben:
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(4 gy + dmnd) 2= (o4 0, 4 4mad) L2000
(ed —|—47)/1) — (5/1 +47r/A> dd f){
Diese Gleichungen sind ersichtlich befriedigt, wenn wir
& .
und .
(6) r=-20

withlen. Darauf setzen wir die Ausdriicke (4), (5) und (6) in
die dritte der Gleichungen (3) ein und erhalten:

d o 0211 611 d (1 8 oIl &1
a?(”“*"aﬁ’ + 4”““5{) = ar (T ar " or T)
wobel die elektromagnetisch gemessene Leitfahigkeit € = A 42
an Stelle der elektrostatisch gemessenen eingefithrt ist, damit
der Buchstabe 4 im Folgenden fiir die Bezeichnung von Wellen-

lingen verfiigbar wird.
Letzterer Gleichung geniigen wir dadurch, dass wir 77 der

Bedingung unterwerfen:
_ 10 0n o

» Or Or 0% 7
in welcher die 1'echte Seite, nebenbei bemerkt, gleich dem be-
kannten zweiten Differentialparameter AII ist. Bestimmen wir
also Il als Losung der Differentialgleichung (1), so erhalten wir
in den Ausdriicken (4), (B) und (6) solche Werthe unserer drei
Kraftcomponentern, welche die Maxwell’ schen Gleichungen (3)
befriedigen.

() eud 24 470l

§ 3. Abhéngigkeit des Zustandes von der Zeit und von den
Coordinaten » und 7.

Der Zustand wurde bereits oben der Zeit nach als rein
periodisch vorausgesetzt. Die Periode sei 7. Wir wollen jetzt
die Annahme hinzufiigen, dass er auch rein harmonisch ver-
laufe, d. h. durch eine einzelne Exponentialfunction von der
Form e2=it/7 gegeben sei.

Beide Annahmen entsprechen allerdings nicht genau den
wirklichen Verhaltnissen. Denn einerseits weiss man, dass die
successiven Schwingungen je nach der Form des Erregers
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schneller oder langsamer an Stirke abnehmen, andererseits
wird die Gestalt der einzelpen Schwingung nicht gerade mit
der Sinuscurve iibereinstimmen.

Es liegt nun vielleicht nahe, die Abhangigkeit von der
Zeit nicht als reine, sondern als gedampfte Sinusschwingung
anzusetzen, wie es thatsichlich in vielen Arbeiten geschieht.
Dies hat aber sein Missliches. Verfolgt man nimlich eine
gediampfte Sinusschwingung zeitlich weit genug riickwirts, so
wachsen die Amplituden schliesslich iiber alle Grenzen, was
physikalisch keinen Sinn hat. Man sage nicht, dass man den
Zustand nur von einem Zeitpunkte an betrachtet, an welchem
die Amplitude bereits nicht itbermassig gross ist. Thatsachlich
setzt man in der Formel den Zustand der gedimpften Sinus-
welle fiir alle Zeiten giiltig voraus, so dass sich auch die bei
negativem ¢ unendlich wachsenden Amplituden geltend machen
und die Ausbreitung der Welle beeinflussen wiirden. Deshalb
halten wir lieber an der rein periodischen Abhangigkeit fest,
welche zwar nicht experimentell zutreffend, aber auch nicht
physikalisch widersinnig ist.

Das Ideale wire natiirlich die Abhiingigkeit von der Zeit
folgendermaassen festzulegen: Bis zu einem gewissen Zeitpunkt
herrscht Ruhe, von da ab setzt eine gedimpite Sinuswelle ein.
Indessen wiirde die Behandlung dieses complicirten, nicht
durch eine einheitliche Formel bestimmten Abhiingigkeits-
gesetzes hochst uniibersichtlich werden.

Was die Abweichung der einzelnen Schwingung von der
rein harmonischen Sinuswelle betrifft, so ist diese unbedenklich.
Wir kdnnen ja nach Fourier durch Uebereinanderlagerung
von rein harmonischen Schwingungen der Periode 7, 7,1 7...
jede beliebige Curve, also auch die im Experiment stattfindende,
wiahrend des Intervalls r genau wiedergeben. Jede dieser
Schwingungen hiitten wir dann nach der im Folgenden anzu-
gebenden Methode gesondert zu behandeln. Diese Zerlegung
liegt durchaus in der Natur der Sache. Wie wir niémlich
sehen werden, ergiebt sich je nach der Lange der Schwingungs-
periode ein etwas verschiedener Werth der Fortpflanzungs-
geschwindigkeit. Von einer einheitlichen Grésse der Fort-
pflanzung kann man bei einer nicht harmonischen Schwingung
tberhaupt nicht reden.
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Wir bemerken noch, dass die zeitliche Dimpfung, von der
zuletzt die Rede war, nicht verwechselt werden darf mit der
ortlichen Dampfung, der Amplitudenverminderung beim Fort-
schreiten der Welle lings des Drahtes, die spiter wichtig
werden wird.

Sodann specialisiren wir auch die Abhingigkeit des Zu-
standes von der Coordinate z: Wir nehmen an, dass auch
diese durch eine einfache Exponentialfunction in der Form
eicz dargestellt werde. Diese Annahme ist natiirlich an sich
willkiirlich und kann, wenn iberhaupt, nur durch den Erfolg
gerechtfertigt werden, namlich so, dass wir zeigen: Wir konnen
mit dieser speciellen Annahme allen Bedingungen des Problems
gerecht werden. Gleichzeitig werden wir aber, wenn dieses
moglich ist, sicher sein, mit dieser einfachsten Annahme den
einfachsten und physikalisch wichtigsten Zustand zu treffen.

Die soeben eingefiihrte Constante ¢ werden wir zunichst
(vgl. § 5) als reell ansehen. In diesem Falle setzen wir

25

®) e=21,

sodass A die Wellenlinge der Schwingung, d. h. den Abstand
zweier Punkte bedeutet, welche zu gleicher Zeit gleiche Ampli-
tude und Phase der Schwingung besitzen. Nachdem wir uns
dann iberzeugt haben werden, dass ein reelles ¢ zwar formal
mathematisch zulissig, aber physikalisch bedeutungslos ist,
werden wir ¢ als complexe Griosse annehmen und

(8) e=2T _ix
setzen. 4 kann dann immer noch als Wellenlinge angesprochen
werden, wiahrend » die Starke der (ortlichen) Dampfung beim
Fortschreiten der Welle lings des Drahtes misst.

Fir die Function /7 ergiebt sich auf solche Weise (unter
Re den reellen Theil des dahinter stehenden complexen Aus-
drucks verstanden) der folgende Ansatz:

(9) IT = Re(e27itl +iczy);

die Function » hingt dann nur noch von der einen Variabeln
r ab. Die Art dieser Abhingigkeit ist nun festzustellen.
Aunn. d. Phys. u, Chem. N.F. 87. 16
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Aus der Differentialgleichung (7) ergiebt sich fiir « folgende
(leichung:

(2 a? 14d
{——suA‘(%) -|—47'[LLCA~»~}71 d:§+ T%—(Zu.
Hierfiir kénnen wir einfacher schreiben:

d
(10 Tt e B ==,
wenn wir die Abkiirzung einfithren:

(1) k2=auA2@§Y-—4nu03§?

Die Constante %2 besitzt im Innern des Drahtes einen
anderen Werth, wie in der umgebenden Luft, in welcher
e=p=1und C=0 ist. Wir wollen die umgebende Luft als
das Medium I von dem Drahte als dem Medium II unterscheiden
und wollen entsprechend den Werth von 4% in I und Il mit 22
und 42 bezeichnen. Diese beiden Constanten charakterisiren das
elektrodynamische Verhalten der Medien I und II vollkommen.

Ferner werden wir fiirs Erste die Moglichkeit offen lassen
miissen, dass auch die Constante ¢ in beiden Medien ver-
schiedene Werthe (¢, und ¢,) haben konne. Endlich werden
wir fiir » in T und II zwei verschiedene Ausdriicke erhalten,
welche %, und u, heissen sollen.

Der Zusammenhang zwischen #, und u, wird durch die
Grenzbedingungen an der Drahtoberfliche vermittelt, welche be-
kanntlich besagen, dass die in die Grenzfliche fallenden Com-
ponenten von € und M auf beiden Seiten gleich sein miissen.
Es sind dieses die Componenten Z und ¥. Wir haben also fiir
die Oberfliche des Drahtes, wo r=¢ sein mioge, zu verlangen:

4 =12, W=,

Nun folgt aber aus den Werthen (4), (5) und (6) unserer
drei Kraftcomponenten, wenn wir hier den Ausdruck (9) fir
I eintragen:

7 — mt\(eznit‘/r-ucz(cz_k2)7l)’

R=— f}}e(eZnit/t+iczl'C@)7
\ dr

Y SRE(GZ:zit/z+icz(eA2ni+4"0)‘11‘)
T A Jdr

(12)

; : itk du
— '”*c 2mititdics tr Z7.
Jie e 2npuddr
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Mithin liefern die vorher genannten Oberflichenbedin-

gungen filr r = o:
eta® (k] —cHu, = etas (ki —cl)u,
und
R du _ B duy

Aus der ersten dieser Gleichungen schiiessen wir leicht
¢, =¢,. Da namlich in
(kf — e uy
(k= e
die linke Seite nur von z, die rechte nur von r abhiingt, so
miissen sich beide Seiten auf eine Constante reduciren, welche
nur die Einheit sein kann. Wir werden daher in Zukunft
fur den gemeinsamen Werth von ¢, und ¢, wieder ¢ schreiben
kénnen.

Die vollstindigen Bestimmungsqgleichungen fur unsere Func-
tionen u, und u, lauten daher folgendermaassen:

eilcy—e)z —

@ r>p Sl LA sy o,
D r<e a;l% T %. ?Jl};z (k; — Py =0,
J = (k; — ) u,
Ay =g du, b du
\ T wy dr

§ 4. Vorbemerkungen iiber die Bessel’sechen Functionen.

Die Differentialgleichungen (I) und (II) lassen sich leicht
durch geeignete Wahl der unabhingigen Verinderlichen auf
die gemeinsame Form der Bessel’schen Differentialgleichung

2 d
(13) Tt raatu=0
bringen. Thre Losungen sind die sogenannten Bessel’schen
Functionen erster und zweiter Art, J(zx) und K(z), welche
man fiir alle Werthe von z durch die folgenden Integrale?)
definiren kann:

1) Vgl. Heine, Handb. d. Kugelf., Gleichung (30a) und (30b).

Man bemerke, dass unser K mit dem Heine’schen nur in der positiv-

imaginsiren Halbebene iibereinstimmt. Auf der reellen Axe und in der
16*
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k3 B+iwm

14 J)= fe‘“"“doe, K(z) = fe’xcosady
0 0

Im zweiten Integral bedeutet 3 irgend eine Zahl, welche,
wenn z=re!® gesetzt wird, zwischen ¢ und @—m liegt. K ist
fiir alle endlichen Werthe ausser fiir x=0, J fiir alle end-
lichen Werthe endlich.

Wir werden eine Reihe von Eigenschaften der Bessel'-
schen Functionen, namentlich auch bei complexen Werthen
des Argumentes, nothig haben, welche wir hier kurz zusammen-
stellen.

a) Die Function J(z) gestattet fur alle Werthe des Ar-
gumentes die Entwickelung?):

B i

Diese Reihe ist natiirlich nur fiir hinreichend kleine =
praktisch brauchbar — wir setzen | 1z | < 1 voraus? — und
auch dann nur, wenn man den Fehler beim Abbrechen der
Reihe abschitzen kann. Letzteres lasst sich folgendermaassen
leicht bewerkstelligen. Wir haben

1 (x\2 1 [xz\2k 1 w|2k+2
}J(z)_(l_l_!?(?)+"'iz!7(?) N<weonls
x4 1 @ [25+2 z |2\ -1
( FRR ==t Ct H VA

Nehmen wir also, was meistens ausreichen wird, %t =1,
d. h. brechen wir die Reihe mit dem zweiten Gliede ab, so
haben wir
24 g4 2y —1
®,2) J(x)=1—(%)+7‘% ( ’”\)

wo & eine unbekannte Zahl vom absoluten Betrage < 1 be-
deutet. Ebenso findet man:

x‘z)q

2]

, @ 1 (x)\2 & x5
o ro=— (=) -
negativ-imaginéiren Halbebene ist die Heine’sche Definition fiir uns nicht
brauchbar, weil sie sich nicht durch analytische Fortsetzung aus den
‘Werthen der positiv-imaginiren Halbebene ergiebt.
1) Vgl. Heine, 1. c. Gleichung (14c).

2) Das Zeichen | | deutet, wie iiblich, den absoluten Betrag der
dazwischen stehenden complexen Grisse an.
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Brechen wir die Reihe dagegen schon beim ersten Gliede
ab, so kénnen wir schreiben:

Jﬂ@=1+ﬁx2@—3ﬁfﬂ
(,3) T
lf@:#%«h~%).

Natiirlich bedeutet in diesen und den folgenden Formeln das
Zeichen & lauter verschiedene unbekannte Zahlen vom abso-
luten Betrage < 1.

Wie diese Abschitzung im Falle |Lz| > 1 und £ > 1 zu
modificiren wére, ist leicht zu sehen.

b) Neben J(z) (oder ausfiithrlicher geschrieben J, (z)) be-
zeichnet man auch die Functionen?)

1 T \" 1 z\2 1 x \4
@) = nt (?) (1 T 1m+1) (?) + L2+ 1) (n+2) <?) T )

als Bessel’sche FHunctionen. Aus dieser Reihe findet man
leicht, unter der abermaligen Annahme |}z| < 1:

1 n AR
Da ferner allgemein gilt?):

J-n, (x) = ;L Ju(7) — u i1 (@),

r T

2

so konnen wir schreiben:

Y 1 xin—1; z -1
e <ol (=5
Wir merken uns insbesondere die folgenden Ausdriicke an:
& w2 2\ -1 9 x4 z12\—-1
mm%@=iﬂ@_%),@@=ﬁgp~g>p~

T

2\ -1 , & w3 8\-1
>,%@=i@@—2>.m
c¢) Unsere Bessel’sche Function K (z) gestattet die fol-

gende Darstellung %):
.m@=Jm0%;ﬂf;+0>—ﬂ%@—%%@+%%W*“J

o s=o 1

1) Vgl. Heine, L. ¢, Gleichung (14¢).

2) Vgl. Heine, 1. c. § 61 B.

3) Vgl. Heine, L c. Gleichung (44 f). Man beachte die dort fiir
complexe & mit positiv-imaginfirem Theil angegebene Modification, welche
dem Gliede ¢7/2 unserer Formel entspricht.
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Die sogenannte Mascheroni’sche Constante C hat den
Werth 0,577 ... Setzen wir noch C=logy, wo y = 1,781 wird,
und beachten, dass ei7/2 = ¢ ist, so kénnen wir auch schreiben:

(©1) K(2)=J@)log 217 —2 (J,(2) =3/, (2) + $ Ty (&) — --)
und

{K@=_1J@+Jmmﬁ%
(¢,2) N
—2(4 @ =3 @+ @ =)

Fir geniigend kleine Werthe von z wird also K (z) durch
log 2iy/z, K'(2) durch —1/z dargestellt. Wir miissen ein
Urtheil dariiber gewinnen, wie genau diese Darstellung ist.
Aus (c,1) folgt:

K@) —log™.7 </ (2)
+2 (@) + @4,

also, wenn wir aus (a,3) und (b,1) einsetzen:

IK(z) - 10g2—;/

(iz z

ot

Ebenso ergiebt sich aus (c,2) mit Riicksicht auf (a,3)

und (b,2):
Zr)q}( Z2>~1'

2)— 1} (
3l o200 -
d) Fir grosse Werthe von x bedient man sich zur Be-

rechnung der Bessel’schen Functionen gewisser semiconver-
genter Entwickelungen. Wir entnehmen dieselben einer Arbeit

”M
) o Y

2

a:

K@+ < |51y + log2| +2(1-

Somit gewinnen wir:

@

2

K (2) = log%' + & '%(2{110g2 ’ 7‘ + (

2

2

2

K@=—_+8

x2\-1

)™
x -1
EIR
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von H. Weber?), in der die fiir uns nothwendige Fehlerab-
schiatzung bel complexen Werthen des Argumentes durch-
gefihrt ist. Fir J(z) haben wir

@1 J@) = ‘/g_z!z(e"(“ﬁ') 8 —e=i(+3) ),

wo die Functionen §, und §,, je nachdem man sie beim ersten
oder zweiten Gliede abbricht, mit Hinzufiigung der Fehler-
abschitzung folgende Bedeutung haben:

1 +2/1zl)

2 S_S~1+381wl (1 —38/4lxl)

bez.

9 (1+2/lzip

43 ' S_l"" +l 161z12 01— 8/4lalp’

(d, 3) ] S —1 1 9 A+ 21zt
e =Ty T e U= sjsial Y

Dabei wird vorausgesetzt, dass z einen positiv-reellen Theil
hat. Bel einem z mit negativ-reellem Theile bedient man sich
der Beziehung J{—-z)=J(z).

Aehnlich lasst sich der Differentialquotient J'(«) berechnen.
Es wird

d, 4) J’(x)=l/%%(ei(“+%)sl+e"'(”+%) 5,

wobei jetzt 8, und 8, die Bedeutung haben:

@, 5) 8 =8 =1+ 3" (L —1/4f))2
bez.
3 15
@6 { 8=t O 4
15 .
8 =14 > s” gy (1 — 1/4]a]) 8

Wir erkennen hieraus, dass J(x) im Unendlichen der reellen
Adze verschwindet wie x=1/2, dagegen iberall sonst im Unendlichen
der complexen Ebene wie die Kzponentialfunction mit positivem

1) H. Weber, Zur Theorie der Bessel’schen Functionen, Math.
Ann. 37. Vgl insbesondere Gleichungen (19), (80), (82) und (28), (25).
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EBxponenten unendlich wird. Insbesondere ergiebt sich noch
fiir ein «# mit nicht verschwindendem imagindren Theile:

@, 7) limx:m»;%= + i,

je nachdem z einen positiven oder negativen imaginiren Be-
standtheil hat.

e) Das Verhalten von X(z) bei unendlich wachsendem |z|
wird durch die (leichung gegeben
e 1) K(x):]/%ei(“'T).

Dabei ist zu beachten, dass K (2) keine eindeutige, sondern
eine unendlich vieldeutige Function ist, wie schon aus dem
Auftreten des Logarithmus in Gleichung (e, 1) hervorgeht.
Li#sst man némlich die Variabeln einmal um den Nullpunkt
der complexen Ebene herumlaufen, so #ndert sich dabei X
am 2m¢J(z). Daher gilt die letzte Formel nur, wenn man
die z-Ebene vom Nullpunkte aus- und zwar lings der negativ,
imaginidren Axe aufschneidet. Ueberschreitet man diese Axe,
so ist auf der rechten Seite von (e, 1) ein geeignetes Multiplum
des asymptotischen Werthes von 2 #¢ J/(x) hinzuzufiigen. Hier-
aus ergiebt sich:

Unter den unendlich vielen Zweigen, aus denen die Function
K (z) besteht, giebt es einen, welcher im Unendlichen der positiv-
imaginiren Ilalbebene und auf’ der reellen Axe versclhwindet, und
zwar bez. wie die Brponentialfunction mit negativem IExponenten
oder wie v~ 112,

Dieser Zweig soll der Hauptzwelg der Function KA (z) ge-
nannt werden. Kr entspricht dem sogenannten Hauptwerthe
des Logarithmus in Gleichung (¢, 1), d. h. dem Modulo 2z ¢
kleinsten Werthe, welchem der dort vorkommende Logarithmus
bei gegebenem 2 gleich gesetzt werden kann. Alle anderen
Zweige von K (z) werden ebenso wie J (z) iberall im Unendlichen
der complexen Ebene unendlich gross.

Die Eigenschaft, im Unendlichen fiir ein gewisses Gebiet
zu verschwinden, verleiht der Function K(z) vor anderen parti-
culiren Losungen der Bessel’schen Differentialgleichung und
dem Hauptzweige dieser Function vor anderen Zweigen der-
selben Function fiir unsere Zwecke eine besondere Wichtigkeit.
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§ 5. Nachweis der Nothwendigkeit einer drtlichen Di#mpfung.
Die transcendente Gleichung fiir c.

Wenn man die Differentialgleichungen I und II vom Schlusse
des vorletzten Paragraphen mit der Gleichung (18) vom Beginn
des letzten Paragraphen vergleicht, so sieht man, dass jenen
durch die Bessel’schen Functionen mit dem Argumente

Ve —c2.r und YR —ct.r

geniigt wird. Wir bekommen daher als allgemeine Losung
von I und II:

[ = A KV —c* . r) + B, J (Y —c2.7)
\ wy = 4, T(VEE =62 1)+ B, K (V&2 + c2.7).

Die Grissen 4 und B sind n#her zu bestimmende Con-
stante. Zunichst sieht man sofort, dass B, verschwinden muss,
da K fir » =0 unendlich wird und doch andererseits u, im
Innern des Drahtes durchweg endlich bleiben muss. In 2%
dagegen braucht der Term mit A nicht zu vers¢hwinden, weil
ja %, im Innern des Drahtes @iberhaupt keine physikalische
Bedeutung hat.

Wir miissen ferner das Verhalten von #, im Unendlichen
betrachten (wie sich u, im Unendlichen verhalt, ist uns dagegen
gleichgiiltig, weil u, ausserhalb des Drahtes keine physikalische
Bedeutung hat). Jedenfalls werden wir verlangen miissen, dass
u, bel wachsendem v verschwindet. Das bedeutet jedoch nur
eine vorldufige und noch nicht ausreichende Forderung.

Wir denken uns zuniichst ¢ in bestimmter Weise als
reelle Zahl vorgegeben, so zwar, dass ¢?2< i’ oder, was nach
(8)und (11) dasselbe bedeutet, so, dass 4/z > 1/4, d. h. grosser
als die Lichtgeschwindigkeit ist. Das Argument der Bessel’-
schen Functionen in %, ist dann reell. Infolge dessen wird
u, bei beliehigen Werthen von 4, und B, nach den Ab-
schnitten d) und e) des vorigen Paragraphen fir » = oo ver-
schwinden wie r~’k. Die soeben genannte Forderung ist
also erfillt.

Ferner reichen die dann véllig disponiblen Werthe 4,
d,, B, gerade aus, um den Grenzbedingungen III zu geniigen,
was durch bestimmte Wahl der Verhéltnisse 4,:4,:5, ge-

(15)
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schieht. Wir sehen also, dass bei reellem ¢ < k* die Glei-
chungen (15) nach richtiger Bestimmung der Verhiltnisse
4,:4,: B, einen Schwingungszustand vorstellen, der allen
bisher geforderten Kigenschaften geniigt.

Wir behaupten aber, dass diesem Schwingungszustande
keine einfache physikalische Bedeutung zukommt. Er setzt
nimlich voraus, dass dem Drahte in radialer Richtung fort-
gesetzt Knergie aus dem Unendlichen zugefiihrt wird, was im
Experimente sicherlich nicht der Fall ist. Vielmehr findet
bier die Energiezufuhr lediglich in der Richtung der Draht-
axe statt.

Die Energiezufuhr aus dem Unendlichen berechnen wir
auf Grund des Poynting’schen Satzes.)) Wir umgeben den
Draht mit einem coaxialen Cylinder von sehr grossem Radius »
und betrachten einen Abschnitt desselben, welcher durch die
Ebenen z =z, und z = 2z; begrenzt wird. Nach Poynting
bestimmen wir die in die Oberfliche dieses Cylinders fallen-
den Componenten von € und M. Ks sind dieses die Grossen
Z nnd @, Wir haben das Product dieser Grossen in den
Sinus des von ihnen eingeschlossenen Neigungswinkels, welcher
in unserem Falle gleich 1 ist, zu bilden, iiber die Oberfliche
des Cylinders zu integriren und mit 4 7 4 zu dividiren.

Der Energiefluss durch unseren Cylinderabschnitt wird
daher nach dem angezogenen Satze:

%

»
ﬁfzz,p—dz.

Nun verschwinden bei reellem Argumente nach den Glei-
chungen (12) und (15) Z und ¥ gerade von der Ordnung »—%:
bei wachsendem ». Das Product » Z ¥ behilt daher in der
Grenze fiir r=co im allgemeinen einen von Null verschie-
denen Werth; mithin findet bestindig ein Knergiefluss in
radialer Richtung aus dem Unendlichen statt. Der durch die
Gleichungen (15) dargestellte Schwingungszustand ist also bei
etnem reellen Werthe wvon c¢? < kY nur dadurch zu unterhalten,
dass wir parallel der Drahtaxe im Unendlichen ein hinstliches

1) Vgl. H Hertz, 1. e. p. 149.
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System von elektromagnetischen Energiequellen vertheilen, welches
die Energiezufuhr in der angegebenen Weise regelt. Dasselbe
wiirde offenbar dazu dienen, um die im Drahte entwickelte
Wirme von aussen her durch neue Energiequanten zu er-
setzen und trotz der Wiarmeentwickelung den Schwingungs-
zustand ldngs jeder zur Drahtaxe parallelen Geraden durch-
schnittlich auf demselben Betrage zu erhalten.

Wir werden weiterhin nicht néthig haben, auf diesen
kiinstlich unterhaltenen Schwingungszustand einzugehen. Wir
werden vielmehr die Méglichheit eines reellen c* < kY, einer
Fortpflanzung ohne Dimpfung ausschliessen, und werden daher
das Argument der Bessel’schen Functionen in dem Aus-
drucke (15) fiir », als nicht reell ansehen. Dann aber miissen
wir nothwendigerweise B, =0 nehmen, weil doch », fiir r=00
verschwinden soll und J(z) nach Abschnitt d) des vorigen Para-
graphen fir ein unendlich wachsendes nicht reelles » unend-
lich gross wird. Wir miissen ferner in (15) unter A den Haupt-
zweig dieser vieldeutigen Function verstehen und miissen das
Vorzeichen der Quadratwurzel in ihrem Argumente so be-
stimmen, dass der imaginire Theil des Argumentes positiv
wird. Es sei etwa voriibergehend

Vki—c=a+ib und b>0;

alsdann verschwindet X (J4} — ¢2.r) nach Gleichung (e, 1) fir
r =00 im wesentlichen wie e-?", sodass der Energiefluss
durch einen die Drahtaxe coaxial umgebenden Cylinder-
abschnitt mit wachsendem » sicher zu Null wird.

Die Losung (15) nimmt jetzt die folgende Form an:

(16) { U = 4, K(Vﬁfr)’
uy = Ay J (VR — 2. 7).

Die Grenzbedingungen lauten nach (TII):

A4 (k= A KYE = 2. p) =4, (k2 —cH) T (Y& — c*. g),
17 )
SR ﬁiwf‘g — K (YE — 2.p) =4, %ng — (VR =
1

wo unter K’ und J° die Differentialquotienten dieser Func-
tionen nach dem Argumente zu verstehen sind.

0)s
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Damit die Gleichungen (17) zusammen bestehen kénnen,
muss die Determinante derselben verschwinden. Wir fithren
noch die Abkiirzungen

(18) 2=V —cp, zm=1k —c.p

ein, dann lautet die Bedingung fiir das Zusammenbestehen
der Gleichungen (17):

2 K@), @)
(19) kB

My

oder, anders geschrieben:

, k3 4, =0
K’ (2)), E‘J (1’2)‘

. Km) _ kY ps | J ()
(20) K@) T Hm T

Diese Bedingung haben wir aufzufassen als eine (aller-
dings ziemlich complicirte) transcendente Gleichung zur Bestim-
mung der Unbekannten c. Ist dieselbe gelost, so ergiebt sich
das Verhiltniss der Constanten 4, :4, etwa aus der ersten der
Gleichungen (17). Die Werthe 4, 4, selbst sind nur bis auf
einen gemeinsamen wilikiirlichen Factor bestimmt, welcher
der fiir irgend einen Punkt des Raumes willkiirlich vorzu-
schreibenden Amplitude und Phase der Schwingung entspricht.
Indem wir diesen Factor mit ¢ bezeichnen, kénnen wir etwa
setzen:

(21) 4 = ! A =21

VT A K () 27 kY J(xy)

Wir sehen also, dass wir auch jetzt, wo wir ¢ als eine
disponible Unbekannte ansehen, allerdings auf ganz andere
Weise wie oben, zu einem mdoglichen Schwingungszustande ge-
langen, welcher (bis auf die in einem beliebigen Punkte will-
kiirlich vorzuschreibende Amplitude und Phase) vollkommen
bestimmt ist, und welcher sich von dem fritheren Zustande
dadurch unterscheidet, dass seine Unterhaltung keine radiale
Energiezufuhr aus dem Unendlichen erfordert.

Wir konnen das Resultat dieses Paragraphen auch folgen-
dermaassen mit Worten umschreiben: Der anfangs voraus-
gesetzte Fall einer im iibrigen willkiirlichen und nur der
Bedingung i/7 > 1/.4 entsprechend gewihlten Wellenlinge
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entspricht einer Schwingung, welche sich ohne Dampfung mit
einer willkiirlichen, die Lichtgeschwindigkeit iibertreffenden
Geschwindigkeit lings des Drahtes fortpflanzt. Indem wir
diesen Vorgang mit Zuhiilfenahme der Poynting’schen Vor-
stellung als unmoglich erkannten, haben wir die Nothwendigkeit
der Dimpfung und die Nothwendigheit eines ganz bestimmien
und, wie wir spiter sehen werden, wunterhalb der Lichtgeschwin-
digkeit gelegenen Werthes der Fortpflanzungsgeschwindigheit strenge
bewiesen.

§ 6. Discussion der transcendenten Gleichung fiir c.
Inbetrachtnahme zweier Grenzfille,

Wiahrend die bisherigen Untersuchungen ganz allgemein
gehalten waren und bei beliebigen elektrodynamischen Con-
stanten des Drahtes und beliebiger Schwingungsfrequenz giiltig
waren, miissen wir nun die besonderen Verhiltnisse des Ex-
perimentes beriicksichtigen. Unsere transcendente Gleichung (20)
ist nimlich so complicirt, dass ihre allgemeine Lodsung un-
moglich sein diirfte. Wir betrachten daher Grenzfille, welche
sich bei besonderer Wahl der Umstiénde einstellen. In diesen
Grenzfallen vereinfacht sich die Gleichung erheblich, sodass
sie eine bequeme Lidsungsmethode zulisst. Die Wurzeln der
vereinfachten Gleichung geben dann in den uns interessiren-
den Fillen gute Niherungswerthe fiir die Wurzeln der ur-
spriinglichen Gleichung, welche man durch Einsetzen in die
urspriingliche Gleichung gegebenenfalls weiter corrigiren kann.
Die Grenzfille, die wir vornebmlich betrachten wollen, sind,
zunichst etwas unbestimmt ausgedriickt:

1. |z, | klein, |z,| gross;

2. |z | klein, |z,| klein.

Der erste Grenzfall ist in vieler Hinsicht als ein normaler
zu betrachten. KEr stellt sich immer dann ein, wenn das Lei-
tungsvermdgen des Drahtes hinreichend gross und das Verhalt-
niss des Drahtradius zar Wellenlinge nicht zu klein ist und
fuhrt auf eine Fortpflanzungsgeschwindigheit, welche sich von der
Lichtgeschwindigheit nur sehr wenig unterscheidet, und auf einen
sehr geringen Betrag der ortlichen Dimpfung. Der zweite Grenz-
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fall kann dadurch realisirt werden, dass man die Leitfihigkeit
des Drahtes wiederum ziemlich gross voraussetzt und das Ver-
haltniss des Drahtradius zur Wellenlinge moglichst klein nimmt.
In diesem zweiten Falle werden wir Abweichungen von der Licht-
geschwindighkeit bis zu einem Viertel derselben berechnen; gleich-
zeitlg geht dann auch die Diampfung beim Fortschreiten der Welle
sehr viel schneller vor sich, wie im ersten Grenzfalle.

1. Wenn |2, | hinreichend klein und |z,| hinreichend
gross ist, konnen wir in erster Anndherung fiir X (z) und
K’ (z,) die im &4 sub ¢), fir J(z,) und J' (z,) die ebendaselbst
sub d) angegebenen Grenzwerthe eintragen. Da z, =g 42 — ¢*
durch eine Quadratwurzel, also nur bis auf das Vorzeichen
definirt ist, konnen wir annehmen, dass z, einen negativen
imaginéren Bestandtheil hat. Alsdann haben wir einfach (vgl.
§ 4, GL (d, 7))

J (,) .

Ty

lim,, -
und .
K(m)=log=l,  K(z)=—_.

1 1
Wir kénnen aber gleich noch eine weitere Vereinfachung
einfithren. Da nimlich |2, | = | Jo?k® — ¢%c? | klein sein sollte
und da iiberdies gk, d. b. das mit 27 multiplicirte Verhilt-
niss des Drahtradius zur Wellenlinge bei den Hertz'schen
Versuchen allemal klein ist, so wird auch ¢ ¢ eine kleine
Zahl werden. Andererseits sollte |z,| = | Vo242 — 0%¢®| gross
sein. Wir werden daher die kleine Zahl ¢%c? gegen die grosse
o*k? streichen und einfach z, = g &, setzen kdnnen, umsomehr,
als es sich zunichst um nichts Definitives, sondern nur um
ein versuchsweises Bestimmen von Niherungswerthen handelt.

Unsere transcendente Gleichung geht hiernach iiber in

2
1

24 . kTu
log “%7 — i, Pite,
g-”'fl

z
ky uy

Hierfiir schreiben wir der Reihe nach

Rl N g, e
2 log (2'?.'7) - o key 1ty !
oder
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2 \2 o \2_ do ki
<2@'7) log (‘Hy) T2y ey
oder endlich

(22) zlogz =y,

indem wir die Abkiirzungen benutzen:

o’ _ (= \? _ o kiu
(22) =) v
Wir sind somit von der complicirten Gleichung (20) zu
der ziemlich einfachen Gleichung (22) i#ibergegangen. Wenn
die letztere eine Wurzel  von hinreichend kleinem absoluten
Betrage besitzt, so wird diese gleichzeitig einen Naherungs-
werth fiir die Wurzel der urspriinglichen Gleichung abgeben.
2. Wenn sowohl |z, | wie |z,| hinreichend klein sind,
kénnen wir sowohl die Bessel’schen Functionen zweiter, wie
die erster Art durch ihre Grenzwerthe bei kleinem Argument
ersetzen, d. h.

K(z)) = log

2 Ke) = — by T =1, J)=—2

2
@, A 2

nehmen. Alsdann fallt », aus unserer Gleichung vollstindig
heraus und wir erbalten:

2 2iy o) !"? M2
“i 10% o Tk
oder
x, \2 x \2 1 ki
(o) o (55 ) = e e
oder endlich
(23) zlogx =y,
indem wir schreiben
, x, \2 1 kZau
(29 e={gn) v

Wir haben also dieselbe Gleichung, wie im Falle 1, nur
mit verinderter Bedeutung von y.

Wiederum werden wir erwarten konnen, dass eine hin-
reichend kleine Wurzel z unserer vereinfachten Gleichung,
sofern eine solche existirt, einen Niherungswerth fir die Lé-
sung der urspriinglichen Gleichung liefern wird.
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§ 7. Qualitative und quantitative Behandlung der vereinfachten
Gleichung.

Wir behandeln jetzt die Gleichung (22), auf welche die
Grenzfille 1 und 2 des vorigen Paragraphen fithrten, unter
der in den folgenden Beispielen zutreffenden Annahme, dass y
eine Zahl von sehr kleinem absolutem Betrage im zweiten
Quadranten der complexen Ebene ist. Indem wir die nume-
rischen Details fir die folgenden Paragraphen aufsparen, geben
wir hier ein allgemeines Schema fiir die Auflésung an.

Ein erster Ueberschlag iber Lage und Grosse der Wur-
zeln lasst folgendes erkennen. Wenn y und daher auch z log=
eine sehr kleine Zahl ist, so muss entweder logx oder x nahezu
Null, d. h. z nahezu 1 oder O sein. Der letztere Fall son-
dert sich dabei in eine unendliche Reibhe von Unterfillen. Je
nachdem wir nimlich fiir log » den ,Hauptwerth® (vgl. § 4)
oder einen der unendlich vielen anderen Werthe nehmen,
welche sich von dem Hauptwerth um Multipla von 27i unter-
scheiden, wird sich fiir = eine unendliche Serie von Werthen
ergeben, welche nach Null abnehmen, derart, dass das Product
dieser Werthe mit log z allemal gleich der gegebenen Grosse y
wird. Wir haben hiernach eine Wurzel in der Nihe von 1
nnd unendlich viele Wurzeln in der Nahe des Nullpunktes der
z-Ebene zu erwarten.

Diese Erwartung wird durch das Ergebniss der geome-
trischen Ueberlegung bestitigt.

Wir 16sen die Gleichung (22), nachdem wir sie durch z
dividirt haben, in einen reellen und imaginiren Theil auf.
Setzen wir z = re'®, y = p e'¥, so entsteht:

(24) log r = < cos (v — @),

(24) ¢ =7 sin(y — @)

Jeder von diesen beiden Gleichungen entspricht in der
complexen z-Ebene, deren Punkte wir uns durch die Polar-
coordinaten » und ¢ unterschieden denken, eine (itbrigens aus
mehreren Aesten bestehenden) Curve.
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Um die Gestalt beider Curven anzugeben, markiren wir
uns den Punkt y = (¢, ¥) und schlagen folgende Kreise

den Kreis X mit dem Radius 1 um den Punkt 0,

@ Y

” »” Kl 3] ” 3 E ) ” 2] ?’
e 9 Yy

” ”” Az 2] ” L) E 2] 2] ] _'2_7
0 iy

7 3] Ka ” ” b3) E ” 7 ” _‘?7
4 iy
2 2

»»? » K4 " ” ) ” ’” »

Alsdann besteht die Curve des reellen Theiles, Gl. (24),
aus zwei Aesten, von denen der eine innerhalb des Kreises X,

Fig. 1.

verlauft und die Gestalt eines von dem Nullpunkt auslaufen-
den und dahin zuriickkehrenden Ovales hat, wihrend der
andere durchweg ziemlich genau mit dem Kreise X zusammen-
fallt. In Fig. 1, in welcher wie bei dem darauf folgenden
ersten Beispiele der zu y gehorige Winkel v gleich 37 /4 an-
genommen wurde, ist nur der erste dieser Aeste, und zwar
punktirt verzeichnet, wihrend der zweite wegen des ausser-
ordentlich grossen Maassstabes unserer Figur nicht mehr Platz
gefunden hat.

Andererseits besteht die Curve des imaginiren Theiles,
Gl. (24'), aus unendlich vielen Aesten. Iin erster Ast (in der
Figur durch die Zahl (0) charakterisirt) findet sich in dem
Sector 0 < @ < 4y vor. Er schliesst sich im Unendlichen an
die Axe ¢ = 0 asymptotisch an und lauft in der Richtung

Ann, &, Phys, u, Chem. N. F. 67. 11
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@ =1 in den Nullpunkt ein. Sodann haben wir eine unend-
liche Serie von Aesten (in der Figur durch (1), (2), (8), ...
bezeichnet) in den Gebieten v + 7 <@ <y + 27, v + 82
<g<yYytin, y+dba<eo<LyYy+6x, .... Alle diese
Aeste haben die Gestalt eines Ovales und legen sich an den
Nullpunkt an. Jeder folgende ist von dem vorhergehenden
und alle sind von dem Kreise X, umschlossen. Endlich giebt
es noch eine zweite unendliche Serie von Aesten (in der Figur
die Bogen (—1), (—2), (—38), ...), bez. in den Gebieten
Y=—m>@>Y—2a, Yy—3n>@>yY—dn, y—-5n>¢
> —6m, .... Diese Aeste haben eine analoge Gestalt
und gegenseitige Lage wie die vorher genannten, sind aber
nicht in den Kreis K;, sondern in K, eingeschlossen. Das
Gesammtbild, welches die Curve des imagindren Theiles dar-
bietet, ist das eines Stieles (0), welcher in seinem Endpunkte
links und rechts- eine unendliche Serie iibereinander liegender
Blattchen von den Contouren (1), (2), (3), ... und (— 1), (—2),
—(3), ... tragt.

Auf den elementaren, analytisch- geometrischen Beweis
aller dieser Angaben brauchen wir kaum niher einzugehen.

Suchen wir nun die Schnittpunkte der Curve des reellen
mit der des imaginiren Theiles auf, so liefern uns diese die
sammtlichen Wurzeln der Gleichung (22). Diese Schnittpunkte
sind, wie man sieht, in unendlicher Anzahl vorhanden; auf
jedem der Aeste (0), (1), {2),.. (— 1), (— 2),.. liegt je ein
Schnittpunkt.

Unser jetziges Resultat stimmt daher mit der am Anfang
dieses Paragraphen gegebenen provisorischen Ueberlegung
fiberein.

Wir haben nun zu zeigen, dass von diesen Schuittpunkten
und den dadurch gegebenen Wurzeln unserer Gleichung alle bis
auf einen [ur unsere Zwecke auszuscheiden sind.

Es giebt zwei Gesichtspunkte, nach welchen das Ausscheiden
unbrauchbarer Wurzeln stattzufinden hat. Erstens n#imlich
konnen wir nur solche Wurzeln brauchen, welche einen sehr
kleinen absoluten Betrag haben, da nur fiir solche Werthe von
z sowohl im Grenzfalle 1 wie 2 unsere vereinfachte Gleichung
(22) mit der urspritnglichen (20), auf welche es uns ja eigent-
lich ankommt, approximativ zusammenfillt. Zweitens aber
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kommen unter den Wurzeln mit sehr kleinem absoluten Be-
trage auch nur diejenigen fiir uns in Betracht, welche zu einem
Werthe 2, Veranlassung geben, der einen positiv imaginiren
Bestandtheil hat und der, zum Argument der Function K ge-
nommen, einen Functionswerth K(z)) liefert, welcher dem
Hauptzweige dieser unendlich vieldeutigen Functionen angehdrt.
Setzen wir also 2, = r,ef#, so muss ¢, zwischen 0 und =
enthalten sein. Da nun nach Gleichung (22°) z = rei® mit 2,
folgendermaassen zusammenhiingt:

ret® — (_’_‘x)‘-’fe?i(fm - ‘%)’

2y

so erkennt man, dass bei einer fiir uns brauchbaren Wurzel
der Winkel ¢ zwischen — # und + @ liegen muss,

Der erste dieser beiden Gesichtspunkte gestattet uns so-
fort diejenige Wurzel auszuscheiden, welche auf dem Aste (0)
gelegen ist und als Schnittpunkt dieses mit dem in der Nihe
des Hinheitskreises X verlaufenden Aste der Curve des reellen
Theiles erhalten wird. In der That ist der absolute Betrag r
dieser Wurzel unicht klein; er betrfigt vielmehr nahezu 1.

Der zweite Gesichtspunkt ferner berechtigt uns, alle auf
den Aesten (1), (2), (8), (—2), {— 3).. gelegenen Schnitt-
punkte fiir unbrauchbar zu erklaren. Denn bei den Schnitt-
punkten (1), (2), (8), . . ist der Winkel ¢ durchweg grosser
als w, bei den Schnittpunkten (—2), (—3), . . durchweg < —z.

Sonach bleibt nur die. auf dem dste (— 1) in der Nihe des
Nullpunktes gelegene Wurzel ubrig, welche allen unseren Anforde-
rungen genugt.

Wir haben nun zu fragen, wie wir die brauchbare Wurzel
unserer Gleichung in praktischer Weise numerisch berechnen.
Hierzu bietet sich das folgende eigenthiimliche Niherungs-
verfahren dar.

Wir setzen der kiirzeren Schreibweise wegen — y = z und
etwa — logz = Lgx. Sodann berechnen wir eine theoretisch
nicht abbrechende Reihe von Naherungswerthen

x(O), z(l)’ 1;(2)’ ..

durch die folgenden Gleichungen:
17>
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2O = 2z

20 Lga® = 2
(25) 2@ Lga) = 2z

28 Lga® = 2

Convergiren die Niherungswerthe'x(o), 2M, 2@ ., . nach
einer festen Grenze, sodass Lima® = Lima® +1 = 2 wird, so
geniigt diese letztere Grosse der Gleichung

lim z® . lim Ligate + ) = 2,
d. h. der Gleichung
zLgz =z oder zlogx = y.

Wir gewinnen also in dem Grenzwerthe » eine Wurzel
der vorgelegten Gleichung. Und zwar wird sich die Wurzel
(— 1), oder eine der Wurzeln (1), (2), (8), ... (—2), (— 3),
ergeben, je nachdem wir bei der successiven Berechnung der
Naherungswerthe x,, w,, 2, ... fiir Lga® fortgesetzt den
Hauptwerth oder einen der von jenem um 2x¢, 47é,.. — 24,
—4ai, ... verschiedenen Werthe des Logarithmus benutzen.
Fiir unsere Zwecke haben wir natiirlich den Hauptwerth, d. h.
den Modulo 2ai kleinsten Werth des Logarithmus zu wihlen.

Das Resultat unseres Annsherungsprocesses lisst sich auch
in der Gestalt des folgenden, nicht abbrechenden kettenbruch-
ahnlichen Ausdruckes schreiben:

%

(v=F

Lg

(257 Lg—

Die anschliessenden Convergenzfragen sollen hier nicht
berithrt werden. Sie sind in einer besonderen Note!) (we-
nigstens bei reellem y) vollstindig erledigt. Uebrigens erweist
sich die Giite der Convergenz durch die folgenden numerischen
Rechnungen aufs Deutlichste von selbst.

1) Vgl. A. Sommerfeld, Gott. Nachr. December 1898.
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§ 8. Erstes Beispiel: Kupferdraht von 4 mm Durchmesser,
Schwingungsdauer = 10-09,

Ein erstes Beispiel wihlen wir so, dass es dem oben be-
trachteten Grenzfalle 1 recht nahe kommt. Bei diesem
werden sich die allgemein iiblichen Vorstellungen iiber den
Ablauf der Drahtwellen durchaus bestitigen.

Wir betrachten einen guten Leiter, ndmlich Kupfer, und
setzen die Schwingungsfrequenz ziemlich hoch voraus, némlich
10° pro Secunde. Die ,mnormale Wellenliinge®, welche dieser
Schwingungsfrequenz bei Nichtvorhandensein des Drahtes und
freier Ausbreitung in der Luft entspricht, heisse 4,. Sie be-
rechnet sich, wenn wir mit 7 die Lichtgeschwindigkeit bezeichnen,
nach der Formel 4 = 7/ zu 4, = 30 cm. Den Radius o des
Drahtes denken wir uns ziemlich gross, némlich gleich 0,2 cm
gewshlt. Wegen der geringen Genauigkeit der in Betracht
kommenden Exzperimente wird es geniigen, die Rechnungen
nur bis auf 1 Proc. des ganzen Werthes durchzufiihren. Wir
wenden durchweg absolutes Maasssystem an.

Zunichst berechnen wir 42 und 43. Da fir Luft & = p,
=1 ist, so wird

s [2mwANE (2% _ [ 2m\?2
G- -G -5
Sodann haben wir fir Kupfer y, = 1. Die Leitfahigkeit
C des Kupfers ist ca. 55 Mal so gross, wie die des Queck-

silbers, welche im absoluten Maasssystem, auf zwei Decimalen
abgekirzt, gleich 1,06.10 -5 ist. Hieraus folgt

C=15,83.10-4
Der imagindre Theil von 4] wird hiernach (vgl. GL (11),
— 2{(2aPu, C)T = — 2i(27)* 5,83 105,

In dem reellen Theil von 42 kommt die ziemlich proble-
matische Dielektricititsconstante des Kupfers vor. Zum Glick
verschwindet dieser Theil, selbst wenn wir die Dielektricitits-
constante sehr hoch greifen, vollstindig gegen den viel
grosseren imagindren Theil. Wir werden daher %} direct
gleich seinem imaginiren Theil setzen und erhalten:

ky=(1 —i)2m.764.
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Der grosse Betrag von g &, = (1 — ¢)4%.76,4, welcher bei
nicht zu grossem Werthe von ¢ mit dem Betrage von
2, =9 Vk —¢* ibereinstimmen wird, legt es nahe. die
Formeln des Grenzfalles 1 (|z,|gross) zu benutzen.

Wir berechnen demnach y nach Gleichung (22). Da y
gleich 1,78 war, erhalten wir

7_@'9 kS uy _(_—1+'L')2n.10-3__(
Y=%7 Ty~ 18.(L,707. 764

—1 4 4) 1,44.10 -7,

Der Werth von y ist, wie wir sehen, eine ausserordentlich
kleine Zahl des zweiten Quadranten, entsprechend den im
vorigen Paragraphen zu Grunde gelegten Verhiltnissen.

Wir bestimmen nun die Reihe der Naherungswerthe 2,
Uy 2@ . nach den Formeln (24). Es ergiebt sich:

2O = (1,44 — 1,447)10-7, Lga© = 15,41 + 0.794.
20 = (0,87 — 0,984)10~5, Lgih = 18,15 + 0,854,
2® = (0,75 — 0,834)10 -5, Lga® = 18,31 + 0,84

Fur 2® kommt bereits in den ersten zwei Decimalen der-
selbe Werth heraus, wie fir @, Wir haben also in

z = (0,75 — 0,837)10 -

eine Wurzel der Gleichung zlogz = y gefunden.
Aus 2 berechnet sich 2, nach der Formel (229 zu

@ =2y Yz = (1,61 + 8,62i)10-4, |2, | =3,97.10-4

Da ferner 2 = 0%(k* — ¢? war, so ergiebt sich

— 2 xf x3
c=1/ & Qu_kl(l 2“92)

- i—"(l + (0,27 — 0,308) 10—4).
1

Berechnen wir endlich mit diesem Werthe von ¢ die
Grosse x, = ¢ VA2 — ¢, so stimmt diese ersichtlich bis auf
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Grossen, welche bei der hier eingehaltenen Genauigkeit vollig
verschwinden, mit g%, iiberein. Wir haben daher
Ty = phy =(1 —7).960 und |z,| = 1358.

Hiermit sind wir aber noch nicht fertig. Wir dirfen
namlich den gefundenen Werth von ¢ zunichst nur als einen
Naherungswerth fir die Wurzel der exacten (Hleichung ansehen
und miissen uns iiberzeugen, indem wir die entsprechenden
Werthe von #;, und z, in jene Gleichung eintragen, wie weit
diese Niaherung geht, um eventuell noch weitere Correctionen
zu berechnen. Letzteres wird in unserem Falle allerdings
nicht nothig sein.

Wir berechnen zuniichst die Werthe von K(z), K'(z,)
nach den Naherungsformeln (¢, 83) von p. 246. In der
mit dem Factor & (|&] kleiner als 1) behafteten und iibrigens
sehr gross bemessenen Fehlerabschétzung setzen wir die fiir z,
gefundene Zahl oder vielmehr geeignete grissere bez. kleinere
Zahlen ein, welche fir die Rechnung bequemer sind und einen
noch grosseren Fehler liefern wiirden, als er nach den Angaben
des § 4 zu erwarten ist. Der unbekannte Factor & ist dabei
in dem Sinne geandert zu denken, dass er eine Zahl von noch
kleinerem absoluten Betrage wie vorher bedeutet. Wir er-
halten auf diese Weise:

K () = log E;_Z

‘{Ilog 24y

+(1- %

-

=1og_2fo+4 9.10-7 = log%(l 4+ 9.10-7,

=

1

K’(l)——;l
+ 02 o fos® w2 (1 |2 )7 (1= 2 )
1 —t 1 —5
=‘x_1+20"‘10 t= — wl(1+6\10 5.

In entsprechender Weise berechnen wir die Werthe von
J(x,) und J'(z,) nach den Formeln (d, 1, 2) und (d, 4, 5) des
§ 4. Dabei werden wir aber von vornherein den mit dem
Factor e~ iz versehenen Summanden gegen den mit dem Factor
et i% versehenen streichen konnen, da letzterer nur ein
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ganz ausserordentlich kleinen Bruchtheil (< 10—~ %% des ersteren
ausmacht. Wir erhalten so:

J(z,) = 21 il 4)(1 +8%.10—9

J'(x2)=]/;i;%e’(”‘+‘4‘)(1 +99.10—9,

Daraufhin wird die linke Seite der Gleichung (20):

K(z)

K T
wahrend die rechte Seite tibergeht in:

2

:;Zf "”;j’é”j: — igh, k;"* (1 4+85.10-4(1 + 9%.10-4).

Nun ist aber »;, vermdge unserer vereinfachten Gleichung
50 berechnet worden, dass auf den rechten Seiten der beiden
vorhergehenden Gleichungen die Ausdriicke vor den Klammern
einander gleich sind. Mithin stimmt auch die rechte und linke
Seite unserer exacten Gleichung bis auf die Klammer-Factoren
iiberein, welche erheblich weniger als 1 Proc. des ganzen
Werthes betragen. Das heisst aber: Durch den gefundenen
Werth von x; bez. von ¢ ist auch unsere evacte Gleichung mit
einer Genauigkeit von 1 Proc. erfullt.

Nunmehr sind wir in der Lage, aus der Grosse von ¢
weitere zuverlissige Schliisse zu ziehen. Wir losen ¢ in seinen
reellen und imaginiren Theil auf und bekommen mit den Be-
zeichnungen von Gleichung (87:
2T 40,27.10-4, %= 27080.10~% = 27.10-",

0 (
Aus dem Werthe von 4 ergiebt sich

b _0,.27.10-1

2210g 2 (1 4 9.10-7)(1 + &.10-9),

J=12,(1 — 0,27.10 -4 oder =

o
Die Differenz zwischen der Wellenlinge unserer Drahtwelle
und der normalen Wellenliinge bei gleicher Schwingungsfrequenz
betrdgt also weniger als den 30000 Theil der letzteren.
Da 4, gleich 30 cm war, so konnen wir unsere letzte
Gleichung auch so schreiben:
Ay —A=28,1.10—4
und konnen sagen:
Die besagte Differenz ist kleiner als '/, ,, mm.
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Dividiren wir noch durch z=10—Y und setzen A /=7
gleich der Lichtgeschwindigkeit, A/z = ¥ gleich der Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit unserer Drahtwelle, so ergiebt sich:

V,—¥ = 8,1.10° cm.

Die Differenz zwischen der Lichtgeschwindigheit und der
Fortpflanzungsgeschwindighkeit unserer Drahtwelle betrigt also nur
ca. 8 Kilometer pro Secunde.

Es isthiernach klar, dass man bei denheutigen Messmethoden
unter den hier vorausgesetzten Verhiltnissen durchaus keine
Aussicht hat, einen Unterschied zwischen der Ausbreitungs-
geschwindigkeit der Drahtwelle und der Lichtgeschwindigkeit
experimentell zu constatiren. Immerhin ist es theoretisch
interessant, dass ein Unterschied auch unter den hier gemachten
Voraussetzungen vorhanden ist und dass man ihn exact be-
rechnen kann.

Wir machen uns ferner die Bedeutung der Grdsse von x
klar. Gehen wir um z Kinheiten in der Richtung der ab-
nehmenden =z vorwirts, so sinkt dabei die Amplitude der
Schwingung auf den e—*zten Werth ihres Betrages. Hiernach
giebt

e= 1= 2" = 1,60.10°

% T

diejenige Wegstrecke an, nach deren Durchlaufung die Welle
um 1 /e geschwicht ist.

Die Dimpfung ist in unserem Falle also so schwach, dass
sie die Welle erst nach etwas uber 11/, km Weges auf den et
Theil ithrer Amplitude reducirt hat.

Wir haben damit zwei Thatsachen rechnerisch nachge-
wiesen und numerisch belegt, die den Physikern langst ge-
lsufig sind, nimlich die dusserst geringe Dampfung der Draht-
wellen und die fast genaue Uebereinstimmung ihrer Fort-
pflanzung mit der Lichtgeschwindigkeit. Man muss sichaber hiiten,
diese Thatsachen vorschnell zu generalisiren. In der That
wird das niichste Beispiel lehren, dass unter anderen Umstinden
sich wesentlich andere Verhaltnisse ergeben kénnen.

‘Wir bemerken hier nur noch, dass die oben gefundenen Resul-
tate im wesentlichen auch dann bestehen bleiben, wenn wir statt
Kupfer einen schlechteren metallischen Leiter, z. B. Platin, wihlen,
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die ibrigen Umsténde (Drahtradius, Schwingungsdauner) aber
festhalten. In diesem Falle berechnen wir nimlich nach der
oben angegebenen Methode fiir die Differenz der Wellenlingen
ko — & rund '/, mm, fir die Wegstrecke, auf der die Amplitude
sich auf 1] e reducirt, rund 0,5 km.

§ 9. Zweites Beispiel. Platindraht von 0,004 mm Durchmesser.
Schwingungsdauer z = 1/, ., 10—85,

Unser zweites Beispiel wiblen wir so, dass es unserem
zweiten Grenzfalle moglichst nahe kommt.

Wir nehmen einen Leiter, der grosseren Widerstand be-
sitzt wie Kupfer und sich besonders diinn ausziehen lisst,
nimlich Platin. Den Radius wihlen wir so klein, als er heut-
zutage irgend hergestellt werden kann, nimlich 2.10—% cm.1)
Die Schwingungsdauer sei griosser wie vorher, nimlich gleich
'/..10 -8 Alle diese Umstéinde, namentlich aber die Diinn-
heit des Drahtes, wirken dahin, die Dimpfung zu vergrissern
und die Fortpflanzung gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit zu
verzogern.

Aus 7 =1/, .10 —8 folgt zunéchst die normale Wellenléange

4y =100 cm und
S LAY
K= (100) )

Die Leitfahigkeit des Platins ist 6,5 mal so gross, wie die
des Quecksilbers, also wird im absoluten Maasssystem

C = 6,90.10-5.

Der imaginire Theil von %2, gegen welchen der reelle
wieder unbedingt vernachlissigt werden kann, wird hiernach

— 2i2n)Pp,. Cft = — 2¢(2m)?. 2,07 . 104

Hieraus folgt
hy = (1 —17)2m.144.

Nehmen wir an, was sich bestitigen wird, dass ¢ klein

1) In dem physikalischen Laboratorium zu Hannover habe ich sogar
noch um die Hilfte diinnere Platindrihte gesehen.
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gegen diesen immmerhin ziemlich grossen Werth ist, so kdnnen
wir provisorisch setzen

zy =0k, =(1 —i)4n.1,44.10~2 z,| = 0,256.

Es ist klar, dass wir dem wahren Sachverhalt in diesem
Falle nahe kommen werden, wenn wir fir J(z,) und J'(z,) die
Naherungswerthe bei kleinem Argumente benutzen,

Dementsprechend setzen wir, wie im Grenzfalle 2 (vgl.

p. 255)

1 klyz _ 210—8 . T
Y= 7 e, = 2(,787.201 7,62410-1,

sodass y eine ausserordentlich kleine Zahl an der Grenze des
zweiten Quadranten ist.

Um nun die Wurzel der Gleichung zlogz =y zu be-
stimmen, berechnen wir nach der Vorschrift des § 7 die fol-
genden Naherungswerthe:

20 = 7,62i.10-1°, Lga® = 20,99 + 1,57,
2 = — (0,27 + 3,604)10-11, Lga® = 24,04 + 1,654,
2® = — (0,22 + 3,164)10-11, Lgs® = 24,18 + 1,64,
2® = — (0,21 + 3,144)10-1, Lga® = 24,18 + 1,647

Der folgende Werth 2@ wird dem zuletzt berechneten
gleich. Wir haben also

r=(— 0,21 — 3,147)10-1L,
Hieraus berechnet sich

& = 2iy Ve = (1,46 + 1,364)10-5, |z, | = 2,00.10-5

c—l/ 2my® _ =3,95.10-3— (0,66 + 9,95¢)10-3
= (8,30 — 6,002) 10—2.

Dieser Werth von ¢ ist so klein gegen %,, dass wir an dem
friher angenommenen Werthe von z, = ok, (statt o JAZ — c?)
nichts zu corrigiren haben.

Machen wir nun abermals die Probe, indem wir in die
exacte Gleichung einsetzen. Die linke Seite lautet, wenn wir
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dieselben Naherungsformeln mit Fehlerabschitzung wie im
vorigen Paragraphen benutzen:

K (x,) 27 _ .
wK,(%=—x3 log%(l{-Q{},w V(1 4+ 3F.10~9);

auf der rechten Seite berechnen wir die Bessel’schen Func-
tionen durch die beiden ersten Glieder ihrer Reihenentwicke-
lung und fiigen die dann sich ergebenden Fehlerabschitzungen
aus den Gleichungen (a, 2) hinzu; so entsteht:

k2 p, Ty J(@) _ 2ﬁ‘ug

kiug J(m) %2 g (14 .10-3) (1 + 8.10-3).

Nun stimmen wieder die Ausdriicke vor den Klammern
vermége unserer Wahl von z, auf 1 Proc. genau iberein. Da
iiberdies die hinzutretenden Klammern um weniger als 1 Proc.
von der Einheit abweichen, so sind auch die rechte und linke
Seite unserer urspriinglichen Gleichung vom Standpunkte der
Genauigkeit von 1 Proe. einander gleich. Wir werden also
den oben bestimmten Werth von 2, bez. von c¢ als den wahren
Wurzelwerth unserer urspriinglichen Gleichung ansehen diirfen,

Die weiteren Schliisse, die wir aus der Grésse von ¢ ziehen
werden, sind auf den ersten Blick sehr itberraschend. Lésen
wir ndmlich ¢ in seinen reellen und imaginiren Theil auf, so
bekommen wir

27 ~8,30.10-2, x=6,00.10-2,

Mithin wird

200 N
A= 850 = 75,6,
wihrend 4, gleich 100 angenommen wurde.

Die Wellenlinge unserer Drahtwelle ist also nur wenig grésser
als 75 Proc. der normalen Wellenlinge bei gleicher Schwingungs-
[requenz.  Die Fortpflanzungsgesclwindigheit ist ca. gleich drei
Viertel der Lichtgeschwindigheit!

An einem so ausserordentlich diinnen Platindrahte, wie
wir ihn hier vorausgesetzt haben, muss sich also die Abwei-
chung von der Lichtgeschwindigkeit aufs Deutlichste experi-
mentell darthun. Schwierigkeiten kounte dabei hochstens der
grosse Betrag der Dampfung machen, welcher sich aus dem
angegebenen Werthe von x ergiebt.
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Es bedeutet niamlich wieder

1 100

=100 = 16,67
diejenige Strecke, bei deren Durchlaufung die Amplitude sich
auf den et Theil reducirt.

Die Dimpfung ist also jetzt so stark, dass sie die Welle
bereits nach einem Wege wvon weniger als 17 cm um 1[e ge-
schwdcht hat.

Diese Resultate bilden das strikteste Gegentheil zu den
Resultaten des vorigen Paragraphen und zu den allgemein
geltenden Vorstellungen iiber Drahtwellen. Sie verlieren in-
dessen theilweise ihren paradoxen Charakter, wenn man be-
denkt, dass eine Welle von 1 m Wellenlinge, die sich lings
eines Platindrahtes von 2.10-% mm Radius forthewegt, sich
ebenso verhalten muss, wie eine solche von 103 m Wellen-
linge, welche an einem Drahte von 2 mm Radius und tausend-
mal schlechter leitendem Material entlang lauft. Dass aber
auf eine so lange Welle und auf ein so schlecht leitendes
Material die Vorstellungen und Beobachtungen von den kurzen
Hertz’schen Wellen und von den guten metallischen Leitern
ungedndert fibertragen werden konnen, wird niemand behaupten
wollen.

§ 10. Drittes und viertes Beispiel.
Platindraht von */,,, und %/, mm Durchmesser. 1 =1/, 10-%

Wir betrachten nun noch zwei Beispiele, welche gewisser-
maassen die Briicke schlagen zwischen dem Grenzfalle 1 und
2 in 88 8 und 9. Das Material sei Platin, die normale Wellen-
lainge A, = 100 cm, wie im vorigen Paragraphen. Der Radius
des Drahtes aber werde das eine Mal 10, das andere Mal
100 mal so gross genommen, wie im vorigen Falle.

a) ¢ =2.10-3 Wir machen wieder die Annahme, die
sich bestiétigen wird, dass ¢ klein gegen %, = (1 — ¢)2x.144
sei und setzen dementsprechend

2, =0k, = (1 —i)47.0,144, |z,| = 2,56.

Ferner machen wir wieder provisorisch die K (z,), X' (z,)
den Grenzwerthen bei kleinem Argumente gleich, wihrend eine
entsprechende Vereinfachung fiir die Functionen J(z,), J"(z,)
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jetzt offenbar nicht am Platze ist. Unsere transcendente Glei-
chung schreiben wir daher so:

29y kl‘ug @y J (2 J(xz)
o ke I @)

oder
— (=) __'—'lkhu Ty J (0y)

wloge =y, w= ()0 v= i

Hier berechnen wir J(z,) und J'(2,) durch die Potenzreihe
(a,1) von p. 244, indem wir diejenigen Glieder (die ersten 5)
beibehalten, welche die zweite Decimale noch beeinflussen und
uns itberzeugen, dass der relative Fehler kleiner ist, also 10-3.
Wir erhalten:

J(zg) = 0,35 + 1,514,

T'(@y) = — 20,78 40,187

und
Ty J (=)
2 J'(xy)

Hiernach wird

= 1,19 4 0,74 4.

y= % ;;”2 (1,19 4 0,744) = (— 5,65 + 9,084) 10-10.

Durch dreimalige Anwendung des oft genannten Processes
ergiebt sich als Wurzel unserer vereinfachten Gleichung
z = (2,20 — 3,917)10-11,
Hieraus folgt:
7 = (1,20 + 2,064)10-5, |2, | = 2,39.10-5,

c= ,,‘%’.(1 + (0,89 — 1,5614)10-2).

Der kleine Werth von z, und der geringe Betrag des
Verhiltnisses ¢2:%? bringt es mit sich, dass die somit be-
stimmte Wurzel der vereinfachten Gleichung auch die urspriing-
liche Gleichung hinlinglich genau erfiillt, sodass der ange-
gebene Werth von ¢ als definitiv anzusehen ist.

Setzen wir wieder ¢ = (2a/4) — i%, so wird

Ay— A =14,.0,89.10-2 = 0,89 = ca. 9 mm
und

% = 27.1,56.10-2 = 9,79, 104,
0



Fortpflanzung elektrodynamischer Wellen. 271

Jetzt betrigt also die Differenz zwischen der normalen Wellen-
linge und der Linge unserer Drahtwelle nur 9 mm. Hinter der
Lichtgeschwindigheit bleibt die Fortpflanzung der Welle um etwas
weniger als 3000 Kilometer pro Secunde zuriick.

Hand in Hand damit geht ein ziemlich geringer Betrag
der Dampfung, der aus der folgenden Angabe ersichtlich ist:

Die Amplitude der Schwingung ist nach 7 m Weges auf die
Hilfte, nach 10 m auf den e Theil ihres Betrages herabge-
sunhen.

Im Experimente dirfte unter den vorliegenden Verhilt-
nissen die Abweichung von der Lichtgeschwindigkeit noch mess-
bar, die Dimpfung dagegen nicht mehr nachweisbar sein.

b) ¢ = 2.10-2, d. h. zehnmal so gross, wie im vorigen
Beispiel. Setzen wir voraus, dass ¢ klein gegen %, ausfallen
wird, so haben wir

2y = ohy=(1 —i)dm. 1,44, |a,| = 25,6.
Unter der weiteren Voraussetzung eines hinreichend kleinen

|z, | schreiben wir unsere transcendente Gleichung wieder in
der vereinfachten Form:

#? log 2y kI uy wg J () )
1
1

@ T ku, I ()
Bei der Berechnung der rechten Seite ergiebt sich inso-
fern ein Unterschied gegen den vorherigen Fall, als jetzt wegen
des zehnmal grosseren Werthes von r, die Anwendung der
convergenten Reihe (a, 1) zur Berechnung von J und J' sehr
unbequem wire. Deshalb greifen wir auf die semiconvergenten
Reihen (d, 8) und (d, 6) zuritck. Diese geben mit einem Fehler
vom absoluten Betrage <« 10-3:
S (@)
J (x,)
d. h. bereits nahezu den Werth — ¢ des Grenzfalles 1, wo
wir nur die ersten Glieder der semiconvergenten Entwicke-
lungen zu beriicksichtigen brauchten.
Schreiben wir unsere Gleichung wieder in der Form

=0,01 — 1,014,

zlogz =y,
so wird
2!

2 .
v = (W) , y=(— 0,70 + 0,694)10-8,
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Als Wurzel dieser Gleichung finden wir nach der uns
nunmehr geliufigen Methode

2 = (3,14 — 8,344)10-10,
Der zugehérige Werth von ¢, welcher zugleich wieder als

Whurzel der urspriinglichen exacten Gleichung angesehen werden
darf, lautet:
¢ = _211‘ (1 + (0,18 — 0,14)10-2).
0
Hieraus folgt
hy—A=14,.10"3=1mm, »=0,88.10-%

Die dbweichung der Wellenlinge von ihrer normalen Grosse be-
triigt also jetzt nur noch 1 mm, die Abweichung der Fortpflanzungs-
geschwindigkeit von der Lichtgeschwindigkeit 300 km. Nach einem
Wege von 79 m ist die Welle auf die Hilfte, nach 114 m auf
1]e ihres Betrages geddmpft.

Alles in allem haben wir uns mit diesem Beispiele dem
Grenzfalle 1 bereits erheblich genihert. So mussten wir hier
bei der Berechnung von J(z,) und J' (z,) die Naherungsformeln
fiir grosse Werthe des Arguments benutzen und kamen dabei
zu dem Ergebniss, dass die Abweichung von der Lichtgeschwin-
digkeit und die Grosse der Dampfung wie im Grenzfalle 1)
sozusagen unmerklich klein ausfallen.

§ 11. Allgemeines {iber die Abhingigkeit der Fortpflanzung und
Dampfung einer Drahtwelle von den Constanten des Problems.

Wir wollen nun auf Grund der vorangehenden Einzelfalle
versuchen, uns ein allgemeines Urtheil itber die Function zu
verschaffen, welche die Fortpflanzung und Dampfung einer
Drahtwelle in ibrer Abhingigkeit von den Daten des Problems
darstellt.

Wir haben in den obigen, méglichst verschieden gewihlten
eine sehr kleine Zahl ist, die mindestens mit dem Factor 10-¢
behaftet war. Die Kleinheit rithrte entweder davon her, dass
¢ ausserordentlich wenig von %, verschieden war (Grenzfall 1)
oder davon, dass g ausserordentlich klein, oder besser gesagt,
ausserordentlich klein gegen den in 2, vorkommenden Nenner A,
war (Grenzfall 2). Deshalb diifen wir uns jetzt fiir berechtigt
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halten, allgemein X (z) und X’ (z,) durch die Naherungsformeln
bei kleinem Argument zu ersetzen. Unsere transcendente Glei-
chung (20) kann dann jedenfalls so geschrieben werden:

1 Kips nd@)

_ _ (=) - — .
rlogr =y, x—(gw) YT T e T @)

Die rechte Seite ist vollstindig bekannt, wenn wir, was
in den simmtlichen vorangehenden Beispielen und iiberhaupt
bei allen metallischen Leitern gestattet ist, ¢ gegen 4! strei-
chen, also z, durch gk, ersetzen. Die Losung dieser Gleichung
lasst sich, wie wir sahen, nur durch einen unendlichen Process
darstellen, den wir in die fiir das Folgende bequeme Form -
zusammenfassen:

= —0.y,

(“):—1~% , (Z=-—3/, Lg=—-10g).

Wir haben damit die Wurzel in einen Factor (y) gespalten,
der uns in der Hauptsache die Abhingigkeit von den Con-
stanten des Drahtes anzeigt, und einen zweiten (0), der sich
nur wenig, nimlich logarithmisch #ndert, wenn wir die Daten
des Problems abiandern. In unseren Beispielen schwankt dieser
Factor zwischen /,, und /,, und ist nahezu reell. Wir werden
daher in diesem Paragraphen © als eine constante reelle Zahl
behandeln, wodurch die folgende qualitative Discussion nicht
wesentlich fehlerhaft wird.

Aus unserer nunmehrigen Schreibweise von z folgt weiter:

22 = 4y
nd 1 =470y ]
47260 . 2 T J (a05)
@) e m = A (L )

Wir miissen nun abermals an die beiden Grenzfille des
§ 6 erinnern. In dem einen wurde |z, | = ¢| 4, | als hinreichend
gross, im anderen als hinreichend klein vorausgesetzt. Lassen
wir den Zusatz ,,hinreichend* fort, so bekommen wir eine Ein-
theilung der Erscheinungen in zwei Klassen, welche zwar den
Zwischenfillen, wo |z, | weder sehr gross, noch sehr klein ist,

Ann. d. Phys. u. Chem. N. F. 67. 18




274 A. Sommerfeld.

nicht vollig gerecht wird, welche aber doch eine mehr oder
minder zutreffende Uebersicht gestattet.
Fibren wir noch die Abkiirzung

. /nC 5. uC
(27) E=2n T—Qﬁl/)voA

ein, so wird nach Gleichung (11) (unter Weglassung des un-
wesentlichen reellen Bestandtheiles von £}):
kY= — 20k, k= (1 — i)k

Die Unterscheidung zwischen unseren beiden Klassen
kénnen wir dann auch nach der Grosse von o %, welche eine
reelle absolute Zahl bedeutet, vornehmen und konnen sagen:
Die Falle, in denen gk gross ist (z. B. > 10) rechnen wir der
ersten Klasse, die Fille, wo ¢ % klein ist (z. B. < 1) der zweiten
Klasse zu. Auf die dazwischen liegenden Fille sind die fol-
genden Bemerkungen nicht ohne weiteres anwendbar.

1. Wenn ok und mithin auch |2, | gross ist, wird nach
GL (d, 7) J(x,):J (z,) = — ¢; GL (26) ergiebt daher, wenn wir
=1 und k= 2a[4, einsetzen:

; 27\2 276
2 _ (A7 ) *_fu?) .
¢ (}‘o) ( 0k,

Da der zweite Term der Klammer klein gegen 1 ist, so
kénnen wir die Quadratwurzel nach dem binomischen Satz
ausziechen und bekommen

_ 2= . 2n 1O\ _ 2m Ou, .@gl._,)

=T _m_l_o(l— ol ) Tl <1+ gk ' 2gk)’

Zerlegen wir in den reellen und imaginéren Theil, so er-
giebt sich
(28)

=4 __ Ou

Ou,
o T 20k’ Eat
. 2

ok

xhy =

Die Grossen der letzten Formel sind absolute Zahlen,
welche das Verhiltniss der Wellenlangendifferenz zur Wellen-
lange, bez. die Dampfung pro Wellenlinge bedeuten. Ihr
numerischer Werth hingt, wenn wir @ als unverénderlich
ansehen diirfen, ausser von der Magnetisirungsconstanten von
der Grosse der Zahl gk ab, welche uns bereits die Haupt-
eintheilung in zwel Klassen liefevte. Da ok als gross voraus-
gesetzt wurde, sind die beiden Zahlen (Ay — A)[ 4, und x4, in allen
zur ersten Klasse gehirigen IFéllen klein. Bertcksichtigen wir
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noch die in (27) angegebene Bedeutung von %, so konnen wir
sagen: Unsere beiden Zahlen sind um so kleiner, je besser wniter
sonst gleichen Umstinden die Leitfiihigheit, je geringer die Mag-
netisirbarkeit, je hleiner die mormale Wellenlinge und namentlich
je grisser der Kadius des Drahtes ist.

Um einige specielle Consequenzen zu nennen, wiirden also
bei einem weichen Kisendraht, wenn wir g, = 100 nehmen
und von Erscheinungen wie Hysterese etc. absehen, die frag-
lichen Zahlen zehnmal so gross sein, wie etwa bei Platindraht.
Bei sehr kurzen elektrischen Wellen wird man eine Abwei-
chung von der Lichtgeschwindigkeit etc. schwerer beobachten
konnen wie bei lingeren, umsomehr, als fiir die Messung nicht
die relative Wellenlangendifferenz (A, — 1)/4,, sondern die ab-
solute 4, — 2 in Frage kommen diirfte, welche in nnserer Formel
mit dem Factor 4,*: behaftet ist. Die Abhingigkeit der Wellen-
langendifferenz von A, bestditigt iiberdies eine frithere Bemer-
kung, nach der man bei einer nichtharmonischen Schwingung
von einem einheitlichen Werthe der Fortpflanzung iberhaupt
nicht reden kann, vielmehr fir jede harmonische Partial-
schwingung, aus der sich die nichtharmonische Schwingung
zusammensetzt, einen je nach der Schwingungsdauer verschie-
denen (freilich nur ausserordentlich wenig verschiedenen) Werth
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit findet. Die Abhingigkeit
der Wellenlangendifferenz von der Leitfihigkeit C lasst die
Richtigkeit der folgenden Behauptung erkennen, welche man
hiufig ausgesprochen findet: Dass fiir vollkommene Leiter
(C = o) die Fortpflanzung gleich der Lichtgeschwindigkeit
wird. In der That folgt aus C = oo auch % = co und daher
nach (28) 4, =4 und 7, = /7. Die Art der Abhingigkeit (um-
gekehrt proportional der Quadratwurzel aus C) kommt zum
Vorschein, wenn man Beispiel 1 mit den Angaben vom Schlusse
des & 8 vergleicht, wonach fiir einen Platindraht die Wellen-
langendifferenz und Dimpfung ca. dreimal so klein ist, wie
unter gleichen Umstéinden fiir den Kupferdraht des Beispiels 1,
dem Umstande entsprechend, dass die Quadratwurzel aus dem
Verhiltniss der Leitfihigkeiten beider Metalle gleich 1/55/6,5
= ca. 3 ist. Die Abhiingigkeit unserer Zahlen von der Dicke
des Drahtes endlich, welche die vornehmste ist, da o in der
(— 1)*2 Potenz vorkommt, macht sich in unseren fritheren

18~
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Beispielen aufs Deutlichste geltend. Natiirlich darf man aber,
wenn man die vorhergehenden Formeln anwenden will, ¢ nur
soweit variiren, dass ¢ & eine grosse Zahl bleibt.

Wollen wir eine besonders bequeme Formel haben, so
konnen wir fir @ als mittleren Werth etwa !/, einsetzen und
bekommen:

Ay ok -

. 126y, 1 bl Speky g o
l xAO_—Qk 10-1 = . l/—o 10—,

[ ho— 4 2 10-2 = L8 L /s Ay 10-8
== c ,
(28) ‘

Dabei ist natiirlich zu betonen, dass man ganz zuver-
lassige Werthe, zumal in den oben genannten Zwischenfallen,
nur durch wirkliche Ausrechnung der jedesmaligen franscen-
denten Gleichung gewinnt.

2. Wenn ¢% und daher auch |2,| als klein angesehen
werden kann, haben wir nach § 4a niherungsweise

Ly J(-’”?)
Jl(“?)

also nach Gleichung (26)

2 276
a—if1-20m),

= — 2,

Das Ausziehen der Quadratwurzel durch Reihenentwicke-
lung wire hier nicht berechtigt, weil die im Nenner vor-
kommende Grisse ¢?%2? als klein vorausgesetzt wurde, also
der Bruch O pu,[0? k% moglicherweise von der Grossenordnung 1
sein kann. Wir miissen daher schreiben:

(29) 2n iy — 271 21@@, )

A 2k2

Obwohl quantitativ versch1eden, ist die Abhingigkeit doch
qualitativ die n#mliche wie vorher. Da nimlich die Ab-
weichung der Fortpflanzung von der Lichtgeschwindigkeit und
die Dampfung nach unserer letzen Formel verschwinden, wenn
der mit @ behaftete Factor verschwindet, so werden wunsere
Zaklen (Ay—2)[ 4, und %k, auch jetzt um so grosser werden, je
kleiner die Zahl ¢ % ist, oder, ausfihrlicher gesagt, je griosser
die Magnetisirungsconstante und die normale Wellenlinge und je
kleiner der Radius und die Leitfdhigheit des Drahtes ist,
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Wir wollen schliesslich noch die Formel (28') auf eine
Beobachtungsreihe der Herren Sarasin und de la Rive?l)
anwenden und zusehen, ob die von diesen gefundenen kleinen
Differenzen zwischen der Wellenlinge am Draht und der
in der Luft durch die vorangehende Theorie erklart werden
konnen. Die fraglichen Beobachtungen sind in den ersten drei
Zeilen angegeben; die nach Formel (28') berechneten Werthe
sind in der vierten Zeile enthalten. Der bei den Beobachtungen
benutzte Kupferdraht hatte einen Radius von 0,9 mm.

A 800 600 400 300 232
A 768 592 392 292 224
A—2
01 beob. | 4.10-2 {1,8.10—2 | 2.10-2 [2,6.10—2 | 3,4.10-2

do—1
‘07— ber. |23.10-4| 2.10-¢ |1,7.10-4 |1,4.10-¢ | 1,2.10—¢

Die beobachteten Differenzen sind, wie man sieht, ver-
glichen mit den berechneten durchweg viel zu gross. Xs
miissen daher noch anderweitige verzdgernde Ursachen vor-
gelegen haben, die in unserer Theorie nicht beriicksichtigt sind.

§ 12. Vertheilung der elektrischen und magnetischen Kraft im
Innern und in der Umgebung des Drahtes.

Es wird jetzt leicht sein, ein vollstindiges Bild des elektro-
dynamischen Gesammtzustandes zu gewinnen. Wir setzen
dabei die Verhiltnisse des Grenzfalles (1) (¢ & gross) voraus;
wo wir numerische Daten geben, greifen wir auf unser erstes
Beispiel (Kupferdraht von 4 mm Radius, Wellenlange gleich
30 cm) zuriick.

1. Vor allem ist das schnelle Abnehmen der elektrischen
und magnetischen Kraft nach dem Innern des Drahtes hin
bemerkenswerth. Um dieses numerisch zu controliren, driicken
wir die Krifte Z, £ und ¥ nach (12) durch », und », nach
(16) und (21) durch die Bessel’sche Function J ans. Dabei
wollen wir mit 7, R und ¥’ die unter dem Zeichen HRe
stehenden complexen Grissen unter Absehung von dem gemein-

1) Ed. Sarasin u. L. de la Rive, Arch. de Genéve (3) 23. und 29.
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samen Factor e2«it/z+icz hepeichnen. Ausserdem wollen wir
sogleich ¢ gegen %, streichen. Wir erhalten dann:

Zl — J(er) _R’ . tew J’(/@?‘) ;o ’L.‘Lkg(x J/(k27.)
T Ty 0 by J(kyo0) 2mpu, A J(ka0)

Im Grenzfalle 1 wird das Argument der Bessel’schen
Functionen in der Oberfliche und nahe der Oberfliche des
Drahtes als gross vorausgesetzt, sodass wir die Naherungs-
formeln aus &4, d anwenden konnen. Beschrinken wir uns
auf den wesentlichen Bestandtheil dieser Formeln und schreiben
wir wie im vorigen Paragraph k, = (1 — )%, so ergiebt sich

4 'R —Q+dkle—1 7 co { — A FDk(p =7
Z=al/%e i : Rz_,,,]/,e Pre ="

ky 7
g — Jeo ]/Ee““”)"(@'” _
by o r
Wir bilden nun die absoluten Betrige dieser Grossen,
welche bis auf den Dampfungsfactor

’eicz' — gH %

mit den Amplituden von Z, R und ¥ ibereinstimmen und
erhalten z. B. fiir |7

7] =|e]}/LemHen
¢

Die Amplitude der Z-Componenten wimmi also ausserordent-
lich schnell, nimlich wie eine Exponentialfunction, nach dem
Innern zu ab und zwar um so schneller, je grésser k, d. h. nach
Gleichung (27), je besser die Leitfiligheit und je hoher die
Schwingungsfrequenz ist. Auch wirde etwaige Magnetisirbarkeit
des Drahtes die Abnahme beschleunigen.

Von dem Radius des Drahtes ist die Abnahme unabhingig,
solange iiberhaupt ein Fall der Klasse 1 vorliegt, d. h. solange
ok eine grosse Zahl ist. Ebensowenig kommt es hier auf
den Werth von ¢ an. Es ist daher verstandlich, dass Stefan
(vgl. § 1) ohne tieferes Eingehen auf die Differentialgleichungen
des Problems und die transcendente Gleichung zur Bestimmung
von ¢ die Abnahme der elektrischen Kraft mit der Tiefe richtig
ermitteln konnte.
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Numerisch liegen die Dinge in unserem ersten Beispiele
(und tiberhaupt im Grenzfalle 1, falls das Material Kupfer und
die Schwingungsdauer 7 = 109 ist) folgendermaassen: Nach
den Angaben des § 8 wird % ca. gleich 4800. Sehen wir also
von dem langsam verinderlichen Factor Jg/r ab, so konnen
wir sagen:

In der Tiefe von 9 — r = 1[480 mm betrigt die Amplitude
nur noch den e'* Theil des in der Oberfliche statthabenden
Werthes.

Eine kleine Rechnung zeigt ferner:

Auf den hundertsten, zehntausendsten, millionsten Theil ihres
Oberflichemwerthes ist die Amplitude bereits in einer Tiefe von
weniger als Y 00, 2li00r 2l100 mm herabgesunken.

Der Z-Componente der elektrischen Kraft ist die Com-
ponente der Stromstirke in Richtung der z-Axe proportional.
Von dieser gilt also die gleiche Aussage. Dasselbe Gesetz
regelt aber auch das Maass, in dem die Amplituden der EA-
und @-Componente mit der Tiefe abnehmen, da sich ja die
Grossen R und ¥ von Z nur um einen constanten Factor
unterscheiden. Letzterer ist ziemlich klein bei &', ziemlich
gross bei ¥, Wir sehen also:

Die radial gerichtete Componente der elektrischen Schwingung
ist im Innern des Drahtes kicin gegen die axial gerichtete, wihrend
die magnetische Kraft gross gegen diese Componenie ist. Die
Abnakme der Kraft mit zunehmender Tiefe erfolgt bei allen drei
Componenten in demselben, oben geschilderten Verhiltniss.

Der ganze Vorgang spielt sich also, soweit er iiberhaupt
merklich, sagen wir >1/100 des Oberflichenwerthes ist, in
einer ausserordentlich dinnen Oberflichenschicht ab. Die Dicke
d dieser Schicht berechnet sich aus der Gleichung %d = log 100
und ist etwa gleich 4,6/%.

Alle diese Schliisse sind ja allerdings aus den Naherungs-
formeln der Bessel’schen Function J(2) fiir grosse Argument-
werthe gezogen. Die Berechtigung hierzu folgt aus unserem
Resultat, wonach der Vorgang schon fiir sehr grosse Werthe
des Argumentes k,r, wo unsere Niherungsformeln noch sicher
mit grosser Genauigkeit gelten, so gut wie vollstindig erlischt
und kleine Werthe itberhaupt nicht in Betracht gezogen werden
brauchen.
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Auf den Grenzfall 2, wo ¢ % eine kleine Zahl war, diirfen
diese Resultate natiirlich nicht ausgedehnt werden. Nehmen
wir z. B. nur 9% < 4,6 so bedeutet dieses nach einer kurz
vorher gemachten Bemerkung ¢ < d. Die Oberflichenschicht
hat dann also mnicht Platz, sich frei zu entwickeln; es miissen in
der Aze des Drahies gegenseitige Beeinflussungen stattfinden,
welche den Charakter des ganzen Vorganges verdndern. Hierin
konnen wir einen plausibeln Grund dafiir erblicken, weshalb
im Grenzfalle 2 messbare Abweichungen der Kortpflanzung
von der Lichtgeschwindigkeit vorkommen.

2. Ganz anders wie im Innern liegen die Verhiltnisse
ausserhalb des Drahtes. Die fiir unsere Discussion wesent-
lichen Bestandtheile Z’, R’, ¥ der drei Kraftcomponenten sind
hier nach den Gleichungen (12), (16) und (21):

7 = i{ﬂ./w R = ico K/(Vm‘r)

Eyi=e.p V- Eik-c.9

Y= — ik o K’(]/k%—c*.r)

Vid — e E(Yi—c. )

Nun war, wie wir sahen, =, = ¢ J/4* — ¢? unter allen Um-
stinden (und zwar sowohl im Grenzfalle 1 wie 2) eine sehr
kleine Zahl, welche mindestens mit dem Factor 104 behaftet
war. Ebenso wird r J/A* — ¢ selbst dann noch als kleine Zahl
behandelt werden diirfen, wenn » bis hundertmal grésser als
¢ genommen wird. Infolge dessen werden wir unter der Vor-
aussetzung =100 ¢ die Naherungsformeln aus § 4, ¢ an-
wenden konnen und erhalten:

Z’Z—‘Oﬁ(l—LlOgg), R"‘-—_‘- teoal i, zp/__'”ﬁlﬂ‘Ll

—_— = 3
ki—ao? r El—c® r

wobei die Constante I zur Abkiirzung fur

72 __ o2 — 2iy
gesetzt ist und als das Reciproke des Logarithmus einer sehr
grossen Zah! selbst eine missig kleine Grosse bedeutet. Nehmen
wir den absoluten Betrag von 7, & und ¥, so bekommen
wir (bis auf den unwesentlichen Factor ¢*<) die Schwingungs-
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amplituden der betreflenden Componenten. Wir sehen nun
aus der Form der vorstehenden Ausdriicke:

Ausserhald des Drahtes nimmi die Amplitude mit wachsender
Entfernung von der Oberfliiche ziemlich langsam ab, nimlich bei
R und ¥ wmgekehrt proportional der FEntfernung, bei Z sogar
nur logarithmisch.

So sind z. B. in der Entfernung r = 100 ¢ die Amplituden
von B und & auf den hundertsten Theil ihres Oberflichen-
werthes herabgesunken; gleichzeitig rechnet man unter den
Verhiltnissen des ersten Beispiels unschwer aus, dass die Ampli-
tude von Z fiir r = 100 ¢ sogar noch ungefihr die Hilfte ihres
Werthes bei r = ¢ besitzt.

In sehr viel grosserer Entfernung vom Drahte treten natiir-
lich die exponentiellen Naherungsformeln fur grosse Werthe
des Argumentes in ihr Recht, welche eine schnellere Abnahme
der Amplituden bewirken. Indessen tritt dies erst fiir solche
Entfernungen von der Drahtoberfliche ein, fiir die der Vor-
gang ohnehin unmerklich geworden ist.

Diese Aussagen gelten auch noch im Falle unseres zweiten
Beispiels, des ,,Grenzfalles 2¢; nur wird hier das Gebiet
r=100¢, fir welches die vorstehenden Niaherungsformeln
aufgestellt waren, wegen des ausserordentlich kleinen Werthes
von ¢ auf die nichste Umgebung des Drahtes zusammen-
schrumpfen,

8. Von Interesse ist sodann das Grossenverhidltniss der
radialen elektrischen Componente 2 zu der axialen Z ausser-
halb des Drahtes. Die Amplitude von £ hat im Neunner den
ausserordentlich kleinen Factor |k? — ¢*| der bei |Z| fehlt.
Infolge dessen wird |Z| von |&| im allgemeinen ganz er-
heblich an Grosse iibertroffen werden. Z. B. berechnen wir
in unserem ersten Beispiele fiir 7 = o:

o L
18] = | | 2] = [T

.8,5.104,

=!a

Bekanntlich liefert das jeweilige Verhiltniss Z: 22 die
Richtung der durch den gerade betrachteten Punkt zu der
gerade betrachteten Zeit hindurchlaufenden elektrischen Kraft-
linie. Obwohl dieses Verhiltniss auch von der Phasendifferenz
der Z- und R-Schwingung sowie von der Zeit abhingt, so er-
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kennen wir doch schon allein aus dem Grissenverhiltniss der
Amplituden |Z| und |R|, dass Z:%& im allgemeinen sehr
klein sein, d. h. dass die Kraftlinien auf der Oberfliche des
Drahtes nahezu senkrecht stehen werden. (Allerdings giebt es
in jedem Intervall von der Linge !/, 4 eine Stelle, wo =0
wird, in deren Umgebung also die Kraftlinien einen sehr
kleinen Winkel gegen die Oberfliiche des Drahtes bilden. Aber
in unmittelbarer Nachbarschaft dieser Stelle richtet sich wegen
des tiiberwiegenden Werthes von |R| die Kraftlinie bereits
wieder nahezu senkrecht.) In unserem ersten Beispiele be-
tragt die durchschuittliche Abweichung der Kraftlinienrichtung
von der senkrechten Lage, wie man aus den zuletzt angege-
benen Zahlen leicht ersieht, weniger als 1. Nehmen wir hin-
zu, was oben iiher das Grossenverhiltniss der Amplituden von
Zund A im Innern des Drahtes gesagt wurde, so erkennen wir:

Nach aussen hin verlaufen die elektrischen Kraftlinien von
der Oberfliche des Drahtes aus durchschnittlich sehr nahezu senk-
recht, nach innen hin sehr nahezu toangential.

Dies gilt jedoch durchaus nicht mehr in dem Grenzfalle 2,
wo ¢k eine kleine Zahl war. So ist in unserem zweiten Bei-
gpiele, wo die Abweichung der Fortpflanzungs- von der Licht-
geschwindigkeit sehr erheblich war, auch von einer angenihert
senkrechten Lage der #susseren Kraftlinien gegen die Draht-
oberfliche keine Rede mehr, wie man leicht nachrechnen
kann.

4. Zur weiteren Veranschaulichung des Vorganges geben
wir in den Figuren 2 bis 5 eine graphische Darstellung der
Amplituden [Z|, |Z| und |¥| und der elektrischen Kraft-
linien im Anschluss an die numerischen Daten unseres ersten
Beispiels.

In den Figuren 2 bis 4 bedeutet die Abscisse den Abstand
r — ¢ von der Oberfliche des Drahtes. Dabei mussten wir
(wegen der ausserordentlich schnellen Abnahme der Kraft nach
dem Innern und der relativ langsamen Abnahme nach dem
Aeusseren hin), um deutliche Figuren zu erhalten, innerhalb
einen anderen Maassstab zu Grunde legen wie ausserhalb. In
der Zeichnung betriagt das Verhiltniss der Lingeneinheiten 104
sodass dieselbe Strecke, welche im Aeusseren (r > ¢)100 ¢
bedeutet, im Inneren (r < o) nur 1/100¢ darstellt.
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Ferner musste auch auf der Ordinatenaxe (wegen des ausser-
ordentlich kleinen Werthes von |Z|/| 2| und |Z|/|¥| im
Aeusseren des Drahtes) in Fig. 2 mit einem anderen Maass-
stab gemessen werden, wie in Figg. 83 und 4. Die Maassstabs-
verkleinerung beim Uebergang von Fig. 2 zu Fig. 3 und 4
betrigt abermals 10%

Die wahren Grossenverhiltnisse wird man hiernach er-
halten, wenn man die Figuren 2 bis 4 nach rechts hin von
r = o ab anf das Hundertfache auseinandergezogen, nach links
hin auf das Hundertfache zusammengeschoben, und wenn man
iiberdies Figg. 3 und 4 nach oben hin auf das Zehntausend-
fache gestreckt denkt. Darauthin wird man in den folgenden
Figuren unsere fritheren Angaben iiber den Verlauf der Kraft-
componenten wiederfinden,

B|w-"

12|

go_—‘:,-;—,(o rif r-@=w0p e'-r-,—,gaf e T 1000

Fig. 2. Fig. 3.

In Fig. 2 nimmt die Amplitude der Z-Componente ausser-
halb des Drahtes von » = ¢ bis » = 100 ¢ nur ungefihr um die
Hilfte ihres Werthes ab. Innerhalb des Drahtes dagegen sinkt sie
nach fritherem von » = ¢ bis ¢ — r = ¢ / 100 bereits bis auf den
zehntausendsten Theil, so dass die Curve hier bereits mit der
Abscissenaxe vollstindig zusammenfillt. Fiir r = g schliessen
sich die beiden Aeste » > ¢ und r < ¢ stetig aneinander, da
nach der Grenzbedingung die zur Drahtoberfliche tangentiale
elektrische Componente auf beiden Seiten gleich sein muss.

In Fig. 3 ist der das Aeussere charakterisirende Curven-
ast eine gleichseitige Hyperbel, entsprechend der oben gege-
benen Formel |R| = const./r. Fir r=100¢ betrigt die
Ordinate der Curve den hundertsten Theil der fiir » = o ge-
zeichneten Ordinate; fiir » = ¢ steht die Tangente nahezu
vertical. Der auf das Innere des Drahtes beziigliche Ast der
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R-Componente ist von absolut verschwindenden Dimensionen,
weil, wie wir sahen, im Innern | | klein gegen | Z| ist. Fiir r = ¢
schliessen sich die beiden Aeste durchaus nicht stetig anein-
ander an, was ja in der That bei einer zur Oberfliche senk-
rechten Componente nicht erforderlich ist. Den Sprung in den
Werthen von R beim Uebergang vom Aeusseren nach dem
Inneren kann man als elektrische Liadung der Drahtoberfliche
ansprechen.

In Fig. 4 verlauft die Curve fir » > ¢ ebenso wie in
Fig. 8. Fiir r < p dagegen erscheint die Curve gegen Fig. 3
soweit vergrossert, dass ein
stetiger Anschluss des Hus-
seren und des inneren Astes
in der Oberfliche des Drahtes
stattfindet. Auch hier ist die
Abnahme nach innen so stark,
dass beispielsweise fiir o — r
oTbe o reww0e = o [ 100 die Grosse der
Ordinate nur noch den zehn-
tausendsten Theil der Ober-
flachenordinate betrigt.

In Fig. 5 endlich haben wir den Verlauf der elektrischen
Kraftlinien in einer beliebigen, durch die Axe des Drahtes
gelegten Meridianebene dargestellt.

Man leitet diese, wie bereits Hertz?!) bemerkt hat, aus
der charakteristischen Function I7 am bequemsten folgender-
maassen ab. Nach Gleichung (5) und (6) kénnen wir schreiben:

(72 10-*

Fig. 4.

14 61l B— 166H

4=¢57r—87’ T dx ar’

mithin haben wir:

7P oIl
A/R—_’_ /6% 8r

Die Richtung Z/R, d.i. die Richtung der elektrischen
Kraftlinien, stimmt hiernach iiberall iiberein mit der Richtung
der in der gerade betrachteten Meridianebene verlaufenden
Curven (0 II/07) = const. Auf Grund der Gleichungen (9),

1) H. Hertz, Ges. Werke 2. Abh. 9. p. 150. 1888.
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(16) und (21) sind also die Kraftlinien zu einer bestimmten
Zeit ¢, innerhalb bez. ausserhalb des Drahtes gegeben durch:

P e e 2mitin s 2aiar ez " J’(ng_ozm}=const.

) 1 VEi—¢ J(VkL—c.9)
ez.
ri)fe‘IgZJtitn/t+2niz/).+x: o K’ﬂ//c%—cg-ﬂ = const.
Vi — ¢t K(Yk?—¢cg)

Setzt man hier fir die Bessel’schen Functionen die ge-
eigneten Naherungsformeln ein, so gewinnt man, allerdings
nicht ohne einige z
Weitlaufigkeit, das
nebenstehende Kraft
liniendiagramm, wel-
ches wiederum den

numerischen Ver-

haltnissen des Bei-
spieles 1 entspricht.
Auf der Ordinaten-
axe und den ausser-
halb des Drahtes ge-
legenen Partien der
Abscissenaxe ist mit
demselben Maass-

stab, dagegen auf
dem nach innen ge- - T
richteten Theile der ¢ ¢ e rene
Abscissenaxe mit Fig. 5.

einem um 10-4 verkleinerten Maassstabe gemessen. Trotz der
sich hieraus ergebenden sebr starken Vergrdsserung der Figur
in Richtung des Drahtradius sieht man die Kraftlinien im
Tnnern des Drahtes als ziemlich flache Einstiilpungen verlaufen,
die zwischen je zwei Kraftlinien von annihernd geradliniger
Gestalt eingebettet sind. Die letzteren schliessen mit der z-Axe
Winkel ein, dessen Tangente in Wirklichkeit nur !/,,,,., einen
bei der Wahl unseres Maassstabes also 1/2’3 betragt. Der
in Richtung der z-Axe gemessene Abstand je zweier solcher
Kraftlinien betrigt eine halbe Wellenlinge. Aus dem ausser-
ordentlich flachen Verlauf dieser Geraden erkennt man bei-
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lyufig, wie schnell die Phase der Schwingung mit dem Ab-
stande von der Oberfliche wechselt. In der That gelangt man
nach dem Passiren jeder dieser Geraden in ein Gebiet, in
welchem die umgekehrte Phase herrscht wie vor demselben.
Da die Welle in Richtung der negativen z-Axe, d. h., in der
Figur von oben nach unten fortschreitet, so haben die Kraft-
linien, wie wir sagen konnen, im Innern des Drahtes die
Tendenz, hinter der Wellenfront an der Oberfliche zuriick-
zubleiben.

Unsere Figur zeigt ferner, dass die nach aussen verlaufende
Kraftlinien, wie schon mehrfach bemerkt, auf der Drahtober-
fliche sehr nahezu senkrecht stehen. (In der Fig.5 ist sogar
die Abweichung von der senkrechten Richtung noch etwas
itbertrieben.) Die Abweichung findet in dem Sinne statt, dass
die Kraftlinien ausserhalb gegeniiber den an die Drahtober-
fliiche anstossenden Partien etwas voranzueilen scheinen. Auch
in sehr grossen Entfernungen von der Drahtoberfliche, welche
hier nicht mitgezeichnet sind, betrigt die Abweichung von der
senkrechten Richtung wenig mehr, wie in der Nihe des Drahtes.
Auf jede halbe Wellenlinge kommt eine Kraftlinie, welche
sich ins Unendliche verliert, ohne zu dem Drahte zuriickzu-
kehren. Die #brigen schliessen sich paarweise zusammen,
wobei sie im allgemeinen einen sehr weiten Weg machen. In
der Figur konnte auf jedes Intervall /2 nur eine Kraftlinie
gezeichnet werden, welche innerhalb des Gebietes 7—¢o < 1009
umbiegt und zum Drahte zuriickkehrt. Der von dieser Linie
umschlossene, Husserst schmale Streifen ist von ahnlich ver-
laufenden Linien durchfurcht zu denken. Im allgemeinen
kénnen die Kraftlinien ausserhalb des Drahtes als Aus-
stiilpungen beschrieben werden, welche entweder sebr lang,
oder, wie die zuletzt genannten, sehr schmal sind.

Die magnetischen Kraftlinien verlaufen offenbar in Kreisen
um die Drahtaxe herum,

Das ganze Kraftliniensystem schiebt sich natirlich mit
der etwas unterhalb der Lichtgeschwindigkeit gelegenen Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit ¥ unter unwesentlichen, nur durch
die ortliche Dampfung hervorgerufenen Gestaltsverinderungen
lings des Drahtes fort.
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§ 13. Resultate und anschliessende Desiderata.

Wir haben im Vorstehenden die Fortpfanzung und Ver-
theilung einer periodischen und harmonischen elektrodynami-
schen Storung in der Umgebung eines beiderseits unendlichen
Drahtes von geradliniger Axe und kreisformigem Querschnitt
studirt. Die Differentialgleichungen fir die elektrischen und
magnetischen Kraftcomponenten im Innern und Aeussern des
Drahtes liessen sich leicht integriren und fiihrten auf Bessel'-
sche Functionen. Wenn wir die Moglichkeit einer die Licht-
geschwindigkeit ibertreffenden Fortpflanzung ohne Diampfung
ausschlossen, welche eine im Experiment nicht vorhandene
radiale Energiezufuhr aus dem Unendlichen voraussetzen wiirde,
so lieferten die Oberflichenbedingungen eine transcendente Glei-
chung, deren Wurzel die Wellenlinge 42 (und damit zugleich
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 4/7) der Drahtwelle, sowie
die Constante der ortlichen Dampfung » in der complexen
Verbindung (27 /i) — ¢x bestimmte. Die Discussion dieser
transcendenten Gleichung machte es nothig, zwei Hauptfille
zu unterscheiden, je nachdem die Zahl ¢ % (o-= Drahtradius,
k=2a7}Culr, C= elektromagnetisch gemessene Leitfshig-
keit, u = Magnetisirungsconstante, = Schwingungsdauer) gross
oder klein war. Der erste Fall tritt bei metallischen Leitern
in der Regel ein, namlich immer dann, wenn die Schwingung
nicht zu langsam erfolgt und der Draht nicht zu diinn ist.
In beiden Fillen liess sich die urspriinglich sehr complicirte
transcendente Gleichung so vereinfachen, dass sie durch einen
zwar nicht abbrechenden, aber schnell convergenten Process
gelost werden konnte. Im ersten Falle entsprach die Lisung
den allgemein verbreiteten Vorstellungen iiber die Natur der
Drahtwellen: Die Abweichung der Fortpflanzung von der
Lichtgeschwindigkeit, sowie die Dimpfung der Welle beim
Fortschreiten lings des Drahtes waren sehr gering, und zwar
um so geringer, je grosser gk war. So ergab sich bei einem
Kupferdraht von 4 mm Dicke und einer Schwingungsfrequenz
von 10° pro Secunde, dass die Drahtwelle hinter der Licht-
geschwindigkeit nur um 8 km zuriickblieb und dass sie erst
nach 1!/, km Weges auf den et Theil ibres Werthes ge-
dampft wurde. Im zweiten Falle dagegen konnte die Ab-
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weichung von der Lichtgeschwindigkeit sehr erheblich werden;
gleichzeitig wurde auch die Dimpfung viel stiirker, beides in
um so hoherem Grade, je kleiner ¢/ war. Z.B. wurde bei
einem Platindraht von %/, mm Durchmesser und bel einer
Schwingungsfrequenz von 3. 108 pro Secunde die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit nahezu gleich drei Viertel der Lichtgeschwindig-
keit und die Diampfung so stark, dass sie die Schwingungsampli-
tude schon nach einem Wege von 17 cm auf den et Theil
reducirt. Natiirlich giebt es zwischen den Fillen 1 und 2
eine continuirliche Folge von Uebergingen. Auch die Ver-
theilung der elektrischen und magnetischen Krafte entsprach
im Falle 1 und widersprach im Falle 2 den dariiber verbrei-
teten Vorstellungen. Im Falle 1 nehmen die Krifte von der
Oberfliche aus nach innen hin sehr rasch ab. Der ganze
Vorgang, soweit er nicht unter den hundertsten Theil der
Oberflachenintensitat herabgesunken ist, spielt sich in einer
Schicht von der Dicke 4,6/%, d.i. bei Kupferdraht und einer
Schwingungsfrequenz von 10° pro Secunde, in éiner Schicht
von der Dicke <« !/, mm ab. Nach aussen hin nehmen die
Krafte ziemlich langsam ab. Im Innern stehen die elektrischen
Kraftlinien nahezu tangential, im Aeussern fast genau senk-
recht zur Drahtoberfliche. Im Falle 2 dagegen kann sich die
genannte Oberflichenschicht, weil der Draht zu diinn ist, nicht
frei entwickeln. Die Kraftlinien verlaufen nach aussen hin
anch nicht nidherungsweise senkrecht zum Drahte.

In allen Fillen, wo ¢ % gross ist, konnten wir sonach die
bisher durch Theorie und Experiment gewonnenen Anschauungen
bestitigen, bez. durch genaue numerische Angaben pricisiren.
Gleichzeitig konnten wir durch Betrachtung der Fille, wo ok
klein ist, die Grenzen fiir die Richtigkeit dieser Anschauungen
festlegen.

Zum Schluss mdgen eine Reihe hier nicht erledigter Fragen
namhaft gemacht werden.

1. Wiahrend wir einen einzigen unendlich langen Draht
voraussetzten und uns um die Zuriickleitung der Welle nicht
kiitmmerten, benutzt man im Kxperimente zwei parallele Drihte,
welche durch eine Briicke verbunden sind. Den EKinfluss dieser
Anordnung auf Fortpflanzung und Dampfung mathematisch
exact festzustellen, diirfte sehr schwer sein. Am ehesten
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mochte dieses angehen, wenn man den Draht als Parabel ge-
bogen annimmt. Je nachdem man dann den Parameter der
Parabel gross oder klein voraussetzt, erhilt man den Fall
eines einzigen oder zweier in geringem Abstande parallel
laufender Drahte.

2. Die Stelle, an welcher die Wellen erregt werden, ein
etwaiges freies Ende des Drahtes, ein in das Feld gebrachter
Resonator wiirden Storungen hervorrufen, von denen wir hier
abgesehen haben und deren exacte Behandlung neue und zum
Theil sehr erhebliche mathematische Schwierigkeiten bereiten
wiirden.

3. Wiithrend wir lhier ausschliesslich periodische Zustinde
hetrachteten, kénnte man andererseits nach dem Ablauf einer
einmaligen Stérung fragen, oder man konnte allgemeiner die
aus einem beliebig vorgeschriebenen Anfangszustande der elek-
trischen und magnetischen Kraft resultirenden Vorginge unter-
suchen. Z. B. liesse sich so das allmihliche Entstehen eines
stationéren elektrischen Stromes im einzelnen verfolgen. Die
Schwierigkeit wiirde hierbei weniger in der Aufstellung hin-
reichend allgemeiner Formeln, als in deren Discussion und
tibersichtlichen Zusammenfassung liegen.

4. Neben den metallischen wird man auch flissige Leiter
(z. B. Schwefelsiure in einer diinnen Glasrdhre) zu behandeln
wiinschen. Es scheint, dass sich diese nicht unter einen der
hier unterschiedenen heiden Hauptfille einordnen, sondern fiir
die Discussion unserer transcendenten (3leichung neue Verbalt-
nisse schaffen.

5. Umgiebt man den metallischen Draht statt mit Luft
mit einem anderen Dielektricum oder auch mit einem schlechten
Leiter, so gelten unsere Formeln im wesentlichen unge-
indert fort,

6. Wir haben nur bewiesen, dass unsere transcendente
Gleichung in ihrer urspriinglichen Gestalt stets eine, aber
nicht, dass sie nur eine brauchbare Wurzel besitzt, und haben
tberhaupt keinen Kindeutigkeitsheweis erbracht. Der Ver-
gleich mit den akustischen Schwingungen lisst es nicht ganz
ausgeschlossen erscheinen, dass neben dem hier gefundenen
noch andere Werthe der Wellenldnge existiren kdnnten oder
dass eine den freien Schwingungen der Alkustik analoge Be-
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wegung sich den hier betrachteten erzwungenen Schwingungen
iberlagern konnte.

7. Kine experimentelle Bestitigung der Differenz zwischen
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Drahtwellen und der
Lichtgeschwindigkeit scheint in den bisherigen Beobachtungen
nicht vorzuliegen (vgl. die Bemerkungen von p. 277 iber die
Becbachtungen von Sarasin und de la Rive). Es kann aber
kein Zweifel sein, dass eigens zu diesem Zwecke angestellte
und von der Theorie geleitete Experimente die Voraussagungen
der Theorie bestitigen miissen.

Clausthal, im November 1898.
(Eingegangen 22. November 1898.)



