
lieber die Integration der hydrodynamischen
Gleichungen.

(Von  A,  Clebsch zu Carlsruhe.)

§. 1.

In einem frühem Aufsätze (dieses Journal, Bd. 54, p. 254) habe ich
ein Theorem entwickelt, welches die Integration der hydrodynamischen Glei-
chungen für die stationäre Bewegung zurückführt auf ein System von zwei
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung; oder auf die Aufgabe, ein
gewisses Integral zu einem Minimum zu machen, bei welchem die zu in-
tegrirende Function die lebendige Kraft darstellt. Dies wurde erreicht, indem
die Geschwindigkeiten durch zwei neue Functionen ausgedrückt wurden, welche
Constanten gleich gesetzt, Integrale der hinzutretenden gewöhnlichen Differential-
gleichungen waren, und die Continuitätsgleichünr identisch erfüllten. Die Aus-
dehnung dieses Verfahrens auf den Fall der nie- stationären Bewegung führte
zu sehr verwickelten Gleichungen, welche keine Zurückführung auf ein Pro-
blem der Variationsrechnung gestatteten.

Indefs habe ich gefunden, dafs auch dieser allgemeine Fall immer auf
ein solches Problem zurückgeführt werden kann, und zwar auf das Integral
einer Function, welche sich von der lebendigen Kraft nur um ein hinzutreten-
des Glied unterscheidet. Die Substitution, welche zu diesem Resultate führt,
ist eine wesentlich andere als die in dem erwähnten Aufsatz angewandte.
Aber beide haben dies gemein, dafs sie die Bestimmung des Druckes von
der übrigen Behandlung der Aufgabe sondern, und auf Gleichungen fuhren,
welche, indem sie von den äufseren Kräften unabhängig sind, Bewegungen
allgemeinster Natur darstellen, deren eine Flüssigkeit fähig ist; endlich, dafs
die angewandten neuen abhängigen Variabein, Cojistanlen gleich gesetzt,
Integrale des hinzutretenden Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen bil-
den. Während aber jene Substitution für die stationäre Bewegung auf zwei
partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung führte,  kommt  m  dem  vor*
liegenden  Falle  das  Problem  zurück  auf  drei  Differentialgleichungen,
von  denen  zwei  von  der  ersten,  eine  von  der  zweiten  Ordnung.
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2  Clebschj  ber  die  Integration  der  hydrodynamischen Gleichungen.

Die angewandte Substitution kn pft an die gew hnliche Methode an,
die hydrodynamischen Gleichungen zu behandeln. In der That macht man
gew hnlich die Annahme, dafs der Ausdruck

ein vollst ndiges Differential ein soll. Aber wie auch die t*,  v,  w beschaffen
sein m gen, stets l fst dieser Ausdruck sich auf ein zweigliedriges Differential
zur ckfuhren, d. h. auf die Form

woraus sich die Gleichungen ergeben:

dq> ,  dty
U = -Z-J-fit-^,da: '  οχ

θφ é  Bty
v = -JZ-4-m·^,

dy '  By
θφ é  Btyw =  ^tm—,
dz ' è»

welches eben die angewandten Substitutionen sind, Ich bemerke , dafs die-
selben in einer gewissen Beziehung zu der Betrachtung der von  Helmholte
(dieses Journal, Bd 55, p. 25) in die Theorie eingef hrten Wirbelbewegungen
stehen. Die Geschwindigkeiten sondern sich hier in einen Iheil, der durch
entsprechende Differentialquotienten  einer Function dargestellt wird, und in
einen zweiten, der diese Darstellung schlechterdings nicht zul fst. Jene Wir-
belbewegungen nun h ngen allein von diesem zweiten Theil ab, d* h. von
den Functionen  m,  ψ. Denn wenn man nach den dort (Form. 2) gegebenen
Gleichungen  die Rotationsgeschwindigkeiten eines Fl ssigkeitstheilcliens bildet,
so hat man:

dm è dm è

o _ 9m  θψ  dm
' dz  Bz  QJC *

dm  &ψ  dm  Βψ

wo die Function  φ ganz verschwunden ist.

*) Beil ufig ergiebt sich hieraus das Verfahren, um, wenn  u9  v9  w irgend gegebene
Functionen sind, dem Ausdruck  udx\vdy^wdz die Gestalt  d<p^mdi/j zu geben. Es
sind m, ø, wie aus dem P/W/fschen Problem sonst bekannt, nach den obigen Gleichungen
Integrale der Gleichungen:

.  ,  ,  Bv  Bw  3w  du  Bu  θυ
(i S* * U V * ÏV """** r ····-' i" J.-' · »rr-. á é im.. ·.· · · · r. · . j-.-— - .

é  Bz  By * BJC  Bz  By  BJC
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Clebschj  über  die  Integration  der  hydrodynamischen  Gleichungen. 3

Ich wende mich zunächst zu einem allgemeinem System van Glei-

chungen, welches analoge Eigenschaften mit dem System der Hydrodynamik

aufweist.

§. 2.

Es sei das System von Gleichungen gegeben:

dO

4Ü = JiL^^^iL^^^L^..^  8"

dV  dut  ,  dUj  ,  dui .
ÖJT, öi '  *  Qx ' £ ö^ '

ÖJT2n *4 ' 2f* ÖJ72»

/-n -\  du Ötl, CW2»

denen sich die gewöhnlichen Differentialgleichungen anschliefsen sollen:

_ _ _
·>  ~dt~>  ~dT — " ' · · "~-2*·

Die Gleichungen (1.) lassen sich in einer symbolischen Form zusam-

menfassen; nämlich, wenn unter dem Zeichen $ nur die x, nicht aber / als

Da der Multiplicator der Gleichungen l ist, so kann man aus  einem Integral das
zweite  m durch das Princip des letzten Multiplicators finden. Alsdann aber ist wirklich

Ö£ _  die __  dm  & _  dm
dz  dy ."~  dz  dy  dz  dy

und wird daher wirklich ein vollständiges Differential. Aber genügt der Differential-
gleichung

Ö£ __ dw\d(p  <(dw  du\dq>  *  ( du  dv\d(p
~  dy/  Bx +Vöor  dz)  dy^^dy  dx ) dz

dw\.  f d i v  du\  .  ( du  dv
zr-J+^C·^1 --- 5~-JTt(?V"5Z --- 5~~dy/1  \dx  dz/1  \dy  dz

Führt man hier statt x, y, z als neue Variable  m,  ; & ein, so erhall man durch In**
tegration :

dw  du\,  /du

(vgl, Jaeobi, Math. W. Bd. L p. 144).
l*
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4  Clebsch,  ber die  Integration  der  hydrodynamischem  Gleichungen.

ver nderlich betrachtet werden:

(4.) ßÃ_.*ß.,(£ + .*«

oder auch, wenn man
(5.) 2T=

setzt, in der folgenden:

(6.)  9<y T) = ^ *
Bemerken wir nun, dafs man dem Ausdruck:

n dx -j-tii AFX -f- · · · #2» <

immer die »nachstehende Gestalt geben kann:

so werden wir darauf gef hrt, f r die ti die Substitutionen zu machen :

« =
Ë Ë

Mit H lfe dieser Substitutionen stellen sich zun chst die Ausdr cke -^ --- ~--
d^i  d^i

als Summen von Determinanten dar, n mlich,

Wenn man aber diesen Ausdruck mit der Determinante éé,-Ëô^ — u^dx^ multi-
plicirt, und sodann nach  k,  i die Summe bildet, so erh lt man nach bekannten
S tzen :

l ^mr V,v l &mr À~. lé ~÷ ~—--Ã···* "3—vx4x—óá?!-]-···
O'iiC' ÏË* OJC* C7«Jf

C/f r \ QPr é QPr V l  u(pr n é

Ë <r» é * Ë ô* é JC* JC"

Hieffir kann man mit Ber cksichtigung der Gleichungen (3.) die
k rzere Bezeichnung anwenden:

' rfmr m r '

Setzen wir dies nun in die Gleichung (6.) ein, so vereinigt sich die Summe
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Clebsch,  ber  die  Integration  der  hydrodynamisch

mit dem Tbeile

*n  Gleichungen.

der obigen Summe,  zu der vollst ndigen Variation des Ausdrucks

und die Gleichung (6.) nimmt demnach folgende Gestalt an:

(8.)

Diese Gleichung aber enth lt auf der rechten/Seite nur 2n Variatio-
nen  dm,  δφ, w hrend in der linken Seite 2»-f-l Variable o? variirt werden.
Es mufs also der Ausdruck, welcher links variirt ist, iine willk rliche Function

der 2n-f-l Argumente φ, m, t sein; und indem wir die/Bezeichnungen -=-5 -77-

wieder aufl sen, k nnen wir folgendes Theorem aufsprechen:

S a t z 1.
Die Gleichungen (1.)» (2.)  lassen sich  durch das System  ersetzen:

(9.)

du _l.  Vl*l | l/«*2» _ r ^ Ë

JF '  djCi ' JT2» '

èö é Ïö« é ÏÖ» é ÏöË
l l ^«A. I l l ÁËË » * l »ËË * **

tindf  wo  Π  eine  willk  rliche  Function  von  t> öç ...  <pn, m19 ...  mn

bedeutet.
Dieses System  enth  lt 2n Gleichungen der  ersten,  eine der zwei

ten  Ordnung.  Nachdem  es  integrirt,  ergeben  sich  die  u  von  selbst
aus  obiger  Gleichung;  V  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung:

(ßï.)  ν =
Die Gleichungen (3.) endlich kommen zur ck auf das System:

Ð1 l d<fr _ 77' m dmr _ n'to*· ^  ^T — — r9 !̂Ã — ΙΛ  Ψ**

Das  fehlende Integral  des Systems (3.),  welches eine Gleichung mehr
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6  Clebsehj  übet  die  Integration  der  hydrodynamischen  Gleichungen.

als  das  vorliegende  enthδlt,  giebt  das  Princip  des  letzten  Multipli*
calors.

v Diesem Theoreme kann man das folgende hinzufügen, welches sich
ohne Weiteres verificiren läfst:

S a t z 2.
Die  Gleichungen (9.)  machen  das  Integral

l  V dx dxl...  dx<tn dt

zu  einem  Maximum  oder  Minimum,  V  durch  die  Gleichung (10.)
ausgedrückt  gedacht.

Diese Gleichungtn enthalten eine willkürliche Function Tl. Inzwischen,
da man annehmen darf, dafs die Integrale eines Systems von  2n Gleichun-
gen der ersten und einer Gleichung der zweiten Ordnung, an sich ebenso
viel Willkürlichkeiten enthalten müssen, als die Integrale eines Systems von
2n-j-2 Gleichungen erster Ordnung; so scheint es dafs die Gleichungen (9.),
in welche aufserdem noch eingeht, mehr Willkürliches mit sich führen,
als der Natur der Aufgake nach zulassig ist. Dieser Ueberschufs von Will-
kürlichem darf daher auf die abhängigen Functionen des ursprünglichen Pro-
blems keinen Einflufs ausüten; er mufs aus den Ausdrücken von V, u, n l9... t/2„
verschwinden. Ich werde nun i» der Thai zeigen,

daß  es,  ohne  die Allgemeinheit  der  Werthe  van  V,  u, u^ ... ti2e  zu
beeintrδchtigen,  erlaubt  ist,  die Function  gleich  Null  zu  setzen.

§. 3.
Die Gleichungen (11.) haben die canonische Form, welche bekannt-

lich es erlaubt, den Integralen dieser Gleichungen eine entsprechende Form
zu geben, und dieselben auszudrücken durch die vollständige Lösung einer
partiellen Differentialgleichung. In der That, man kann stets eine Function  (W)
von  t, 9?!, 2, ... und von n Conslanten 19 2, ...  an so bestimmen,
dafs

= _ '00^

(12.)

die Integrale der Gleichungen (li.) sind, während die neue Consfanten
bedeuten; und man hat ferner
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Clebsch;  über  die  Integration  der  hydrodynamischen  Glekhmtg&i,. 7

woraus die für  W bestehende partielle Differentialgleichung hervorgeht, wenn
man aus die  m mit Hülfe der ersten Gleichungen (12.) eliminirt.

Man kann nun offenbar statt der Fanction die eine gleiche Will-
kürlichkeit enthaltende Function  (W) in die Rechnung einführen; wo nur,
sobald man von den gewöhnlichen Differentialgleichungen zu den partiellen
übergeht, die 0, nicht mehr als Constante, sondern als Functionen von

t  x>  xn  ·*· ·  x*n zu betrachten sind. Und zugleich kann man auch statt der
w, sich diese Functionen  a,  a in die Gleichungen als abhängige Variable
eingeführt denken; wo denn auch in  (W) die durch diese Functionen zu
ersetzen sind. Sehen wir, wie sich die Functionen  V,  a durch diese neuen
abhangigen Variabein ausdrucken.

Wenn man die Gleichungen (12.) in die Ausdrücke der ?i einführt,
so gehen dieselben zunächst über in:

U —
* ~

Bezeichnen wir aber durch  W die Function (JF), wenn wir sie als Function
der i,  x, #!, ... #2» betrachten, so ist offenbar:

BW _  (8W\  \fdW\  , , , fdW\  da,  ifSW\  Saz ,
a^7  —\^J^T\^J^+"^\^J^T\^^

und man kann also, wieder mit Hülfe der Gleichungen (12.), den obigen
Ausdruck von  u auch durch den folgenden ersetzen:

^ . +W^ öflt , « . dan(14.) uk = _^_ + «1 .̂ + «2^_+...« _.

Bemerken wir noch, dafs auch

_
dt  T d t p i  M TVö^/-äTT Tä^-ärTaa, / dt

so geht der Ausdruck

in den folgenden aber:

Daher nimmt die Gleichung (10.) unmittelbar die Gestalt an:

(15.) F =
a«,
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8  Clebsch)  über  die Integration  der  hydrodynamischen  Gleichungen.

Vergleichen wir jötzt die Gleichungen (14.), (15.) mit den Gleichun-
gen (7.), (10.)· Man sieht sogleich, dafs nur an die Stelle von die Function
<p\~W getreten ist; an die Stelle der  m aber die  a, an die Stelle der
die  a; endlich, dafs die Function verschwunden ist. Da nun ferner den
Gleichungen (11·) offenbar die folgenden entsprechen:

dar  dar

welche, aufgelöst, Gleichungen ergeben, die den Gleichungen (9.) vollständig
ähnlich sind; so sieht man ein, dafs das jetzt erlangte reducirte Problem sich
von dem in dem Satz 1. enthaltenen nur dadurch unterscheidet, dafs die
Function gleich Null gesetzt ist, und dafs an die Stelle der Buchstaben  (p,
m andere getreten sind. Aber zugleich werden die gewöhnlichen Differen-
tialgleichungen integrabel; und indem wir also zu den frühern Bezeichnungen
zurückkehren, können wir folgendes Theorem aufstellen:

S a t z 3.
Die Gleichungen (1.), (2.) kφnnen ersetzt  werden  durch das System

dmr j  dmr ,  dmr ,  dmr n
U H j- Ui -3 l· · · · tl„n 3 = 0,

Ot ^ ' ' OJCt ' ÖJ72»

„£2iL4. t t.^PL-L...M. i^L = O(17.) dt
l ** u'^r L «i- H- II JL -r l· · · · ||21 öjr4 '

dx
j t/Wj t/1*2» _ f\

Von  diesen Gleichungen  sind  zwei  von der  ersten,  eine von der zwei
ten  Ordnung.  Nachdem  sie  integrirt  sind9  ergeben  sich  die  u  aus

Formel,  V  aber  aus  der  Gleichung:

und  die  Gleichungen (3.)  haben  zu  Integralen  die  Gleichungen:

(19.)  mr  — Const. ,  (pr = Const.,

zu  denen  ein  letztes  Integrßl  tritf,  welches  aus den Gleichungen (3.)
und (19.)  mit  Hülfe  des  letzten  Muliplicators  gewonnen  wird.
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Clebsch*  über  die Integration  der hydrodynamischen  Gleichungen. 9

Hierdurch also ist das vorgelegte System zurückgeführt auf ein anderes, wel-
ches nicht mehr Willkürlichkeiten in seiner allgemeinen Lösung enthält als
jenes; und welches die Eigenschaft hat, die Integrale der hinzutretenden ge-
wöhnlichen Differentialgleichungen ohne Weiteres zu ergeben. — Man fügt
leicht das folgende Theorem hinzu:

S a t z 4.

Die  Gleichungen (17.)  machen  das  Integral
/*(2n+2)

zu  einem  Maximum  oder  Minimum,  wo  V  durch die Gleichung (18.)
ausgedrückt  zu  denken  ist.

§.4.

Es bleibt nichts übrig, als die erlangten Resultate nunmehr für den
Fall der Hydrodynamik auszusprechen, für welchen n = l ist. " Sei  U die
Kräftefunction,  p der Druck,  q die Dichtigkeit, so hat man demnach folgen-
den Satz:

S a t z 5.
Die  Gleichungen

du t  du  du  du

ta-
(20.)

dv  8w ^
' "37 '  dz ~

Aufgabe  zurückführen,  das  Integral

zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen, wo

t"·) f- = + - » + : i ±

52rti  setzen  ist,  und  für  die  u,  $9  w  die  Ausdrücke  gelten:
Journal für Mathematik Bd. LVI. Heft 1. 2
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10  Clebsch,  ber die  Integration  der  hydrodynamischen Gleichungen.

•
. - +.

θφ , èø
M? = -s^+ W-s2-

02 ' S

Integrale  der  Gleichungen

werden dann:
(23.) m = Const.,  ψ — Const.

und  ein  drittes,  welches  die  Theorie  des  letzten Multiplicators  ergiebt.
Die Gleichungen, auf welche die Aufgabe zur ckkommt, werden hiernach:

Ë  dm , / dm θφ  }  dtn  θφ ,  dm  θφ \ , / dm  dty ,  dm  θψ , m t// \
II ' " " _ l. .. L.. l ———· - l '· ··' l ' " l·" l l · j ·· Jjfc l ———— · —4 · · . . l L l

Ά "l· l \ Ë Φ  fjjf?  uY (jY C/S  u2i  * N o  IC  C^^K r9v  fjV  f^^1 Ë?" ÷y

ι _L m  JL , t
" " dj « " " » "

a

Es ist sehr leicht von diesen Gleichungen, f r den station ren Zustand, zu
denjenigen berzugehen, welche ich an dem angef hrten Orte entwickelt
habe; indem man nur bemerkt, wie aus der im Anfange des §.3 aufgestell-
ten Betrachtung sich ergiebt, dafs man nur  eines der w, ψ von  t vollkommen
frei annehmen darf, w hrend das andere von der Fori  tf\F ist.

Ich bemerke nur noch, daf^ die Gleichung (21.) die der lebendigen
Kraft ist; in einer sehr bekannten Gestalt, wenn man, zu der gew hnlichen
Annahme zur ckkehrend,  m verschwinden l fst.

Berlin, den 1. M rz 1858.
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