
Ueber die Vieltheiligkeit der ebenen a lgebraischen Curven. 

Von AxEL Fi~,aNACK ill Leipzig, 

Die Frage, aus wie vielen yon einander versebiedenen reellen Ziigen 
eine Curve n ter Ordnung mit oder ohne Singularit~ten hSchstens zu- 
sammengesetzt skin kann, ist~ wie kS seheint~ bisher nieht aufgeworfen 
worden; jedenfalls fiadet sieh~ soweit mir die hierher gehSrige Litteratur 
bekannt ist~ eine Beantwortung derselben nur ffir einzelne Fiille. Bei 
der Classification der Carven naeh ihrem Gesehlechte trat zun'~ehst die 
Eigensehaft gleieh zu Tag% dass alle Curven yore Geschlecht: 1)-.~-.0 (yon 
Cayley  Unikursaleurven benannt), falls sie tiberhaupt reell sind, nut 
eine~ Zug besitzen, wohei die Siugularit~ten (vielfache Punkte, bez~ig- 

lieh vielfaehe Tangen4en), aueh wenn sic isolirt vorkommen, nieht als 
Ziige geziihlt werden. Diese Eigensehaft liess sieh aus der ratioaale'n 
mad eiudeutigen Darstellung der Curve vermit~els~ eiaes Parameters 
ohne Weiteres erschliessen*). Die Unters.ukhung der Curven drifter 
0rdnung hatte sehon friiher zu dem Resultate gefiihrt~ dass hier nieht 

mehr als zwei getrennte Ziige auftreten~ ein Satz, der sieh vermSge 
der eindeutigen Beziehung, welehe zwischen Curven gleichen Ge- 

schteehtes besteht, oder~ was in diesem Falle alas n~mliehe besagt, 
vermSge der Darstellbarkeit aller dieser Curven durch elliptisehe Func- 
tionen leieht dahin erweitern t:,isst, dass alle Curwm yore Geschlecht: 

p - ~  1 hSchstens zwei yon einander versehiedene Zfige besitzem Aaeh 
ist bekaunt, dass die allgemeine Curve vierter Ordnung yore Geschlecht: 

10 ~ -3  aus vier gesonderten Theilen zusammengesetzt sein kann. 
Es ist nun der Zweck dieser Note~ naehzuweisen, dass ein gleich 

einfaches Gesetz ffir Curven beliebigen Gesehlechtes gilt, demgemiiss 

due Curve yam Geschlecht 1~ hie mehr als 1o -~- I !~etrennt w~rZaufende 

*) Dass diese rationale und eindeutige Dar~tellung des Curvenelementes x 
dutch einen Para~aeter 1 zugleich zu einer weehselseitig eindeutigen gemacht 
werdea kann, so dass die W2rthe Yon x dutch eine continuirliche &ufeinander- 
folge aller Werthe yon ~t im kllgemeinen eindeutig erha[tea werden, ist neuer- 
dings yon Lfiroth n~chgewiesen worden. Math. Ann. Bd, IX, p. 163. 
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Ziige enthiilt, sodann aber zu zeigen, class auch wirklich, fiir jede Ge- 

schlechtsza~d p, Curven mit p-~- 1 Ziigen existiren. Die Methode, welche 
bei d~eser Darstellung zur Anwendung kommen wird, grtindet sieh, 
entspreehend der Definition der Curve durch eine algebraische Glei- 
chung mit reellen Coeffieienten, austehliesslich auf das Bezout'sehe 
Theorem und auf die nach den Untersuehungen yon v. S taud t  und 
MSbiut  gel~iufige Unterseheidung der algebraisehen Curvenzfige ia 
~aare und unpaare. 

Unter einem volZstfindigen Zuge wird im Folgenden die Gesammt- 
heit aller der Theile zu verstehen seiu~ deren Durchlaufen nothwendig 
ist~ um yon einem Punk~e des Zuges nach Ueberschreitung anderer 
Punkt% und zwar eines jeden im Allgemeinen nur einmai, zu dem 
Ausgangspunk~e zuriickzukehren, mag dana auch dieter Zug im End- 
lichen in verschiedene Aeste zerrissen erscheinen~ wie z. B. bei der 
Hyperbel. Dabei muss ferner betont werdea, dass die Aenderung 
der Tangen'tenrichtung eine continuirliche sein soil. Zufolge dieter 
Bemerkung sind zwei Curvenziige, auch wean sie sich schneiden, noch 
immer als zwei gesonderte zu betraehten. 

Endlich toll hier gleieh gesagt werden~ dass die naehstehenden 
Untersuehungen, zun'~chst fiir Ordnungscurven ausgesprochen, einen 
vollstiindig dualen Charakter txagen~ so dass sie giltig bleiben, auch 
wean die Curve als durch die Bewegung einer Geraden erzeugt ge- 
dacht wird. Denn hierbei lassen sich die Curvenziige in gleieher 
Reihe ia ~aare und uny~aare trennen, je nachdem die Anzahl der yon 
einem Punkte der Ebene an den Zug ausgehenden Tangenten gerade 
oder ungerade ist. Die in dietem Sinne nnpaaren Zfige sind dureh 
eine ungerade Anzahl yon Riickkehrpunkten charakferisirt; und zwar 
muss diese ungerade Zahl, falls keine Doppeltangenten oder Wende- 
tangenten am Zuge aaf'treten sollen, auch hier mindes~ens gleich drei 

sein. Das Auftreten dieser beiden Singalarit~ten aber~ yon denen jede 
alt zwei Rfickkehrpunkte absorbirend betraehte~ werden muss, iindera 
den Charakter eines paaren oder unpaaren Classenzuges ebensowenig, 
wie der des paaren oder unpaaren Ordnungszuges durch das Enfstehen 
yon Doppel- oder Riickkehrpunkten gestSrt wird. 

Nach dlesea einleiteaden Bemerkungen gehe ich zu dem Beweise 
des oben au{gestellten Satzes selbst fiber. Derselbe .verlangt den Nach- 
weis: ersflic], der UnmSglichkeit yon p -{ -2  0der mehr Ziigen, sodanr, 
der Existenz yon p -I- 1 Ziigen. 

I~ 

Betrachtet man zuniicbst eine Carve ~z t~, Ordnung, ohne irgend 
welchen vielfachen Punkt, derea Geschtec!l~ p mi~h~n gleich .~-(n--1). 
(n--2) ist, so gilt der Satz, dass diese Curve, falls neine  gerade Zahl 
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ist, gar keinen, fails n eine ungerade Zuhl'ist,  nut einen unpaaren 
Zug besitzt. Denn da sich zwei anpaare Z~ige mindestens in einem 
Punk~te schneiden, so w~irden, falls die Curve n t~" Ordnung mehrere 
solcher Z~ige enthielt, Doppelpunkte atdtreten, was far die allgemeine 

Curve eben ausgeschlossen ist. 
Wir nehmen nun an, die Curve •ter Orduung best'~nde aus 

p + l ~ � 8 9  ( n - - 2 ) +  1 paaren Zfigen (dieselben sollen der 

K~irze halber im Polgendeu auch als ,Ovule" bezeichnet werden), zu 
denen, falls n ungerade ist, noch eiu unpaarer, falls n gerade ist~ 
noch ein paarer Zug tritt. Jeder paare Zug hat bekanntlich die Eigen- 
schaft yon jedem anderen alg.ebraischen Z1Ne immer nut in einer ge- 

raden Anzuht yon Punkten, die aueh gleieh Null sein kann~ geschnittea 
zu werdeu. Diese Eigenschaft wird uns n~itzlich, indem wit eise Curve 
n - -  2 ~ Ordnung construiren, welche jedes der ~ + 1 Ovule in einem 
auf demselben willkfihrlich angenommenen Punkte schneider. Dutch 
Festsetzung eines Schnittpunktes wird dunn jedesmal ein zweiWr auf dem 

Ovah mitbediagt sein. 
Eine allgemeine Curve n -  2 t~" Ordnung is~ aber erst dutch 

�89 (n-I-l) Punkte bestimmt, so dass, wenn auf den p + 10valen 
je eia Sehnittpunkt gegeben wird, noch 

~(n- -  2)(n-+ 1) -=- �89 (n - - l )  (n- -2)  - -  1"= n -- 3 

Punkte gew~ihlt werden kSnnen, durch welche diese Curve ebelffalls 
hindurch gehen soll. Verlegt man dieselben s~immtlich auf den uoch 
iibriger~ Zug der Curve n t '  Ordnang und bestimmt die Anzahl der 
Punkte, in denen die so construirte Curve die gegebene schneidet, so 
er~ebt sich, dass diese Zahl mindestens gleieh n ( n - - 2 )  + 2 werden 
wfirde, was der Annahme einer irred~tcibden Curve ~,e,. O~dnung widm.- 

streitet. 

Denn die l~ + 1 Ovule, yon denen jedes in zwei Punkten geschnitten 
werden mfisste, liefern zusammen (n--  1) (n - -  2) + 2 Punkte: Der ge- 
sondert betraehtete Zug erfordert, falls er gerade ist, ebenso eine ge- 
rude Anzahl yon Sehnittpunkten, so dass aus der Annahme der n -  3 
Punkte noch ein weiterer hervorgeht; ist er dagegen ungerade, so wird 
er yon der eonstruirten Curve, deren Ordnungszahl n --  2 dana eben- 
falls ungerade ist, in einer ungeraden Anzahl you Punkten getroffen, 
so dass aueh bier die n -- 3 gegebenen Schnit~punkte mindestens noch 
einen weitereu erfordern. In beide~ Fgllen ergiebt sich also die u[s 

unmSglieh erkannte Zuhl: 

(n - 1) ( n -  2) + 2 + ( n -  3) + 1 -~ n ( n -  2) + 2 .  

Es ist somit bewiesen, dass bei einer allgemeinen Carve n t~" Ord- 
nung die Zahl der volls~ndigen Z~ge jedenialls nieht grSsser als 1~ + 1 
sein kunn. 
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Dieser Satz behglt abet auch fiir Curven, welche mit Singularitiiten 
behaftet sind, seine (~iltigkeit. Bei dem Nachweise hiervon werde ieh 
reich indessen, um nicht weitl~ufig sein zu mfissen, zun~ehst nur auf 
die einfachen Singularit~iten (Doppelpunkte und l%iickkehrpunkte) be- 
schr~-nken. 

Da bei diesen Betrachtungen das Auftreten mehrer unpaarea giige, 
dutch dereu Schnittpuukte Doppelpuukte entstehen, zu beriicksichtigen 
is.t, so muss die Untersuchung hier so _o'efiihrt werden, dass man die 
Aazah| dieser uupaaren Zfige a]s bekann[ voraussetzt. Es sei demnach 
eine Curve n '~," Ordnunff gegeben, yon we]cher augenommen wird, dass 
sie v unpaare Ziige besitzen soil. Diese[beu schneiden sich in mindestens 
~v(v - -1 )  Puukten, welche mithin Doppelpunkte fiir die betrachtete 
Curve siud, Ausserdem mSge dieselbe noch d Doppelpunkte oder 
Rfiekkehrpunk~e enthalten, fiber deren Realit~t und Lag'e gar keine 
Annahmen getro~[~n werden, yon denen also auch ein Theil dadureh zu 
Stande kommen kann, dass sieh je zwei der v unpaaren Zfige in mehr 
als einem P unkte schneideu. Da~s Geschlecht der Curve wird also: 

io -~- -.~ ( n - - l )  (n--2) -- �89 v (v - -  1) -- d ,  

und es ist der Naehweis zu erhringen, dass soleh eiae Curve jedenfal~s 
nicht mehr ais p + 1" Zfige, also im vorliegenden Falle nicht mehr 
als p + 1 - -  v Ovale besitzen kann. 

Der Beweis dieses Satzes erleide~ einige Modificationen, je nach- 
dem die Zahl n und demgemi~ss auch v g~rade oder ungerade ist. Es 
soll zuniichst der erste dieser beiden F-~lle n'~her betrachtet werden: 

Angenommen die Carve habe noch 10 -- v 37 20vale,  so construire 

man wiederum eine allgemeine Curve n ~ 2 t~" Ordnung, welche jedes 
dieser Ovule in einem vorg'eschriebenen Punkte schneider and ausserdem 
dureh die .~-v(v--1)--~ d Doppelpunkte eiufaeh hindurchgeht (d~reh 
diese letztereu sind mSglicherweise auch imaginKre Bestimmungsst[ieke 
fiir die Curve gegeben). Bei dieser Forderung bleibea noch 

. ~ (n - -  2) ( n +  U - -  ..i ( n -  t)  ( , - 2 )  + ~, - -  2 = ,  + v - -  4 

Bestimmungsstiieke zur Construction der Curve willkiihrlich. Man kann 
mithia ver/angen, dass diese noch dutch n 37 z, ~ 4 vorgeschriebene 

Punkte (was eine gerade Anzahl ist), gelegen auf irgend einem der 
vorausgesetzten Ovule hindurchgeht. Berechnet man nun~ in wie viel 
Punkteu sich die beidcn Curven n t~ und n ~ 2 ~r 0rdnung sehneiden, 
so ist ~.u beriicksiehtigen, dass jeder der ~ ~ v + 2 Punkte, welche 
aui" den Ovalen angenommen warden, noeh' elnen zweiten Sehnittpunkt 
bedingt, selbst wean reelle Doppelptmkte auf den Ovalen in der Form 
yon Schleifea oder Spitzen auftreMn, oder wean insbesondere Doppel- 
punkte dadureh zu Stande kommen, dass sich die Ovule unter einander 
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oder mit den unpaaren Ztigen schneiden; denn das Auftreten dieser 

letzteren Art yon Doppelpunkten kann auf jedem Ovule immer nut 
paar~eise erfolgen. Ebenso trif[t die zu construirende Curve jeden der 

unpaaren Ziige der Voraussetzung naeh in v ~ 1 Punkten, und da 

diese Zahl ungerade ist, w~hrend die zu eonstruirende Curve eine ge- 

rude Ordnungszahl besitz~, so muss auf jedem Zuge ~oeh mindestens 

ein weiterer Schnittpunkt gelegen sein, aueh wenn noeh andere als 
diese v ~ l Doppelpunkte auf einem unpaaren Zuge vorhanden sin& 

Die Summe aller Schnittpunkte wird demnaeh mindestens gleich: 

2 ( 1 o - - v + 2 )  + 2d + v ( v - - 1 )  + v -4- n + v - -  4 = n ( n - - 2 )  + 2 

sein miissen, was der Voraussetzung widerstreitet. 

Ist aber n und also aueh v eine ungerade Zahl, so wird man dureh 

eine ganz ana]oge Betraehtung auf dieselbe unmS#iche Zahl yon Sehnitt- 

punkten geffihrt, nur dass jetzt die Annahme yon v -  1 Punkten, in 
denen die Cfirve n -  2 ter Ordnung einen unpaaren Zug sehneiden soil, 

desshalb noch immer einen weiteren Schnittpunkt nach sich zieht~ weft 
ein unpaarer Curvenzug yon einer algehraischen Curve mit ungerader 

0rdnuugszahl in einer ungeraden Zahl yon Punkten getroffen wird*). 

II. 

Um die .Existenz yon Curven mit der Maximalzahl reeller Ziige 

nachzuweisen, steige man yon den bekannten Curven niederer Ord- 

nung zu denen hSherer Ordnung auf~ indem man zu einer allgemeinen 

Curve n ter Ordnung, welche die ihr zukommende Maximalzahl wirklich 
besitzt, eine gerade Linie hinzunimmt und nun den Verlauf dieser bei- 

den Curven gleiehzeitig ins Auge fasst. Es wird sich zeigen, dass 
man auf diese Weise eine Curve n + I t~r Ordnung der gesuchfen Ark 
construiren kann, wenn man die Curventheile, welche an die gemein- 

samen Sehnittpunkte herantreten, nach bekannten Principien durch 

~lnlich verlaufende ersetzt. Werden alle singul~iren Punkte dabei auf- 
gelSst, indem die' Curve n ter Ordnung selbst ohne Singularit~ten vor- 

ausgesetzt wird, so gelangt man dutch diese Betraehtung auch nur zu 
der allgen~inen Curve n -I- lt~r Ordnung und kann also noeh nieht den 

8atz ausspreehen, dass es zu jeder Gesehleehtszahl 2 Curven mi~ ~ + 1  
reellen Ztigen giebt. Der Vollst~ndigkeit halber wird man daher die 

*) ~Mr die Anwendung dieser Betrachtungsweise auf Curven mit hfheren 
$ingularit~ten soil bier nut die Regel angef/ihrt werden: Die Curve n - 2  t~r Oral- 
hang iat so zu bestimmen, dass sie in einem k-fachen Punkt der Curve ~r Ord- 
nuag, welcher alas Gesehlecht derselben um �89 Einheiben ermedrigt, einen 
k--i-fachen Pankt er 'l~7flt. :Derselbe ist demnach als Schnittpunkt der beiden in 
Betraeht gezogenen Curven k(k--1)- real zu rechneu. 

Mathemata~ehe A~malena, X, i~ 
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n - - 2  Geschlechtszahlen, welehe zwischen �89 (n - -  1) ( n - -  2) und �89 ~ 1) 

liegen, nacMr~glich zu berlicksichtigen haben. 
Nimmt man zun~hst  eine Curve ~weiter Ordnung und zwar der 

Einfachheit halber eine ;Ellipse an (ax~-~-0); und schneider dieselbe 
dutch eine gerade Linie (vx~0)  in zwei reellen Punkten, so kann das 
Gebilde, welches dutch diese beiden Curven en~steht, auf zwei ver- 
schiedene Weisen beschrieben werdea: entweder man durchl~uf~ das- 
selbe in einem continuirlichen Zuge, wobei nut jeder der beiden Schnitt. 
punkte zweimal tiberschritten wird, oder man setz~ es aus zwei Zfigen 
zasammen, welche nut in den beiden Schnittpuakten aneinanderstossen. 

l~ ig .  $.  

o 

Dem Durehlaufen der ersten Art entspricht eine eintl~eilige, dem 
der zweiten eine ~weitheilige Curve drifter Ordnung. Um die Glei- 
ehung solch einer zweitheiligen Curve, auf die es hier ankommt, zu 
erhalten, verfahre man folgendermassen: Es seien r ~ O, q ~ - -  O, g(3) ~ 0 

die Gleichungen dreier Geraden, yon denea keine die innerhalb der 
Ellipse liegende endliche Strecke yon v~ in reellen Punkten schneidet*); 
alsdann ist~ wenn Z einen willktihrlichen Parameter bezeichne~, dutch 

die Form: 

a : -  v x + ~ .  q('). q~)- q~) = 0 

ein Biischel yon Curven dritter Ordnung dargestellt. Giebt man der 
GrSsse ~ einen unendlieh kleinea Werth,  so muss die Curve sieh in 
unmittelbarer Nachbarschaft des Kegelschnittes und der Geraden er- 
streeken; ihre sechs Schnittptmkte mitjenem~ so wie ihre drei Schnitt- 
punkte mit dieser sind dureh die Wahl der Linien q festgelegt. Da 
nun die Curve die Linie v~ an keiner innerhalb des Kegelschnittes ge- 
legenen Stelle schneider, so verl~iuft sie in der Weise, dass ihr einer 
Zug l~ags der einen Kegelschnitth~ilfte und den ausserhalb des Kegel- 
schnittes befindlichen geradlinigen Streeken liege, wiihrend der andere 
Zug l ~ g s  der anderen H.~lfte auch in der Niihe der innen liegenden 
geradlinigen Streeke sieh befindet. M a n  hat also eine ~weitheilige 

Curve yore Geschlecht: p ~-  1 construirt; der eine Zug derselben wird 

yon der Geraden v~ in drei reellen t)unkten geschnitten. 

*) Man kann ebensowohl die Fe~tsetzung treffen, dass zwei der Linien q die 
hegrenzte Strecke von ~ durehkreuzen, dagegen ffihrt die Amaahme, dass e/~e 
oder alle drvi Linien so gelegen sind, zu einem Biischel yon Curven 3 ~r Ordnung, 
welches ha der Nachbar~haft yon a 2 v  x ~ 0 nnr ei~he~Tige Curven enth~,lt~ 
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Yon der so erhaltenen zweitheiligen Curve 3 t~r Ordnung gehe man 
nun zu der gesuehten Curve 4 t~r Ordnung dutch ein gleiehes Verfahrea 
weiter. Da nSmlich zufolge der fiber die Linien q getroffenen Annahme 
die Gerade v~ den einen ur.paaren Zug in drei reellen Punktea sctmeidet, 
so entstehen aus deni unpaaren Zuge und dieser Geraden gleichsam 
drei Ovale, yon denen zwei im endlichen gesehlossen sind, das dritte 
dagagen durch die unendlich ferne Gerade getheilg erscheint. Diese 
drei 0vale stossen in den drei Sehnittpunkten zusammen, ein viertes, 
dutch den paaren Zug der Curven dritter Ordnung gegeben, liegt ab- 

gesonde~ 
1~ig. I I .  

C" @ 

Indem man nun vier Linien: q( ' ) . . .  @) auswiihlt, welehe nichg 
(lurch die beiden endliehen Strecken auf v= hindurchgehen, liefert die. 
Gleiehung: 

a 3 �9 % + ,~ q(~ q(~) -(~ q<') 0 

bei unendlieh kleinen Werthen yon 2 eine viertheilige Curve vierter 
0rdnung, sobald man die noch mSgliehe Bestimmung tritR, dass diese 
Carve dutch einen Punkt gehen soil, welcher sieh innerhalb eines der 
beiden im endliehen gelegenen Ovule, die aus dem unpaaren Curven- 
zuge entstanden sind, befindet. Zugleich wird wiederum der eine Zug 

dieser Curve 4 t~r Ordnung yon der Geraden vx in vier reellen Punkten 

~'~dich in den ~urchsehnitts~unkten dieser Linie m#  den Geraden: 

q~l). . . q(4> geschnitten. 

Die allgemeine Curve 5 t~r Ordnung, yore Gesehlecht p ~ 6, mit 
s/eben Theilen entsteht nun aus der vier~eiligen Curve vierter Ord- 
nm~g, da wiederum die Linie vx so liegt, dass sie den einen Zug der- 
selben ~n vier reellen Pun~en trifft. Denn dieses Gebilde l~sst sich 
nach denselben Prineipien, die obeu angewandt wurden, in drei Ovale 
and einen unpaaren Zug zertheilen. Die Linie v~ schneidet diesen 

letzteren Zug in fiinf reellen t)unkten. 

Es ist leicht einzusehen, dass man aaf diese Weise weiter vor- 
gehen kann. Man gelan~ dabei immer yon einer Curve n t~ Ordnung 
~ait ~ ( n - - 1 ) ( n ~ 2 ) - ~ - 1  Ziigen~ yon denen mindestens e[n Zug dureh 

13" 
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eine Gerade v= in n reellen Punkten getroffen wird~ zu einer Curve 
n-q- 1 ter Ordnung mit .~ (n--1)(n--2) . - ~ n ~ � 8 9  q- 1 reeIlen 
Z~gen, womit der verlangte Nachweis erbracht ist. 

Es kommt bei diesem Fortgange nur auf zwei Dinge an: erstlich 
muss mater den p -}- I Zfigen der Curve n L~r Ordnung mindestens e i n e r  

exlstiren, weleher yon einer Geraden ~,z in n reellen Pankten getroffea 
wird; sodann mfissen die n -} -1  Linien q~'~ so gew~hlt werdcn, dass 
keine die Gerade v# innerhalb der ~ ~ I endlichen Strecken schneider, 
welche dutch die Durchschnittspunkte der Carve n t~ Ordnung gebiktet 
werden. S~nd diese Bestimmungen getroffen, so hat man die noch 
immer erfiillbare Forderung zu stellen, dass die zu construirende Curve 
n -q- 1 re* Ordnung durch einen Punkt geht~ welcher innerhalb eines d e r  

n -  1 im endlichen geschlosseaen R:,iume. welche zur Bildung roll 
ebensovielen Ovalen Anlass geben, in hinreichender N~ihe der urspr/ing- 
lichen Curve gelegen ist*). 

Um die A]lgemeingiltigkeit des Satzes, dass es zu jedm" Geschleehts- 
zahl p Curven mit 10q-1 Ziigen giebt, elnzusehen, m/issen auch Curven, 
welche mit Singularit~iten behaftet sind, in den Kreis der Betrachtung 
gezogen werden. Es fragt sich niimlich, ob man bei einer allgemeinen 
Curve n-~-1 t~ Ordnung mit p q - 1  Z~igen successive soviele reelle 
oder imaginiire Doppelpunkte entstehen lassen kann, dass das Geschlecht 
derselben um eine, zwei �9 �9 - bis mindestens n- -2  Einheiten verringert 
wird, wodurch dann alIe zwischen, ihrem anf~nglichen Geschlechte and 
dem Geschleehte einer allgemeinen Curve ~t~r Ordnung liegenden Zahlen 
erhalten werden. Geht bei diesem Fortgange jedesmal nut ein Zug ver- 
loren) so ist der behauptete Satz bewiesen. 

Entsprechend dem Principe, welches bisher angewandt wurde, soil 
nun, um dieses zu erweisen, ein Weg gezeigt werden, auf den man 
yon einer Curve n t~ Ordnung mit n - -  3 (oder weniger) Doppelpunkten 
zn einer Curve n q- 1TM Ordnung mit n -  2 (oder wenlger) Doppel- 
punkten wirklich gelangen kann, so dass nicht mehr als die erforder- 
liche Zahl yon Zfigen verschwindet, das heisst: noch immer 19 q - ]  
vorhanden bleiben. 

Setzt man die Existenz einer Curve n ter Ordnnng (a:-~-0) voraus, 

welche n - -  2 Doppelpunkte und/0 q- 1 ZCige besitzt, derea einer yon 
einer geraden Linie ( v ~ 0 )  in n reellen, yon einander verscbiedenen 
Punkten getroff~ea wird, ~ Annahmen, welche bekauntlich fi~r CurveI~ 

*) Innerhalb des B,~scbels: a~. v= -]- ~t �9 q~1) .... q(2 +~) --~ 0 gewRhrt bei 

dieser Beatimmungsweise der Linien ~] die zerfallene Carve a~ . vx ~ O, je nach- 

dem )~ gerade oder ungerade ist, den Uebergang yon Curven mit �89 n (n- I)-}-1 

zu  Curven  m R  ~ n (n - -  1) - -  (~ ~ 3 )  o d e r  m i t  �89 n (~  - -  1) - -  (~  - -  2) Zf igen .  
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~ieAerer Ordnuvg z .  B. ftir n ---~ 3 oder 4 erfiillbar sind - -  so liisst 
sich jedenfalls eine zweite Curve n t~ Ordnung ( ~ - - 0 )  construiren, 
welehe die n~mliche~ Punkte wie die~ erste zu Doppelpunkten besitzt 
end ausserdem die Gerade v~ in n vorgeschriebenen Punkten schneider. 
~a~ w~ihle nun diese n Punkt% dureh welche e:---~0 hlndurchgehea 
soll, derart, dass einer yon ihnen mit einem der gemeinsamen Schnitt- 
punkte yon v~ und a:  zusammenf's und zwar mit; einem der beideu, 
ia welehen die auf vx abgetheilten endlichen Strecken mit der dureh das 
unendllche gehenden zusammenstossen. Die tibrigen n -  l Punkte 
nehme man auf dieser ]etztgenannten Strecke setbcr an. Ffigt man 
nun noch eine Gerade ( w ~ 0 )  hinzu, welehe dutch denselben Schnitt- 
punk~ yon v~ und a"~, dureh welehen auch u~ gelegt wurde, hindureh- 

geht, so wird die Gleichung: 

it n ,  a z ' v z +  x w z ~ - O  

ffir beliebige Werthe yon it im Allgemeinen eine Curve n + 1TM Oral- 
hung mit n -  2 Doppelpunkten darstetlen. Denn die Doppelpunkte 
der Curve n '~; Ordnung und der eiae Schnittpunkt yon v~ und w~ slad 
singulilre Punkte far alle Curven dieses Biischels. Bei uaendhch 
kleinen Werthen yon ~- verl~iuft die Curve unendlich benachbart zu dem 
(}ehilde a~.% und besitzt die dem Geschtecht eutsprechende Maximal- 

z~hl, weil auch bier die wesentliehe Forderuug hefriedigt ist, dass ausser 
dem einen Ovale, welches sich an den dutch das unendliche gehenden 
Zug als Schleife ansetz% jedes aadere zu einem setbstst'Xndigen Zuge 
sich gestaltet. Es folgt dieses wiederum aus der Annahme, dass weder 
die Curve a :  noeh die Linie w~ dureh eine der endliehen Strecken 

you v~ hindurehgehL Bei der Curve n + P~ Ordnung treten somit 
n -  2 Z~ige mehr als bei tier Curve n t~ Ordnung auf, wodurch der 
behauptete Satz bewiesen ist. Zugleich erkennt man, dass eine zu v~ 
benaehbarte gerade Linie den einen Curvenzug in n + I reellen, yon 
einander verschiedenen Punktea schneider, so dass man yon der so 
gewonneneu Curve n + 1 t~ Ordnung auf die niimliche Weise zu einer 
.Curve n-4-2 ~~ Ordnung mit n -  1 (oder weniger) Dol)pelpunkten 

abergehen kann. 
Mi~ diesen Betrachtungen, welehe sich noch auf mannigfache Weise 

~dern lassen, ist die bemerkenswerthe Eigenschaft algebraiseher Curven 

vollst~ndig bewiesen : 
~s 9iebt zu jeder Gesehlechtszahl p C/uzven mit do" Maxima~zahl 

~ p + t Z@en. 

Solehe Curven der Untersuchung tier algebraisehen Integ/ale und 
der dutch Umkehr derselben entstandenen Functionen zu Grunde zu 
legea, seheint yon erheblichem Vortheile zu sein, da sich bei ihnen 



198 h~. HAnr~os. Ueber die u der ebenen al~ebr~ischen Curven. 

funetionelle Beziehungen~ vollstiindiger als bei den Cllrveu mit weniger 
Ziigen, in reeller Weise veranschaulicben lassen. So gewinnen, um 
bier noch dieses eine zu erwiihnen, die ~p Perioden eines auf die Curve 
bezfiglichen iiberall endJichen hdegrales die geometrische Bedeutunff, 
da~ 2 derselben dureh dell Uebergang yon einem reellen Zuge zu den 
1~ anderen entstehen, w~hrend die ~ iibrigen Perioden durch das Um- 
laufen dieser p reellen Z[ige zu Staude kommen. Die Periode~ welche 
sich auf den einen erstgenannten Zug bezieht, muss bereits als lineare 
Combination der anderen betraehtet werden. Eine genauere Darlegung 
dieser Verhiiltnisse se~zt indess eine nKhere Untersuehung dariiber vor- 
aus, auf welehe Weise sieh bei einer Curve n ter Ordnung die adjun- 
girten Curven n -  3 te~ Ordnung legen lassen, und weleher Art das 
System der 2p - 4 - 2  (n - -2 )  Tangente~ ist, welche yon einem t'unkte 
der Curve n ter Ordnung ausgehen. 

Aueh m~issen die vorstehenden Betrachtungen noch nach der 
l~ichtung hin erweitert werden, dass bestimmte Gruppirungen und Lagea- 
be~.iehungen Yerschiedener Curvenziige hinsichtlich des Einflu~ses unter- 
sueht werden~ welehen sie auf die Ernledrigung tier Anzahl ~lberhaupt 
vorhandener reeller Ziige ausiiben. Da sic5 hieraus der Einfluss viel- 
faeher Pank~e erschliessea lassen wird~ so werden diese Untersuchungen 
unter anclerem dazu fiihren~ auoh f~ir Curven im Raume die Frage nach 
der Vieltheiligkeit zu li~sen. 

L e i p z i g ,  im Januar 1876. 


