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Ueber  gewisse in der  Theorie  tier A b e l ' s c h e n  Func t ionen  

au f t r e t ende  Ausnahmei~lle .  

Yon HEINillC]-I WEBEP~ in KSaiffsberg in Pc, 

In dem vorliegeaden Aufsatz beabsiehtige ieh gewisse bezoudere 
Classen yon "Agebraischen Functionen hervorzuheben, welehe bez~iglieh 
tier zugehSrigcu algebraischen Integrale und Thetafuncti~aen ausgc- 
zeichuete Eigenschaften haben~ yon denen die speeiellsten auf die hyper- 
ellit~fischen Integrale ftihren. 

Wit definiren nach g i e m a n n  eiue algebraische Fu~ct.[oa s yon z 
yore Gesehlecht p dutch eine irreducible algebmisehe Gleichung zwi- 
schen beiden Variableu 

n m 

_F(s,z) = o ,  

welehe die Eigeaschaft hat, dass di~ Verzweigung yon S sich dutch eiae 
(2/9 -~- 1 ) - fach zusammenh~s R i e m a n n 'sehe Fl.~r T darstellen 
lii.s~ b and diese Fl:iche sei durch ciu normales Quer~ehnittsystem a.,  b, 

in eine einfach zusammenhSngende FlKche T" zerlegt. 
Ia di~ Thet~functiou 

f k s 

0 ' _ ' , ,  

substituireli wir ffir die Moduln a~.~ die Periodieitlksmoduln der Nor- 
malintegrale erster Ga~tung an den Querschnit~en bi und far die Argn- 
mente v~, v~, . . ,  vp die um Constanten vermehrten Normalintegrale 
erster Gattung setbst: 

worin ~, ~ zwei beliebige Pmakte in der Ft'2che T bedeuten, 
deneu dot letzt~re als ver~nderlieh betrachtet wird. 
dene Function 

<,) ~ (! ( f , , . ,  - .,)) 
i 

yon 

Die SO entstaa.- 



" in T'  gcetige Ftmction yon ~, ~'elch% falls sie nicht identiseh ist eme 
versehwindet, h a p  ~ k t e n  tmendlieh klein yon der erstea OrdnTang 
wird, Diese Nul]ptmktr ~/X, rh~ "'~ ~ genfigen der Congruenz 

@) (e z, e . , , .  -, e~) ~ u,, u~. + �9 �9 u,, + k,~ , 

woria d ~  ~rSsseasystem t~t, yon e~ unabh~ngig ist, und diese Con- 
gruenz ~ rd  far gegebene e~ nut durch die Punkte ~j, befriedigt. Ver, 
~lawiadet abet (1)identiseh, so kann die Coagruenz (2) ebenfalls be- 
friedigt werden, e~ bleibea yon den Punkten ~p, abet einer oder einige 
willk/Irlieh. Ist das GrSssensystem e~ so beschaffeni dass # (e~, e:, . . ,  e~) 

versehwhadet, so f~ltt einer der Punkte ~i,~ e~wa ~ ,  mit e zusammen~ 
und es geMigt den beiden Congruenzen 

)) (e~, e ~ , . - ,  e p ) ~  d u ~ , + t ~  , 

(3) ev 

(i(2 ( - - e~ ,  - -e . , ,  . . ,  - - e , )  =_ u~ + 

l . p - - I  e 

ein dureh eine Ghichung ~ (s,  z) ~ 0 verkn~pftes, yon ~ unabhEngiges 
Punktsystem ,/,, ~;, Addirt man die beiden Congruenzen (3), so fotgSc: 

2 / , . ) )  (4) ( - - . ' 2 ~ ,  - ~ , . . ,  - - ~ )  ---- ~ u,, + d u  , 

worin ann ~/,, ~" ein beliebiges~ dureh nine Gleiehang q9 = 0 ver- 
ku~pftes Puakisystem bedeutet. Die Congraenz (4) dient zur Be- 
stimmung des GrS~sensystems k~. (Vergl. meine Schrif~ fiber die 
, ,AbeF~hea Fuaetionea veto Gesehleeh~ 3" w 10 his 12.) 

Bedeutet nun f~, f. ,  �9 ]~ eia Gr5ssensys~m yon denselben Eigen- 
~ h a ~ a  wle ~:~ e . .~ . . ,  e~, ~o izt der Quotient 

0(: ,,,,- 4 + 
(5) �9 �9 

eine wie T verzweigte Function yon ~, die sich ats Quotient zweier 
Funetionen yon ft., % : 9~:~ davatelten t~ssr Und umgekehr~ I~sst sich der 
Quobent zwemr f unetionen 9~ dttreh einen Ausdruck yon der Form (5) 
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darstellen, abgesehea yon de~}jenigen besonderea F~lea, in denen ei~e 
der Thehffuactionen im Z~hler oder Neuner yon (5) identisch (fiir a~le 
Lagen yon e, ~) verschwindet. 

Wir nehmea nan an, dass die GrSsseasy~teme e~ f den Bediugtmgen 
geniigen: 

(e~, e=,, . , e,,) ~ ( - - e , ,  - - e ~  . - , - c ~ ) ,  

( f , ,  /~, - ., l ; )  ~ ( - - f , ,  - f . , . ,  " . ,  . - r D  , 

oder, was dasselbe is~, den Congr~enzen: 

)) 

worin die Zahlensysteme u, ~,, ,~", g ~us /) und 1 zIlsainmengese|~t 
angenommen werden kSnaen. Mit "~),, "g~ werden zur Abkfirzung 
Systeme zasammengehSriger Pedoden bezeiehn'ct, und die Zahleneom- 
plexe 

.,u I .a,> t~,~ u i  a~ ~ z J  ~ C ~ ' )  

l teissesi die Charakterisdkeu der halbea Periadensysteme ~- 1Yt, I .} ~'~ 
welche gerade oder ungerade genannt werden, je nuchdem die 8ammen 
Xvi.ui, Xvi'ui" gerade oder ungerade sind. aeder Charakteristik ('r 
enLsprieht eh~e Thetafunction, welche eine gerade od,r eine ungerade 
Function dee Argmnente ist, je nachdem die Charakteristik gerade oder 
ungerade ist: 

Die Anzahl der ungeradcli 'l'hetafunetionen is~: 2~ -~ (2~-, I), die der 
geraden 2~-~(2p-q-1). lm Allgemeiaen versc.hwinden nut die ung~*,- 
radeu Thetafunctionen Nr die Nuliwertbe tier ANumonte, dagegen ver- 
~ehwinden die er~ien Ableitmigeu der ger,~dea T.hetafot~cti0r~en fiir die 
Nullwerthe der Argumente, and daraus erg[ebt sich, dass, wena in 
eiuem besonderea Fall eiae The~c~functioa mit gerader Chara~::terisfik 
(g) far die Nullwerthe der Argumefite verschwindet, dann die F.uaction 

o (i  
i i  
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ide~tisd~ ffir alle Lagen der Punkte e, ~ versehwlndet, naeh einem 
van R i e m a u n  bewiesenen Sat~ (Ueber das Versehwinden der Thet~- 

funefione~ t~ iemann 's  Werke p. 198.) 
Kehren ~ir aua zur~ek za den Quofientea (5), so ergiebt sieh 

a ~  dana gemaehte~ Anaa]~men~ dass die ~rullptmkte des Zrahlers so- 
wohl ats des Nenners paaxweise zusammenfallen und es entstehen 
li'maetionen ~, wdche in p - 1  Punkten unendlich klein yon der zwei- 
tea Ordntmg werdem Die Qaadratwurze]a aus diesen Funcfionen nennen 
wit A~eF'c,d~e ~anetionen im engeren 8inn. flieraus ergiebt sich: 

grenn yon do,  "2".'~ 2"unctionen 

r ~ ,. 
t~ �9 P * 

kehur i~gisch  fii, r alle Lagen "con ~, ~ versd~windet, so cyNstiren 

21'-~ (2~ ~ 1) Ab  eFsehe .~hn~ziione~. 

Die Ausnahmefill% die rmn bier betraehtet werden sdten~ sind 
dieje~igen, in denen yon den Fonctionen 

~o ,(: 
B 

elne oder ei~fige identisch verschwinden~ und es handelt sich vor allem 
um das Yerhalten der Abet'schen Fanctionen in die~en F~llen. 

Wir maehea gleich die aiigemeine Annahme, dass ffir irgend eine 
Zaht m eine Function 

ideati~eh (far atle e~, e~, , ~,,_~, ;~ s ~,,_~) verschwinde~ da- 
gegea r 

)) (7) O d~. -+: ~. ~ 
\ 1  ~ (mz 

~deh~ kteatisd~ verschwindc, woffir nach R i e m a u n  (tiber da~ Ver- 
.~hwindea tier Thetafnnctionen) die nothwendige und hinreichende 

Bediagu~ag die ist, dazs die Function #~{-ar} (v~, v ~ , . . ,  v~) mit ihren 
s~mmtlichea Derivirten bis zar ~ n -  1 ~,~ Or&rang einsehliesstich, da- 
gege~ aieht mehr dimmt/iehe Derivirte der m "~ Ordaung fiir 

. ~ ~ - (0 ,  0, . . ,  (v,, ~, .  ", ~:~: O) 
ve~r 

Na',~h die~en Yorau~tzu~gen werden also, wenn die Punkte ~,., ~ 
b~ebig  angenommen sind~ die beiden Fanetionen 
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,, (;, @~.,,., + 2 fd,,, + ~. ~,)) 
als Functionen yon ~ nicht identisch versehwinden~ und daher ver. 

sehwin&t jede yon ihaen ausser in ~ in p - 1  Punkten~ bride zusam- 

men in 2 / ; ~  2 Punkben, ~'elche dure,h eine Gteichung ~p-~-0 ver- 

kn~pft s[nd. 

Unter den Nullpunkten der er~ten dieser l.%nctione~ sind abet 

die Punkte ~ ,  G,  ' ' ,  ~,,,-,, die [ibrigen seien mit ,~ .... ~b,,+a, �9 ,, ~2,---~ 
bezeiehnet. Ebenso sind unter den Nullpunkten der zweite~, l"anetion 

r 

(S) die Punkte ~t, s.,, . - ,  e,,,._~ nnd di.e abrigen seien mit;, %,, ~,.+t,  

�9 ., r~_l  bezeiehnet. Demnaeh existirt eine Function q~ mit den Null- 

punkten 

i91 ~l,e~, ",~,,1-1~ ~l f " * " ' ' ' 

Andererseits bestehen naeh (2) die Congruenzen: 

I1 ,  

('i(~,j'~' + 2 j",',.+",.)) <~ ~ , ,  { ~.,, . . ,  ~ w~) ~-  ~,, , 

und dureh Subtraction dieser beiden Ceugruenzen: 

S:/: o)) J" +,,e, 
l ' ~ - l  a i - - '  ~,;i 

gs existirt also, wie aus dem Abel' .sehen Theorem fblg~, eiue 

rationale lPanetion a you s, a, welehe nnendlieh klein in tier er~ten 

Ordnung wird in den Punkten 

(1~) ~, t~- -  b,-~ G -  �9 v;- , ,  

unendlieh gross in der ersten 0 r&mng in den Punkten 

(12) ~, e~ �9 " ~ , , , - ,  rb., �9 �9 ~e--:, 

ausserdem stetig und yon Null versehieden Neibt~ und zwar J~t die~e 

Funetio~ darstetllaar ats Quotient zwei,er Funetionen ~,, Ist nun q~ die 

in den Punkten (9) versehwindende Function, Zo werden die beiden 

- Fune~ioueu 



q~ 

uaendlleL klein in tier zweiten Ordaung, resp. in den Punkten 

~ ' L , "  "~ ~--,, ~/~" ", ~ i  und zt, z2," ", ~ - I ,  ~7,,,, " "~ 7,-1,  

und sind daher die Quadrate yon Abel 'sehen Funetionen. Diese 
A!>el'~ehen Funetionen genfigen der Bedingtmg 

W~hlen wit die Punkte ~,, ~,, �9 .~,-~ anders~ so erhaltea wir beliebig 
dete Abel'sche Functioaen dieser Art, ~-~, P/%2, ~,'', welehe 
die Fhgeaschaft haben~ dass das Product yon je zweien derselben ratio- 
hal und zwar gleich ether Function e isi. Von den Nullpur~kten ether 
s~,lchen A b e l'schea Function kSnnen m - -  1, aber nieht m ehr: be liebig 
gew'~hlt werden. 

~tzen wit nun, indem wir unter at~ a 2 ~ . .  uubestimmte Con- 
stanza ver~tehen: 

so ist, da das Product zwe[en der Funetionen /f~-11, //~_~, " " " rational 
i~t, rp' eiae ~-Function, welehe der Bedir~gung gentigt: 

woraus sieh ergiebt, da~s~ da die Nultpunk~e yon 9~' paarwei~e zu- 

8ammenfallen, //~" eine A bel'sche Function ist. 

Au~ der Willkttrlichkelt yon m -  1 Nullpunkten der Functioneu 

/ /~t ,  f~-~, �9 ' ~ehtiessen wit, dass es mindestens m linear unabh~ngige 
Functionen dieser Art ~ebt,  und da nicht mehr als m - -  1 Nullpunkte 
beliebig sind, so folfft, class auch nieht mehr als m dieser Fun@~onea 
linear uaabh-~n~g sein kiSneen. Hieraus ergiebt sich, class da.~ ganze 
System Abel'~cher ]?unctionen, welct~es zur Charakteristik (~)  gehSrt, 
l ine r  darstellbar ist dureh' m speeie[le Functionen dieser Art,  also in 
der Form: 

worth at, a z , . . ,  a,,, willkarliehe Constantea sin& 

Die bier bewiesenea S~tze lassen s~ch nun in folgender Weise 
umkehren. Nehruen wir an, es existire ein System yon m linear un- 

abh~gigen Abel'sd~en Functionen f ~ ,  V ~ ,  " ' ,  / / ~ - ,  welches die 
Eigensehaft hat, dass jede liaeare Verb~ndung derselben mit beliebigen 
c~n~t~mten 0ocft~c~enten 

wieder eine Abel'sche Ftmetion ~st, so ergiebt sieh zunaehst aus der 
Wil|k~frllchke~t der Coefficienten a, dass das Product je zweier dieser 
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Ftmetionen ~ eine q~-Functioa isti! 'also ~ l t  da8 Gleiehe you dcm 

Product zweier beliebiger Funefioueu (14), ]/r welehe sich dutch 
die Werthe der Consmnten a voxa einemder unterscheiden. D~her ist 

auch das Verh-altniss 'zweier solcher Functicmen l / ~ * : l / ~  -;~ eine ratio- 
nale Funetien yon s und z, we]ehe in je ~ - -  I Pmlkten ~l, %,"  ' ,  *2~-t, 
resp. ~t, ~/,., " ' ,  ~/~--t unendtich klein und uaeadlich gross v0n der 
ersten Ordnung wird; und yon diesea Punkten kSnnea je m - - 1  h~ 

liebig gewKhlt werden. 

Lassen wir nun in der Congruenz (4) daz Punktsystem ~b,, %' 
zusammenfallen mit dem doppelt gez.Xhlten Punktsystem ~,, in welehem 

eine Function //~" unendlich klein wird, so er~ebt sich~ dass sich ein 
System zusammengehSriger halber Per[oden bestimmen ]assert mu~s 
yon der Art~ class die Congruenz 

j: )) (~. =, ,  ,., =.,, . . . ~  =,~ :-_ i, ( .'~.? In,, --I- I-,, 

durch ein Pnnktsystem r h befriedJgt werden kann, yon welehem m - -  1 

Pankte bellebig angenommen werdeu kSnnen; und dies ist glcichbc- 
deutend damit, dass die Congruenz 

' :' I" )) 
(i( j ,)) (" du~, + ~ ~ ,  :_-- h dm, + k~, 

1 1 ~i I lw 

far beliebige Lagen der 2 .m--2  Punkte ~i, ~i befriedigt werden kann~ 
oder dass die Function 

r 

(" J )) 
idez~tiseh~ f[ir alle Lagen yon ~i, ~i, versehwindet. 

Das hierdureh Bewie~ne fassen wit folgendermas~en zu~ammen: 
We.nn die _b-'um~tion 

r 

a, **--1 l i  

ide~tiseh fiir alle ~i, ~i verschwinde, t, dagegen 

nicht ide~tisch /Tit alle el, ~i verschwhulet, ader, was d ~ d b e  tat, we~m 

flit die Argumentwerthe (~ ~ ,  �89 ~..,, �9 .~ �89 ~:z) die 2~'~c/km # wit ihren 

siin~.mtbiche~, Deri,c.ir~, his cur n~- - I  ~0" Ordnu~9 dns&liesslic'lz, a~or 

-nieht ~=n~mtliel*n Derlv.irten der m t~" Ordnun9 verschwindet, so ent- 
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stn~ht dcr 67~arak~ia'til~ (~) dn games System Abel'scher ~unctione~, 

we4zlw linear uud homogeu .mit w~TiIdirl~hen censtanten Coeff.Senten aus 

solehen z~'uneticcmn ~sammengesetzt sin& 

Und umgekeh~ 
IYe~  ei~ Sysq~ yon AbeZ'~chen ~'unctionen exh-tirt~ welches linear 

und htnn~en ~fft unTlkiirlichen constanten Uoeff~ienten aus m linear un- 

abldiugkje~ Abel'schen ~unctiorwn zusammensetzbar "~t, so Itisst sich 

eine ()tgtraM~ristil; (vr bes~i.mmen yon tier JEigenschaft, dass die f f  unction 

~,mmt allen ;hren I)eriv4r~'n Ms zur 'Ordnung m -  1 c4nschl~sslich 

versdtwi~fflet fiir die Ar~n~mentwertt~ ({ "at, ~" ~ ,  " ,  ~ ~ ) "  
Wit kSnnen noch beiffigen, dass, je nachdem m gerade oder un- 

gerade ist, die Charakteristik (~') gleiehfalls gerade oder ungerade seiu 
wird, denn far ein gerades ('~) versehwinden die Derivirten ungerader 

Ordnang der Function # {~} (v,, v2, ' ' , ' ve j  alle y o n  selbst f i i r  die 
Nallwerthe tier Argumente, und fiir ein ungerades ('/v) gil~ dasselbe 
yon den Derivirten gerader Ordmmg. 

Wir man, hen von diesem Satze eine Anwendung anf die hyper- 
elliptisehen Functionen. Fiir diese sind die lntegrale erster Gattung 
darstellbar in tier Fort,: 

,] Y,:z- . , )  (z -  ~3 - �9 �9 (z -  %~+~) 

Die I,'unctionen 9 si,id ganze rationale Fune~ionen tier Ver'Xnder- 
lichen z, welche (tea y - - 1 " -  (]rad nieht tibersteigen. Die zu Grunde 
tiegende g iemann 'sche  Flliche ist eine zweibtKttrige mit den Ver- 
zwdgungspunkten a, ,  tr - -, ~ , + :  uad die Nullpunkte der Functionen 
~ fallen paaxweise in fiber einander liegende Punkte der beiden BlOtter. 
E~ fallen daher dann und nut dann zwei Nulllounkte ether solehen 
Ftmetion zusammen, wenn dieselben in einen Verzweigungslounkt 
riieken, oder wenn die betreffende Function ~ einen quadratischen 
Factor hat. Bezeichnen wit daher mit ~,,/3~, . -, fl~ irgend eine Com- 
i~ination ,con q ver~hiedenen der Verzwei~ngspunkte a~, a.,~ �9  ae~+:, 

so e~ebe.n sich folgende Classen you Abel'schen Funetionen~ yon 
denen fur die erste Classe nh:ht Systeme bildet~ scndern einzelne be- 
~fimmte Ftmctionea tiefert. 

Ab el 'sehe Functlonen: 

Z )  "~ - ~ = - = ~ ' - - - - = "  t ~ z , ~ , )  (z--~.,;  .. (~--tl,_~) (no + a,z) ,  

ere. etc. 

Anzahl tier Systeme: 

p + 4 . p +  5..2pnt-2 
1-2.3. .~--1 

p + 6 . p + 7 . . ~ p + 2  
I . 2 . - p - - 3  I 

t . 2 . . p - - 5  
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wenh die ao, a~, a2, . �9 willktirliehe Constanten sin& Diese Reihe setzct 
Sidl soweit fort~ his-die WurzelgrSsse entweder ganz wegfiiil~ (bet m~- 
geradem p) oder nut  noeh einen Factor enth~ilt (bet geradem _~). In 
ersterem ~'atle wird die letzte Olasse v0n Abel ' sehen Fu~etion#n aqs 

/ ) - - l .  
den ganzen ratio~mlen Punetlonen yore Grade ----~-,-- gebildet und dieae 

Classe ent.h~lt nut ein System. 

Aus der Anzahl der unbestimmten Cons~ante~ yon we, Ieher~ die~e 
8ysteme abhiingen, ergiebt sich mm folgender Satz ftir die hype~'- 
elliptisehen Fnnetionen yore Geseh]echt p. 

E s  exiz'tiren P + ~ p-4-5. . '2p+,. ,  I .  2 . 3 . . p - -  ~ ungerade 17,.elafu~wtionen~ de~'e.n 

o's'te Der# i r t en  nieht siimmtlich 

+ ~_:p.:4-7:.~s geradv ThetalS, uctiono~ ~ wr ,zwa.r sclb~t, 
I . 2 . - p - - - 3  

, b z r  nicld mit  ~iimnd~ichcn l)crlv;rtcn Zzvcitcf Ordnun~, 

p + 8 . -  2p-+- 2 
i .  2:-:1~:-'5-- ungeradc TI~eta[it~dionc.n: .welel~e rail i::],rc~, ~w.s'tc~ b 

",debt abe~" mit  siimmtI;cl, c~ ~b'ith, n DcrAir tcn ,  

p ,-i- l o . . : ~ +  e 
i .  ".'.. 1~ -- z geradc Theh,/~nctioneu, wdche ndt ihrcn zu'c/te~.~, 

nicht abet  mit  ~iimmttiche~'~ vicrh'u Dcrivirge~ etc, eta'. 

[iir die _Nu~u,erthe der Argunwntz  verscl~wlm'l~. 

Da die Anzahl s-gmmtlieher Charakteristiken 2 z~ ist, so ble.iben 

2~ ~ /~+ ~-p+5  . . ~ p + 2  2 + ~ . p + 7 . . 2 p + ' 2  p.+~ �9 ~,+:~..-2~+ t 
~-2  . - p ~ l  1 - 2 . - p - - ; ~  i - 2 - 3 - . ~  

Thetaftmctionen iibrig, welche~I keine Abel ' sehen Funct:ione~! ent- 
sprechen, ut~d diese mtissea gerade Thetafunctio~len :~eln, welche fiir 

die Nultwert.he der Arffumente nicht verschwiaden. 

Die At~zaht und Beschaffe~rheit der vorLa,denen Systeme voa ua- 
endlich vielen Abe l ' schen  Funetionen begrfindet eine Retire ~'o~ A us- 
nahmef-,illen~ you denen die hyperelliptischelt Functionen di,;~ spet:iellste 
Classe b i l d e n .  Um wenigsteJ'~s far die erstz~a Werthe yon p ,liese 
Unterseheidung durehzafiihren, ist zuniichst eribrderlich, aLIf die zwi- 
schen de~t Functlonen ~ bestehenden Retatlonen einzugehen. 

Es sei r ~:., . . ,  q~ ein System yon linear unabEh~gigen r 
Functionen, und man bilde aus diesen ganze homogene Fuactionea 

zweiten Grades: 

Die Quotienten j e  zweier soleher Functionel~ ~'j : ~'o, T~ : .ir . .  
sind rationale Funetionen voa s und z, welche ia 41 , - -4  Punktr der 
Fl~tche T unendlich ~ o s s  yon der ersten Ordnung werden, und zw.qu 
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wenn der )[em~ex-be derselbe ist, nile in  denselben Punkten. Daraus 
folgt naeh einem Riemnnn'sehen Satze fiber die Anzahl der Con- 
~ant~n in den wie / '  ~erzweig~en Functionen, da~s alle diese Funetio- 
hen dureh 3 p - - 4  yon ihtaen linear atmdriiekbar sind~ oder dass zwisehen 
3/9~2 der Ftmetionen ~' eine lineare homogene Gleiehung mit con- 

stanten Coet~ieienten bestehL W~hlt man fiir die Functionen F die 

L:~e+_L Quadrate and Producte r "z, ~tcP~,"" ", so f o l ~  h~eraus, dass 

zwieehen d~n linear unabh~gigen Funetionen ~ q)._,, - -~ 9~o 

r - p + 1  _ 3 p q - 3 ~  p_o.,~_:~ 
2 2 

ht.aogene Gleiehungen zweiten Grades bestehen mfissen. Diese Zahl 
aber giebt aur eme untere Oreaze. In besonderen F~i]len kSnnen mehr 

neither Gleiehungen bestehen. 
lm ]~'alle p---~ 3 ist diese Zahl Null, undes  besteht ira Allgemei- 

hen zwi~ehen den drei Functionen ~o eine Relation vierten Grades~ 

welehe zur Definition der betreit?nden Classe algebraiseher Fanctionea 
dienen kann, wenn man die zwei gerh~ltnisse der Funetionen q9t~ ep:, ~p~ 

als Ver:~inderliehe einffihr~. 
Im Falle p ~ 4  besteht zwischen den vier Funetionen ~p nur eine 

Relation zweiten Grades und es ergiebt sieh ausserd~m ant dem glei- 
ehen Wege eine homogene Gleichung dritten Grades zwisehen diesen 
GrSssen. Diese belden Gteiehungea bestimmen wieder vollsiXndig eine 
Clasae algebraiseher Funetioneu veto Geschlecht 4. 

Im Falte/9 = 5 ist die Zahl der homogenen (~[eiehungen zweiten 
Grades 3~ und diese reichen im Allgemeinen au% um die Funefionen- 
cla~e za definir~n. Wir werden diese bemerkenswerthe Thatsaehe da- 
dutch beweisen, dass wit zeigen, wie um~ekehrt aus drei allgemeine~ 
homogenen Gleiehungen zweifen Grades dutch Elimination zweier Va- 
riabeln eine Gteiehung ent~eht, die zum Geschlecht 5 gehSrt. Es 
aeiea also die drei homogenen Gleichufigen zweiten Grades gegeben: 

% (x,, x._,, x:~, x,,  z~) = O, 

r (xt, :~'~, x~, x4, x~) = 0,  

% (x,, x..,, x~, x~, z~) = O, 

die ~ir als Mlgemein voraussetzen, start der Varlabeln xl ffihren wir 
die net~en Vadabetn i% fl, x ,  y ,  z eia mittelst der linearen Substitution 

yon der wir voraussetzen, dass die Substitutionseoeffic~enten m;, ni 
den Bedingungen genfigea: 

r  = % % ( m ) =  0, % ( m ) =  0, 

%(n) = o, %(,~) = o, %(,~) _- o,  
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daml lassen sich die transformh'tea Gleichungen in die Form setze~: 

pq-=f,  v~, + qn, = f l ,  p~. + q~ ~ f : ,  
worirl f ,  fl ,  fi~ homogene Functionen zweitea, ,~ = , ,~,~ !2t, ~ homogene 
Functione~ erss Grades yon.x,  y~ z sin& Die Elimination vr 
ergiebt die homogeae Gleiehung seehstea Grades zwischen x, y, z: 

f ( L v z - - ~ n t )  ~ + (/'1 ~,.--f~-~,) (f,'~--f%*~,) ~-O. 

Urn dan Geseh/echt dieser Gteiehung zu ermi~,~eln, haben w~r noeh 
die Anzahl der  Doppvlpuukte der dutch dieselbe dargeste!lten Curve 
festzustelien. Da unsere quadratisciiea Gleichungen allgemeia sein 
sotl~n~ so is~ ein Doppelpunkt nur dann vorhanden, wean eiaem Werih- 
system yon x,  y, z zwei Werthsysteme yon p~ q entspreehen, and dies 
findet dann nnd nut dann statt, wenn 

und zugleieh 

Die beiden letz~n Gleichnngen stelIen zwei Carven dritten Grades 
dar~ welche sieh in 9 Punkah schne{den. Von diesen sind aher vJer 
die Schnittpunkte der beiden Kege]~ehnitte f~ = (), f~ = 0; ia den f~inf 
andern ist ~tvz ~ ~z~h ~-- 0. Die Anzahl der Doppell~unkte isti also 5 
und das Gesehleeht der betraehte~en Panet~onenelasse i~ ebenfalls 5. 

Ist 20 grSsser als 5~" so tibersteigt die Zahl der quadratischen Glei- 
chungen zwisehen den Functionen 99 die Anzahl der aus denselben ,zu 
bestimmenden Fune~ionen and diese Gleichungen kSnnen daher nieht 
mehr im allgemeinsien Sinne yon eina.nder unabhi~ngig sein. Gleich- 
wohl besfeht kei~e lineare Abh.~ngigkeit zwisehen densetben, and nar 
in ihrer Gesammtheit kSnnen sie ausreiehend sein, eine Classe alge- 
braiseher Funetionen zu definiren. Die Gleichungeu m~sen in der 
VCeise zusammen bes~ehen~ dass noeh mindestens zwei der Variable, 
~t ,  (P-~, " ", r unbeschr~akt ver~der!ieh bleiben ; die fibr'igen kSm~en 
dureh diese quadratisehen Gle~e!aungen al, s algebralsehe Fuaedone, 
dieser beiden tmabh~ngigen bestimm~ sein. 

Diese Damtellung der algebraisehen Functionen durch die Gesamrat- 
heir tier Relationen zwisehen den Functio~en (~ bietet de~ VortheiI, 
da~s es mSglieh ist~ die Anzahl der unbesfimmten Con~taaten, you 
denen die Fnnetionenclas~e abhKng~, dutch lineare Transfbr~naffon auf 
eiae mSglichst kleine Zu redueiren, und dass also die F rage naeh den 
M0daln der Classe der gewShnliche~ Invariantentheorie zug~nglich 
wird. Ffir den Fall 2 ~ 5 ergiebt sich hicrnaeh folgende Aufgabe: 

Man substitaire far x~ neue Vm~able x[ dutch eiae lineare Sub- 
stitutiom Es soll fiber die Subs~itutionscoefficien~en und ausserdem 
fiber die Coeffieien~en %.(~') so verfiig~ werden~ da~ss in den: transTor 

mirten Ftmctionen: 



"I ~" ..,:11/,. -- .,<,., ~(~,:p~ 

05) ~;~-- ,:~')*, + #~) ~ - -  (~ ~. - t -% ~'3 2 " 2  =" 

t~ ' - -  g~l}rb -.('~) 
" 3 -  , "- '  + ~)3 + (z(3) (~ ~3 3 3 

~ e  rat~glie~ grosse Anzahl yon Coeffieienten vorgeschriebene Werthe 

haben. B~eidmen wit mi~ s~, sz, % unbestimm~e Coeffieienten, und 

~t,zea: 
- -  ~(.t) . ,  ~ (I) ~, - -  { I)  ." 

.t% Ss, 

t~z a'z ttz ~z 

8 _ _  (~r, _(zl.. _(:~) �9 

so kgnnen wir diese drei GIeiehtmgen (15) in die else zusammenfassen: 

uad ffir die M~gliehkeit dieser Transformation ergiebt sich~ wean wir~ 
was fret steht~ die Substitu~ionsdeterminante ~ 1 annehmen, und wenn 

wir mit A ...... ., ~ A',,.,,~ die simaltanea Invarianten der drei FuncLio- 
hen ~ r  <b,~ resp. 0/ ,  (I:}~', (:I)' . :~ bezeiehnen ,. die Bedingung: 

woria sieh dile Suramen auf alle solehe Zahlen v I , v~, ~ zu erstrecken 
h~ben, deren Sumrae ~ 5 islz Es muss also die linke Seite yon (18) 
dureb die Substitution (I6) ia die reehte Seite ~ransform~rt werden~ 

und man kana daher die absoluten Invariaa~en der ternKren Form 
~ t f t~n  Grades (18), deren es zwSlf yon einander unabh'~ngige glebe, 
ats~ die (2lassenmodula betraehLen. 

Kehrea wir nun zu den oben besproehenen Ausnahmef:dllen zurtiek 
und untersuchea zuni~ch~L den Fall p = 3. Wenn in diesem Falle 
eta S 

�9 ~ystem yon unendlich vielen A bel 'sehea gunetionen exis~rt,, oder 
wean eiue gerade Thetafunction ffir die Nullwerthe der Argumeate 
versehwinde~ so hesteht zwischen den drei Functionea ~ l ,  q~2, % eine 

Gleichuag zweiten (;rade~: welcher die Form gegeben werden kann: 

~s 
I ~  tuna die Fune6on ~% :Iv2 nieht in mehr als vier Punkten tmend- 
lieh gross ,rod unendtich kleh~ werden ka~n~ so kava (po : ~ nu t  in 

zwei Punktea uaendlieh gross und unendlieh klein werden~ und dutch 
die Sabs~itutitm zt ~ r : ~z wird die R ie m an n 'sehe Fl~iehe auf eine 
zweibl~th-ige abgebildet. Im Falle/)  == 3 gen~gt also das Versehwinden 
tnaer go~,aden Thetafunetion ffir die Nullwerthe der Argumertte, um 
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die Functio~eaclasse zu eil~er hyperelllptlscher, ztt maehen~ and umge-. 
kehrt .versehwi~det aueh bei den hyperelliptisehen Funetionen nut c/he 
gerade Thetafunetion ~ r  die ~ullwerthe der Argumente. 

Im F ~ l e p  ~ 4 bestehen im Allgemeinen eiae homogene @Ieiehung 
zweitea and dritten Grades zwisehen den vier Functionea tpl , r ~ ,  tp~. 
Wenn ei~ System yon uneadlich vielen Abel'schen Funet[onen exis~i- 
ten sol], so muss zwisehen drei Functiouen tp eiae quadratische Glei- 
chang bestehen, rp~vp~ ~-tp_~ ~, and es versehwindet eine gerade Theta- 
function f~ir die Nil]lwerthe ~er Argumente. D~e Gleiehungen zweiten 
uad drittea Grades repr~sentiren dana geometriseh eine gaumeurve 
seehster Ordnung, welche der Durehschnitt einer Flache drit~er 0rd- 
nung mi~ einem Kegel zwei~r Ordnung is% die auf eine ebe~e Carve 
ffinfter Ordnung mit zwei zusammenfallenden Doppelpunkten projicirt 
werden kann. Das System yon ur.endheh vielea A b e l'schen Fa~etlo- 
nen ent~l~rieht den ,Tangentialebenen des Kegels. 

Wena nun noch eia weiteres System yon unendlich vlelel~ Abet ' -  
sehen Functionen existirt, so besteht ausser rder Gleiehuag 

(19) q5 ~z == r 

zwisehen den vier Ftmeflionen r aoch eine weitere Gleiehung zweitell 
Grades~ welehe ia einer der beiden Formen: 

(20) ~0,~= F (~, ~ ,  ~) ; 

woria f f  homogene Funetionen zweiten Grades bedeuten, enthalten 

s~i]~ muss. 
Es seien die Sullpunkte yon ~ :  u , ,  rr~_, rc~, e,,, a~, az ,  

Im F~lte (20) ergiebt sich f~ir die drel Punkte ~,, ~,~ a~, m 
welche~ ~ c2~ verschwindet, eine Gleichung yon der l,'orm: 

woraus hervorgeht, dass einer der beiden Faetoren, etwa qh ~'-)-q~-: 
in zweien der Pankte. a,  etwa in a~, a~, verschwiadet~ Ebenso folgt.~ 
dass sich ein Factor t~ derar~ bestimmen ]~st~ dass q~ W ,u~t in de~, 
Pux~kten ~t, /~ versehwindet~ and darius tb]~,r dass die Funetio~ 

tp~ 

in nnr zwei Punktea unendlich gross and u:aendlich klein wird. 
Wenn ein Punk~ ~z mit einem Punkte /~ zusammenf:d|lt, so i.~t. 

y .... 

cpl "~ 
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eine Function, die nar in  zwei Punkten unendlieh gross und unead- 
lie& klei~ wird, und wenn wir diesen Fall aussehl~essen, so ergiebt 
sich leieht, da~ in (21)~icht  die beiden Constanten a i ,  a 3 versehwin- 
den kSnnen, da zwisehen ~ ,  ~o,, ~s, ~o~ keine lineare Gleichung be- 
stelat. ][~ also etwa aa yon Null versehieden, so er~eb~ sich ans (~1) 
fiIr die P~k te  ~j, a~, u~ 

~3 (~+ ~ )  = o ,  

so das~ ~-~-~9~ in diese~ Punkten versehwinden muss. Daher l ' ~  
sida ia dem Qaotienten 

*Pz 

/~so be~ti~men, dass aueh diese Function nur in zwei Punkten Null 
uad maeadlich wird. Daraus ergiebt sich, dass alle diese F'~lle auf 
hyperelliptisehe Funetionen ffihren. Wenn also bei ~o ~-- 4 zwei gerade 
Thetafanetionen f~r die Nullwerthe der Argumeato verschwinden, so 
gehSrt die~ Funet~onenelasse zn den hypereltiptischen und es folg~ das 
Verschwinden yon 8 weiteren geraxlen Thetafunctionen. 

K;5•igsberg, im September 1877. 




