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Ueber gewisse in der Theorie der Abel'schen Functionen
auftretende Ausnahmetille.

Von Heiszics Weser in Konigsberg in Pr.

In dem vorliegenden Aufsatz beabsichtige ich gewisse besondere
Classen von ulgebraischen Functionen hervorzuheben, welche begiiglich
der zugehdrigen algebraischen Integrale und Thetafunctionen ausge-
zeichnete Eigenschaften haben, von denen die speciellsten auf die hyper-
elliptischen Integrale fiihren.

Wir definiren nach Riemanu eine algebraische Funetion s von z
vom Geschlecht p durch eine irreducible algebraische Gleichung zwi-
schen beiden Variablen '

B W
F (S: ";> =0,
welche die Eigenschaft bat, dass die Verzweigung von s sich durch eine
(2p-+1)-fach zusammenhiingende Riemann’sche Fliche T darstellen
lisst, und diese Fliche sei durch ein normales Querschnittsystem a., b,
in eine einfach zusammenhingende Fliche 77 zerlegt.
In die Thetafunction
3
!pEZfa hy 2Eh 6,
3(0“,{,2’..,%)m( )5) Mowiw ME b+ o5 it
—
substituiren wir fiir die Moduln «;; die Periodicititsmoduln der Nor-
malintegrale erster Gattung an den Querschnitten b, und fiir die Argy-
mente v,, v,, - -, v, die nm Constanten vermehrten Normalintegrale
erster Gaitung selbst:

5 £ ¢
Jdu, — &, <j(lur2 —Bay ]dup — &y,
H 3 i

worin &, § zwei beliebige Punkte in der Fliche 7 bedeuten, von
denen der letztere als veridnderlich betrachtet wird. Die so entstan-
dene Funetion

(1) o (a( fdu,, ~ )

3
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ist eine in 1" stetige Function von §, welche, falls sie nicht identisch
verschwindet, in p Punkten unendlich klein von der ersten Ordnung
wird. Dies¢ Nullpunkte 7,, 7,, - -, 1p gentigen der Congruenz

/ T 'i
@ (e;,eg,--,eﬂ)g(g(ﬁz%-ﬁ-j}ub-}- . +J§u;,—l— k,)),

worin das Grossensystem %, von e, unabhingig ist, und diese Con-
gruenz wird fiir gegebene ¢, nur durch die Puakte 7, befriedigt. Ver-
schwindet aber (1) identisch, so kann die Congruenz (2) ei)enf'allsf l?e-
friedigt werden, es bleiben von den Punkien 7, aber einer oder einige
willkiirlich. Ist das Grossensystem ¢, so beschaffen, dass & (¢, €, - -, &)
verschwindet, so fillt einer der Punkte 7,, etwa 7,, mit & zusammen,
und es geniigt den beiden Congruenzen

v :I"
(6, €y fp)= (;5 (2 Jdu,,—{- k,,)),

1, p—1

¥ i
e = (1 St )
. o=l

ein durch eine Gleichung o (s, 2) == 0 verkniipftes, von ¢ unabhingiges
Punktsystem 4y, 7. Addirt man die beiden Congruenzen (3), so folgt:

” '.")v » :1;1
W =2k, =2k, —2) = (1( 3 Jau+ S faw)),
y £t o y~1g

worin nun 7y, %, ein beliebiges, durch eine Gleichung ¢ = 0 ver-
kutipftes Punkisystem bedeutet. Die Congruenz (4) dient zur Be-
stimmung des Grossensystems k. (Vergl. meine Schrift tiber die
wAbel'schen Fuuctionen vom Geschlecht 3 § 10 bis 12)

Bedeutet nun f,, f;, - -, f» ein Grossensystem von denselben Eigen-
schafien wie ¢, ¢,, + -, ¢,, s0 ist der Quotient

() )

=
5

o (F(fom— ) o (F( four)

&

&(;(fdm—* f&)) 5(? (Jilub +ﬁ))

eme wie I verzweigte Function vou ¢, die sich als Quotient zweier
R " : .

Lunc}x@en von @, @, : gy, darstellen lisst, und nmgekehrt Lisst sich der
Quotient sweier Functionen @ durch einen Ausdruck von der Form )]

@)
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darstellen, abgesehen von denjenigen besonderen Fillen, in denen cipe
der Thetafunctionen im Zahler oder Neuner von (5) identisch (fiir afle
Lagen von &, & verschwindet.
Wir nehmen nun an, dass die Grossensysteme ¢, f den Bedingtmgen
geniigen:
(6'17 e‘l} c 61’) = (\—‘—811 _e?.J ) 1—(3;,),

{lfu f;n ° ';fp) = (”fn “‘f‘:: Ty ""'fp)’

oder, was dasselbe ist, den Congruenzen:

(€15 Cas 5 €0) "*(’1 (Jmmitivianut$v, 60+ + v%‘”z)ay-b))
—-—(% "}i 2 y 3:’5};:},

U‘U 4yt ,fﬂ) g (b (i u;‘;uﬂ- V) R vy 2 g~ +,§y}‘a) A))
=T, 4T - 1),

worin die Zahlensysteme u, », u, " aus 0 und 1 zusammengesetzt

angenommen werden konunen. Mit @,, @; werden rzur Abkiiraung
Systeme zusammengehriger Perioden bezeichnet, und die Zahlencom-

plexe
YoM, e Y IR
t Ve » , 2 f .
(uu, lb):(ﬁ), \' 4 ')=@7)

By e o ey 1 Y2 -
heissen die Charakteristiken der halben Periodensysteme § @,, I @y,
welche gerade oder ungerade genannt werden, jo nachdew die Summen
Suwu, Ev u gerade oder ungerade sind. Jeder Charakteristik (@)
entspricht eine T‘thatunctxon welche eine gemdc oder eine ungerade
Funetion der Argmmente ist, je nachdem die Charakteristik gerade oder
ungerade ist:

| Py
FA\T (0, 02y -7y Vp)

ik i i
}lvl “,},”;”{T tmi Z‘u v, _f-x..,yv . )
amp LELD Ly S AUIE SR PPRCAS o 390

Die Anzahl der ungeraden Thetafunctionen ist 22~1(27.—~1}  dic der
weraden 271 2‘P—{—1). Im Allgemeinen verschwinden nyr die unge-
raden Thetafunctionen fir die Nullwerthe der Argumente, dagegen ver-
schwinden die ersten Ableitungen der geraden Thetafpuctionen fir die
Nullwerthe der Argumeute, und daraus ergiebt sich, dass, wenn in
einem besonderen Fall eine Thetsfunction mit gerader Charakteristik
(@) fiir die Nullwerthe der Argumente verschwindet, dann die Function

0 (3 (fou - o)
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s 3entisch fir alle Lagen der Punkte &, § verschwindet, nach einem
;i?igiz; aun bewie:enen‘Satz. (Ueber das Verschwinden der Theta-
functionen, Riemann’s Werke p. 198.) - o _
Kebren wir nun zarick zu den Quotienten (9), so erglebt sich
aus den gemachier Annahmen, dass die Nullpunkte des Zihlers so-
wohl als des Nenmers paarweise zusammenfallen und es entstehefl
Fanctionen g, welche in p —1 Punkten unendlich klein von der zwei-
ten Ordnung werden. Die Quadratwurzeln aus diesen Functionen nennen
wir Abel’sche Functionen im engeren Sinu. Hieraus ergiebt sich:

Wenn von den 22¢ Functionen

o((fonm19) o122 (5 fau)

Leine identisch fiir alle Lagen von &, t verschavindet, so ewvistoren
2r=1{2r— 1) Abelsche Funclionen.

Die Ausnahmefille, die nun hier betrachtet werden sollen, sind
diejenigen, in denen von den Fuonetionen

o(2 (fu s 1 o)

cine oder einige identisch verschwinden, und es handelt sich vor allem
um das Verhalten der Abel’schen Functionen in diesen Fillen.

Wir machen gleich die allgemeine Annahme, dass fiir irgend eine
Zahl m eine Function

; M
6) 3(?(2 /ti'u,‘ié-an))

Tom—t Y
' by

identisch (fiic alle ¢,, &, -+, 8,1, &, $2 **5 Gu—1) verschwinde, da-
gegen

po—

. 3

» 8
@ o (4 (> fuuty )

1 v .
nicht identisch verschwinde, wofiir nach Riemaun (tiber das Ver-
schwinden der Thetafunctionen) die nothwendige und hinreichende
Bedingung die ist, dass die Function 8{@} (2,,%,,- -, v,) mit ihren
simmmtlichen Derivirten bis zar m — e Orduung einschliesslich, da-
gegen nicht mehr simmtliche Derivirte der me Ordnung fir

. Wi oy - - re) = (0,0,..,0
verschwinden. ’ ©.0,--0)

' o
‘ Z\m&: diesen Voraussetzungen werden also, wenn die Punkte &, &
beliebig angenommen sind, die beiden Funetionen
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# (i (Jda -2 “_.ljtlu/g*— ),
( ( duy, + 1> fduh—E—%'ﬁfa))

l Syl

(8)

als Functionen von £ nicht identisch verschwinden, und daber ver-
schwindet jede von ihmen ausser in ¢ in p— 1 Punkten, beide zusam-
men in 2 p— 2 Punkten, welche durch eine Gleichung @ =0 ver-
kniipft sind,

Unter den Nullpunkten der ersten dieser Functionen sind aber
die Punkte £,, &, -, &w—1, die Ubrigen seien mit 9., Nugas = ot
hezeichuet. Ebenso sind unter den Nullpunkten der zweiten Fynction
(8) die Puukte &, &, - -, &1 und die tibrigen seien mit v, Y4,
<+, 15 -1 bezeichnet. Demnach exjstirt eine Funetion g mit den Null-
punkten
9 &1y €9y 70 il By bon o Gty Moy Butis * oy Nu=1; Wiy Uity 5y 77;»*1 .

Andererseits bestehen nach (2) die Congruenzen:

4By 4T o T = (4 S’chu,,,-}-z Jdu;,-kl‘,,)
L me—1 g Y e B
jd“ﬁ + //,))

(4@, - @y, @)= < /dm

i, il § Wey }J‘-“i

und durch Subtraction dieser beiden Congruenzen:

i

{10y (ig ( > Jc?eq, Z ‘/‘duk e ())) .

1 =1 ey P ;L,,‘,

Es existirt also, wie aus dewn Abelschen Theorem folgt, eine
rationale Funetion 6 von s, 2, welche unendlich klein in der ersten
Ordnung wird in den Punkten
(1) £ 8- Guma Y Y,
unendlich gross in der ersten Orduung in den Punkten
i'l;)) 51 &y v et Mo * " 77;0»1 b
ausserdem stetig und von Null verschieden bleibt, und zwar ist diese
Fanction darstellbar als Quotient zweier Funetionen ¢. Ist nun ¢ die
in den Punkten (9) verschwindende Fpnction, so werden die heiden
@ - Functionen '
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i
=9, HF=P
in i i i kten
wnendlich klein in der zweiten Ordnung, resp. in den Punkt
Gt e Bty Ty o 55 Mot und &, &, 00y Saty fuy 7y Mp-1s

und sind daher die Quadrate von Abel’schen Funectionen. Diese
A belschen Functionen gentigen der Bedingung

(13) Vo9 = 9-
Wihlen wir die Punkte £,, &, + -, G anders, so erhalten wir beliebig
viele Abel’sche Functionen dieser Art, Vo, , ]/—;,' Vo, - Wele.he
die Eigenschaft haben, dass das Product von je zweien derselben ratio-
nal und zwar gleich einer Funetion ¢ ist. Von den Nullpunkten einer
solchen Abel'schen Fanction kénnen m-— 1, aber nicht mehr, beliebig
gewihlt werden. )

Setzen wir pun, indem wir unter a,, @,, - - unbestimmte Cou-
stanten verstehen:

Vo =ua, Vo, +a, Vo, + -+,

so ist, da das Produet zweien der Functionen V®,, Vg, -+ - rational
wt, ¢ eine @-Fupction, welche der Bedingung gentigt:

Vo' =95 9.9 =9,
woraus sieh ergiebt, dass, da die Nullpunkte von ¢’ paarweise zu-
sammenfallen, J'¢’ eine Abel’sche Function ist.

Aus der Willkiirlichkeit von m — 1 Nullpunkten der Functionen
V@, ¥, - schliessen wir, dass es mindestens m linear unabhingige
Functionen dieser Art giebt, und da nicht mehr als s — 1 Nullpunkte
belisbig sind, so folgt, dass auch nicht mebr als m dieser Functionen
linear unabhingig sein konnen. Hieraus ergiebt sich, dass das ganze
System Abel'scher Functivuen, welches zur Charakteristik (@) gehort,
linear darstellbar ist dureh m specielle Functionen dieser Art, also in
der Form:

alV‘;Tl"{' ‘12]/97'.' +--+ umV‘;nT:
worill @, a,, - -, 4, willkiirliche Constanten sind.

Die hier bewiesenen Sitze lassen sich nun in folgender Weise
umkehren. Nehmen wir an, es existire ein System von s linear un-
abhdngigen Abel'schen Functionen Vg, , Vg, , - -, Von, welches die
Eigenschaft hat, dass jede lineare Verbindung derselben mit beliebigen
constanten Coefficienten

{14) V’é? =y }“Pht + dq 1"}; R ot o
wieder eine Abel'sche Funetion ist

ie i y 30 ergiebt sich zunichst aus der
Willkarlichkeit der Coefficiente

n &, dass das Product je zweier dieser
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Funetionen }/ piqp; eine -Function ist; also gilt das Gleiche von dem
Product zweier beliebiger Functionen (14), ¥¢'¢", welche sich durch
die Werthe der Constanten a von einander unterscheiden. Daher ist
auch das Verhaltniss zweier solcher Functionen }g : ) p” eine ratio-
nale Function von s und 2, welche in je p—1 Punkten %, 7., -+, -,
resp. 1,y Mss * *» Hp— unendlich klein und unendlich gross von der
ersten Ordoung wird; und von diesen Punkten kinnen je m — I be-
liebig gewilhlt werden.

Lassen wir nun in der Congruenz (4) das Punktsystem 7, 4,
zusammenfallen mit dem doppelt gezihlten Punktsystem 4, in welchem
eine Funetion /¢’ unendlichk klein wird, so ergiebt sich, dass sich ein
System zusammengehdriger halber Perioden bestimmen lassen muss
von der Art, dass die Congruenz

i

i (}: J duy, -+ l‘-/‘))

i L1y

%
.

(% El) %E‘n vy }'ﬁf‘u] f_:(

durch ein Punktsystem x; befriedigt werden kann, von welchem m — 1
Punkte beliebig angenommen werden kimunen; und dies ist gleichhe-
deutend damit, dass die Congruenz

.
i i i M
» ) d 5 "y - ‘
(lz ( >; Jd‘u,‘ + 1@, ) wz ( A 3 /(Zw,, -+ Iy )
R =t ) 3 (rgilg )
fiir beliebige Lagen der 29n— 2 Punkte &, { befriedigt werden kann,
oder dass die Function

R .
] (2
Fe ) *
P! ( Ju L w )
p(1( 2 fautim
Lm—1 3
identisch, fiir alle Lagen von ¢, §, verschwindet.
Das hierdurch Bewiesene fassen wir folgendermassen zusammen:
Wenn die Function

ik
2 (; (2 Jd'uz.+ ¥ 375))

3,1 &
i

identisch fiir alle &, & verschwindel, dagegen

*
.
ot

P, e ‘ \

&(h ( E Jduk + m))
1 1, m &

nicht identisch fir alle &, & verscluvindet, ader, was dasselbe ist, wein

fiir die Argumentwerthe (} &,, @, -, T, die Function & nph tiren

siimmilichen Derivirten bis zur m— 10 Ordnunyg einschliesslich, aber

nicht sémmtlichen Derivirten der mt» Ordnung verschwindet, so crt-
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spricht der Charalteristi (@) ein ganzes System Abal’seker' F?znctimzen,
welche linear und homogen wit willlirlichen constanten Coefficienten aus
wir -solchen Fumctionen zusammengesetzt sind.

I!j;:i: Zie,é;?gm von Abelschen FPunctionen exstirt, welc}fesv linear
wund homogen mit willliirlichen constanten Cocfficienten aus m lz??ear un-
a?:?w’éngiym Abelschen Functionen zusammensetzbar ist, s0 lisst s?ciz
eine Charakteristik (@) bestimmen von der Eigenschaft, dass die F@fnctz_m
& sammt allen ihren Derivirten bis z2ur Ordnung m — 1 cinschliesslich
verschwindet fir die Argumentwerthe (3T, £ 3y, -+, $D3).

Wir konnen noch beifigen, dass, je nachdem m gerade oder un-
gerade ist, die Charakteristik (@) gleichfalls gerade oder ungerade sein
wird, denn fiir ein gerades (@) verschwinden die Derivirten ungerader
Qrdming der Function & {'a;} (o), Dy, » +, 0,) alle von selbst fiir die
Nullwerthe der Argumente, und fiir ein ungerades (@) gilt dasselbe
von den Derivirten gerader Ordnung.

Wir machen von diesem Satze eine Anwendung aunf die hyper-
elliptischen Functionen. Fir diese sind die Integrale erster Gattung
darstellbar in der Form:

o2z )
Jrata e

Die Functionen ¢ sind ganze rationale Functionen der Veriinder-
lichen #, welche den p— 19 Grad nicht iibersteigen. Die zun Grunde
liegende Riemann’sche Fliche ist eine zweibkittrige mit den Ver-
sweigungspunkten @, , ¢,, - -, #,¢2 und die Nollpunkte der Functionen
¢ fallen paarweise in Gber einander liegende Punkte der beiden Blitter.
Es fallen daher dann und nur dann zwei Nullpunkte einer solchen
Function zusamwmen, wenn dieselben in einen Verzweigungspunkt
ricken, oder wenn die betreffende Function ¢ einen quadratischen
Factor hat. Bezeichnen wir daher wit §;, 8,, - -, B, irgend eine Com-
bination von g verschicdenen der Versweigungspunkte Gy oy v oy Uappn,
so ergeben sich folgende Classen von Abel’schen Functionen, von
denen nur die erste Classe nicht Systeme bildet, sondern einzelne be-
stimmte Functionen liefert.

Abel'sche Functionen: Anzahl der Systeme:

D V=B B =B plpbs ok

D V=PI E—B =B (ay+ a5, LEE2ET 2pt2

1.2..p—-3 ?
N YIRS 2y BESpb0--2pte
BVE=BT T ETED @t o bayy, LESEL e

ete, ete,
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wenh die @, a,, a,, - - willkiirliche Constanten sind. Diese Reihe setst
sich soweit fort, bis die Wurzelgrosse entweder ganz wegfillt (bei oy
geradem p) oder nur noch einen Factor enthilt (bei geradem g). In
ersterem Kalle wird die letzie Classe von Absl'schen Fungtionen aus
dey
Classe enthilt nur ein System.

Aus der Anzahl der unbestimmten Constanten, von welchey diese
Systeme abbingen, ergiebt sich nun folgender Satz fir die hyper-
elliptischen Hunectionen vom Geselilecht p.

Es existiren L pt5 2p42

1-2-5- p—1
erste Derivivten nickt samantlich
PEb-p+T-- "7)—4—
1-2--p—
aber net]ct it sianmblichen Dericorten zweder ()r’dnem\q ,

482 2 ; . . .o
r + fd —*:— ungerade Thetafundtionen, welehe mid hren ersten,

ungerade Thetafunctionen, deren

- gerade Thetafunctionen, welche pwar scbst,

. ;_ . .I_)
wickt aber it simmtlichen dritten Dergvirlen,
+10-02
p - pr T2 - gerade Thetafunctionen , welche mit dhren zweden,

m’cht aber st sammtlichen viertene Derivivien ote, cle.
fiir die Nullwerthe der Argumente verschwinden.
Da die Apzahl simmtlicher Charakteristiken 22+ ist, so bleiben
2p p-ti-p+3 '-2p+2_13+6-;:)+‘:.~:3p+2” . p-}—" ?,+ ; 2
2-p——1 1-2--p—3 - o

Thetafunctionen iibrig, welchen keine Abel'schen Funci:t(xnen ent-
sprechen, und diese miissen gerade Thetalunctionen sein, welche fiyr
die Nullwerthe der Argumente nicht verschwinden.

Die Anzah! und Beschaffemheit der vorbandenen Systeme vou un-
endlich vielen Abel’schen Functionen begriindet eine Reihe vepn Aus-
nahmefillen, vou deunen die hyperelliptischen Functionen dig speciellste
Classe bilden. Um wenigstens fir die ersten Werthe von p diese
Unterscheidung durchzufiihren, ist zunfichst erforderlich, ant die zwi-
schen den Functionen ¢ bestehenden Relationen einzugehen.

Es sei @,, @q, + ¢, @, ¢in System von linear unabhiingigen -
Functionen, und man bilde aus diesen ganze homogene Funetionen
sweiten Grades:

Elp, 0 98, File, @150 5 $as Fyigp,, LT Fu) v -
Die Quotienten je zweier solcher Functionen ¥, : Fy, F,: F,, -

sind rationale Functionen von s und z, welche in 4p—4 Punkten dor
Fliche 7" unendlich gross von der ersten Ordnung werden, und zway,
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wenu der Neuner F, derselbe ist, alle in denselb"sn Punkten. Daraus
folgt pach einem Riemann’schen Satze iiber die Anza%ll der an-
stanten in den wie 7 verzweigten Functionen, dass alle diese Fu.nc-'ém-
nen dorek 3p —4 von ibnen linear ausdriickbar sind, oder dass z“izschen
31;;«2 der Punctionen F eine lineare homogene Glexchufng mit con-
stanten Coefficienten besteht. Wihlt man fiir die Functionen F die

ﬂ;?’bﬁl Quadrate und Producte @% @, @y, - -, 80 folgt hieraus, dass
swigchen den linear upabbingigen Functionen @,, @,, - -, ®p

3 - 1 E « P""?"l”—g
» Pg’(" ‘“‘317"1‘3’;:“"_—2_"_“"

homogene Gleichungen zweiten Grades bestehen missen. Diese Zahl
aber giebt nur eine untere Grenze. In besonderen I'illen kénnen mehr
solcher Gleichungen bestehen.

Im Falle p == 3 ist diese Zahl Null, und es besteht im Allgemei-
nen zwischen den drei Fuuctionen @ eine Relation vierten Grades,
welche zur Definition der betreffenden Classe algebraischer Functionen
dienen kann, wenn man die zwei Verhiltnisse der Functionen ¢, ¢,, @,
als Verinderliche einfabri.

Im Falle pr==4 bestehit zwischen den vier Funetionen g nur eine
Relation zweiten Grades und es ergiebt sich ausserdem auf dem glei-
chen Wege eine homogene Gleichung dritten Grades zwischen diesen
Grossen. Diese beiden Gleichungen bestimmen wieder vollstindig eine
Classe algebraischer Functionen vom Geschlecht 4.

Im Falle p =5 ist die Zahl der homogenen Gleichungen zweiten
Girades 3, und diese reichen im Allgemeinen aus, um die Functionen-
classe za definiren. Wir werden diese bemerkenswerthe Thatsache da-
durch beweisen, dass wir zeigen, wie umgekehrt aus drei allgemeinep
homogenen Gleichungen zweiten Grades darch Elimination zweier Va-
riabeln eine Gleichung entsteht, die zum Geschlecht 5 gehort. Es
seien also die drei homogenen Gleichungen zweiten Grades gegeben:

@, {:.‘22“ Tay &y, Ey, ‘Ts) =0,
b, (2, %y, %5, @y, &) =0,
by (2, By, 2y, 2, 2,) =0,
d?e wir als allgemein voraussetzen. Statt der Variabeln z; fihren wir
AT . L
die neven Variabeln p, g, z, ¥, 2 ein mittelst der linearen Substitution
o= mp + g + x + by + ez,
'ﬁ?x; der' wir voraussetzen, dass die Substitutionscoeffcienten T, i
den Bedingungen genligen:
@, {Emé == 1), ¢2(m) == 0) Q)g(m) =0,
D (n) =0, d,n) =0, ®,(n) =0,
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dann lassen sich die transformirten Gleichungen in die Form setzen:

pe=1f, pSt+am="f, PS4 qn~="h,
worin [, f;, /> homogene Functionen zweiten, §,, &,, y,, 4, homogene
Functionen ersten Grades von-z, y, # sind. Die Elimination ven p, ¢
ergiebt die homogene Gleichung sechsten Grades zwischen z, y, #3
fEm—&m)® + (1&—FE) (Hn—Ffy) =0.

Um das Geschlecht dieser Gleichung zu ermitteln, haben wir noch
die Anzahl der Doppelpunkte der durch dieselbe dargestellten Curve
festzustellen. Da unsere quadratischen Gleichungen allgemein sein
sollten, so ist ein Doppelpunkt nur dann vorhanden, wenn einem Werth-
system von z,y, s zwei Werthsysieme von p, ¢ entsprechen, und dies
findet dann und nur dann stath, wenn

£y — Bamy =0
f]gg""fgz‘"—:o; flng"“/:z'yh::‘-().

Die beiden letzten Gleichungen stellen zwel Curven dritten Grades
dar, welche sich in 9 Punkten schneiden, Von diesen sind aber vier
die Schnittpunkte der beiden Kegelschnitte f; = 0, £, = 0; in den funf
andern ist &, — £, = 0. Die Anzahl dex Doppelpunkte ist also 5
und das Geschlecht der betrachteten Functionenclasse ist ebenfalls 5.

Ist p grosser als B, so iibersteigt die Zahl der guadratischen Glei-
chungen zwischen den Functionen g die Aneahl der aus denselben ru
bestimmenden Functionen und diese Gleichungen konnen daher nicht
mehr im allgemeinsten Sinne von einander unabhingig sein. Gleich-
wohl besteht keine lineare Abhingigkeit zwischen denselben, und nur
in ihrer Gesammtheit konnen sie ausreichend sein, eine Classe alge-
braischer Functionen zu definiren. Die Gleichungen missen in der
Weise zusammen bestehen, dass noch mindestens zwei der Variablen
@y> @ay - -, @p upbeschrinkt versaderlich bleiben; die iibrigen konnen
durch diese quadratischen Gleichungen als algebraische Fugctionen
dieser beiden unabhiingigen bestimmt sein.

Diese Darstellung der algebrajschen Fun ctionen durch die Gesammt-
heit der Relationen zwischen den Functionen ¢ bietet den Vortheil,
dass es moglich ist, die Anzahl der unbestimmten Constanten, von
denen die Functionenclasse abhingt, durch lineare Transformation auf
eine mdglichst kleine zu reduciren, und dass also die Frage nach den
Moduln der Classe der gewohnlichen Invariantentheorie zuginglich
wird. Fiir den Fall p = 5 ergiebt sich hiernach folgende Aufgabe:

Man substitoire fiir z; neue Variable z; durch eine lineare Bub-
stitution. Es coll iiber die Substitutionscoefficienten und ausserdem
tiber die Coefficienten «® so verfiigt werden, dass in den’ transfor
mirten Fuanctionen:

und zugleich
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. ‘P;!”“"“'“ind)x + “,it)‘bz + “f;” >,
(19) O =V + P, oD,
o = eV, 4+ V0, + V0,
eine moglichst grosse Anzabl von Coefficienten vorgeschrieb.ene Werthe
haben. Bezeichnen wir mit s,, $,, s; unbestimmte Coefficienten, und

setzen
' W ’ 4 1y , (s3I
sl al S.L a? s‘z a3 33 ?

2 2 I
(16) Sy==ay & + 05 8+ a8y,

3} & 8) 7

ss=a' s+ o) s+ o) 5y,

80 kbunen wir diese drei Gleichungen (15) in die eine zusammenfassen:
(17 5 4 5O+ 8Oy = 5,0, £ 5,0, 4 5,0,
uad filr die Moglichkeit dieser Transformation ergiebt sich, wenn wir,
was frei steht, die Substitutionsdeterminante = 1 annebmen, und wenn

wir mit' 4., s, .5, A, .. die simaltanen Invarianten der drei Functio-
nen &, @, &, resp. O/, ¢, & bezeichuen,,die Bedingung:

¥ ot oW, . I ¥ o Y, o ¥ r
(18) 2 sl. 32183’4”“‘:”: .—.. 2 Sl ‘52 283 'A‘Vn"’z;‘y; :

HYYy ¥V ¥,
worin sich die Summen auf alle solche Zahlen vy, ¥, ¥; zu erstrecken
haben, deren Summe == 5 ist. Es muss also die Linke Seite von (18)
durch die Substitution (16) in die rechte Seite transformirt werden,
und man kann daher die absoluten Invarianten der terniren Korm
funften Grades (18), deren es zwilf von einander unabhiingige giebt,
als die Classenmoduln betrachten.

Kebren wir nun zu den oben besprochenen Ausnahmefiillen zuriick
und untersuchen zunichst den Fall p=23. Wenn in diesem Falle
ein System von unendlich vielen Abel’schen Functionen existirt, oder
wenn eine gerade Thetafunction fir die Nullwerthe der Argumente
verschwindet, 80 bestebt zwischen den drei Functionen 1> @y, @ eine
Gleichung zweiten Grades, welcher die Form gegeben werden kann:

— (Y

2195 = ¢, oder s ?3)
Da nun die Funetion ¢, @, micht in mebr als vier Punkten unend-
iich. gross und wnendlich klein werden kann, so kann ¢, K
zwel ,Pm;'ktex‘x unendlich gross und unendlich klein werde::;, und durch
dia Sa{mst:?ghen %1== 9,2 @y wird die Riemann’sche Fliche auf eine
xymnblathngeahgebiléet. I Falle p =3 genligh also das Verschwinden
emer goraden Thetafunction fir die Nullwerthe der Argumente, um

:@py nur in



Io der Theorie der Abel’schen Functionen aufiretende Ausnabwefille, 47

die Functionenclasse zu einer hyperelliptischer zu machen, und umge-.
kehrt verschwindet auch bei den hyperelliptischen Functionen nur cine
gerade Thetafunction fir die Nullwerthe der Argumente.

Im Falle p—=4 bestehen im Allgemeinen eine homogene Gleichung
zweiten und dritten Grades zwischen den vier Functionen ¢,, ¢,, ¢, g,.
Wenn ein System von unendlich vielen Abel'schen Funetionen existi-
ren soll, so muss zwischen drei Functionen ¢ eine quadratische Glei-
chung bestehen, ¢, @, = ¢,%, und es verschwindet eine gerade Theta-
function fiir die Nullwerthe der Argumente. Die Gleichungen zweiten
und dritten Grades reprisentiren dann geometrisch eine Raumcurve
sechster Ordnung, welche der Durchschnitt einer Fliche dritter Ord-
nung mit einem Kegel zweiter Ordnung ist, die auf eine ebene Curve
finfter Ovdnung mit zwel zusammenfallenden Doppelpunkten projicirt
werden kann. Das System von unendlich vielen Abel’schen Funetio-
nen entspricht den Jangentialebenen des Kegels.

Wenn nun noch ein weiteres System von unendlich vielen Abel’-
schen Functionen existirt, so bestebt ausser ‘der Gleichung

JU 2
(19) P P; == ¢s
zwischen den vier Functionen ¢ noch eine weitere Gleichung zweiten
Grades, welche in einer der beiden Formen:

(20) 9= F (9, 92, 93) 5
21) ¢y (0, P; + 0, + a395) = F@,, 925 3,
worin F homogene Functionen zweiten Grades bedeuten, enthalten
seln muss.
Es seien die Nullpunkte von ¢,: &, &,, &5, &, &y, &,
" n n @3 B, Bas Bys Brs Bas By
n » n Poi @y, s G5, Bry Buy By
Im Falle (20) ergiebt sich fiir die drei Punkte «,, @,, &5,
welchen @,, @, verschwindet, eine Gleichung von der Form:

(9, — A9y} (@, + 2gs) =0,
woraus hervorgeht, dass einer der beiden Factoren, etwa ¢, + g,
in zweien der Punkte «, etwa in «,, «,, verschwindet. Ebeuso folgt,
dass sich ein Factor u derart bestimmen lisst, dass @, - gg, in den
Punkten B, B, verschwindet, und daraus folgt, dass die Function
e ok e W 23
L4

in nor zwei Punkten unendlich gross und uuendlich klein wird.

Wenn ein Punki « mit einem Punkte § zusammenfillt, so ist

P ]/ o
P1 Py
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eine Funciion, die nor in zwei Punkten unendlich gross und unend-
lich klein wird, und wenn wir diesen Fall ansschliessen, so ergiebt
gich leicht, dass in (21) nicht die beiden Constanten a,, a; verschwin-
den kbnnen, da zwischen ¢,, @,, @, @, keine lneare Gleichung be-
steht, Ist also etwa 4 von Null verschieden, so ergiebt sich aus (21)
fir die Punkte e,, «,, o,

o5 {9+ 4gs) =0,
80 dass @, + g, in diesen Punkten verschwinden muss. Daher lisst
sich in dem Quotienten

@t ilps+ugy
P2

& so bestimmen, dass auch diese Function nur in zwei Punkten Null
und unendlich wird, Daraus ergiebt sich, dass alle diese Falle aunf
hyperelliptische Punctionen filhren.  Wenn also bei p = 4 zwei gerade
Thetafunctionen fir die Nullwerthe der Argumente verschwinden , SO
gehbrt die: Functionenelasse zu den hyperelliptischen und es folgt das
Verschwinden von 8 weiteren geraden Thetafunctionen.

Kbnigsberg, im September 1877,





