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Ueber Gruppen, deren sfLmmtliche Theiter NormatiGheiler sind. 

Von 

R. D~.~.ma~ in Braunsehweig. 

Die vorliegende Untersuchung, welche ich in den ersten Herbst- 

wochen des Jahres 1895 begonnen und beendet babe, ist dutch die 

Frage nach allen denjenigen endlichen Zahlenk5rpern veranlasst, deren 

s~mmtliche Divisoren NormalkSrper sind. Ist /~ die Gruppe aller 

Permutationen r eines Normalk5rpers Q, so gehSrt bekanntlich zu 

jeder Gruppe S, welche ein Theiler yon R ist ~ ein bestimmter K5rper 

Q,  n~mlich der Inbegriff aller derjenigen Zahlen in Q, welche durch 

jede Permutation der Gruppe S in sich selbst iibergehen, and um- 

gekehr~ gehSrL jeder Divisor yon Q, d. h. jeder in Q enthaltene KSrper 

Q' zu einer bestimmten in 1~ als Theiler enthaltenen Gruppe S; die 

Bedingung abet, dass Q' wieder ein NormalkSrper ist, besteht darin, 

class S ein Normaltl~ler*) yon /~, also immer 

(I) ~-~ S~ ~ S, S~ ~ ~S 

ist, we ~ jedes beliebige Element der Gruppe R bedeutet. Der auf 

die Gruppentheorie bezfigliche Theil der obigen Frage kommt daher 

auf die Aufgabe zurfick, die allgemeinste Form einer Gruppe /~ zu 

finden, deren s'~mmtliehe Theiler S Normaltheiler yon /~ sin& 

Zu diesen Gruppen /~ gehSren offenbar alle Abel'schen, d. h. die- 

jenigen Gruppen~ deren Element~ sKmmtlich mit einander permutabel 

sind; ihr Bau daft aIs hinreichend bekannt vorausgesetzt werden, und 

es handelt sich daher nur noch um die Form der nicht Aberschen 

*) Diese Benennung, welehe H. Weber in seinem Lehrbuch der Algebra 
(Bd. I, I895, S. 511) eingeffihrt hat, scheint mir aus mehreren Grfinde~ zweck- 
m~ssiger, als die sons~ gebr~uchlichen eines a~ge~ew.hn~e~ oder i~varianten oder 
Kge~//r~n Theilers, welehe le~ere Bezeiehnung ich in meinen G~ttinger Vor- 
lesungen (1857--1858) im Anschluss an eine Ausdrueksweise yon Galois benu~zt 
babe. Sind ~ ,  S irgend zwei verwand~e, d. h. selehe Gruppen, die ein gemein- 
sames Multdplum besi~zen, mad bedeutet ~ jedes Element yon ~ ,  so empfiehlt 
es siah aus algebraischen Grfinden, den grSssten gemeinsamen Theiler aller 

Gruppen ~-*S~ die _~ar~ yon S in Bezug auf/~ zu nennen. 
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Gruppen J~, welche ich im Folgenden Hamilto~sche Gruppen nennen 
werde. Die einfachste oder kleinste solche G r u p p e / / i s t  n~nlich die- 
jenige Gruptm achten Grades, welche sechs verschiedeae Elemente 
vierten Grades enth~ilt and welche wegen ihrer innigen Beziehungen 
zu Hamilton's berfihmter ZahlensohSpfung die Quatern~ong~Ul~V Q 
heissen mag. Sodann ergiebt sich das dutch seine enge Umgrenzung 
iiberraschende Resultat, dass die allgemeinste Hamflton'sche Gruppe 
die Form 
(2)  l~  = ~ 

besitzt, we P die Abel'sehe Gruppe allot derjenigen Elemente in R 
bedeutet~ welche mit jedem Element yon R permutabel sind; diese 
Gruppe P unterliegt nur den beiden Bedingungen, dass sie kein einztges 
Element vie~en Grades, wohl abet das in der Quaterniongruppe Q 
befindliehe Element zweiten Grades enth~ilt. 

w  

Die Quaterniongruplm Q. 

Man kann dieselbe (wie in der Einleitung) als ~ r u l ~  achten 
Grades definiren, welche sec~ verschiexlene ~lemente vierten Grades 
enthtil~; die tetzteren bilden offenbar drei Paste yon je zwei reciproken 

Elementen uad mSgen mit ~, ~z -1, fl, fl-1, 7, 7 -1 bezeichnet werden~ 
ausser dem Hauptelemente 1 muss Q end]Jch noch ein Element a veto 
zweiten Grade enthalt~n. Es ist also 

(3) a s ---- 1 ,  

(4 )  a2 ~ . - ~  ~ p2 _ ~  p - ~  _~  72 = 7 - ~  ~ ~, 

(5)  ~ ~ ~ ~ ~ - ~ ,  ~P ~ -  P~  ~ ~ - ~ ,  ~7  ~ -  7 ~  - -  r -'~, 

(6 )  ~ - ~  ---- ~ - ~  ~ '~, ~p-~ ~ / ~ - ~  ~ -  p ,  ~ 7  -~  ~ ~ - - ~  == 7. 

Da nun das Product ~7 keine Potenz yon A6 odor 7 sehl kann (weil 
sonst 7 ~ ~• w~re), so mass es mit einem der beiden iibrigen Ele- 
monte ,z -+1 identiseh sein. Offenbar dtirfen wit die Bezeichnung der 
Elemente yon Q so w~/h/e% dass ~7-~a wird; da hieraus #7a~--a~---~ 2 
und a~7  ~ a S -~-7 2 folgt, so ergiebt sich 

(7)  P 7  - ~  ~ ,  7 ~  - ~  P ,  ~ P  = 7. 

Aus (~7) (7~) "~" ~(7 ~) ~ "~- p~2)  ~ ~ ~ ~_: 1 folgt ferner, class ~7 
und 7~ reciproke Etemente siad; aus (7) ergiebt sich daher 

(8 )  7 P  ~ ~ - ~ ,  ~ 7  ~ P - ~ ,  p a  - ~  7 -~ .  

Aus (7) und (8) folgen such die Producte der reciproken Elemente 

(9) 7-1p-~ __~__ C 1  g- - I t - -1  = p-- l ,  ~--I~-1 ~ ,~r--1 

(10) p-~7-1  _~ ~ ,  7 - ,  ~ - ,  ~ p, ~-~ p-i ~ 7. 
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Da ferner 

( l t )  ~ - z  ~ ~ - ~  ~ ~ - x  ~ p-~/~ ~__ ??-I  .~. 7-~72 --:" 1, 

so ergeben sieh aus den vorhergehenden Gleiehungen aueh die Produete 

( 1 ~ )  72p-1 = r - l p  = ,~, . p F 1  ==  p-172 _ ,~-1, 

(14) p~-i = p-1. = r, . p - l =  ~-lp = r-1. 

Die Composifionsf~belle der Qua~erniongruppe ist daher die folgende: 

1 

P 

72 

y-i 

I a 

a 1 

~C --I 

I ~-~ 

72 ?-~ 

t (~ (X,-"I 

1 a 

a 1 ? 

] 

72 I ?--1 i 
-{ 

?-~i7 a 

P-1 I~ 

p-lip 

7 - i  72 

tr-' 

1 

~--1 

t~ 

t72-1 72 

I Y--' 

72 ?-1 

~-1 p 

~ - - I  

~--I 

I 

I 

wo aas dutch die Zeile q~ und Spalte , besidmmte Feld das Product 
~ enth~t. - -  

Stat~ yon der obigen Definition der Quaterniongruppe Q kann 

man auch yon der fotgenden ausgehen: die Gru/ppe Q wird dc~ret, 

zwd  ~cht permcdabele Elemen;te ~, i~ erectS, ~elche den Bedin#un#en 

(15) f lap ~-- =, =/~= ~--/~ 

gencZyen. Ffihrt man n~alich das dritte Element 72 ~ - = p  ein, so 

nehmen diese Bedingungen die Form (7) an, woraus alle anderen 

ttelationen leicht folgen. DurcI~ Multiplication der ersten Gleichung 

(7) mit ~ ergiebt sich zunii~hst g~ ~ ~7 ~ = ~i~7; mit Rticksicht auf 
die zweite und dritte Gleichung (7) kann man daher das vierte 

Element a durch 

~ ~z2 ~__ 1~ 2 ~ 7 ~ 

einftihren, welches folglich mit ~, /~, 7 permutabel is~; die aus (7) 

folgende Gleichung 

(P72) (r~) (~P)= ~P72 
isL daher idenfisch mit a s = a, also mit (3), und hieraus folgen offenbar 

die tibrigen Gleiehungen, also alle Composi6onen der Tabelle. Da 
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wir ferner angenommen haben, dass die beiden erzeugenden Elemente 
a, /$ nicht permutabe! sind, so ist ~ ~--afl verschieden yon ?-I  ~ ~a, 
mithin s ~_~2 verschieden van 1, d. h. v ist yore zweJten, und a ,  ~, y~ 
e - ' ,  ~ - i ,  ~,-.1 sind yore vierten Grade; man iiberzeug~ sich auch leicht, 
dass alle diese Elemente yon einander versehieden s/rid. - -  

Mug man abet yon der einen oder der anderen Definition aus- 
gehen und so zu der obigen Tabelle gelangen, so ist hiermit die 
Ex/sten~ der Gruppe Q noch nich~ vollst~ndig erwiesen; es muss be- 
kanntlich noch gezeigt werden, dass sowohl aus ~p~b ~ ~Z~ wie aus 
r  -~- ~ immer ~p ~ ~ fotg~, u~d class ausserdem das Associat~ons- 
gesetz (~p)  ~ ~ ~(~PZ) gilt. Die erstere Eigenschaft ergiebt sich ~war 
leicht aus dem Anblick der Tabel]e, wetche in jeder Zeile, wie in 
jeder Spalte lauter verschiedene Elemente enth~lt; aber die Verification 
des Associationsgesetzes, wenn sie sich auch auf manche Ar~ abkiirzen 
l~sst, wfirde doch schon ziemlich liistig sein. In solehen F~llan pflegt 
das einfachste Veffahren~ um die Existenz einer durch erzeugende 
Elemente definirt~n Gruppe nachzuweisen, darin zu bestehen, class 
man dieselbe als Theiler einer schon bekannten Gruppe G darstellt~ 
weil dann die beiden obigen Gesetze yon selbst erfiilJt stud. Fiir unser 
Beispiel gentig~ es die symmetrische Gruppe G a!ler lIT(8) Versetzungen 

t �9 t 

van acht verschiedenen Dingen a ,  b, c~ d,  a'~ b~ c ~ d zu betrachten i 
benutzt man die bekannte Bezeichnung der Cykeln and setzt 

= (dad'a ' )  (cbc'b'),  

(~6) 
~, . ~  (dcd '  c') (bab 'a ' ) ,  

= (aa ' )  (bb') (cc')  (rid'), 

so efffillen (tie beiden nicht permutabelen Eleme~te ~, ~ der Gruppe G 
wirklich die beiden Bedingungen (15), und folglich muss die yon ihnen 
erzeugte Gruppe, welche ein Thefler van G i s t ,  mit unserem System Q 
der acht verschiedenen Elemente 1, ~, a, fl, ~,, a -'~, ~-~, ~,-~ iden- 

tisch sein. 
Diese Gruppe Q~ deren Existenz hiermit gesichert ist, verdient 

den Namen der Quaterniongruppe zun~chst wegen der augenscheinlichen 
Analogie zwischen der Cvmposition der drei Elemente vierten Grades 
a, ~, ~ und der Multiplication der drei Hamilton'schen imagin~ixen 
Einheiten i,  j ,  kl es finder abet, wie ich schon im Februar 1886 er- 
kaant habe, eine noch tlefer Iiegende Beziehung zwischen der Gruppe 
Q und Hamilton's Quaternionen start, yon welcher demn~chst an einem 
anderen Orte gehandelt werden soll. Damals babe ich auch schon 
NormalkSrper gebildet~ deren Permutationsgruppe mit Q identisch istl 
ein einfaches Beispiel, welches unendlich viele Specialf'alle umfasst, 

liefert die Gleichung 
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~ = ~(~ + V2) (3 + ~ ) ,  

WO r irgend eine yon Null verschiedene rationale Zahl bedeutet~ jede 
Wurzel to einer solchen Gleichung erzeug~ einen QuaternionkSrper, 

d .h.  einen NormalkSrper achten Grades mit der (~ruppe ~ und mau 
kann beweisen~ dass auf diese Weise j ~ c r  QuaternionkSrper entsteht, 

der die Quadratwurzeln aus 2 und 3 enth~ilt. 
Dass aber diese Gruppe Q~ welehe ausserdem schon in ganz 

anderen Untersuehungen aufgetreten ist, die in der Einleitung an- 

gegebene wichtige Bedeutung f~ir alle Uamilton'schen Gruppen besitzt, 
babe ich erst im Herbste 1895 erkannt, und die Darlegung dieser 

Bedeutung bildet den aussch]iesslichen Gegenstand der vorliegenden 

Abhandtung. 
Man iiberzeug~ sich zun~chst leicbt, dass Q keine anderen Theiler 

als Normaltheiler besitzt. Bezeichnet. man der K~ze halber die dutch 

irgend welche Elemente q~ $,  Z . - -  erzeugte Gruppe mit dem Symbol 
[q~, ~P, Z, �9 �9 -], so dass z. B. [~] die aus allen Potenzen yon ~ be- 

stehende cyklische odor regul~re Gruppe odor Periode bedeutet, so hat 
offenbar nut die folgenden sechs Theiler 

(17) [ I ] ,  [~], [a], [#], [7], [ a , # ] = ~ ;  

dass [1] and ~ Normaltheiler yon Q sind~ ist eine allgemeine Eigen- 

schaft allot Gruppen; dasselbe gilt yon [s], weil s mit allen Elementen 
yon Q permutabel ist~ und auch z.B. yon [a], weil 

(18) Q = [,q + [,q # 
m~d 
(19) #-~[,q # = [,~-q = [,q 

ist. Also ist Q im Sinne der Einlei~ung wirklich eine Hamilton'sche 

Gruppe. 

w  

Ko-~iohen  der Hamilton'sohon 6ruppen. 

Um die aUgemeine Form aller Hamilton'schen Gruppen zu finden~ 
ist es zweckm~tssig, aus ihrer Definition, wie sie in der Einleitung 

gegeben ist~ einfachere charak~eristische Kennzeichen abzuleiten, welche 

in den folgenden S~tzen enthalten sind; dass dieselben auch flit die 

~bel'schen Gruppen gelten, welche also, wenn auch nut vorl~ufig, als 
ein specieller Fall der Hamilton'schen Gruppen anzusehen sind, braucht 

kaum bemerl~ zu werdon*). 

~) Man k~nn~ vielleicht beide Ar~n yon Grnppen unter dem gemeinsamen 
Namen yon tVormaZg~c~ppe~ zusammenfassen. 
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I. Die er['orderliehe und hinreichende Bedingung daf'~r, dass R 

eine Hamilto~'sche Gruppe ist, bestdd darin, d~s ,  wenn ~p, @ irgend 

welche Elemente yon R bedeuten, das Element go-~@go eine Potenz yon 

~, also in der J~eriode [~p] enthalt*n ist. 

Denn wenn / t  eine Hamilton'sehe (oder Abel'sche) Gruppe ist, 

so muss go-l[@] ~ ~__ [@], also go-l~p~ eine Potenz yon @ sein. Um- 
gekehrt ,  wenn diese Bedingung dutch alle Elemente go, ~p einer Gruppe 

:R erfiillt wird, und S irgend eine in R enthaltene Gruppe bedeut~t, 

so wird, wenn ~p alle Elemente yon B durchl~ui~, tp-1Ogo als Potenz 

yon @ ebenfalls in S en~al ten  sein; mifflin ist die aus den Elementen 

~0-1@go bestehende Gruppe ep-lSgp ein Theiler yon S und folglich 

~ / ~ ,  w. z. b. w. 

Dieses Kennzeichen l~sst sich in einer ffir unseren Zweck noch 

bequemeren Form ausddicken, wean man das durch die Bedingaag 

(20) ~pgo ~ go~p~ 
defmirte Element 

einffihrt, welches wir der Kiirze halber den Commutator der Element, 

r ~p nennen wollen*); der vorige Satz geht damn, weil 

[r qo = [go] ~ = [go] und ~p-' [@] ---~ [~p] 

is t ,  offenbar in den folgenden fiber: 

II. Die erforderliche wad hinreichende Bedingung dafiir, dass R 

ekne Hamilton'sche Gruppe ist, besteht darin, dass der Commutator 

van je ~wei in ~ enthaltenen .F3ementen go, V ein gemeinsames Element 

ihrer Perioden [q0], [~] und folglieh auch mit al l~ Elementen der dutch 

~o und ~p erzeugten Gruppe [tp, ~p] permutabel ist. 
n tT  Die n~chsten I~olgerun~,en, welche sich hieraus mit Zuziehung der 

bekannten, fiir je zwei Elemente (J, a eiaer beliebigen Gruppe and 

far jede gauze rationale Zahl s giiltigen Identit~t 

ergeben, bilden den folgenden Satz: 

III. Ist ~ der Commutator der ~emente go~ @ einer ttamilfim'schen 

Gruppe, so ist 

(23) ~O'~ ~ go~v-~ ~- ,  

(24) (go~'q~')' = go'~hp~** "~-~*'(*-1) , 

und die d/arch go und ~p erzeugte Gru/ppe ist 

(25)  [go, v ]  = [go] [@] = 

*) 0hno auf die Bedeutung dieses Begriffes ffir die allgameine Gruppen- 

theorie n~her eh~ugehen, ~ill ich nut den Sa~z erw~men, dass der gr6sate in 

einem Norma[kSrper yon der Gruppe G enthalt~me Abel'sche K6rper zu derjenigen 
Gruppe gehSrt, welche durch alle in G e n ~ t e n e n  Cemmu~a~oren erzeug~ wird. 
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(26)  ~ .~ ~m~, ,~ = ~ , ,  

s o ~  

d~r Commutator der ~ ~ ,  ~l- 

Wende~ man n'amlich die Idenfit~t (2'2) auf das Beispiel Q == 9~, 

~ @ ,  s ~  an~ so wird ~ - 1 6 Q ~ _ _ 9 ~ - l ~ p ~ @ ~ ,  und weil ~0 zu- 

folge II  mit ~ permutabel ist, so erh~l~ man 

also 

setzt ma~ daher in (22) je~zt ~ ~ ~p~, 6 ~ - ~ - 1 ,  s ~ m, so wird 

~ - ~  ~-- ~9~ -~, und weil e ~ mit  ~-~ permutabel ist, so erh~lt man 

~ - ~ - ~ r  = ( ~ 0 - ~ ) ~  = ~ ~-~, 

also die Gleichung (23), und hieraus folgg leich~ dutch votlst~ndige 

Induction der Sat~ (24); denn wenn derselbe fiir eine bestimm~e ganze 

rationale Zahl t gilt (wie z. B. f~r t ~-- 0)~ so folgt durch Multiplication 

mit  9 ~ p  ~ oder mit dem reeiproken Element ~p-~ 9~ - ~  unter Zuziehung 

yon (23)~ dass er auch fiir die beiden benachbarten Zahlen t -4- 1 gilt. 

Aus (23) und (26) folgt ferner 

,~,)~ = ~ ( , ) ~ )  ~), = ~ + ~ + , e ~ ,  

und da e Potmnz yon r is~, so sind alle Producte ~ ~ yon je zwei 

in dem Complex [~] [~b] entlmltenen Elementen ~ ,  ,)~ in demselben 

Complex enthalten, woraus (25) folgt;  zugleich ergiebt sich aus den 

beiden vorstehenden Gleichungen auch der" Commutator ~ in der 

Form (27), w. z. b. w. 

w 

Eigenscha~n zweior nioht permutabolon Elomento einer Hamilton'sohon 

6ruppe. 

Die zuletzt erhaltenen Resul/~te sind offenbar nur dann yon 

Interesse~ wenn die beiden Elemente e~, ~p nicht permutabel sind, was 

wir im Folgenden annehmen~ ihr Commutator ~ ist dann verschieden 

yon dem Hauptelement 1 der Hamilton'schen Gruppe /~; bedeutet 

daher e den Grad des Elementes ~ und der Periode [~], so ist 

(~8) e > 1, ~ = 1. 

W~hlt  man nun die Exponenten m, ~ des Elementes ~0 t in (26) so, 

dass m~ ~, e ~ g~d/~samen Theiler haben,  so kann man die 

Exponenten r~ s des anderen Element,  s ~p~ so bestimmen, class 
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~ns ~ n~" --- 1 (too& e) wird~ nach (27) folgt hieraus ~, = ~, und d~ 

der Commutator ~1 (let Elemen~ 9~1, ~Pl ~wmh S~tz II eine Pohmz 
yon ~0~ ist, so ergiebt sich nach (24) die ~ { s t e n z  efner ganzen Zahl t, 
welche der Bedingung 

(29) ~,p~:~.m~(~-~) = 

gen~ig~. 
Um diesen Exis~enzsa~z ffir unseren Zweek zu verwer~en, wird 

es nbt~hig, die Periode,~ ~p], [~P] und deren grSssten gemeinsamen 
Theiler J9, welcher bekanntlieh selbst eine Periode ist, genauer zu 

betrachten. Da die Periode [~ nach Sa~z II ein gemeinsamer Theiler 
yon Ftp], [tb], also auch ein Theiler yon D ist, so is~ der Grad vo}~ 

1) ~heilbar dureh e, also yon der Form de. Da ferner jedes Element 
in D yon der Form ~ und zugleich eine Potenz yon ,p, also aueh 
mit !b permutabel ist, so folg~ aus (23), wenn man dort ~ = 1 setzt, 

dass ~'~ ~-- 1, also m du/rc]~ e t ] ~ a r  sein muss; alle Elemen~e ~on/ )  
sind daher Potenzen yon cp% und da 0ffenbar-auf dieselbe Weise folgt, 

dass sie aueh Potenzen yon @~ sein ~iissen, so ist der grbsste gemein- 
same Theiler D der Perioden [~]~ [~p] zugleich derjenige det Perioden 

[ , i~ ] ,  [~,~]; bezeichnet man daher die G~ade der.letzt~ren, weil sie 
durch den yon D theilbar sein miissen, mit ade,  bde,  so sincl ade ~, 

bde ~ die Grade yon [~p], [~,], und zufolge (95) is~ nach einem be- 

kannten Satze abde ~ d~r Grad yon [~, ~p], woraus beil~ufig folgt, 

dass der Grad ei{a-~Hamilton'sehen Gruppe nieht kleiner als ach~ sein 
kann. Zugleich ergeben sich folgende Darstellunge~ unserer Gruppen: 

(30)  " [~]  = [ ~ 3  = -  [ ,~ ,~ , ] ,  

(3a)  2)  = [9,o.] = [ ,p . ]  

: [e] ( I  - I -  ~/me _{- ~ a e  "l- . . . .  ]_ ~(,Z--a)a.) 

(33) [~] = 2~ (i + ~ + ~ + . . .  + ~,-,), 

(34)  [9~, ,~] = [9,] [ ~ I  = [~ ]  [ ~ ]  

= [~ ]  (1 + ~/, H- ,p2 + . . .  + $,b~,)  

= [~] (1 + ,~ + ~2 + . . .  + ~:,--,) 

und aus den beiden ers~en Dar~tellungen yon D folgt die Existenz 
yon zwei ganzen Zahten h, ~, welche den Bedingungen 

(35) ~,~ = ,#b~k, ,#b~ = ~ hk = 1 (rood. de) 
geniigen. 

Wir wenden uas nun dazu, den Exis~enzsatz (29) zur Geltung 

zu bringen; s~t~ dies in roller Allgemeinheit durchzuflihren, ziehen 
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wit es vor, ihn auf zwei speeielle Beispiele yon Zahlenpaaren m, n 
anzuwenden, was bequemer und ebenso exfolgreich ist. 

E r s t e s  B e i s p i e l .  Bedeutet e den grSssten gemeinsamen Theiler 
tier beiden Zahlen 

(36) a = ca' ,  b ~ cb', 

so setzen wit 
a P~ �9 m ~ - - - h  ~ - - - b ;  

dann haben die Zahlen m, n,  e zufolge (35), (36) keinen gemeinsamen 
Theiler~ und es giebt daher zufolge (29)eine ganze Zaht t ,  welche 

der Beding~ang 
1 

~ l t d  t ~b" t e - ~ l~'a" b ' t ( t - 1 )  ~ 

geatigt. Da ~ Potenz yon r ist, so muss Cb't in D enthalten, also 
b' t  zufolge (31) theilbar sein durch be ~ b" ce; mithin wird t ~ eeu,  

wo  u eine ganze  Zahl bedeu~et, und da nach (35), (36) hieraus 

folgt, so geht die obige Bedingung f i i r t  in 

1 
- -  ~ h d b' r  

a~so in die Oongruenz 

- -  ~ h d b ' c e u ( e e u - -  1) ~ 1 (rood. e) 

liber. Da unter den Fac~orea der linken Seite sich aueh die Zahl e 
befindet, so ergieb~ sich durch Multiplication mit 2 das Resultat 

2 =___ 0 (rood. e): 
also zufolge (28) 

(37) 

und hierdurch geht die vorstehende Congruenz in 

h d b ' c u  ~ 1 (rood. 2) 

fiber, woraus mit Riicksicht auf (36) auch 

(38) l ~ h ~ d - ~  b" -~- c ~-  a - ~  b (rood. 2) 

folg~ Die Grade yon [q0], [~] sind 4 a d ,  4 b d ,  und zufolge (30) ist 

(39) ~ ~-- ~ = *#~'~. 

Der Grad der Gruppe [q0, 4] ist = 8 a b d .  - -  

Z w e i t e s  B e i s p i e L  Setzen wit 

m = a ( d - - h ) ,  n f b ,  

so hahen die Zahlen m,  n,  e zufolge (37), (38) keinen gemeinsamen 
Theiler, und ausserdem ist zufolge (38) das Product 
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mn  ~ d - -  1 (mod. 2); 

es giebt daher ~ufolge (29) elne ganzo Zahl t ,  welehe der Bedingung 

-~. (d--1)t(,--D 

genfigt. Da e Potenz yon ~ isr so muss v/a* in D enthalten, also 
bt zufolge (131) theilbar sein dutch be ~ 2b; mithin wird t ~ 2u ,  wo 

t ( t - -  1) ~_~ u (rood. 2) ; mit u wieder eine gauze Zaht bedeutet~ also 

Riicksicht auf (35), (39) wird zugleich 

mi~hin kommt (lie obige Bedingxmg ftir t auf 

zurfick, woraus 

(40) d ~ 1 (mod. 2) 

f o l ~ .  - -  

Die in (37), (38), (39), (40) gewonnenen fundamentalen Resultate 
fassen wir zusammen in den folgenden Sa~z: 

IV. Die Grade yon je zwei nicht permutabele~ Elementen r  ~V 

eiz~r ttamilton'schen Gru~pe sind ~ 4 (rood. 8); bezeicImet man die- 

selben resp. mit 8r-~- 4,  8s -[- 4,  so ist der dutch ~p~p -~- ~ p  e defmirte 

Commutator 

(41) 
also yore Grade zwei. 

w 

Allgemeino Form der Hamilton'schen 6ruppen. 

Mit Hiflfe der eben gewonnenen Grundlage geling~ es nun ohne 
Schwierigkei~, die allgemeine Form aller Bamilton'schen (nich~ Abel'- 
schen) Gruppen 1~ zu finden. 

Diejenigen Element~ ~ einer solchen (oder auch jeder anderen) 
Gruppe/~,  welc~ae mit jedem Element eo yon ~ permu~abel sind~ bilden 
bekannflich eine Gruppe, weft aus ~'ea ~ ~ "  und x"eo ~ ~z"  auch 
( x ' x " ) e o ~  e~(~x "~) folg~; diese, offenbar Abel'sche Gruppe soll im 
Folgenden durchweg mi~ .P bezeichne~ werdeu. Da R eine Hamilton'sch% 
also nieht Abel'sche Gruppe ist~ so muss P ein echter Theiler yon ~ 
d. h. verschieden yon/~ sein, und es giebt mindestens zwei Elemente 
~ ~,  welche nicht mit einander permutabel und folglich auch nicht 
in P enthalten sind. Behal~en wir f~r diese Elemente die Be~ich- 
nungen unseres letzten Satzes IV bel und setzen wir 



so ist 

und flit den Commutator ~ der Elemente cp, r  weleher yore zweiten 

Grade ist,  er~ebt  sieh 

wendet  man ferner den Satz (23) auf das Beispiel m ~ 2 r  + 1, 

n ~ 2 s  + 1 an,  so folg~ 

= 

d. h. ~ ist auch der Commutator der Elemenh~ u, fl, welehe folglieh 

nicht mit einander, wohl aber mit ~ permutabel sin& Da nun aus 

der le~z~en Gleiehung auch 

folgt, so ergiob~ sioh aus dem Vergleiehe mi~ (15) in w 1, dass g,  

die er~mugenden Elemen~ einer ~atern/ongru/v/m Q sin& Es gilt  

daher der folgende Satz: 

V. In  jeder Hamilton'schen Gruppe 1~ ist mindestens eine Quaternion- 

g r ~  Q als Theiler enthalten. 

Wir untersuchen nun im Folgenden die Beziehtmgen zwisehen 

den beiden in /~ entkattenen Gruppen/0, Q, wobei wir fiir die le~ztere 

alte in w 1 benu~zten Bezeielmungen beibehalten, und gelangen so zu 

der folgenden Reihe yon Siitzen. 

VI. Der Grad tides nicht i~ /0 enthalteneu ~lementes ~ vo~ R 

ist ~ 4 (rood. 8). 

Dies tblg~ tmmittelbar aus IV, weil es mindastens ein mit ~ nieht 

permutabelas Element ,p in R glebe. 

VII. Das Quadrat jedes ~Elementes o yon R /st in /0 enthalten. 

Denn wenn eo in /0 enthalten ist, so gilt dasselbe auch yon o 2, 

well /0 eine Gruppe is~. Wenn abet das Element e~ nicht in /0 ent- 

halhm isr so ist nach YI sein Grad _~ 4 (rood. 8), also der seines 

Quadrates ~ 2 (rood.-4), woraus nach VI folgr dass o 2 in /0 enthalten 

i ~ ,  w. ~ b. w. 
VIII. Jedes &or Gru  tt ~st permuto   mit wenigstens 

dalvm der drei Elemente a, ~, 7 de," Gruppe Q, uraf zwar entweder 

raw mit einem 6icu~en oder mit allen dreien. 

Isr n~iantich eo nicht pormutabol mit a~ so mass das yon a ver- 

sekiedene Element ~a-lae0 ~ a -1 sein, well as bekmmfliah denselben 

Grad 4 wie a hat und ausserdem nach Satz I (in w 2) eine Po~enz yon u 
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ist; ebenso muss, wenn dasselbe Element e anch mit ~ nicht per- 

mutabel ist~ e-lfle == #-L sein; da nun 7 =-~ ~/~ ist, so folgt hie}~us 

also 70 ~--a~7, d. h~ e ist mit wenigstens einem der drei Elemente 

~, ~, 7 permutabel. Ist aber emit zweien yon ihnen, z. B. mit 

und mit ~ permutabel~ so ist es aueh mit deren Product 7~ also mit 

allen dreien permutabel, w. z. b. w. 

IX. Der Grad eines mit a, fl, 7 permutabelen Elementes eo kann 

nicht dutch vier theilbar sein, und der Inbegriff aller dieser ~-Temente eo 
ist die Grulype t ). 

Den ersten Theil dieses Satzes beweisen wir auf indireciem Wege, 

indem wit annehmen, der Grad eines mit a,  fl (also auch mit 7) 

permutabelen Elementes ~ sei ~heilbar dutch vier. Dann giebt es 

unter den Potenzen yon r welehe alle ebenfalls mit a, ~ permutabel 

sind, auch zwei Elemente vie~ten Grades @ (und q -0 ;  nach de~: Funda- 

mentaleigenschaft I der ~[amilton'schen Gnlppe /~ ist nun fl-l(~a)fi 

eine Potenz (~a) ~ yon 0a;  well abet ~ permutabel mit ~i ist, so folgt 

fl-l(oa)~_~_ ~ f l - l ~ _  0a - i ,  und weil@ permutabel mit a ist, so 

folgt (0 a) ~ ~ 0" a"; mithin ist 0 a'-~ ~- Q~ a% also 0~ -= == aH~,. I)ass 
dies aber unm6glich ist~ ergiebt sich, wenn man die vier F~Ue 

n ~__ 0, 1, 2, 3 (rood. 4) durchgeht;; im ersten mid driven Fa]le w~re 
niimlich ~)-~-~, was dem Umstande widerspricht, dass fl mit ~ aber 

nicht mit u permutabel ist; im zweiten oder vierten Fall wire 1 ~--a ~- 

oder ~2 ~ 1, w~rend doch a und q veto vierten Grade sind. Unsere 

obige Annahme ffihrt daher zu einem Widersp}~ch~ und folglich ist 

der erste Theil des Satzes bewiesen. ]~s muss daher jedes mit a~ ~, 7 

permutabele Element ~ in der Gruppe 2) enthalten sein, w0il naeh 

Satz VI der Grad eines jeden, in P nicht enthaltenen Elemenies dureh 

vier theilbar ist, und da umgekehrt jedes Element der Gruppe ~ zufolge 

ihrer Definition mit a, ~ 7 permutabet ist, so ergiebt sich auch der 
zweite Theil des Satzes, w. z. b. w. 

X. Der Inbegriff aller derjeni~en .Bleme~e e~, welche nut mit a, 

nieht mit ~, 7 ~ermutabel sind, ist der Oom~)lex Pa. 

Der Grad eines solchen Etemen~es e ,  welches nieht mit ~6 per- 

mutabel~ also auch nicht in der Gruppe 1 ~ enthalbn ist, hat nach 

Satz IV die Form 8/0 + 4, und zufolge (41) wird der Commutator der 
beiden Elemente eo~ ~ dureh die Potenzen 

dargestellt; wenn ferner ~ mit a, also auch mit a -~ permutabel ist, 
so folgt hiemus 

mithin i~  der Grad des Elementes ~ - ~  nieht theilbax dutch vier, trod 
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hieraus folgt nach Sa~z VI~ dass dieses Element in P, also co in dem 

Complex Pe~ en~haRen is~. Umgekehr~, wenn ~ ~ ~ a .  irgend ein 

Element in P a ,  also ~ mit allen Elemen~en permutabel is~ so is~ 

mithin ist jedes Element eo in P a  permu~abel mR ~, abet nicht 

permutabel mR fl, w. z. b. w. 

XI. Jede Flam~Tton'sche Gru~e  1~ ist yon der JForm 

(4~) ~ ~ 2 Q  -~- 1 ) +  1),~ + 1)~ + 1)7, 

wo Q eine in 1~ enthaltene Quaterniongru~pe 

(43) Q --~ (1--~- 8) (1--F- a -{- fl --{- 7) , 

und t ) die Abel'sche Gru~e  dermi t  allen Elementen yon 1~ permutabelvn 

~'lemente bedeutet; diese Gru~e  1) enthiilt kein einziges Element vierten 

Grades, wohl abet das in Q befindliche Element zweiten Grades ~, 

welches zugleieh der Commutator yon je ~wei nich~ permutabelen J~le- 

mente~ der Gruppe 1~ ist. 
Dema aus den drei vorhergehenden S~t~en folg~, dass jedes Ele- 

ment eoder Gruppe 1~ in einem und nur in einem der vier Oomplexe 

P ,  1)a, 1)/~, 1)7 enthalten ist; die Behauptungen fiber 1) folgen aus 

IX und VII, weft e ~--a ~ ist. Da endhch die Elemente yon 1)mi t  

allen Elemenben yon / ~  ferner die Elemente yon 1)a nach X mit a 

und folglieh auch mit allen Elementen desselben Complexes 1)a per- 

mutabel sind, so gehSren zwei niche permutabele Elemen~e auch zwei 

verschiedenen der drei Complexe 1)a, 1)~, 1)7 an; w~ihR man nun 

z. B. aus 1)a, 1)fl nach Belieben die beiden Elemente ~p '~  s  

, wo also :~, in 1) enihal~en sind, so ergiebt sich 

mithin sind diese Element~ tp', r nicht permutabel, und ihr Commutator 

is~ -~- ~, w. z. b. w. 

XI[. Wenn in einer Gruppe G eine Quaterniongrulxpe Q und eine 

Abel'sche Gruloe 1) enthalten ist, deren ~Elemente mit denen yon Q 

permutabel sind, wenn ferner P das in Q befindliche JElement zweiten 

Grades ~, abet lcein einziges ~lement vierten Grades enthiilt, so ist das 

]Product 1)Q eine Hamilton'sche Gru2~pe 1~. 

Aus der Pemut~bilR~t der Elemente yon 1) mit denen yon Q 

folg~ ztmi~chs~, dass 1)Q eine Gruppe ~ is~; w~hlt man ffir Q wieder die 

bisherige Bezeichnung (43), so ist _~ yon der Form (42), well die 

Periode [e] ~ 1 ~- ~ der grSsste gemeinsame Thefler yon 1), Q ist. 

Dass /~  keine hbel'sche Gruppe is~, folg~ daraus, dass ihre Elemente 

a,  ~6 nichr permufabel sind. Um zu zeigen, dass/~ eine flamilban'sche 

Gruppe isr haben wit nach Satz I in w 2 fiir je zwei Elemente ~ ,  ~p 
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naehzuweisen, dass ~--l~p~ eine Potenz yon 4' ist. Wean nun wenigstens 

eins dieser beiden Elemente in s enthalten ist, oder wenn sie beide 

demselben Comptex _Pa oder loft oder 2Py angehSren, so sind sie 
permuf~bel, and folglieh ist ( p - l ~  --- 4.  Wenn aber z. B. ~-=~ ~ta 

in P ~ ,  und ~ == x '#  in 2P/~ enthalten isi, so wird 

da nun der Grad yon ~t nicht dureh vier theilbar ist, weil sonst 

unter den (in J~ enthaltenen) Potenzen yon Z such zwei Elemente 

vier~en Grades w~iren, so is~ der Grad yon n:" eine ungerade Zahl 

2m+ 1, also ~--t4~+~}~-~t', mi~hin 9--L~pg==~a-X~----~p--(*~+~}, W.Z.b.w. 

Hiermi~ ist das am Schlusse der Ebfleitnng ausgesprochene Resultat 

der Untersuchung in allen Theflen begriindet. 

B r a u n s e h w e i g ,  9. August 1896. 




