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Ueber 1%rmirung der linearen Differentialgleichungen 

zweiter Ordnung. 

Von 

FELIX KLEIN in G6~tingen. 

Anschliessend an die vorangehende Mittheilung des Hrn. P i c k  

mSchte ich hier verwandte Betraehtungen zum Abdruck bringen, welche 

ich in den GSttinger Nachrichten yore Miirz dieses Jahres in einer 

der Theorie der L a m 6' schen Functionen gewidmeten Arbeit publicirte.*) 

Es heiss~ dort u. a.: 

, ,Wir  fragen zuniichst nach der zweckm~issigsten Definition der 

zu einem n-fach ausgedehnten Raume (/~.) gehSrigen Lamd'schen 

Differentialgleichung. In dieser Hinsicht beginnt man herkSmmlicher 

Weise mit dem System der confocalen Fliichen zweiten Grades 

(1) ~ - e ,  t - " - t  ~_~.  

und finder durch bekannte Umformungen 

Lamg'sche Gleichung in der Gestalt~ 

der Potentialgleichung die 

(2) ~,2~. --- (Ax--~ + 2~x.-s + . .  . + N ) E ,  

WO 

=f (3) t - ~ ,  f(z) = ( g - - e l ) . . .  ( g - - e . ) ;  

ich habe schon bei friiherer Gelegenheit hervorgehoben**), dass es zweck- 

m~ssig ist, die hier auftretenden Constanten A, ~ . . . ,  Zrzun~ichst als 

unbeschrii~kt ver~inderlich zu betrachten und dadurch der gew5hnlichen 

*) Diese Arbeit reproducirt verschiedene Resultate, welche ich wiihrend des 
Wintersemest~rs 1889--1890 in einer Vorlesung fiber Lam6'sche Functionen ab- 
geleit:et babe. Es handelt sich dabei insbesondere auch um die Oscillationen, 
-welche die Liisungen der Lam~'schen Differentialgleiehung in gegebenen Inter- 
vallen ausfiihren; ich hoffe hierauf in diesen Annalen be_i anderer Gelegenheit~ 
ausffihrlich eingehen zu kSnnen. 

**) Math. Ann. Bd. 18 (1881): Ueber KSrper~ welehe yon confocalen Fl~,chen 
zweiten Grades begr~uzt shad. 
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Begriffsbestimmung der Lamg'schen Functionen gegeniiber eine Er- 

weiterung eintreten zu lassen*). Nun kann man abet den dutch (1) 

gegebenen Ausgangspunkt beanstanden. In der Potentialtheorie, wo 

fortgesetzt Transformationen durch reciproke Radien in Betracht zu 

ziehen sind, ist das System der confoca!en F]~ichen zweiten Grades 

kein wirklich allgemeines Orthogonalsystem; als solches erseheint viel- 

mehr erst das yon D a r b o u x  und M o u t a r d  im Jahre 1864 aufgestellte 

System der confocalen Cycliden, ein System yon Fl~ichen vierter Ordnung, 

das sich bet Verwendung tiberz~hliger, homogener Coordinaten (xl. . .  x~j_,) 

[sogenannter polysphiirischer Coordinaten] durch die zwei Gleichungen 

darstellen liisst: 

(4) x. 
i 1 

Herr W a n g e r i n  ist der Erste gewesen, der naehwies, dass man 

unter Zugrundelegung eines solchen Cyclidensystems in der That eine 

Theorie ganz iihnlich der Lamg'schen aufbauen kann**). Seine Rech- 

nungen beziehen sich allerdings nur auf n -~-3 ;  es ist aber nicht 

schwer r sein Resulta~ auf beliebiges n zu tibertragen; es trier dann an 

Stelle yon (2) die folgende Differentialgleichung: 

n-l-2 

d2E 4 n~ . ) n2 f  - e~ -[-.4 . . . .~- 
( 5 )  - -~-~-  ~--- 1------6-- 16 

1 

wo t wiederum das Integral bezeichnet: 

(6) t = j "  x 

f(it) aber die Function (n-{-2) t~ Grades bedeutet: 

(7) [ ( Z )  = ( ,%--el)  . . .  ( X - - e , + ~ ) .  

Offenbar kann man statt (5) auch schreiben: 

d2E ( 2--n [,,(~) + aZ~,_2._} - . . . . - { - -n ) .E ,  
(8) d t  ~ ~-- 16(n+l)  

wo nun "die a , . . . ,  n beliebig. Es scheint fast, als habe man diesen 

Gleichungen (5), (8) bisher nur wenig Bedeutung beigelegk Sieher 

kann man die Gleichung (2) als Specialfall derselben auffassen (der 

*) h a m d  und H e i n e  bes~hnmen A,  JB, . . .  bekann~lich-so, dass eine Par- 
tieularlSsung yon (2) algebraisch wird; Hermi~e  fiihrt bei seinen aUgemeineren, 

auf n- - -3  bezfiglichen Untersuchungen fiir 2i immer noch den besonderen im 

algebraischen FaUe eintre~enden Werth n(n -~  1) ein (won  eine positive gauze 
4 

Zah]) und l~ssr dann freiIich aB beliebig. 

**) Journal fiir Mathemah~, Bd. 82, 1876. VergL auch D a r b o u x  in den 

Coml~te~ Rendus der Paxiser Akademie, 1876, II. ' 

Mathematische &nnalen. XXXVIIL 10 
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entsfeht, wenn man e,+l und e~+~ unendlich werden l~sst), aber es 

]ag n~her, (5) oder (8) ats besonderen Fall derjenigen Gleichungen 

(2) zu deuten, die dem Raume yon (n-I-2) Dimensionen entsprechen. 

Und dieser Fall schien kein besonderes Interesse darzubieten, weil 

man die ( n - - l ) b e i  ihm noch zur Yefftigung stehenden Constanten 

keineswegs so bestimmen kann, dass eins der zugehSrigen ~ alge- 

braisch wird. Auch hat die Form tier neuen Differentialgleichung 

zuniichst wenig Ansprechendes. Singul~re Punkte. hat dieselb% wie 

dies nattirlich scheint, bei it ~ e ~ , . . . ,  e,+~; aber auch Z ~ - o o ,  d. h. 

ein W e r e ,  der ftir das Cyclidensystem (4) yore geometrischen St~nd- 

punkte aus ohne jede specifische Bedeutung ist, erscheint als singul~irer 

Punkt. Die zu e ~ . . .  e,H_~ gehSrigen Exponenten berechnen sich dabei 
1 

als ~- und 0, die zu r gehSrigen als 

n - - 2  ~ - - 2  
4 {- 1 und --W--" 

Inzwischen geling~ es durch eine unbedeutende formale Ab~inderung 

unsere Gleichung in ganz anderem Lichte erscheinen zu lassen. Die 

bei ~.~--o~ auftretenden Exponenten leiten auf den rich~igen Weg. Man 

setze niimlich~ homogen machend, 

und schreibe 

(9) F( I, 

wo F jetz~ eine homogene Function (eine Form) yon 41, ~2 yore Grade 

2 w ~  

4 

sein wird, die ich gleich als JLamd'sche Form bezeichnen will. Sei 

ferner jetzt unter f die Form (n2 r2 )  tea Grades verstanden: 

(10) f ~ -  (2l - -e ,  it2) �9 �9 �9 (Z, -- e.+~ it2)- 

Man erh~ill dann (hath kurzer Umrechnung. mittelsi des Euler'schen 

Theorems) ein Resultat, welches nut noch yon der Form f als solcher 

abh~ngig ist; man finde~ n~imlich: 

(11) " ( f ,  F ) ~  = ~ . ~, 

wo (~ F)2 die ~weite Ueberschiebung der Formen f und F vorstell~ 

~p abet eine beliebige rationale ganze Form (n ~ 2) t~* Grades ist. Dieses 

Resultat erscheint so einfach, dass man night umhin kann, dasselbe 

iiberhaupt an die Spi~ze der Theorie der Lamg'schen Functionen zu 

stellen und demen~prechend Lam~sche Functionen~ oder vielmehr 

Zamd'sche 17ormen, des ~ gerade~u als solvhe Formen ( ~ - ~  

Grades van ~ ,  ~2 ~u definiren, wdche zweimal iiber eine gegebene f ~  
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s 

geschoben, sich selbst his auf einen :Factor q~_~ reprodudren*). Die 

einzigen singul~iren Stellea der so definirten 2'  sind, wie berei~s aa- 

gedeutet, die Wnrzeln yon f - - -0 .  Sind diese Wurzeln alle ge~ennt 

(wie wit bisher stitlschweigead voraussetzten), so gehSren zu j e d e r  
1 

einzelnen derselben die soeben genann~en Exponenten-~ und O, - -  

rttcken abet irgendwo zwei oder mehrere derselben zusammea, so erh~lt 

man hShere Exponentea, bez. irregal~ires Yerhalten. Der gewShnliche 

Fall der durch (2) definirten Funetionen eatsteht, wenn f eine Doppel- 

wurzel erh~l~ (die man dana nach A ~--- oo wifft). Uebrigens kann man, 

wenn man f mit beliebig vielfachen Wurzeln ausstatten will und sich 

vorh~]~, yon der Form :F der homogenen Variabelen A1, ~t 2 durch 

Zuffigung irgend welcher Factoren zu Functionen yon A zuriickzugehen, 

s~immtliche li~eare 1)ifferentialgZeichungen zweiter Ordnu~g mit rationalen 
Coefficienten unter (11) rubrieiren. Die Lamg'sche Differen~ialgleiehung 

hat also in der That eine wesenflich allgemeine Bedeutung. Die 

Differentialgleichung der hypergeome~rischea Reihe z. B. ents~eh~ aus 

(11), wean man f als eine Form sechstea Grades einffihr~, die eia 

volles Quadrat ist~ l~och ein weiterer Gesichtspunkt spielt bier herein. 

W~alt man f wieder als Form sechsten Grades, abet nun mit ge- 

trenn~en Wurzeln, so definir~ (11) solche Formen :F yore Grade - -  1 ,  

welche an/ dem hyl~erelli2tischen Gebilde ~/f durchaus unver~weigt si~d. 
Man iiberzeug~ sich ]eicht, dass diese :F unter allen Formen, die einer 

linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationa!en Coef- 

ficien~en geniigen, die einzigen sin(t, welche die genannte Eigensehaf~ 

besitzen. Nicht so bei hSherem Grade yon f. Sei n ~ 2p gesetzt, 

aber als ~ 2 genommen, so werden die allgemeinsten zum hyper- 

elliptischen Gebilde ~/~t_9 gehSrigen unverzweig~en :F (lurch die Glei- 

chung geliefert: 

(12) (f, :F)2 --" (cp~,_2-{- ~P~-a V~)" :F, 

die sich yon (11) dutch das Glied mit ~/f materscheidet. Die hnzahl 

der bier in ep und ~p zusammen enthal~enen willktirlichen Consfanten 

is~ 3 ~ -  3, der Grad yon ~'  gleich I~--____11. Die Theorie yon (11) 
2 

*) Das gleiche Mittel der Einf~hrung homogener Variabler gebrauchen be- 
reits in demselben Sinne Pick und Halphen (Berichte tier Wiener Akademie 
yon 1887; Trait6 des fonctions elliptiques, Bd. II, 1888); nur handet~ es sich bei 
ihnen um eine ganz specielle Untersuchung, n~mlich um eine geschick4~e (nut in 
diesem Falle mSgliche) Transformation hSheren Grades tier fur ~ ~ 3 geltendeu 
Di~erent~!gleichung (2). Es is~ wohl kein Zweifel, dass die geeignete Verwendung 
homogener Variabler in tier Theorie der linearen Differentialgleichungen ~aoc~ 
vielfache Vereinfachungen nach sich ziehen wird. 

I0" 
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wird als Vorbereitung der allgemeinen Theorie der Gleiehungen (12) 
erachtet werden kSnnen*)." 

Ich babe diesen Erl~iuterungen, die ich, ebenso wie die beigesetzten 

Bemerkungen~ ungei~ndert dem genannten Aufsatze entnahm~ bier nur 

wenige Worte hinzuzuftigen~ die sich auf bestimmte Integral~ beziehen. 

Bekanntlich hat die Theorie der bestimm~en Integrale in den ]etzten 

Jahren dadurch einen bemerkenswerthen neuen Aufschwung genommen, 

class man sich entschloss, die Integrale ganz allgemein durch ge- 

schlossene Wege im complexen Gebiete (auf denen die zu integrirende 

Function ihren Anfangswerth wieder annimmt) zu definiren~- wobei 

denn alle die Ausnahmen, welehe die ~ltere Theorie wegen des Unendlich- 

werdens der zu integrirenden Function s~a~uiren musste, oder auch die 

Kuns~griife~ zu denen sie in solchen F~illen ihre Zufluch~ nahm~ yon 

selbst in Wegfall kommen**). Ich mbchte nun darauf hinweisen~ dass 

die Darstellung dieser Verh~ltnisse noch um Vieles eleganter wird~ wean 

*) Sind ~'t, F2 irgend zwei Particularl{~sungen yon (12), so is~ der Quotient 

- - - -Ft - /P  2 eine auf dem hyperelliptisehen Gebilde unverzweigte ,.Function", 

welche bei jedem geschlossenen Umlaufe fiber die su ~/~ gel~irige Riemann'sche 

Fl~che kin sich in der Gestalt ~ ~ + ~ reproducirt. Dass es auf jedem algebraischen 

Gebilde, dessen p ~> t ,  Qos~-3 wesentlich versckiedene (dutch ihre Differential- 
gleichung unterschiedene) derartige ~-Functionen giebt, ist bekannt (vergL z.B. 

meine ,,Neuen Beitr~ige zur Riemann'schen Functionentheorie" im 21ten Bande 

der Math. Annalen, 1882); man hatte abet bisher, so viel ieh weiss, diese ~1 noeh 
nicht in zwei Formen F t ,  ~'2 als Z~ihler und Nenner derart gespalten, dass P t  

und ~w' 2 ffir sich genommen auf dem algebraischen Gebilde gleiehfalls unverzweigt 

sind. Dies gelingt abet sofort allgemein, wenn man diejenigen Erl~uterungen 

herauzieht, die ich fiber die au~ beliebigen algebraischen Gebilden existirenden 

Formen neaerdings gegeben babe (Zur Theorie der Abel'schen Functionen, Math. 

Annalen Bd. 36). Der Grad der herr. P , ,  F~ in den zum Gebilde geh~rigen 
1 

Formen q~ ist allemal gleich 2 '  in Uebereinstimmung mit dem, was im 

Texte speciell ffir hyperelliptische Gebilde bemerkt ist. 

**) Vergl. C a m i l l e  J o r d a n  in Bd. III seines Cours d'analyse, p. 241ff. 

(1887), N e k r a s s o f f  in der ,,Mathematischen Sammlung" der Moskauer mathe- 

matischen Gesellschaft yon 1887 an [die genaueren Citate vergl, bei Pochhammer 

in Bd. 37 dieser Annalen, p. 543], P o c h h a m m e r  in den B~nden 35, 36, 37 

dieser Annalen. ~ Die Idee selbst geht wolff unzweifelhaft auf Rie  m an n zur/ick, 

tier j a  die Perioden der Abel'schen Integrale in entsprechender Weise detqnirte 

(dutch geschlossene Wege auf den zugehSrigen Riemaun'schen F1Rchen). In- 

zwisehen linden sieh, was den allgemeinen Ansatz und seine Bedeutung ffir die 

Theorie tier gew~hnlich betrachteten bestimmten Integrale angeht~ in Riemanns 

publicirten Arbeiten nut Andeutungen (vergl. Werke, pag. 77, 137, 404:), an welehe 

dann zunRchst H a n k e 1 (Schl~milch's Zeitschrift Bd. 9, 1864) und T h o m a e (ebenda, 

Bd. 14, 1869) an knfipften , die aber immer noch an ~c~d~f~f~fmige~ Integrat~ions- 

wegon festhielten~ d. h. an Integration~wegen, die, yon einem bes~im~ Punkte 

a ~ a u d  zu eben diesem b~stimmten Pn~l~te zur~ckf~hren, womit die g a ~ e  All- 

gemeinheit, die bier anzustreben ist, sozusagen etmt zur H~2f~e erreicht ist. 
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man sich en~schliesst, auch hier homogene Vergnderliche anzuwenden. 

Unter ( z a ) . . .  die Determinanten (zla 2 --z2al)  etc. verstanden, wird 

man zun~hst  Integrale der foIgenden Art betrachten( 

(13) f (~a)~(sb)~ . . . (~x)~(zd~), 

wo a -F- fl -~- " ' "  + v natfirlich gleich (-- 2) zu nehmen is~ und die 

Integration fiber solche geschlossene Curven der z-Ebene zu nehmen 

ist, wie sic Herr Pochhammer als Doppeluml~ufe bezeichnet. Ist die 

Zahl ~ der hier auftretenden singul~ren Punkte gleich 2, so verschwindet 

das Integral identisch; ist sic gleich 3, so ha~ man im wesentlichen 

ein F, uler'sches Integral-erster Gattung (bei welchem dana die Gleich- 

bereehtigung der drei Exponenten a,  fl, 7, die sonst auf indirectem 

Wege erschlossen wird, unmi~elbar hervortritt). Ffir n ~ 4 kommen 

diejenigen Integrale, dutch welche man die Differentialgleiehung der 

hypergeometrischen Reihen integrirt, beziehungsweise die Riemann'sche 

P-Function darsteUen kann. Aueh bei letzterer is~ selbstverst]indlieh 

der Gebrauch homogener Variabler indicirt. Riemann unterwirf~ die 

Exponenten seiner Function 

a b c i 

(14) r ",, 1 
~" /~," v 

bekannffieh der Bedingung, als Summe die Eins zu geben: 

(15) ~.' + ~," -~-/~' 2 r/~" + v ' +  v" -~- 1, 

und an dieser Bedingung ~nder~ sich nichts, wean wit P mi~ einem 

geeigne~en Factor multipliciren, der nur bei x--~-a, b, c unendlich 

wird, beziehun~weise verschwindet: 

l 
a b c. 

(16 )  (x -a)~ .  (x--b)~. (x--c)". P Z ~" ~ x 
~," ~," V" 

a 

= P  x'-k- z 

x"Wz 

b c I 

~'-{-m v'Wn xt. - 
~"+ m r 

In der Thai muss ja bier ~ n t- m-~-n  ~ 0 genommen werden, well 

anderenfaUs der Punk~ x ~ c~ singular werden w[irde. Indem wit 

homogene Variable einfiihren, kSnnen wit die Bedingung (15) bei ~%/te 

schieben. Schreiben wir n~mlich start der in (16) auf~re~enden Dif- 

ferenzen (x--a)  etc. enksprechende Determinan~en (x I a2 - -x2a l ) , . . . ,  
so hinder~ Nichts, eine Function H def. homogenen Ver~derlichen 

xl ,  x 2 (eine Form der xl~ x2) dutch die Gleichung zu definiren: 
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a b c 

(1~) r r - -  ( x a ) ,  . ( xb )~  �9 @ c ) .  �9 ~' z t," , /  �9 , 

wo nun die Z, m, n beliebig aazunehmen sind. Wir bezeichnen" dieses 

l'l, indem wit ffir ~ ' +  l , . . .  wieder kurz X ' , . . .  schreiben, mi~ 

(18) l a b c 1 H ~' ~' ' 
v x l ~ x  ~ ; 

~ 
$t  I I  

die Summe ~" + x" + ~" + ~" + ~" + r -- 1 stdlt dann den Grad dar~ 
2 

welchen das H in xl, x~ besitzt. Indem wit die l~ m, ~ in (17) 

zweckm~sig w~ihlen, kSnnen wir dieses H nattirlich in verschiedeaer 
Weise normiren. Sei der Kfirze halber: 

(19) Z ' - - F ~ - - - ~ ,  ~'--~"~-~-t~, ~ ' - - ~ " ~ - ~ .  

Dana kSnnea wir als l~ormal-H beispielsweise das folgende betrachtea: 

d~ 

(2o) rT + 

2 

oder auch das folgeade: 

b 
/t +-~ 

2 

C 

,y 

2 

I a b  c I (21) H ~t ~ v xj, x2 , 

t 0  0 0 

(welches auf 8 Weisen herzustellen ist, weil die ~t, ~, v in (19), indem 

man die Z', F etc. in ihrer Reihenfolge vertausch~, beliebig im Vor- 

zeichea ge;inder~ werden kSanen). Hier isl das dutch Formel (20) 
1 

gegebene H,  yore Grade - - ~  in den xl, x2, dasjenige, welches dutch 

die normir~e Differentia]gleichung besfimml wird~ yon der oben die 
Rede war: 

(22) (]7, f)~ = q~. n ,  

wo nun [ -~  (xa)~(xb)2(xc)2 zumehmen is~ uad die quadrafische Form 

r in einfacher Weise yon den ~t~ ~, v .abh~iagt*). Anderersei~s ist das 

durch (21) gegebene H gerade dasjenige, welches unmir durch 

eia bes~imm~s Integral yon der Form (13) gegeben wird: 

*) Man finder des N~heren- 

5 
~ -~ {(81~+1) (ab) (ac) (xb) (xc) + ( 8 ~ + 1 )  (be) (ba) (we) (xa) 

+ ( s ~ +  1) (ca) (r (xa) (xb) }. 
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(23) 
-a b e 

it g v 

0 O 0  

X~ x~ 

(das Integral wieder fiber Doppeluml~ufe des z erst~eck~). Es ist 

night unwichtig, diese Formel so aufzufassen, class man das Integral 

geradezu als Definition des linker Hand stehenden H gel~n l's Man 

erreichg dann, dass H night nut yon xi, x2, sondern auch yon al ,  a2; 

b l, b 2; c~, c~ wie yon den Exponengen Z, g ,  v in ganz bestimmter 

Weise abhiing4*): IT erscheint als eine Covariante der 4 2~eihen cogredienter 

biniirer Vergnderl icher aj , a.,. ; b~ , b 2 ; c t , c 2 ; x~ , x~ , es erscheint i~ber- 

dies als ganze Func t ion  der Exponen ten  Z, g, v .  I n  letzterem Umst~nde 

liegg es begriindet, dass man nun hier keinerlei, z. B. ganzzahlige 

Wer~hsysteme der it~ #, v bet der Definition auszuschliessen hat;  viel- 

mehr sind alle besonderen Verhi~ltnisse, die sich bet einzelaen Wergh- 

sysgemen der it, t~, v einstellen mSgen, aas der allgemeinen Theorie 

dutch Grenziibergang abzu le igen . -  Ich hoffo sehr, dass im Sizme 

dieser Andeutungen eine zusammenh~ingende Darstellung s~mmtlicher 

Eigenschaf~en der hypergeometrischen Function yon anderer Seite in 

night zu ferner Zeit ver'6ffentlichg wird; ich selbsg habe die Grtmdzfige 

einer solchen Ableitung im Sommersemester 1890 vorgetragen. 

Schliessen wit aus, dass die ~., #, v rein imagin~r sind, so giebt . 

es unter don acht jedesmal zusammengehSrigen F~illen (21) einen, 

dessert Z, #, v in ihrem reellen Theile ~oositiv sind. Die Zweige 

Hi, l]'~ des betreffenden H sind als Formen yon x t ,  x~ iiberall end- 

Itch, ohne irgendwo eine gemeinsame Nulls~elle zu besitzea. Man 

wird daher die so particularisirton H~, H: zu Grunde legen, wenn es 

sich daram handelt, x~, x~ rtickwiirts als Formen der Ht,  FI~ dar- 

zustellen. Die ist bekanntlich insbesondere dana anzus~eben, wean 

die it, # ,  v den reciproken Werghen dreier reeller ganzer Zahlen 

l, m~ n gleich sin& Indem wir l, m, n gleich als positiv'vorausse~zen, 

hat das in Redo stehendo H in den x t , x ~  dann den Grad: 

+ _ g + .  

*) Hiermi(5 dfifff~ geieiste~ seth, was Riemann beabsich~igfm, als er sieh 
(Werke, p. 76--77) dahiu iiussert~, daas der Ausdruck der P-Function dutch ein 

bestimm~es Integral zur Bestimmung der hi den Fundamentalzweigen p;t' i~" , . . .  
noch willkiirlich gebliebenen Factoren benutizt werden soUe. Allerdings benutzf~ 
Riemann ja keine homogenen Variabelen; ich netmie an, dass er eben hierdurch 
gehlndel4 war, die Sache zu einem guten Abschluss zu bringem. 
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die xl ,  x 2 sind also in dem H1, 1-f~ vom Grade: 

(1 I I 1) 
(24) 2 : T + - ~ -  f- n " 

Es is~ dies die zuerst yon H a l p h e n  gefundene Zahl (0omptes Rendus, 

~. 92 (1881, I))*). Die neue Ablei~ung, welche bier ffir diese Zahl 

, gegeben is~, oder vielmehr die neue Bedeutung, unter der dieselbe hier 

auftritt, d~irfte unter principiellen Gesich~spunkten bemerkenswerth sein. 

G S t t i n g e n ,  den 23. December 1890. 

*) Vergl. die bez. Erl~uterungen auf p. 129 des Bandes I meiner yon 
Herrn F r i c k e  herausgegebenen Vortesungen iiber elli2tische Modulfunctionen 
(Leipzig 1890). 




