
Ueber Riemann'sche F1/ chen mit gegebenen Verzweigungs- 
punkten. 

Von 

A. HURWlTZ in K~nigsberg i. Pr. 

Die grundlegende Bedeutung des vorliegenden Themas ffir die 
Riemann'sche Theorie der algebraischen Functionen brauche ich wohI 
kaum hervorzuheben. Geht doch diese Theorie yon der graphisch 
fiber der complexen Zahlenebene construirten Riemann'schen Fl~iche 
aus, um erst sodann die Functionen, welche dutch diese Fl~che be- 
stimmt sind, zu untersuchen. 

Auch isfl die bier behandelte Aufgabe in den an Riemann an- 
knfipfenden Arbeiten vielfach theils ges~reift~ theils w freilich in sehr 
speciellen F~llen - -  eingehend untersucht worden. Vor allen babe 
ich bier die Arbeiten yon J. T h o m a e  zu nennen, insbesondere die 
im 75 sten Bande yon Crelle's Journal verSffentlichte Abhandlung: 
,,Bei~rag zur Theorie der Abel'schen Functionen", in welcher aus- 
ffihrlich erSrtert wird, dass dieselbe Riemann'sche Fl~iche durch Ab- 
~nderung der Verzweigungsschnitte in die verschiedensten Gestalten 
gebracht werden kann und dass bei einem Umlauf eines der Ver- 
zweigungspunkte die Fl~iche mSglicher Weise in eine wesentlich ver- 
schiedene Fl~che fibergeht. Den speciellen Fall der dreibl~ttrigen 
Fl~chen behandelt die Dissertation yon H. K a s t e n  (GSttingen 1876). 
Hier wird die Anzahl der wesentlich verschiedenen dreibl~ittrigen 

I (3~_ 2 1) be- Fl~ichen mit n gegebenen Verzweigungspunkten auf ~ w 

st:immt, wobei der Verfasser diese Zahl indessen seltsamer Weise nur 
ffir eine obere Grenze der zu bestimmenden Anzahl h~l~. 

Sodann babe ich die Arbeiten yon F. K l e i n  fiber die Transfor- 
mation der elliptischen Functionen*), die sich hieran anschliessenden 
Abhandlungen yon W. Dyck  fiber die Aufstellung und Untersuchung 

*) u insbesondere: ,,Ueber die Transformation elf~r Ordnung tier ellip- 
t~schen Functionen", Mathem. Annalen, Bd. 15, pag. 533 ft. 

Mathematische Annalen. ~ I X .  1 
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yon Gruppe und Irrat~onalit~ regul~rer Riemann'scher Fl~.chen*) zu 
erw~hnen, sowie die Schrif~ yon F. K le in :  ,Ueber Riemann's Theorie 
der algebraischen Functionen und ihrer Integrale" (Leipzig 1882), ~ in 
weigher auf pag. 64 die Aufgabe, alle Riemann'schen Pl~chen mi~ 
gegebenen Verzweigungsstellen zu bestimmen, berfihr~ wird. 

Weiter mir bekannt gewordene Arbeiten, welche das vorliegende 
Thema berfihren oder in mehr oder minder nahem Zusammenhange 
mit demsetben stehen, sind die foIgenden: 

J. L fir o t h: ,,Note fiber VerzweigungsschnWce und Querschnitte 
in einer Riemann'schen Fliiche". Mathem. Annalen Bd. 4. 

A. C 1 eb s c h: ,,Zur Theorie der Riemann'schen Fl~hen". lb. Bd. 6. 

A. K n e s e r :  ,,Zur Theorie der algebraischen Functionen". ib. 
Bd. 29.**) 

D. H i l b e r t :  ,,Ueber biniire Formen mit vorgeschriebener Discri- 
minante", ib. Bd. 31. 

L. S c h l e s i n g e r :  ,,Zur Theorie der Fuchs'schen Functionen". 
Crelle's Journal, Bd. 105.***) 

Wenn nun so auch die Aufgabe: 

Die Gesammtheit der n bl~ttrigen Riemann'schen 171dchen 
zu untersuchen, welche an w gegebenen Stellen in vorge- 
schriebener Weise verzweigt sind , 

vielfach gestreif~ wurde, so scheint dieselbe bistang doch noch nicht 
in ihrer Allgemeinheir behandelt zu sein. Dem entsprechend dfirften 
die m~isten Resultate, zu welchen ich gelangt bin, neu sein. Indem 
ich reich zu der Darlegung dieser Resulta~e wende, muss ich indessen 
zuvor die Nachsicht des Lesers erbitten. Denn obgleich ich reich seit 
l~ngerer Zeit sehr eingehend mit dem Gegenstande besch~ftig~ babe, 
ist es mir doch nicht gelungen, die Fragen, welche sich darboten, in 
jedem Falle zu dem wfinschenswer~hen Abschluss zu bringen. Die 
Fragen, auf welche ich besonders main Augenmerk gerichte~ habe, 
sind die folgenden: 

I) Welches ist die hnzahl ~ der n - b l ~ r i g e n  Riemann'schen 
Fl~chen, welche an w gegebenen Siellen verzweigl sind? 

II) Welches ist die Gruppe der algebraischen Gleichung 2~ rte" Grades, 
yon welcher die Besfimmung jener Fl~chen abh~ng~? 

*) Inaugural-Disser~tion, Mfmchen 1879 mad Mathem. Annalen, Bd. 17 
pag. 478 ft. 

**~ VgL den Excurs auf pag. 180. 
*~) VgL pag. t85 und pag. 194. Die bier aufgestellten Behauptungen sind 

indessen unrichtig, soweit ihnen die Annahme zu Grunde lieg~, class die vom Veto 
fasser b~tmchteten Riemann'schen F1Echen durch die Verzweigtmgspunkte ein- 
deutig bestimmt seien. 
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III) Wie viele Wurzeln dieser Gleichung sind reell, wie viele paar- 
weise conjugir~ imagin~, wenn man annimmt, dass die w ge- 
gebenen Verzweigungswerthe theils reell, theils paarweise con- 
jugirt imagin~r sind? 

IV) Welches sind in den niedrigs~en F~llen die algebraischen Fanc- 
~ionen, welche die ~V Riemaun'schen Fl~chen definiren? 

Die ngheren Bestimmungen far diese zum Theit an sic h nicht 
vSllig bestimmten Fragen werde ich im Folgenden an den geeigneten 
Stellen hinzufiigen. Diesen Fragen entsprechen der geihe nach die 
ersten vier AbschnRte der Abhandlung. In dem ffinften Abschnitte 
bespreche ich in aller Kfirze eine naheliegende Verallgemeinerung des 
vorliegenden Problemes. 

I. AbschnRt. 

Anzahlbestimmungen. 

w  

~ i h ~ m g  der Rien~nn'schen Fl~he. 

Ffir meine Untersuchungen war es wesenflich, die Riemann'sche 
Fl~che als ein rein topologisch erkl~rtes Gebilde, also ganz unabhgmgig 
yon den auf ihr verlaufenden Functionen, aufzufassen. Dieser Auf- 
fassung entsprechend sind also die LSsungen des Problemes, die Rie- 
mann'schen Fl~ichen zu bestimmen, welche gegebene Verzweigun~- 
wer~he besRzen, topologische Gebilde und keine Zahlenwert~e. Sic 
gehen ers~ in solche fiber, wenn an Stetle der Fl~chen solche Zahlen- 
werthe als Unbekannte eingefiihrt wcrden, welche die einzelne Fl~iche 
vollst~dig charakterisiren. Die Erkl~rung der n-bl~ttrigen Riemann'- 
schen Ft~che, welche an den Punk ten  a ! ,  % ,  . . . ,  a~ der complexen 
Zablenebene 1~ verzweig~ ist, s~elle ich nun so: 

Man ziehe in der Ebene ~ yon irgend einem Punk~e 0 aus nach 
den Punl~n al ,  % ,  . . . ,  a,, die Linien 

Zl, 4 ,  . . . ,  

welehe weder sich selber noch einander (ausser im Pun]r~ O) treffen. 
L~ngs dieser Linien schlitze man die Ebene ~ auf, wodurch die 
Ebene E in die Ebene ~*  fibergehen rnSge. Die Ebene E*  wird yon 
den 2w Ufern der ausgeffihrten Schni~e begrenzt. Die Aufein_~nder- 
folge der Linien 1 1 , / ~ , . . . , / ,  sei d erart gew~hl~, dass man bei eLrmm 
negufivea Umlauf um den Punkt 0 die Ufer in d ~  R~.h~mfolge 

1" 
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i iberschrei~*) 

Man lege nun n Exemplare der Ebene g *  auf einander und be- 
zeichne dieselben in irgend einer Reihenfolge als lstes~ 2tes~..., ntes 

Blat~ Die Riemann'sche Fl~che entsteh~ jetzt, indem man die n Bl~itter 
l~ings der Schnit~e l~, l ~ , . . . ,  l~, in folgender Weise mit einander 
verbindet. Jeder tier Linien 

ordne man je eine mit n Elementen gebildete Substitution 

zu.  I s t  n u n  z. B .  

. . . ,  

1, 2,  . . . ,  ~ )  

so verbinde man l~ngs des Schnittes l~ die positiven Ufer der Bl~itter 
:l, 2 , . . . ,  n beziiglich mit den neg~ativen Ufern der Bl~itter %, %, .  ~., g,, 
so dass man bei einem positiven Umlauf um den Punk~ a~ allgemein 
aus dem Blatte i in das Blatt g~ gelangl. 

Die Substitutionen $1, $2, . . . ,  S~, welche man zur Herstellung 
der Fl~che w~hlt, sollen nur folgenden be/den Bedingungen gen~gen: 

I) VermSge  der  S u b s t i t u t i o n e n  so l l  ein U e b e r g a n g  
yon j edem E l e m e n t  zu j e d e m  a n d e r n  m 5 g l i c h  sein. 

II) Die Z u s a m m e n s e t z u n g  a l l e r  S u b s t i t u ~ i o n e n  sol l  die 
I d e n t i t ~ t  e r g e b e n ,  es sol l  a lso  

& - =  1 
sein.  

Die erste Bedingung, welche auch dahin ausgesprochen werden 
kann~ dass die aus St, $ 2 , . . . ,  ~ erzeug~e Gruppe transi~iv sein 
soll, hat zur Folge, class die construir~e Fl~iche in sich zusammen- 
h ~ g t .  Zufolge der zweiimn Bedingung wird bei einem Umlauf um 
den Punk~ O keine Vertauschung der Blgt~er eintreten. 

Wie man sieht, ist nach der hier gegebenen Erkl~rung eine I~ie- 
mann'sche Fl~che vollst~ndig bestimm~ wenn wir angeben: 

1) Die ,~Verzweigungspunkte" aj, a 2 ~ �9 . . ,  a~. 
2) Den Punk~ O und die yon ihm ausgehenden Linien l~, l~ ..., l~. 
3) Die Numerirung der n Bl~t~eer ~*.  
4) Die den Linien l~, l ~ , . . . ,  t~ zugeordneten Substitutionen 

S , ,  . . . ,  

*) Bei k u s ~  eines Schni~s wird alas zur Linken liegende Ufer des 
Schnit~es als alas positive bezeichne~. Ferner heis~ ein im Sinne des Uhrzeigers 
erfolgender Umlauf um einen Punkt ein ~,,negativer" Umlauf. 
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w 

Vergleich Riomann'scher Fl~iohen. Zuordnung dot Fl~ohen zu 
Substitutionssystemon. 

Wir be~rachten jetz~ zwei Riemann'sche Fl~chen ~ und /~', yon 
welchen wir nut voraussetzen wollen, dass sie in den Bestimmungs-; 
s~iicken 1) fibereinsfimmen, dass sie also dieselben Verzweigungs- 
punkte besitzen. Wir nehmen in der Ebene /~ einen yon diesen 
Verzweigungspunkten versehiedenen Punkt A an und betrachten die 
in A beginnenden und endigenden Wege W, welche durch keinen 
der Verzwe~ungspunkte hindurchlaufen. 

Wenn sich nun die 2~l~itter tier beiden ~-7i~chen F u n d  .F' so 
numeriren lassen, dass auf jedem Wege W die ;Bliitter der einea Fliiche 
genau diesdbe Vertauschung erfahren, wie die BlStter der andere~ 
�9 "l~he, so sollen die beiden ~l~hen als nicht verscldede~ angesehen 
werden. Im andern Ealle gelten die beiden ~liichen als verschieden. 

Man zeigt leieht, dass zwei Fliiehen, welehe sich naeh dieser Fes~. 
setzung als nieh~ verschieden erweisen, sieh aueh dann als nieht ver- 
schieden herausstellen, wenn man an S~el]e des Panktes A irgend 
einen andern Punk~/~ seize. Ferner erhell~ aus unserer Festsotzung, 
dass man sehon aUe verschiedeeen Fl~iehen mi~ den Verzweigungs- 
punktea at, a2 , . . . ,  a~ erhalten wird, wenn man yon den Besfimmungs- 
stricken 1), 2), 3), 4) nur die letzten, also die Subs~tationen $1, $2, ..., S~ 
auf alle mSglichen Weisen wiihl~, die fibrigen Beslimmungsstfieke abet 
ein fiir alle Mal lest l{isst. 

Somit werdea wit jede Riemann'sehe Fliiche mit den Verzweigungs- 
punk~en at, a ~ , . . . ,  a~ erhalten, wenn wir alle Sysfeme yon w Sub- 
stitutionen 

. . . ,  

aufs~ellen, welche den Bedingungen I) und II) geniigen. 
Zwei verschiedenen derartigen Systemen 

S,, $2, . . . ,  S~o, 
und 

sVs" s; .1 2 }  ~  

wird nun offenbar dann und nur dann dieselbe Riemann'sche Fl~che 
entsprechen, wenn die Systeme in einander ~mnsformirbar sind; d. h., 
wenn es eino Substitution T giebt, so dass 

is& Denn nur in diesem Falle kann man dutch eine geeignebe 
Numerirung der BlUffer erreichen~ dass auf jedem dutch 0 gelegten 
geschtossenen Wege die Blii~er der beiden Flii~hen die glr Ver- 
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tauschung effahren. Wir fassen diese ErSrterungen in folgenden Satz 
zusammen: 

Hat ma~ die Linien l~, ~,  . . . ,  l~ festge~gt, wdche yon irgend 
einem ~unkte 0 aus nach den Punkten al, a 2 , . . . ,  aM fiihren~ so sind 
die l~iemann'schen Fl~hen mit den Ferzweigungst~unkten al, a2, . . . ,  a~, 
eindeutig zugeordnet den Systemen yon w Substitutione~ 

S , ,S~ , . . . ,S~ ,  
welche den l~edingungen 1) und I I )  yon w 1 geniigen, wobei indesse~ 
~wei Systeme die in einander transformirbar sind, als nicht verschiede~ 
gdten. 

In der Folge werde ich die einzelne Fl~he F durch das zugehSrige 
System yon Substitutionen bezeichnen, also 

F - -  (s,, s : , . . . ,  a~) 
setzen. Wenn es jedoch darauf ankommen sollte, die Linien 11, l~,..., l~ 
in die Bezeichnung aufzunehmen, so werde ich 

F ~  ( ~ "  l,, . : ., l~) 

schreiben. Nach dem Vorhergehenden ist die Fl~iche 

(S,',S~',...,S:~) 
dann und nur dann dieselbe, wie die Fl~che 

(a,, a s , . . . ,  a,,), 
wenn es eine den Gleichungen 

s , ' - -  ra, r - , ,  ~" = r s ~ r - ~ ,  . . . ,  s ~ -  r s ~ r - ~  

geniigende Substitution T giebt. 

Wit betrachten irgend eine n-bl~ttrige Fl~he 

(a~, a ~ , . . . ,  a,~) 

mit den Verzweigungspunkten al, a2, . . . ,  a~. Offenbar ergiebt die 
Subsfihllion Si soforl die , A r t "  der Verzweigung in dem Punkle ai, 
d.h. die Substitution l~st ohne Weiteres erkennen, zu wie viel Cyklen 
sich die Bl~itter in a~ gruppiren und wie viele Bl~Y~er der einzelne 
Cykhs ver-binde~. Z.B.  wird der Punk~ ai stets und nur dann ein 
einfacher Verzweigungslaunkt sein, wenn die Subst~itufion S~ eine Trans- 
position ist. Stellen wir uns also die Aufgabe, alle Fl~chen herzu- 
s~ellen, welche in den Punkten al, a2, . . . ,  a~, in vorgeschriebener 
Weise verzweigr sind, so mfissen wit alle den Bedingangen I) und II) 
genfigenden Systeme yon w Substitu~ionen 

a, ,a~, . . . ,a ,~ 
aufsuchen, wobei ffir jede einzelne Substitution noch die Zahl tier 
Cyklen und die Zahl der in den einzelnen Cfklen enthaltenen Elemente 
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vorgeschrieben ist. Sollen wir z.B. alle Fl~ichen best~immen, welche 
an w Punklen einfach verzweig~ sind~ so haben wir alle'Sys~me yon 
w Transpositionen 

t l  , t2 ,  �9 � 9  t~  

aufzustellen, welche den Bedingungen I) und ILl) yon w 1 geniigen. 
Auf diesen Fall, wo die gegebenen Verzweigungspunkte s'~mmtlich 

einfach sein sollen, "wollen wit zun~chs~ unsere Aufmerksamkei~ richten, 
und zwar soll es sich dabei um die Bestimmung der Anzahl dieser 
Fl~chen handeln. Nach dem Vorausgeschickten kSnnen wir sagen: 

,,Die AnzahI der n-bl~trigen Riemann'schen Fl~hen mit w ge- 
gebenen einfachen u stimmt iiberein mit der Anzahl 
der LSsungen der Gleichung 

(1) t, t2. . . t o - ~  l 

(lurch w Transposi~ionen tt, t2, . . . ,  t~, welche mit n Elementen ge- 
bilde~ sind und einen Uebergang yon jedem Elemente zu jedem andern 
gestatten." 

Dabei sind zwei LSsungen der Gleichung (1)~ welche in einander 
transformirbar sind~ als nicht verschieden zu erachten. 

w  

Anzahl der Darstellungen einer Substitution dutch ein Product yon 

w Transposit ionen.  

Die Zahl der LSsungen der Gleichung (1) in ihrer Abh~ngigkei~ 
yon n und w zu bes~immen~ is~ eine Aufgabe yon grosser 0ompli- 
cation und es is~ mir erst nach vielen vergeblichen Versuchen ge- 
]ungen~ ein einigermassen befriedigendes Result~ zu erhalh~n. Zu- 
n~chst besch~tige ich reich mit tier folgenden Aufgabe~ welche vielleich~ 
schon an sich ein ]nteresse darbie~et: 

.~lan soll angeben, au f  wie vide Weisen bei n .Etemente~ eine ge- 
gebene Substitution S als ein ~roduct yon w Transpositionen dargestellt 

werden kann. 

Die gesuchte Anzaht mSge mit 

[sq  
bezeichnet werden. Allgemeiner wollen wir, falls 2~ ein System yon 
irgend welchen Subs~utionen $1~ B2~ .. .~ Sk bezeichne~, under 

nich~ hnderes als die Summe~ 

verstehen. Biernach bedeuteA [2~]~ die ~hnzahl der verschiedenen 
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Transpositionssysteme tl~ t2~ . . . ,  t~, welche der Bedingung genfigen, 
dass das Produc~ 

ht2...t~ 

in dem Systeme 27 vorkommt. Wir bemerken sogleich~ dass diese 
Anzahl folgende Eigenschaf~en besitzt: 

Ers~ens ist: 

( :)  [~]~ = [~.-1 ~ r ] ~ ,  

wenn T sine beIiebig gew~ihlte Substihltion und / ' - I Z T  dasj~nige 
System yon Substitutionen bezeichnet, welches aus 27 dutch Transfor- 
mation jeder einzelnen Substitution mit T entsteht. 

Zweitens ist, wenn 

~1, v2, "" ', vr 

n(n -7 1} Trans- die in irgend einer Reihenfolge genommenen 0--~- 2 

positionen bedeuten, 

(2) [~]~ = [~, ]~-~ + [~2]o-1 + ' ' "  + [ ~ J ~ - l ,  

unter 2~i dasjenige System yon Substitutionea verstanden, welches 
aus 27 dutch Multiplication jeder einzelnen Substitution mit ~ her- 
vorgeht. Wit betraehten jetzt ein besonderes System 2~, welches auf 
fo]gende Weise gebildet wird. Wir zerlegen die Zahl n in eine Summe 
yon r positiven Zahlen: 

n = v ,  + v 2  + . . . + v , ,  

die wit der Gr'Ssse nach ordnen, so dass also 

vl >=v.~ >=v.~ . . . ~ v,. > O 

ist. Dieser Zerlsgung entsprechend theilen wit die n Elemente, mi~ 
welchen wit die Substitutionen bi/den, irgendwie in r Gruppen: 

~ ,  a~, . . . ,  ~,,; ~l, f12, . . . ,  fl,,~; . . . ;  ~1, 22, . . . ,  2,,., 

yon denen die erste vl, die zweite re, . . .  die letzte v~ Elemente 
enth~lt. 

Wit bezeichnen ferner mit 

r , - - r  @,, a , , . . . ,  a,,) 
das System aller vI! Substitut.ionen, welehe mit den Elementen 

ai ,  a2, ..., u,,, 

gebildet werden kSnnsn. Dabei soU dieses System aus der einen 
iden~ischen Substitution bsstehen, wenn v~ ~ 1 ist. Die entsprechende 
Bedeu~ung besitze jedes der Zeichen 

v~ = r ( t i , ,  t t ~ , . . . ,  ~,), . . . ,  r ,  =- r (~ , ,  ~2 , . . . ,  ~,). 

Endlich bezeichne S irgend sine tier n! Substi~utionen, welche 
mit allen n Elementea gebitdet werden kSnnen. 
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Das System 27, welches wir be~achten, sei nun das System der 
v 1 ! v 2 ! . . .  v~! Substitutionen 

( s t 1  r2 . .  �9 r , ) ;  

zur Abkiirzung wollen wit sagen, das System (s r l  r 2 . . .  r~) und die 
Zahl [ S F l r 2 . . .  r~]~ ,,gehSre" zu der Zerlefftmg ( h ,  %, . - - ,  vr) der 
Zahl n. 

Es is~ nun nach (2): 

(s) [sq r~.. .  r , b -  [~r, r~. . .  r,~,]~_, + . . .  + [sr, r~. . .  r,~e]~_,. 

Die rechte Seite dieser Gleichung l~sst sich zweckmBssig um- 
formen. 

Nehmen wir nBmlich zun~ichst eine Transposition v, welche mit 
zwei Elementen a, oder mit zwei F, lementen 16,.. .)  oder mit zwei 
Elementen /t gebildet ist, so wird offenbar das System 

(sr, r~ . . .  r,,) 
genau dieselben Substitutionen enthalten, wie das System 

( s r~  r2 .  �9 r ,) .  

Diese Transpositionen v liefern also auf der rechfen Seite yon (3) 
den Beitrag 

[('~') + (S ~) + " ' +  (SO]" Esr, r~ . . .  r,]:_~, 

wo in iiblicher Weise \ ) 2  ftir " . .  geschrieben ist. 

Nehmen wit welter diejenigen Glieder der rechten Sei~e yon (3), 
welche den Transpositionen 

~' --- (~jti,), ~ " =  (%tl,), ..., ~(,,) --_ (~,,, tl,) 
entsprechen, so geben diese zusammen den Beitrag 

l :Sr~r (~ , , . . . ,  ~,<, &)  I -3 . . .  r,]~_, - -  [sr ,  r ~ . . .  r,]~_~, 

da die Substitu~ionen 
f 

rl  ~ ,  r i  ~", . . . ,  r~ ~(,,) 

zus~.mmen d~ System r(al ,  ...~ a~,~ ~lj) verminde~ um das System 
r, = r (a , , . . . ,  ~,,) ausmaehen. Die T~ransposi~ionen yore Typus (a~) 
liefera hiernach auf tier rech~en Seite yon (3) den Beitrag: 

1 

Ebenso formen wit den Bei~rag um~ wetehen die Transposi~ionen 
yore Typus 

(~r),. . . ,  ( ~ ) ;  ( / i t) ,  , . . ,  6~x),. . .  
bez. liefern und erhal~en auf diese Weise- 
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(4) [sr, r~.. r,]o = f. [sr, r,... r4~_, 

+~,q~r~ r(~,/~) r~...r,]~_,+ ~ 
1 1 

11 / r  

- -  [sG r(~,r,T~....r4,_,+...4:~ [~r, r(u,&)...r,_,],_, 
1 

+ ~  [~r~ r(3,~,,)r,.., r4,_,+.. .+ ~ [~r,r(3,~,) r,...r,.,]~., 

wobei der Factor f den Wer~h 

, =  + 

besitzt. Die Bedeutung 

~r 

+~____~[~r,r(,,~,)r,...r,.,]o_,, 
I 

. Jr- ( V2" ) - ( v , -F  2 v ~ - b  3 v ~ - l -  . . . + r v ,. ) -F  n 

der iibrigen auf der rechten Sei~e yon (4) 
benu~ten Zeiehen bedaff wohl keiner n~heren Erl~ugerung. 

Von der Zahl f wollen wit sagen, sie ,geh5re" zu der Zerlegung 

(v 1 ~ v2, . . . ,  v~) der Zahl n. 
Die einzelnen auf der rechten Seite yon (4) unter den Summen- 

zeichen auftretenden SysCeme lassen sich nun~ wie folgg, zerlegen. 

Betrachten wir z. B. das System 

(SG r(~, 3,) G . . .  r,), 

so kSnnen wir dasselbe aus folgenden Systemen zusammense~zen: 

(st ( j , ,  ..., ~,,) r (~, ~,) r ,  ... r,), 
(s (~, ~). r (~... ~,.) r (~, ~,) r~ ... r,), ...,(~ (~,/~,D. r (~.../~,:) r (~, ~,)r~...r,), 

yon denen jedes einzelne zu der Zerlegung (v lq - I  , v 2 -  1, v 3 , . . . ,  v~) 

yon n gehSrL 
Indem wit in en~sprechender Weise alle auf der rech~en Seite 

yon" (4) under den Summenzeichen auf~retenden Sysgeme zerlegen, er- 
kennen wir, dass wir auf der rech~en Sei~ yon (4) eine Summe yon 
Zahlen erhal~n, welche bez. zu folgenden Zerlegungen yon n gehSren: 

v~-Fl, v2--1, v3,...,v,; vj-F1, v~, v:~--l,...~v,.i...;v1-{-1, v2, v~,..., v,.--1; 

v,, vu-bl,v~],.. . ,v,.; ...; v,, v=-Jr v3,.. , v,.--1; 

�9 D �9 6 D D Q �9 $ 0 0 8 

vi, v~ v3,...,v,._r+-l,v,.--1. 
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Diese Zerlegu.ngen miJgen zu der Zerlegang (vl, v 2 , . . . ,  v~) be- 
naehbar~ heissen. Man zeigr nun ohne Sehwierigkeit, dazs die Zahl f, 
welehe zu der Zerlegung (vl, v~ , . . . ,  v~) gehSr~, kleiner ist als die 
entsprechende Zahl gebildet ffir irgend eine benaehbarCe Zerlegang. 
Wenn wit also mi~ 

i f ,  f~' ,  �9 �9 �9 

die Zahlen bezeiehnen, welche zu den benachbarten Zerlegungen yon 
(v 1 , v2~ ...~ vr) gehSren; ferner mit 

i f ' f ; '  

diejenigen Zahlen, welche zu den benachbarten der benaehbartea ge- 
hSren~ u. s. f.~ so wird f kleiner sein als jede dieser Zahlen ft', fz ' , . . . ,  

fl" f2"~ 
Hieraus geling~ es nun zu schliessen, dass 

r r i "to 

[ s r ~ G . . .  r , ] ~  = cf" + c, (f(),~ + c~ (f~) + . . .  + c~"(f('y ~ 

+ c2"(f~")~ + . . .  

' ' " " g i g  is~, wo c, e 1 , c 2 , . . . ,  e 1 , ez, . . .  yon m unabh~in e rationale Zahlen 
bedeuten. Wir nehmen an, dies sei sehon fiir alle zu (vl, v 2 , . . . ,  v,) 
benaehbart~ Zerlegungen bewiesen. Dann ist naeh Gleiehung (4): 

[sr, G-.-r . ] , ,  = f .  [sr, r~.. .  r.]o_, + ~  d,.,(f,,'))o-; 

wo die Coefficienten di.~ yon w unabh~ingige rationale Zahlen bedeu~n. 
Se~en wit in dieser Gleichung nach und nach 

w ~ 1 , 2 ,  3 ,  . . . ,  w 

und combiniren alle so erhaltenen Gleiehungen~ so finden wit 

[S r, r2. . .  r.]. = f~. [sr, r~... rdo 

+ d,., (r-- '  + r + . . .  + (f,,,,):-,). 
i ,k  

Die Summe auf der reehten Seite ].~sst sieh, da f yon jeder der 
Zahlen f~k) verschieden ist, in die Gestalt setzen: 

f Zai~ ") [ f ~ -  (f~('))~] 

und wir erhalten daher 

[sr ,  r , . . .  r . ] .  = cf~ 4"  e[(fi ') '~ + c~'(f2")" - I - ' "  ", 

wo c, c1" , c2 ' , . . ,  yon w unabh~in~ge rat;ionale Zahlen bezeichnen. 
Zur Vollendung des Beweises ist noch zu zeigen, dass wit bei fort~ 

gesetzter Bfldung der benaehbarten Zerlegungen schliesslich auf eine 
Zerlegung kommen, fiir welche der zu beweisende Saf~ gilt. 

Nun wird bei dem Uebexgang yon (vj,  v 2 , . . ,  v,.) zu einer be- 
naehbar~n Zerlegung eine der r Zahlen vl ,  v 2 , . . . ~  vr um eine 
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Einheit vergrSsserk Folglich muss man schtiesslich s~e~s zu der Zer- 
legang, bei welcher r ~- 1 und 

Y t = ~  

ist, gelangen, welch' letztere Zerlegung keine benachbarte mehr besitzt. 
Fiir dies~ Zerlegung ist 

und das entsprechende System (S[',) bes~eht aus allen ~! Substitutionen. 
Da nun jede der f~ Combinationen 

t , ~ . . ,  t~ 

yon w Transpositionen 
Falle 

zum Systeme (Sir,) gehSrt, so ist in diesem 

[ s r , ] ~  = f'~, 
womit der Beweis vollendet ist. 

Wir wenden jetzt das erhaltene Resultat auf die Zerlegung 

n ---~- 1 -{- 1 -{- - �9 �9 -~- 1 (r~--~n, ~,1 ~ v~ ~ . .  - ~ v ~  1) 

an. Hier besteht das System [ S i r l i r 2 . . .  ir~J aus der einen Sub- 
stitution S; und die Anzahl [SF1F2. . .  I'~J~ bedeutet also die Zahl der 
Darstellungen yon B als Product yon w Transposit/onen. 

Somit finden wir den folgenden Satz, welcher die oben gestellt~ 
Aufgabe bis zu einem gewissen Punkte erledi~: 

Die Anzaht der Darstellungen einer mit n ~lementen gebildeten 
Substitution S als l~roduct yon w Transpositionen ist gleich 

c, f ,~  + e2f~ ~ + . . .  + ckfk ~, 

wo die Zahlen cl, c2, . . . ,  c~, f ~ , f 2 , . . . ,  f~ yon w nicht abhgngen. 
Die Coeffwienten c,, c : , . . . ,  c~ sind rationale yon der Substitution S 
und der Zahl n abhiingende Zahlen. 1)agegen sind f l ,  f 2 , . . . ,  f~ ganze 
Zahlen, wdche ausschliesslich yon n abhgngen und folgendermassen ge- 
bildet werden. Man zer~yt n auf alle mYglichen Weisen in positive 
ganzzaMige Summanden 

n--'- ~,, + v~ + . . .  + v~, 

wobei v 1 ~ v 2 _~ v 3 �9 �9 �9 ~ v~ > 0 vorausgesetzt wird und setzt 

f _  ~,(~-- 1) .~_ ~,~(~,u-- 1) - J r " ' +  ~ ( ~ - -  1) 

-- (", -I- 2,,~ -}- 3~'3 +'" " + rye )  + n. 

D{e auf d~.se Weise ents~he~,n Zahle~ f si~d gera& die oben m~ 
f,, ~, .. . ,  s ~ , ~  z a ~ .  

Die Abhlingigkeit tier Coefficient~n c,, c ~ , . . . ,  c~ yon n und der 
Substitution ~ n ~ e r  zu char~l~eris~ren, ist mir nich~ gelungen, obgleich 
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meine dahin zielenden Bemiihungen die Existenz eines einfachen 
Bildungsgese~zes fiir jene Coefiicienten haben vermu~en lassen. 

Man zeigt leicht, dass yon den Zahlen fl, f 2 , . . - , /~  je zwei ein- 
ander entgegengesetzt gleich sind (nachdem man diejenigen, welche 
l~ull sing, ausgesondert hat). 

Dieser Umstand 1Ksst sich auch aus dem bekannten Satze er- 
schliessen, dass eine gegebene Substitution S entweder nut durch eine 
gerade oder nut durch eine ungerade Anzahl yon TranspositSonen dar- 
stellbar ist. 

w  

hnT.abl der n - b l s  Riemann'schen Fl i ichen mit  w gegebenen 

einfachen Verzweigungspunkten~ 

Wir bezeichnen mi~ 
f(wln) 

die Anzahl der LSsungen der Gleichung 

(1) t i t 2 . . ,  to - -  1 

durch w mit n Elementen gebildete Transpositionen t~, t~, . . . ,  t~. 
Diese Anzahl stellt sich nach dem vorigen Paragraphen dar in 

der Form: 

(2) f (wjn) = c,(n). [f, (n)] ~ + c~(n). Ef~(n)J ~ + . - - +  c~(n). [f~(n)J% 
oder kiirzer: 

f ( w  I n) --- ~_~ c ( n ) .  If(n)] ~, 

wobei wir die nur yon n abhi~ngenden Zahlen 

c, ,  c ~ , . . . ,  ~ ,  5 ,  f~, �9 �9 A 

grSsserer Deutlichkeit halber mit 

c , ( n ) ,  c~ (n) ,  . . ., c ~ ( n ) ,  A ( n ) ,  t 2 ( n ) ,  . . . , f ~ ( n )  

bezeichnet haben. Es mSge nun ferner 

~ ( w l - )  

die Anzahl der Transpositionssysteme t~, t 2 , . . . ,  t~ bedeutea~ welche 
der Gleichung (l) geniigen und zugleich einen Uebergang yon jedem 
der n Elemente zu jedem anderen gesfatten. Nach dem Schhss yon 
w 2 ist dann 

n! 

die Anzahl der ~t-bl~ttrigen Riemann'schen Fl~chen mi~ w gegebenen 
einfaehen Verzweigungspunk~n, wenn wir den ~rivialea Fall n ~--2, 
in welchem 

- -  2 �9 ~(wln) _--_ 1 



ist, ausschliessen. Denn sobald n > 2 is~, ver~eilen sich die r 
Transposit~onssysteme. t~, t ~ , . . . ,  t~ in Gruppen yon je n! in einander 
~ransformirbare Systeme und die n! Systeme einer Gruppe liefern alle 
ein und dieselbe Riemann'sche Fl~che. 

Wit wollen nun die Zahl ~(w In) dutch die uns schon bekannte 
Zahl f (wJn) ausdrticken. 

Zu diesem Zwecke zerlegen wir die Zahl f ( w l n  ) in Summanden, 
indem wir die f (w[n)  Sys~eme t~ t~ . . ,  t~ in Classen eintheilen. Wir 
sondern n~mlich die n Elemente auf irgend eine Weise in Gruppen 

G --~ a l , . . . ,  a~o, G 1 = bl, . . . ,  b~,, 

G 2  = c t ,  . . . ,  c ~ ,  . . . ,  G ~ - ~  ~1,  . " . ,  l , ~  

yon bez. no, nl ,  n 2 ~ . . . ,  n~ Elementen, wobei also 

is~, und ordnen den Gruppen Gj, C~2,. . . ,  G~ bez. irgend r positive 
ganze Zahlen wl,  w2~. . .~ wr zu~ welche der Bedingung 

gentigen. Die Zahlen ~ , n 2 ~ . . . ,  n~ sollen s~mmflich grSsser als 1, 
die Zahl n o )~ 0 sein. In eine Classe rechnen wir jetz~ alle diejenigen 
der f (wln)  Sysfeme (tit 2 . . .  t~), welche die Elemente a l , . . . ,  a~o 
iiberhaupt nich~ en~alten, w~hrend w 1 der Transpositionen t l , . . . ~  t~ 
die Elemente bl~ . . .~ b~, in Verbindung setzen~ w 2 der Transpositionen 
die Elemente ca, . . .~  c~ u. s. w. wr der Transpositionen die Elemente 
~, . . . ,  ~ .  

Die Anzahl der in einer CIasse en~altenen Systeme yon Trans- 
posifAonen (t~, t ~ , . . . ,  t~) betr~gr wie man leich~ erkennt: 

w ~ !  w 2 !  . . �9 w r !  " " 

Indem man jeCz~ fiber alle Classen summir~ erh~lt man: 

(~) f (wi~)=  
n! w: 

~' ~o' n~'..., nr: w~, w2' �9 �9 wr: 

wobei die Summation fiber alle LSsungen der Gleichungen 

(4)  ~o~ +~,~ + �9 +~o, =~o, 
no~> n~>l, n 2 > l ,  . . , ~ > 1 ;  

w~>O, w~>O, . . ,~o~>O.  

za erstrecken is~, 

r > 0;)  
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Die Fanetionalgleiehung (3) l~isst sieh nun  umkehren. Und zwar 
finder man: 

n! w! 
',5) r (win) -~- ~ (--1)~+"o-1 r~  -~ "~o~ n~! ... n~.'. w~! w2: ... w,.! f(w~lnl)f(w21n2)"'f(w"ln")' 

wobei die Summation ebenfalls fiber die LSsungen der Gleiehungen (4) 
zu erstrecken is!. Wir  setzen nun fiir f (w~Inl )  , . . . ,  f(w,.ln,. ) ihre 
Ausdriieke nach Gleiehung (2') and summiren sodann nach wi, w~.. .~w~ 

wobei r, n0~ n l , . . . ,  n~ fest bleiben. Be! der Ausffihrung dieser Sum- 
mation is! zu beaehten, dass wI, w2, �9 �9 w~ der Bedingung w~ > O, 
w 2 > 0, . . . ,  wr > 0 und w 1 -{-- w 2 -~- . . .  -{-- w~ ~ w unterworfen sind, 
und man hat die leicht zu erhKrtende Identitiit 

w i !  w2! . � 9  w r !  
1 " 2  " " " X :  r 

i 

+ ( s - - x , -  - + . . .  

zu beaehten, wo s ~ - x  1-]- x 2 - 1 - . -  .-1- xr gesetzt is~ and die 
Summationsbuchstaben i ,  k , . . .  die Wet!he 1, 2 , . . . ,  r durehlaufen 
miissen. 

Die Gleichtmg (5) nimmt nun die Gesf~lt an:  

(5") r = . ~  Ca, .... ,.~Ef(n,) + f(n2) - t - " "  "t- f(n~)] ~, 

wo die Coeffieienten C,, ..... ,~ yon w unabhKngige rationale Zahlen be- 
zeiehnen~ and die Summationsbuchstaben nl ,  n 2 , . . . ,  n~ den Be- 
dingungen 

n , - [ - n z - { - . . . q - n , ~ n ,  n , > l ,  n z > l , . . , n ~ ' > l  

unterworfen sind. Die absolut grSssten unter den verschiedenen ZAhlen 

f (n i )  haben die Wet!he n~(n, -- 1) und -t n, (n~ --  1) wie dies 
2 2 

aus dem vorigen Paragraphen~ hervorgeht. Hieraus folger~ man~ dass 
die absolut grSssten Wet!he yon 

f(n,) + f(n=) + . . .  + f(n,.), 
welehe unber dem Summenzeichen (5') auftref~n f i i r r  ~--t~ ~t ~ n 

entstehen und die Wer~he n(~r und -1- no t - -1 )  besifu~:qa. 
2 2 

Daher stellt sieh die Anzahl (p ( w i n )  dar in tier Form: 
. ( . -1)  

+ 

(6) 
,,(.--1) 

wo die Coefficienten C, yon n ,  nich~ aber yon w a b h ~ g e n .  
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Die Zaht 9~(w[~) muss verschwinden, sobald w eine ungerade 
Zahl ist, da die A~zabl der Verzweigtmgspunkte nothwendig gerade 
ist. Also ist C_., ~ C~. Indem wit dieses beriicksichtigen, kSnnen 
wit fotgenden Satz aussprechen: 

1)ie Anzald ~ der n-bZiittrigen t~iemann'schen Flgchen, welche 
w gegebene einfache Verzweigungspunkte besitzen, 15sst sich darstellen 
in der 1%rm: 

�9 2 
2 

~oo die Coeffxienten cl, c2, c~, . . . ,  c~(~_1) ausschliesslich yon n ab- 

hiingende rationale Zahlen bedeuten. 

Von diesen Coefficienten cl, c2, ca,..., c~(~_1) kSnnen nut diejenigen 
2 

yon Null verschiedeile Wet'the haben, deren Indices in der Gestalt 

darstellbar sin& f(n~) -~ f(n2) "~- " " q- f(n~) 

{}5. 

Die Ffi~lo n ~- 3, 4, 5, 6 als Beispiole. 

Fiir die F~lle n ~ 3, 4, 5, 6 habe ich die Bestimmung der Coeffi- 
cienten cl, c~, . . ,  ausgefiihrt, und ich will bier die erha]tenen Resultate 
zusammenstellen. Ich schicke die Werthe der Zahlen f (n)und f (w  In) 
ffir dieselben F'Alle in tabellarischer Uebersich~ vorauf. 

n: it Die Zahlen f(n): 

g; o , - 3 ,  

~ I I  6, 2, 0 , - - 2 , - - 6 ,  

10, 5, 2, 0, --2~ - - 5 ,  -- 10, 

15, 9, 5, 3, 0, - -3 ,  --5~ - -9 ,  -- 15. 

Wenn die Zahl f (w]n) angiebt, wie hiiufig bei n Elementen die 
Iden t i~  als ein Product yon w Transpositionen dargesteIlt werden 
kann, so ist 

fiir n-~- f (w ln  ) 

2 1 

3 1 -~ - 3 ~ ,  

1 6~ + 
4 l i  " ~ " ~ ,  

1 4 . 5~ o 5 
5 ~ - I0 ~ ~ 5-( ~- 12-" 2% 

1 . . . . .  5 9w" .  9 ~ w :  25 
6 ~ - l S ' ~ - { - - f ~  -. - i - - ~ - ' a  t ~ . 3 " .  
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Die Anzahl N der n-bl~ttrigen Riemann'schen Fl~chen, 

an w gegebenen Stellen einfach verzweigt sind~ betr~gt: 

fiir n = N ~-- 

weiche 

2 1 

I I I 3) ,  3 y g . 3  ~ - -  

1 6w I 3w 1 2w ..it - 1 
. . . . . . . . .  = ( - - 3 ) ,  

5 1 .1@o - a .@o..~_ a .5,o a .4 , , , j  r 1 .3~, 

1 5 

(3so? " 15~ 1 . 1 0  ~_}_ x . 9 ~ - -  ~ . 7  ~ 
�9 7200 2 .  (7"2) ~ 2 .  (24) '  

7 �9 6w __ 1 1 
+ 2. (a6p ~6o "5~' Jr  3S "4" 

19 . 3w 19 . 2 ~ . . { -  727 
- -  3~-~- ~4~ i~s~" 

6 

In diesen Tabellen bedeutet w irgend eine positive g e r a d e  Zahl. 

w  

Bestimmung der Anzahl f ( k l ,  k~,  . . ., k~). 

Das Geschlech~ p einer n-bl~ttrigen Riemann'schen Fl~che, deren 
Verzweigungen mit PV einfachen Verzweigungspunkten ~quivalent sind, 
ist bekannffich aus der Gleichung 

2 p - ~  2 n ~  2 ~  W 

zu bestimmen. Sind die w Verzweigungspunkte s~mmttich einfach, 
so is~ W ~--w. Da nun das Geschlecht nicht negativ werden kann, 
so muss die Anzahl N fiir w ~ 2,  4, 6, . . . ,  2 ~ -  4 verschwinden; 
fiir w ~-- 2n - -  2 wird N die Anzahl der n-bI~ttrigen Riemann'schen 
Fl~hen yore Geschlech~ Null mit gegebenen einfachen Verzweigungs- 
punkten darstellen. Die letzbre Anzahl soil nun auf anderem Wege 
direct besthnmt werden. Zu dem Zwecke behande]n wit zun~chst 
s Aufgabe: 

,Gegeben ist die auf n Elemente beztigliehe Substitution B~ welche, 
in Cyklen zerleg~, 

S - ~ -  (a~, a2, . . . ,  a~.) (b, ,  b2, . . . ,  b~) . . .  ( l , ,1 .~ , . . . ,  l~e) .~- C, Cz . . .  V+ 

lauten mSge. Gesueht wird die hn2ahl 
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der Sys~eme yon n + 0 - -  2 Transposi~ionen t i ,  t2, . . . ,  t ,+r  welche 
der Bedingung 

(1) S t  t t 2 . . .  t~§ ~ -  1 

genfigen und dabei in Verbindung mit der Substitution S einen Ueber- 
gang yon jedem der n Elemente zu jedem andern gestatten." 

Wit  wollen mi~ 

~1~ V ~ . . . ~ O . . .  

die n ( n - I )  Transpositionen bezeiehen und das System 
2 

tl t2 �9 . .  t,+e--~ 

der Transposition ~i zuordnen, wenn t s -~-v~ ist. Einer bestimmten 
Transposition ~i sind dann so viele Systeme zugeordnet als die Gleichung 

(2) (S~ , )  t2t~ . . . ~ , -~-~ = 1 

LSsungen besitzt, welche der Bedingung gentigen, dass vermSge 

S, vi, t~, . . . ,  t,+e_2 

ein Uebergang yon jedem Elemente zu jedem andern mSglich ist. 
Bezeichnet ~P(vi) die Anzahl dieser LSsungen, so ist offenbar 

(3) f(~s, z~2 , . . . , /~ , )  - -  ~,(,~,) + r  + . - "  + ~ (~,) + ' - -  

Es sei nun zuerst v~ eine Transposition, welehe Elemen~e aus ver- 
schiedenen Cyklen yon S verbindet, z. B. sei v i ~  (ash1).  Dann ist 

a ~  1 /~0 ( s ~ , )  = (as  . . . . . .  b,~) . . . ( ~  . . . ) ,  

,nd aie Gleiehung (3) hat aaher f(k~ + ~ ,  k~, . . . ,  ke) L~ungen. 
Man iibersieht hiernach sofort, dass die Transpositionen~ welche Elemente 
verschiedener Cyklen yon S verbinden~ auf der rechten Seite der 
Gleiehung (3) den Beitrag 

/~sl~2 f(/:, + k2 , /~3 , . - - ,  ke) + ks~  f (k~ + k~, ~2, . . ., ke) + ' "  

- -  ~ k s  ~ f  (k~ + ~ .  ~ ,  . . . ,  ~ )  

liefern, wobei die Summation auf alle Combinationen der Zahlen 
k~, k z , . . . ,  k e zu je zweien zu ers~sreeken isf. 

Sei nun zweitens v~ eine Transposition, welche Elemente desselben 
Cyclns yon ~ verbindet, sei z. B. ~i ~---(a~a~+D. Dann ist 

(18~i) - ~  ( a ~ , . . . , a ~ )  (at' , . .., a/) (b, , . . .b~.). . .  (1,, . . . ,  Z~e) = Ca'C," C2...Ce, 

wo grSsserer Deufliehkeit halber a~ , . . . ,  a, ftir a~+~, . . . ,  a,, ge- 
sehrioben is~. 

Wie gross is~ jetz~ die hnzahl ~(v~) der LSsungen yon (2), unter 
dec Bedingung, class die Subs~itu~ionen 

einen Uebergang voa jedem Elemea~ zu jedem andern gestat~en? 



Riemann'sche FIRchen mit gegebenen Verzweigungspunkten. 19 

Zuniichst bemerken wir, (lass ein sotcher Uebergang vermSge des 
Systems 

(4) (Z, , ) ,  t ~ , . . . ,  t~+e_~ 

jedenfaIls nicht mehr mSglich sein daft. Denn sons~ kSnnien wlr 
diesem Systeme entsprechend eine zusammenhiingende n-bl~ttrige 
Fl~che mi~ 

(,. - 1 ) +  ( s -  ~ ) + ( ~ -  ~ ) + . - -  + ( k ~ - - ~ ) + , , + o - - 3 = = ~ , , - -  4 

einfachen Verzweigungen, also yore Geschlech~ ~ 1 hers~dlen. 
Da abet vermbge des Systems (4) sicher yon jedem der Elemen~e 

b,,  . . . ,  b~ . . . .  , 1 , , .  � 9  l~  

entweder nach einem der Elemente a oder nach einem der Elemente a" 
ein Uebergang mSglich sein muss, so zerlegen sich die Elemente in 
nut zwei Gruppen unter einander zusammenhiingender. In der einen 
Gruppe finden sich die Elemente a , . . .  a,., in der andern die Elemente 

a 1 e �9 . ~ # ~  

Es werden also 
Elemente der Cyklen 

vermSge des Systems (4) etwa einerseits die 

unter sich und andererseits die Elemente der Cyklen 

Cl", Cfl.,, C ~ , . . . ,  C&,. 

unter sich zusammenhiialgen. Dem entsprechend zerlegt sich die Glei- 
chung (2) in zwei G]eichungen 

' . . .  o ~ ) t , ' t ~ , . . . ,  t~ = l ,  

(5) t(o('o~, o~,,) t(" t ; ' ,  . . ,  t ,"= 1, 
# J P # t  

wo t t , t 2, . . . ,  t~ bez. t(', t 2 , . . . ,  t," diejenigen unter den Substitu- 
tionen t2, t 3 , . . . ~  t~+e_l bedeu%en, welche Elemente aus den Cyklen 
C1' , O,, ,...~ C,z bez. C,", Ct~ , , . . . ,  O&, verbinden. Man zeigt leicht, dass 

{ :  = ~" + k.. + �9 - �9 + k~  + , l  - -  1, 

(6) --~--s+kfl~+ �9 + k & , + ~ - - I  

sein muss~ da jede andere Annahme auf zusammenhgngende F l~hen  
mit negativem Geschlech~ ffihr~. Die Gleichungen (5) haben eiazetn 
bez. f(~,, ka., k . ~ , . . . ,  kay) und f(s~/c~,, k ~ , . . . ,  kfls) LSsungen, und 
es giebt also 

f ( r ,  k , , ,  . . . ,  k~,2) . f (s ,  k~, ,  . . . ,  k~,,) 

Sysf~me t ( , . . . ~  t~, t I , . . . ,  t, , welche den Gleiehungen (5) genfigen. 
Aus jedem solehen Syst~me kSnnen nun genau 

e l  v! 
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LSsungen der Gleichung (2) gebildet werden. 
irgend 6 Transposi~onen 

~,,  t ~ , , . . . , t , ( o )  (~" < d '  < . . .  ~<o)) 
mit 

t't~' t; 
identifieiren, worauf die tibrigen Transpositionen t in der Reihenfolge, 
wie sie in der Complexion t2, t3,...,t,+r vorkommen, s i t  tt", t++",...,tj" 
zu identificiren sind. 

Hiernach ist die AnzahI ~#(~-i), ffir v~ ~ (ata,+i), dargestel|t durch 
die Summe 

(7) (P- (b, lk: , . - ' ,  k+) - -~-~  (m + +-s):<+.v ,, f(r,k+,, . . . ,  k++) f (s, k+,,.. ., k j , ) ,  

wobei sich die Summation anf alle Zerlegungen yon 

++, k+, . . . ,++ 

in zwei Gruppea k s , . . . ,  k,+ and k~,, . . . ,  kt~ ~ beziehf. Die Zahl s 

ist gleich k t -  r, die Zahlen + und + haben die Wer~he (6). Zu 
beachten ist, dass man zu den Gruppenzerlegungen auch diejenigen zu 
rechnen hat~ bei welchen in der einen Gruppe k~/ne der Zahlen 
k2~...~ ke~ in der anderen Gruppe alle diese Zahlen aufgenommen sind. 

Ferner ist des  an sieh sinnlosen Zeichen f(1) der Wer~h 1 bei- 
zulegen. Denselben Werth (7) besitzt die Anzahl ~/,(~i) offenbar such 
ffir jede der Annahmen 

~, = ( a 2 ,  a~§ v, = ( a s ,  a,.l-a), � 9  

so dass die Transposi~ionen, welche zwei Elemente a verbinden, auf 
der rechten Seite der Gleichung (3) den Beitrag 

•162 ,~+) + %(k~lk~,.,  k e) + . . .  + r lk~,..,k+)] �9 �9 e �9 

1 
liefern. Der Facimr ~- eompensirt hier den Umsfand, dass jede Trans- 

positrion (a+ar zwei Mal gerechnet ist, n~+mlich einersei~s als Trans- 
position (a+a]) trod andererseits als Transposition (ajai). 

Einen entsprechenden Beitrag liefern nun die Transpositionen, 
welehe zwei Elemente b, oder zwei Elemente c e~c. verbinden, so dass 
die Gleichtmg (3) die folgende Gestalt erh+ilt: 

(8) f ( k ,  , k+, . . . ,  kr = ~ _ ~  k,k~ f (k ,  + k ~ ,  ~ . . . ke) 

k~-- I 

+2' '+, + Z  I , , ,  . . ., ,+). 
1 

Wir kSnnen niimIich 
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Yon dieser FormeI (8).ausgehend, 
same Induction zu der Vermuthung geffihr~, dass allgemein 

(9) f ( k t ,  k 2, 

bin ich durch eine sehr mfih- 

. . ,  k e) = (n + q -  2)'  n~-~ . . - -  �9 " ki:  ~ :  ke.' ' 

Um diese Vermuthung als zutreffend zu erweisen, genfig~ es, zu sei. 
zeigen, dass die Gleichung (8) durch den vorstehenden Werth yon 
f ( k l ,  k 2 , . . . ,  ke) identisch befriedigt wird. Denn diese Gleiehung ge- 
starter die successive Berechnung der Wer~he yon f ( k l ,  ks, . . . ,  l~e) , 
ausgehend yon dem Werthe f(1)--~ 1, welcher mit dem Ansat.z (9) 
in Einklang steht. 

Den Nachweis, dass-die Gleichung (8) dutch die Substitution (9) 
in eine IdentitSt fibergeht, will ich hier nicht ausftihrlich erbringen. 
Ursprtinglich hatte ich reich dabei einiger Idenfit~ten bedient, welche 
ich in der Zeitschrift flit Mathematik und Physik*) mitgetheilt babe. 
Spi~ter erkannte ich jedoch, dass man dutch einige andere Iden- 
titSten raseher zum Ziele kommt. Dieselben mSgen bier, da sic sehr 
einf'acher Natur sind, eine Stelle finden. 

Bezeichnen u, v, x l ,  x2, ..., x e unbeschriinkt veriinderliche OrGssen, 
so ist 

. ~ ( u  + x,, + x,~ + . . .  + x~)~-' (v + x~, + xp~ + . . .  + x~,)~-~ 

uud 

= (u + v + x~ + . . . + xe)~. I 
-d' 

wobei sich die Summation auf alle Zerlegungen yon x l ,  x 2 , . . . ,  :re in 
zwei Gruppen x~,, x ,~ , . . . ,  x~ und x~,, x ~ , . . . ,  xs~ , bezieh~. 

w  

Anzahlen fiir Riemann'sche Fl~s yore 6esehleeht Null. 

Es ist nunmehr leicht, die Anzahl der n-bl~ttrigen Riemann'schen 
Fl~hen yore Geschlech~ Null zu bes~immen~ welche folgenden Be- 
dingungen geniigen: 

1) Die Verzweigungspunkt~ sollen s~mmflich gegeben sein. 

*) Bd. 35, pag. G6 .Ueber einige Verallgemeinerungen tier Leibaiz'schen 
Ditferentiationaformel und des polyaomischen Sa~zes." 
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2) An allen diesen Punkten bis auf einen, soll die Verzweigung 
eine einfache sein. 

3) An dem letzten Punkte sollen sieh die n Bl~itter zu 

m I Cyklen yon je n t, m 2 Cyklen yon je n 2,. . . ,  m,  Cyklen yon je n, 

Bl~ttern gruppiren. 

Die in Rede stehenden Fl~ichen sind einzeln zugeordnet den ver- 
schiedenen L5sungen der Gleichung 

(1) S t l t  2 . . .  t,+e_2 = 1, 

wo S eine Substitution mi~ mt Cyklen yon je n l , . .  , m~ Cyklen yon je m 

Elementen bedeutet und t l , t ~ , . . . ,  t~+e_2 Transpositionen bezeichnen. 
Die Zahl Q ist gleich der Gesammtzahl der Cyklen yon S,  also 

(2) =- ml + m 2 +  . . . .  + m,.  

Es giebt nun bekanntlich 

(3) • = 
m i ! n ~ '  �9 m 2 ! ~ " ~  ' " "  "~'2 " �9 " m ~ .  n ~ ,  

Substitutionen S yon dem angegebenen Charakter, und es wird also 
die Anzahl der L5sungen yon (1) gleich 

7M. f ( k , ,  k2, . . . ,  ke) , 

wo yon den Zahlen k l ,  k2, . . . ,  k e m 1 g]eich hi,  m 2 gleieh n2, . . . ,  m, 
gleich n, sind. 

Da wit nun in einander transformirbare LSsungen yon (1) nicht 

als verschieden anzusehen haben, so bekommen wit (falls n > 2) far 
die gesuchte Anzahl yon Riemann'schen Fl~chen den Werth 

~. f(k,, k~,..., kQ) 
n! 

(<' )~  , , ,  

m l ! \ n l ! l  " ' ~ !  

]nsbesondere erhalten wir, falls w i r v  = 1, m~ = n,  n 2 = 1 w~hlen, 

das Resultat:*) 
Die  A n z a h l  der n-b l i i t t r ig~  t~iemann'schen ~ i c h e n  yore Gesc.hlecht 

~ull~ welche ( 2 n - - 2 )  gegebene e in f  ache Verzweigungs2unkte  besitzen, betr~gt 

(n--U: 

Nur  im F a l l e n  ~--2 ist diese Anzahl noch mit 2 zu multiplieiren. 

�9 ) Die bier bestimmte Anzahl gieb~ offenbar auch die Zatrl der Bfisehel yon 
binRren Formen n ter Ordnung an~ welche eine gegebene Discriminante besitzen. 
Es ist5 inf~ressan~5, mit dieser Zahl die yon den Herren F. M e y e r ,  S c h u b e r t  und 
Sfsephano s berechne~ Anzahl tier Bfischel yon biniivenFormen n ter Ordnung mit 
gegebener Func~ion~,ldeterminan~e zu vergleiehen. Die letztere Anzahl i ~  gleich 

(n_2i)!~!- Man vergleiehe aueh eine Arbeit yon H i l b e r t ,  d. Ann., Bd. 33, p. ~7. 
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II. Abschnit~t~. 

Monodromie~Gruppen. 

w  

Die ~onodromie-fruppen A und/~. 

Wir wollen uns vorstetlen, dass sich die Punkte al ,  a 2 , . . . ,  aw 

in der complexen Zah[enebene /~ simultan in Bewegung setzen und 
g �9 

schliesslich in die neuen Lagen al ,  a 2 , . . . ,  a~ fibergehen. Dabei soll 
jedoch das Punktsystem (a+,+a~, . . \ ,  a~) in jedem Stadium der Be- 
wegung aus w getrennt liegen~len Punkten bestehen. Betrachten wir 
nun eine n-bl~ittrige Riemann'sche Fl~che ~'~ welche an den Punk~n 
a~, as, . . . ,  a~ verzweigt ist, so wird dieselbe sich s t ~ g  mit dem 
Punktsystem (a 1, a 2 , . . .  , a~) ~indern und in eine bes~nmte Fl~iche $" 
fibergegangen sein, wenn das Pu~ktsystem die Endlage (ai, as , . . .~ a~/ 
erreicht hat. 

Falls nun diese Endlage mi~ tier Anfangslage iibereinstimmt~ falls 
also die Punkte al ,  a~ , . . .~  a~ in irgend einer Reihenfolge mit den 
~Yunk~en al, a~, . . . ,  a~ zusammenfallen, wollen wir die betrachtmtm 
Bewegung als eine ,,geschlossene t~ah~" bezeichnen. Bitden dann 
/~I, F2, "- �9 die Gesammtheit der n-bl~ittrigen Riemann'schen Fl~chen 
mit den Verzweigungspunkten al, as, . . . ,  a~, so werden die Fl~hen 

t �9 

�9 '~ ~ ~ ' ~ , . . . ,  in welehe dieselben iibergehen, in irgend einer Reihen- 
folge mit $'~, $ ' ~ , . . .  identisch sein. Es folgt also: 

,,Jeder geschlossenen Bahn des Punktsystems (a~, a ~ , . . . ,  a~) ent- 
spricht eine bestimmte Substitution 

...) 
der ~iemann'schen 27iichen." 

Die Subs~itutionen ~,  welche alien mSglichen geschlossenen Bahnen 
entsprechen~ bilden eine Grupp% die wir als 

M o n o d r o m i e g r u p p e  A. 

bezeichnen. Diese Gruppe besitzt eine Reihe yon Un~ergruppen, welche 
sich ohne Weiteres darbieten. Jeder geschlossenen Ba.hn gehSr~ n~im- 
lich eine Substitution 

\al'~ a 2 ~ . .~ a 

tier w Punk~e al,  a2, . . . ,  a ,  zu. Betrach~n wit nun alle Bahnen, 
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deren zugehSrige Substitutionen i~ einer bestimmten Vertausehungsgruppe 
G der Elemente a~, a ~ , . . . ,  a~ angehSren, so werden die diesen Bahnen 
en~prechenden Substitutionen ~ offenbar eine Gruppe bilden, welehe 
in der Gruppe A enthalten ist. Besteht die Vertausehungsgruppe G 
aus der einen identischen Substitution, so heisst das, wit betxaehten 
nut diejenigen gesehlossenen Bahnen, bei welehen die Endlage 
(a~', a z , . . . ,  a~,) auch in Bezug auf die Reihenfolge mit der Anfangs- 
lage fibereins~imm~, so dass jeder Punkt a~ ftir sich einen geschlossenen 
Weg beschreibt. Diese Bahnen wolten wir ,,vollsti~ndig geschlossen" 
nennen. Die den volls~ndig geschlosse~aen Bahnen entspreehende Ver- 
tauschungsgruppe der Riemann'sehen Fliichen 2~, ~ o , . . .  heisse die 

M o n o d r o m i e g r u p p e  .B. 

Man erkenn~ ohne Schwierigkei~, dass diese Gruppe B eine aus- 
gezeiehnete (invariante) Untergruppe der Monodromiegruppe A ist. 

w 

Erl~ut~rung. 

Die naehs~ehenden Betrachlungen sind zwar fiir die weiteren Ent- 
wicklungen nieht erforderlich, doch wird es gu~ sein, dieselben hier 

einzufiigen, da sic geeigne~ sind~ die Auffassung zu erleiehtern. 

Alle mSgliehen Lagen des Punktsystems (al, a~, . . . ,  aM) bilden 
ein 2w-fach ausgedehntes unbegrenztes Coni~nuum/~w. Die complexen 
Zahlen aj, a 2 , . . . ,  a~ mSgen als die Coordinaten der ,Stelle" 
(a j,  a2, . . .~  a~) dieses Continuums bezeichnet werden. 

Im Allgemeinen kSnnen wit nun aus jeder S~elle durch Permu- 
tation der Coordinaten w ! -  1 neue Stellen ableiten. Jedoeh ist 
dieses nich~ mehr der Falt~ insofern weniger als w ! -  1 Stellen 
erhalten werden, sobald sich nnter den Coordinaten der urspriingliehen 
S~lle gleiehe finden, d. h. sobald fiir diese Stelle mindestens ein Punk~ 
a~ mit einem Punk~e a~ zusammenfiillt. Diese besonde~'en S~ellen, 
welche durch die Gleichung 

( a ~ -  as) ~-- 0 (i, k .~  1, 2, . . . ,  w) 

eharakterisirt shad, bilden ein (2w--2)-fach ausgedehntes Continuum 
V~w-~, welches in Riicksich~ auf die Bedeulung, welche es bei unseren 
Be~achtungen besitz~, als , Verzweigungsgebi~de u bezeichne~ werden 
soll. Das Verzweigungsgebilde theilr das Con~nuum/~  niehl in Stticke, 
da es eine um zwei Einheiten geringere Dimension besitz~ als dieses. 
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Uebrigens zerf~llt das Verzweigungsgebilde in die w(e--t) einzelnen 
2 

Gebilde: 

-.. a 2 - a ~ - - 0 ,  a s - e t  l ~ 0 , . . . , a ~ - a ~ _ I ~ 0 .  

Eine ,,geschlossene Bahn" bedeutet nun offenbar nichts Anderes, als 
einen in dem Continuum /~s~ verlaufenden Weg, welcher unter Ver- 
meidung des Gebildes Vs~-2~ yon einer Stelle (al, a2~ . . . ,  as) aus- 
gehend entweder zu dieser zurfickkehr~, oder in einer tier w ! -  1 ab- 
geleiteten SteIlen endi~. Im ersteren Falle haben wit es mit einer 
,,vollst~indig" geschlossenen Bahn zu thun. 

Es bezeichne jetzt A r die Anzahl der n-bl~ttrigen Riemann'schen 
Fl~chen, welche an w gegebenen SteIlen verzweig~ sind, und man 
denke sich N ineinanderliegende Exemplare des Continuums / ~ .  
Von den N F1Rchen werden nur dann zwei oder mehrere zusammen- 
fallen, wenn man die Stelle (aj, a2, . . . ,  a~) auf das Verzweigungs- 
gebilde V~,~_s rticken l~sst. Diesem Umsf~nde entsprechend werden 
die N Exemplare/~z~ l~ings gewisser durch Vs~..s gele~en Uebergangs- 
r~iume verbunden ~ und es entsteht auf diese Weise ein 2w-fach aus- 
gedehnter fiber dem Cont inuum/~  ausgebreiteter Riemann'scher Raum, 
auf dessen Stellen die Gesammtheit der n-bl~.ttrigen Fl~ichen mit w 
Verzweigungspunkten eindeutig umkehrbar bezogen ist. Die Mono- 
dromiegruppe dieses Riemann'schen Raumes ist offenbar nichf~ Anderes, 
als die Monodromiegruppe /~. 

Auch die Monodromiegruppe A t~sst sich in entsprechender Weise 
deuten. Man hat dabei nut an Stelle des Continuums 2~w ein anderes 

Continuum /~s~ zu setzen, dessen einzelne Stelle die elementaren sym- 
me~rischen Func~onen tier Zahlen at, a 2 , . . . ,  a~ zu Coordinaten 
besitzt. 

Aus den naehfolgenden Entwieklungen wird hervorgehen~ dass, 
allgemein zu reden, der oben erw~hnte Riemann'sehe Raum nicht aus 
einem Stficke b es~ht,  sondern in mehrere verschiedene Riemann'sehe 
R~ume zeff~lt. 

{}3. 

Aenderung der Riemann'schen F1Kchen auf einer yon den Verzweigungs- 
punkten beschriebenen Balm. 

Wir wollen nunmehr nKher untersuchen, in weleher Weise eine 
Riemann'sche F1Kche 

{z,, 

sich ~indert, wenn das Punktsystem (ai, a 2 , . . . ~  a~) sich sbefig in 
I w 

eine nene Lage (at, a 2 , . . . ,  a,~). beweg~ Einen solchen Uebergang 
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werden wir kurz als eine ,,Bahn" bezeichnen und yon der ,,Anfangs- 
s~elle" (at, a2, . . . ,  a~) und der , , E n d s t e l l e "  (a l  ~, a ~ ,  . . . ,  a~ )  der 
Bahn sprechen. 

Bei dieser Untersuchung woUen wir die Linien Z l , / ~ . . . , / ~  in 
fo]gender Weise besiimmen.*) Wir ziehen eine knotenlose Linie Z, 

~ 1  welche yon a t fiber a2, a3, . . . ,  a~,_t nach aw 
I hinftihrt und erg~inzen diese Linie, indem wir 

a~ mif a 1 verbinden, zu einer geschlossenen 
hinie Z,  welche die Ebene ~ in zwei Gebiete 
G und G' zerlegf. Es sei (~ dasjenige Gebief, 
welches auf der negafiven Seife yon /,  ]iegf. 

// Die Linien ~, ~, . . . ,  Z~ miigen nun yon irgend 
einem Punkfe 0 des Gebiefes G dutch das 
Innere yon G nach den Punkten a~, a : , . . . ,  a~ 

o geleg~ werden. 
~i~. ~. Legen wir yon einem Pankte A des Ge- 

bietes G'  aus Schleifen nach den Punkten a~, a e , . . . ,  a~, welche 
abgesehen yon den die Punkte a~ umgebenden kreisfSrmigen Contouren, 
ganz innerhalb G" verlaufen, so ~rfahren die BlOtter bei positiver Durch- 
laufung dieser Schleifen beztiglich die Substitutionen S~, S ~ , . . . ,  S~. 
Es ist fiir das Folgende bequem, zu bemerken, dass diese Subs~itu- 
tionen gerade zu Stande kommen~ wenn wir dem Ueberschrei~en yon 
der nega~iven zur posit-iven Seite der Linien 

al  q2 ~ a2 a3 ~ a3 a4 ~ �9 �9 �9 ~ a w -  1 a w ,  aw a 1 

beziiglich die Subs~i~uiionen 

s , ,  Bls , s t s 2 s 3 , . . . ,   1s2... $1 s2 . . .  = 1 

zuordnen. Hiernach entsprich~ n~imlich der Schleife (ak), da dieselbe 
di~e Linien al,_la~, und a k a k + l  und zwar die ers~re yon der positiven 
zur negatdvdn~ die letz~ere yon der negativen zur positiven Seite fiber- 
schreitet, die Substitution 

wie es sein muss. 
Wie wir auch die Ergiinzungslinie a~ al, den Punkt 0 und die 

Linien ~, 12, . . . ,  ~ ab~ndern mSgen, ste~s wird die ~Fl~che (1) un- 
ge~mdert bleiben, wenn wir nur das System yon Substituidonen 

z-(s,, . . . ,  

festhalfen. Daher wird die Fl~iche auch schon vollsf~ndig darch ~in- 
gabe der Linie Z und des Systemes Z bes~imm~ sein, und dem ent- 
sprechend mit 

~) Ygt. Clebsch, 1. c. M~n vergleiche ffir das Folgende die Figur I. 
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bezeichnet werden kSnnen. 
Die einzelnen Stiicke der Linie L bezeiehnen wit mi~ 

(5) S 1 ~--- a 1 a 2 ~  8 2 --~- a 2 a 3 ~  �9 �9 �9 ~ s w - 1  ~--- a w - 1  am. 

Ohne die Fl~che F zu ~ndern, diiffen wit offenbar das Sttiek s~ ~--- a ia i+1  

noch beliebig detbrmiren~ wenn wir dabei nut keinen der Punkte 
a t , . . . ,  a~ fiberschreiten und die iibrigen St~ke  s, sowie das System 
2i: fest lassen. 

Dies vorausgeschiekt, be~raehten wir jetzt irgend eine Bahn. Diese 
wird sich in der Ebene ~ als ein System yon Linien 

(6) ' ' " a l a  I ~  a 2 a 2 ~ . . . , a w a w  

darstellen, welche die Punkte at, a 2 , . . . ~  a~, simul~an durcMaufen. 
Wenn nun diese Linien weder sich selber noch einander schneiden, 
so soll die Bahn ,,einfach" heissen. Es gentigt, einfache Bahnen zu 
betrachten, da sich offenbar jede Bahn als eine Reihe aneinander- 
gesetzter einfacher Bahnen darstellen liiss~. In welche Fl~che ist nun 
die Fl~che (4) nach Durehlaufung der einfaehen Bahn (6) sietig iiber- 
gegangen? Um dieses zu en~seheiden, unterwerfen wit die Si~iicke 
s~, s 2 , . . . ,  s~_~ zun~ehst derartigen Deforma~onen, dass die Linie L 
schliesslich keine anderea P a n l ~ ,  als a i ~ a2, �9 �9 a~ mir den Linien 
(6) gemein ha~. 

Dies ist stets mSglich; denn wenn z. B. die Linie a l a  t" ausser ai 
noch weitere Schnittpunkte m i t / ,  besitzt, so be~rachten wit den letz~en 
vor at' liegenden Sehnit~punkt, vr sieh auf dem ~ 
Stiicke s~.~---aia~+~ finden mSge. Eia Blick auf die 
Figur 2 zeigt dann, dass wit die Linie s~ dutch eine 
andere ersetzen kSnnen (sie isi in der Figur punk~r~), 
wetche nun mit a l a l "  mindest~ns einen Pankt weniger, / /  " ~  
mi~ den iibrigen Linien (6) aber nieht mehr Punkt~ als a~" 
die friihere Linie s~. gemein hat. Indem man dieses Ver- F~. ~. 
fahren mehffaeh anwendet~ kann man alle Schnittpunkte yon L mit 
den Linien (6) beseit~igen.*) Man beaehte, dass die Ab~nderung tier 
Linie L j edenfalls solehe Stticke & nieht be~riff~, welehe yon vorn- 
herein keiner der Linien (6) begegnen. 

Betraeh~en wir nunmehr die Linien 

(7) a~'a~ " " " " " 

so se~en sich dieselben zu einer kno~enlosen Linie zusammen, wdche 
jedoeh l;4ngs tier St~tieke a~a~',  aaaa '  , . . . ,  a ,~_~a~ doppell iiberdeck~ isi. 

*) Auch der Fall, in welchem ganze S~iicke yon j5 mit S~iickea tier Linien 
(6) eoineidiren, bietet offenbar keine Schwierigkeit. 
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Wir deformiren die Linien (7) unter Festhaltung ihrer Endpunkte 
�9 B �9 

a 1 , a 2, . . . ,  a,~ und ohae einen dieser Punkte zu iiberschreiten so~ dass 
dieselben nach der Deformation eine einfache knotenlose Linie L'  

bflden. (In Figur 3 ist die Linie punktirt). % 
/ ~ " ,  1 ~ / ~  "" Offenbar geht nun die Fl~che (4) stetig 

F '  = ( i ' )  ": t ~ f. 1~ (8) ;'] ~ /i 
~. ,+/ \ ' - -  -+ fiber, wenn das Punk~ystem (a t a~,. . . ,a~) 

a, ~ die einfache Bahn (6) durchl~ufk Wenn 
~i~. ~. wit also die. Aenderung der Riemann'schen 

Fliichen bei Durchlaufung irgend einer Bahn bestimmen wollen, so 
haben wir unser Augenmerk nut auf die successive Ab~uderung der 
Linie L zu rich~n. Ist die Bahn eine geschlossene, so wird die Linie L 
in eine Linie L'  iibergehen, welche dieselben Punkte at, a:,  . . . ,  a~ 
wie die Linie L verbinde~, und zwar auch in derselben Reihenfolge, 
falls die Bahn eine vollst~ndig geschlossene ist. 

w  

Vollst~dig ge~chlossene Balmen. 

Wir beschr~uken jetz~ die Betrachttmg auf vollsfiindig geschlossene 
Bahnen, und wollen zeigen, dass dutch geeignete Wahl einer solchen 
Bahn jede Linie 

L ~ (sl ,  s2, . - . ,  s ~ - 0  

in jede andere Linie 

r : -~  (s/, s ; , . . . ,  g~-O 
fibergefiihr~ werden kann. Der AllgemeinheR wegen nehmen wir an, 

dass die Linien L und L'  in den erste~ i - - 1  Stricken 
/ a~+, \ iibereinstimmen, dass also 

i , / ~ "  ",, ~, s l  = s , ,  s2  = s 2 ,  �9 . . ,  s ~ _ ~  ~ -  s ~ - I  

'~/~ ~a+,,/;; is~, w~rend die Stficke s~ und s(*) von einander ver- 
a~ "~-----Jr"/ schieden siad. Die Zahl i dad  auch den Werf~ 1 

- - - ~  besRzen, in welchem Falle schon s~ and s[  verschieden 
sin& Es bezeichne nun ~i+1 eine Bahn~ welche 

folgenderma~sen "erkI~rt isi. hlle Punk~e at,  a2 , . . .  ~ a~ 
ms" ~ mit Ausnahme yon a~+l bleiben fes~; dieser letz~ere 

beweg~ sich zuniichs~ l~ngs s~ his nach a', sodann nach dem Pank~e 
a" auf s/ and schliesslich l~mgs s/ in seine Ausgangslage zuriick. 
Dabei sind die Punkte a', a" and ihre Verbindungslinie a ' d '  so zu 
wJihten, dass in dem Dreieck a~a'a" keiner der Ptmk~ al ,  a~ , . . .~a~ 

*) In der Figur 4 ist s~ paukflir~. 
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liegt und a'a" keine der Linien st, s2, . . . ~  s i - t  trifft. Naeh Durch- 
laufung dieser 13ahn Bi+~ ist die LiMe L fibergegangen in eine neae 

P P g 

Linie, welche mi~ L'  die i ersten Stiieke s 1, s 2 , . . . ,  & gemein hat. 
Diese Betrachtung zeigt~ dass wit dutch Aneinanderreihung von Bahnen 

die Linie L in jede beliebige andere Linie L'  iiberfiihren kSnnen. 
Die Bahnen /3~ lassen sich nun welter als Combinationen einer 

endlichen Anzahl yon nunmehr einzuffihrenden Bahnen darstellen. 
Um die letzteren in einfacher Weise erklKren zu kSnnen, erg:s 
wit die Linie L,  wie in w 3, zu einer gesehlossenen Linie L und 
bezeichnen wieder mit (~ und G" die yon der Linie L begrenzten Ge- 
biete der Ebene /~. 

Eine Bahn~ welehe den Punkt a~ zun~ichst durch das Innere yon 
G" an das Stiick a~a~+l yon L and sodann ausserhalb G'  in die Aus- 
gangslage zuriickf~ihrt, bezeiehnen wit mit B~,~. Dann l~s t  sich jede 
Bahn Bi als Combination der Bahnen 

darstellen.. Jede beliebige vollsfAndig geschlossene Bahn dfirfen wir also 

dutch eine Combination der (w --1) (w "--- 2) Bahnen 
2 

ersetzen und zwar durch eine Combination der Gestalt 

�9 " " 2 3 , a '  " ' 3 , f l '  " ' ~ 3 ,  ~ '  J " " " 

wo die Exponenten ~ ,  ~ ,  . . . ,  ~ r , . - .  einen der Werthe -}- 1, - -  1 
besitzen. 

Unter B -1 ist dabei dieselbe Bahn, wie unter/~, nur in entgegen. 
gesetzter Rich~ng durchlaufen, zu verstehen. 

Wit  bemerken beil~iufig, dass zwischen den Bahnen Bi~ die Be- 
ziehung 

besfeht. 
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w 5.~ 

Die erT~ugenden Substitutionen der 6ruppe B. 

Wir legen jetzt eine feste Linie L zu Grunde.*) Dann kSnnen 
wir die einzelne Riemann'sche Fl~che ~ durch das ihr zugehSrende 
System yon Substitutionen 

(s,, s ~ , . . . ,  s~) 

bezeichnen. Die Linie E sei nach Durchlaufung der Bahn B;,~ fiber- 
gegangen in die Linie L'. (In der Figur sind die Stiicke der Linie L, 

soweit sie nicht mit Stricken yon 
L' zusammenfallen, gestrichelt; die 
St~iicke der Linie L' sind stark aus- 
gezogen). Ferner sei F '  die Fl~iche, 
in welche 

I / 

Fig. 5. 

l ~ =  (Sl,  S~, . . ., S~) 

nach Durchlaufung der Bahn /~i,k 
tibergegangen ist. Bezeichnet damn 
r einen der Indites 

i + 1, i + 2, . � 9  k,  

so entspricht dem Wege 1~ in Bezug 
auf die Fli~che F' ,  wie aus der Figur erhellt, die Substitution 

dem Wege l~ entspricht in Bezug auf F" die Substitution 

s"  = (s,s,+~ &) z , ( s , s ,+~ &)_ l  

wiihrend allen iibrigen Wegen 1 dieselbe Substitution in Bezug auf/~' 
wie in Bezug auf ~' entsprieht. Wit finden also: 

, ,Die der Bahn B~,~ entswechende Vertauschung ~ der t~iemann'- 
schen ~liichen besteht darin, dass an Stelle der l~liiche 

~ ( s l , . . . ,  z,, z ,+l , . . . ,  & , . . . ,  &) 
die ~'liiche 

Y'---  ( S , , . . . ,  S;,  S/+I, . . . ,  &', . . ., S~) 

tritt~ wobei zur Abkiirzung 

{ s / = s , & s , - ~  ( ~ - ~ i +  1, i +  2 , . . . ,k) ,  
S ;  = ( S ,  . . . S ~ )  S , ( S ,  . . i S,)-~, 

gesetzt ist. 

Auf Grtmd der Ergebnisse des vorigen Paragraphen folg~ welter: 

*) Vgl. f~r alas Folgende die Figur 5. 
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, ,D ie  Monodromiegruppe  B besteht aus  allen Combinatizmen &~r 

(~ -- 1) (w --2) Substi tut ionen 
2 

|  |  � 9  |  |  �9 �9 , ,  |  �9 � 9  |  

Von diesen ,,erzeugenden" Substitutionen der Gruppe ':B kSnnen wir 
~_~,~ zufolge der Relation 

| | �9 �9 | ~- 1 

bei Seite lassen. Ob ausser dieser noch andere der Substitutionen 
~i,~ dutch die iibrigen ausdrtickbar sind, ob wir also die Zahl des 
erzeugenden Substitutionen noch weiter vermindern kSnnen, wollen 
wir hier nicht untersuchen. 

w 

Die orzeugondon Substitutionen der Gruppe A. 

Bezeichnen wit mit Wi irgend eine bestimmte Bahn, nach deren 
Durchlaufung die Punkte ai, ai+l ihre Pliitze gewechselt, die fibrigen 
Punkte a l , . . . ,  a,~ dagegen ihre Ausgangslage wieder erreicht haben, 
so k5nnen wit aus den Balmen 

(1) w,, w _l 
stets eine Bahn zusammensetzen, nach deren Durchlaufung die Pnnkte 
al, a2, . . . ,  a~ eine beliebig vorgeschriebene Vert~uschung erfahren 
haben. Daher kann jede geschlossene Bahn durch eine Combination 
der Bahnen (1) und des oben eingefiihrten Bahnen Bi., ersetzt werden. 

Wir Mihlen nun die Bahnen (1) in folgen- 
der Weise: Wis lassen den Punkt ai dureh das ~ . , ~ , ~ / ~ . ~ : - i  ~ ' ~ i , , .  ~ 
Innere yon G' nach a~+~ und gleiehzeifig a~+~ ~ 
ausserhalb des Gebietes G'  nach a~ laufen, w;~hrend a;. G' 

ac, alle tibrigen Punkte a l ,  a 2 , . . . ,  a~ fest bleiben. 
Die hierdurch erkl~rte Bahn nehmen wit als 

Bahn W~. Die Aenderang, welche die Linie L 
nach Durchlaufung dieser Bahn erfahren hat, ~g. 6. 

zeig~ die Figur 6, in welches die Stficke yon L, welche eine Aenderung 
erfahren, gestrichelt, die S~ticke, welche an ihre Stelle treten, gleieh 
den tibrigen Stricken stark ausgezogen sin& Man liest aus der Figur 
nun sofort ab, dass die Vertauschung ~i der Riemann'schen Ftge~en, 
welche der Bahn Wi ent~pricht, sich dahin best~mmt, dass an Stelle 
der Fl~che 

(S~, Z ,  . . . ,  S , ,  S ,+I ,  . . . ,  S~)  
die Fl~che 

( s ,  , s , ,  . . . ,  s , ,  . . . ,  

tritt~ Diese Ver~auschungen ~ in Verbindung mit den Vertauschungen 
~,~ erzeugea also die Monodromiegruppe 2L Nun lassea sich aber 
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die Substitutionen | wie man sofor~ erkennt, dutch die Subsfitu- 
tionen ~ ausdriicken. Es ist niimlich 

~,,, = | 1 7 4  �9 �9 �9 | 1 7 4  |  |  �9 �9 �9 |  |  

Wir gelangen daher zu folgendem einfachen Resulfat: 
, ,Die Monodromiegruppe A besteht aus a~en Combinationen der 

w -  1 Substitutionen 
| |  ~ - l ,  

wo ~i  diejenige Vertauschung do" l~iemann'sche~ Fl~che~ bedeutet, 
we~che an Stelle der _h~iche 

~ =  ( s ~ ,  s ~ ,  . . . , s , , s , + , ,  . . . ,  s ~ )  

~ ' =  ( s , ,  s~ ,  . . . ,  s , s , + , s , - , ,  s , ,  . . . ,  s~)  

treten ~isst. 
Ordnen wir den erzeugenden Substitutionen 

~,, | | 
der Gruppe A die Transposi~ionen 

(ala~) , (a~a~), . . ., (a,~_~ a~) 

zu, welche ihrerseiCs als erzeugende Subsfitu~ionen fiir die Gruppe 2 
aller Ver~auschungen der Elemen~e a~, a~, . . . ,  a~ angesehen werden 
kSnnen, so haben wit dadurch eine isomorphe Beziehung zwischen 
beiden Gruppen festgeleg~. In dieser Beziehung entsprechen den Unter- 
gruppen yon 2 die oben (w 1) erwiihn~n Un~ergruppen yon A. Ins- 
besondere bes~eht die Monodromiegruppe fl  offenbar aus denjenigen 
Substitulionen yon A ,  welche bei dem in Rede s~ehenden Isomorphis- 
mus der idenfischen Substitution yon 2 entsprechen. 

w  

Intransitivitgt dot 6ruppen A und/~. 

Man fibersieh~ leicht, dass die Monodromiegruppen A und B in- 
transitiv sind. In der That kann sich bei Durchlaufung irgend einer 
Balm die .Ar~ des Zusammenhangs der Bl~it~er in dem einzelnen Ver- 
zweigungspunkte fiir keine der Riemann'schen Fl~ichen ~indern, und 
es verfauschen sich daher z. B. in tier Gruppe .B nut jeweils solche 
Flgchen 

(~) F =  (s, ,  B~, . . . ,  s~) 
unter einander, fiir welche die einzelnen Subsfi~u~ionen B~ eine feste 
Zahl yon Cyklen und in den Cyklen eine fess Zahl yon Elemen~en 
en~aI~en. 

Dies geh$ auch unmif~elbar aus der Gestals der erzeugenden Sub- 
~tationen ~,~ (pag. 30) hervor. Aus der Betrachtung der 8uh~sti~utioaea 
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~,~ entnehmen wir sofort noch weitere Bedingungen dafiir, dass eine 
Fl~che (1) in eine andere Fl~che 

(2) E ' =  (Sl', S ; , . . . ,  S~) 

vermSge einer Substitution der Grappe B iibergefiihr~ werden kann. 
Offenbar muss n~imlich die Monodromiegruppe der Fl~iche (1), d. h. 
diejenige Gruppe, welehe aus allen Combinationen der Substitutionen 
$1, $ 2 , . . . ,  S~ besteht, mi~ der Monodromiegruppe der Fliiehe F '  
fibereinstimmen (oder doch in die letztere transformirbar sein). Ueber- 
dies mfissen innerhalb dieser gemeinsamen Monodromiegruppe der 
Fl~chen Fund /v"  die beiden Substitutionen Bi und S[ gleichberechtigr 
sein, we i jeden der Indices 1, 2 , . . . ,  w bedeutet. Die Frage ob 
diese Bedingungen auch hinreichend sind, habe ich nicht allgemeia 
entscheiden kSnnen. 

Indessen bietet es keine Schwierigkeit, diese Frage fiir den Fall 
zu beaatworten, we wir aus der CTesammthei~ der n-bl~ttrigen Fl~chen 
mi~ den Verzweigungspunkten al, a2 , . - . ,  a~ diejenigen herausgreifen, 
ftir welehe diese Punkte einfache Verzweigungspunkte sin&*) 

Naeh einem Satze des Herrn Liiroth**) kann man dutch zweck- 
m~issige Wahl der Verzweigungsschnitte, d. h. dureh zweckm~sige 
Wahl der Linie L, erreichen, dass ffir eine beliebige jener Fl~hen 
das zugehSrige System yon Substiitutidnen das fotgende wird: 

St ~---(12), S~=(12), Sa ~-(13), S4-----(13),...,S~_a=(1,n), S2~_,==(l,n), 

.S~ ---~ (1, ~t) ( r ~ - 2n - - 1 ,  . . . ,  w). 

Daher kann man auf einer zweckm~sig gew~hlten geschlossenen Bahn 
jede der betrachteten Fl~hen in eine bestimmte unter ihnen, n~mlieh 
in die Fl~che 

((12), (IS), (13), ( 13 ) , . . . ,  (ln)) 

tiberfiihren und zwar folg~ aus den Be~rachtungen yon Clebsch**)~ class 
diese Uebeffiihrung auch schon durch Benutzung yon ,vol l s f~dig"  
geschlossenen Bahnen mSglich ist~ ]:Iiernach kSnnen wir folgende S~tze 
aussprechen: 

JBildet ma~ die MonodromiegruFpe A ,  indem man dabe5 nut die- 
jerdgen ~75chen beriicksichtigt, welche die Pu~te  as, a s , . . . ~  a ,  ~u 
e'mfachen Verzweigungspunk~ besitze~, so ist die entstehende Grup~ 
transitiv. Das Gleiche gilt fdr die Monodromiegruppe B. 

Odor anders ausgedrtickt: Das Problem, die n-bl~ttrigen Riemann'- 
schen Fl~chen mit; w gegebenen einfachen Verzweigungspankten 
al ,  az, . . . ,  a~ zu bestimmen, ist irreducibel, sowohl wenn die sym- 
metrischen yerbindungen der Werthe as, a s , . . . ,  a~, als auch wenn 

*) Die Monodromiegruppe ist in diesem Frdte die symmetris~e Gruppe. 
**) t. c. 

Mathemati~e, he ,kmaalen. ~ ,  
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diese Werthe selber als gegeben betrachtet werden. Im ersteren Falle 
ist n~mlich die Gruppe A, im letzteren die Gruppe B die Galois'sche 
Gruppe des Problems, wobd alle Constanten als adjungirt voraus- 
gesetzt werden. - -  

HI. Abschni~. 

R e a l i t ~ t s - F r a g e n .  

w  

C0njugirto Riemann'sche Flgchen. 

Wir nehmen in der complexen Zahlenebene E irgend w Punkte 
a i , a 2 , . . . ,  a~ an, legen nach diesen yon irgend einem Punkte 0 aus 
(wie in I, w 1) die Linien ll, 12, . . . ,  1~ und betrachbn irgend eine 
der Riemann'schen Fl~chen 

| 

O)  = 

welche in al, a 2 , . . . , a ~  verzweigt sind. Wenn wit diese Fliche an 
der Axe der reellen Zahlen der Ebene ~ spiegeIn, so entsteht eine 

neue Fliche ~ welche wit als conjugirte Flgche yon E bezeichnen 
wolIen. 

Gehen bei dieser Spiegelung die Punkte a 1 , a 2 , . . . ,  a~ und die 

Linien 11, 12, . . . ,  1,o bezuglich fiber in St, a2, ---,  a~ und 11 , 12,..., l-~o, 
so ist, wie man sich olme Schwierigkeit fiberzeugt (vgl. die Fig. 7): --) 

F ~ -  ~-~ , B g l _ l , . . . ,  8~-*, 8 i  -1 " 

Die Flgchen ~' und F sind eindeutig umkehrbar und conform 
/ ~ ~  auf einander bezogen; doch ist die 

conforme Beziehung eine solche, bei 
a~, welcher eine Umlegung der Wi~kel start 

0 ~ - - - - - ~ ~ o .  hat. Zur Erliuterung sei noch Folgendes 
bemerkt: S~ellen die Pnnk~ der Ebene 

die Werthe der complexen Vadabetn 
~ ~ ~  x dar, und ist die Fl~che ~ dutch die 

algebrMsche Gleichung f(y, x)-~-O erkl~rt, 

so wird die Gleichung f (y, x) = 0 die 

o~ Fl~che ~ definiren, wenn f ( y ,  x) da- 
ms. 7. durch aus f (y ,  x) abgeleitet wird, dass 

jeder Coefficient der letzteren Function dureh sdnen conjugirt imagi- 
ngren Werth ersetzt wird. 
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Wenn die Fl$che ~' mit ihrer conjugirten ~ fibereinsfimmt, so 
ist die F l~he  F im Sinne des Herrn Klein ,, symme~:isch ". *) (Die 
Gleichang f (y ,  x) -~-0 kann dann so gewiihlt werden, dass sie reelle 
Coefficienten besitzt). 

Dieser Fall kann nut eintreten, wenn die Werthe at,  a 2 , . . . ,  a,o 
theils reell, theils paarweise conjugir~ imagin~r shad. 

Wir wollen annehmen, dass die Wer~he at ,  a2, . . . ,  a~ dieser 
Bedingang genfigen, und zwar sei die Reihenfo!ge dieser Werthe so 
gew~l t ,  dass 

a, und a~ ~ al, a2 und a ~ - t - - - - a 2 , . . - ,  a~ and a~--~+t ~---B~ 

conjugir~ imagin~ir, sowie 

a~,+t --- bl, a#+9+ ~ b 2, . . . ,  a/~1-r ---~ be 

reell sind. Die Verzweigungspankte sind dann also der Reihe nach 

(3) a~, a 2 , . . . ,  a~, b~, b2 , . . . ,  be, ~ , . . . ,  ~2, ~. 

Wir setzen ferner b I > b~ > - . .  > b e voraus, w~hlen den Pankr 0 
auf der Axe der reellen Zahlen, and zwar so, dass 0 > bl is~, und 
ziehen endlieh die Linien 11, 1 2 , . . . ,  l~ dergesfalt, dass /1, te, . . . ,  l~. 
dutch Spiegelung an der Axe tier rellen gahlen in 

tibergehen (vgl. Fig. 8). 

Indem wir dieses System yon Linien ein fttr alle Mal festlegen, 
kSnnen wit die Fliiche (1) kfirzer mit 

- -  (~, ~ , . . . ,  &) 

oder, indem wir die Bezeichnung tier Substitutionen etwas abg+ndern, mit 

(~) ~ =  (~,, ~ , . . . ,  ~ ,  r,,  r . . . . ,  r+, z~, . . . ,  z .  z,) 

l~ezeichnen. Beziehen wit nun die conjugirte Fl~iche ~ a u f  dasselbe 
System yon Linien, so finden wit 

(5)~ ~--= (~, ~,...,~, T~, T~,...,T~, ~,...,~,Zi), 

wo zur Abktirzung 

(6) {~1 = ~-1 , . . . ,  8,+ = ~;'~ ~; 
v + =  T+ .T~ , . . .T+  ( ~ = 1 , ~ , . . . , ~ )  

*) ,,Ueber Riemann's Theorie der algebraischen Fanctionen und ihrer Inte- 
grale',, pag. 72. 



36 A. HvawxTz. 

gesetzt ist. Man best~tigt diese Angabe sofort mit Htilfe der Figur 8. 
Dio Bedingung daRir, dass die Fl~chen (4) und (5) dieselben sind, 
bes~eht nun in der TransformirbarkeR der zugehSrigen Systeme yon 

~s 

Fig. 8. 

Substitufionen in einander. In Rticksiehg auf (6) ergiebt sich daher, 
nach leichter Zwischenrechnung, der Satz: 

Die l~iemann'sche 27~che (4) ist dann und nut dann sieh selbst 
conjugirt, wenn es eine Substitution U giebt, wdche den Gleichungen 

j s ,  t r z ,  = ~ u s ,  -= u (i -= 1, 2 , . . . ,  ~), 
(7) ! u~ u u,  = y (k = i,  2 , . . . ,  e)- 
geniigt, wobei aur Abbiirzung 

(s) re, re_,, 
gesetzt ist. 

Betrachten wir irgend einen Punkt ~ auf der Axe der reellen 
Zahlen and nennen wit .oi, :P2, �9 �9 P* die n fiber ~ liegenden Punkte 
der Riemann'schen Fl~iche (4), so werden diese Pankte bei der sym- 
metrischen Umformung der Fl~che eine bestimmte Vertauschung 
effahren, indem den Punkten 

1 ~ , , t , ~ , . . . , 1 ~  

dieselben Punld~, aber eventuetl in anderer Reihenfolge: 

en~prechen. Die Substitution 

( (9) V ~ -  1, 2, i.,a,,~' 
~I ~ ~2,  �9 

wird die Periode zwei besitzen, da eine WiederhoIung der symme~rischen 
Umformung zur Identit~t fiihr~. 

Bezeichnen wit nun mit 

(lo) (o), (1), ( 2 ) , . . . ,  (~) 
die St~r 

br Obl, b i b 2 , . . . ,  be-lbr 
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in welche die Axe dex reellen Zahlen durch die Pankt~ O, bt ,  52,. . . ,b~ 
zerlegt wird, so finden wit fiir die Substitution 17 bez. 

(11) V =  U, V =  G U ,  V =  G/7,..., r =  G/7, 

je nachdem der Punkt /~ auf dem Stiicke (0) oder (1) oder ( 2 ) , . . .  
oder (O) angenommen wird. Die Gleichungen 

(12) U 2---- 1, ( U , U )  s---- 1, (UsU)2=---- 1, . . . , (UcU)2 == 1 

stehen mif den Gleiehungen (7)~ wie man leicht erkennt~ in Einklang. 
Die Substitutionen (11) dienen vor altem dazu, festzustellen, in 

welcher Weise sich die einzelnen Stiicke der Axe der reellen Zahlen 
zu den Uebergangstinien*) der Fl~he .~' zusammenschliessen. 

Wit bemerken noch, dass die Gleichungen (7) ersetzf werden 
kSnnen dutch die Gleichungen (12) und die Gleichungen 

(13) S, U ~ ,  = Y ff = 1, 2 , . . . ,  g) .  

w  

Fl~chen mit einfachen, paarweise conjugs imaginRren Verzweigungs- 
p u s h .  

Betrachten wir die z~-bl~i~trigen Riemann'schen Fl~chen, mi~ den 
gegebenen Verzweigungswer~hen 

so werden diese Fliichen ~heils sich selber conjugirt, theils paarweise 
einander conjugirt sein, wenn wir annehmen, dass al,  a 2, . . . ,  a,,, theils 
reell, theils paarweise r ima~nKr sind. (Wiirden wit die Be- 
stimmung jener Fliichen yon einer algebraischen Gleichung abh~ngig 
machen, so w~rden bei geeigneter Wahl der Unbekannten, den aich 
selbst conjugirten Fl~chen die reetlen Wurzeln der Gleichung ent~ 
sprechen). 

Die ErSrt~rungen des vorigen Paragraphen setzen uns nun in 
Stand, die sich selbst conjugirt~n Fliie'ben yon den fibrigen za trennen 
und den verschiedenen Arten yon Uebergangslinien ent~prechend in 
Gruppen einzutheiten. 

Die allgemeine DurchFtihrung der hierzu efforderlichen Untler- 
suchtmgen vermag ich hier nicht zu geben; vielmehr muss ich reich 
begnagen, die wesenflichen Punkte in einem einfa~hen Falle za be- 
sprechen. 

Dieser Fall sei derjenige, in welchem die w ~ 2g Verzweigungs- 
wer~he paarweise conjugirt imagin~r sind, etwa 

- 

a w  ~--- al , a ~ - - i  ~ a 2 , . �9 . ~ a l , + . l  , ~  , 

*) Siehe F. K l e i n ,  1. c. 



38 A. ttuam=. 

mid in welchem tiberdies nut diejenigen Fliichen betrachte~ werden, 
welche in den Punkten al, a 2 , . . . ,  a~ einfach verzweigt sin& 

Diese Fliichen sind, nach Festlegung tier Linien 

t~, ~ , . . . ,  z,,, ~,,,..., ~, ~, 
einzeln zugeordne~ den Systemen yon w ~-2/ ,  Transpositionen 

(1) tl, t 2 , . . . ,  t~, ~ , . . . ,  ~ ,  ~+, 

welche den mehrfach erw~nten Bedingungen (vgl. I,w l) geniigen. Einem 
Systeme entspricht eine sich selbst conjugirte Fliiche, wenn die Glei- 
chungen 

(2) v I = Ut  1 U, ~2 = Ut~ U , . . . ,  v~, ~- Vt~, U, U ~ - -  1 

durch eine Substitution U befriedigt werden kSnnen. Eine sich selbst 
conjugirte Fliiche F kann daher schon durch das System der ~ + 1 
Substitutionen 

(3) t~, t , . . . ,  %, U 
eharakterisir~ und dem en~prechend mit 

(4) . F =  (t,, t , . . . ,  %, U) 
bezeichnet werden. Die Bedingungen, welchen das System (1)geniigen 
muss, tibertragen sich nun auf das System (3) in folgender Weise. 
Erstens muss, der Bedingung tit. ~ . . .  t~vt , . . ,  v2vl ----- 1 entsl~rechend , 

(5) T U = UT 

sein, wenn wit zur Abktirzung 

(6) 2--~ t~ t 2 . . .  tv 

setzen. Ferner miissen, da vermSge 

t~, t2,  . . . ,  t~ ,  U t l  U ,  . . . ,  U t ~  U 

ein Ueberg~ng yon jedem Elemente zu jedem anderen mSglich sein 
soll, die Substitutionen (3) alle Elemente mit einander in Verbindung 
setzen, oder, was dasselbe ist, die Substitutionen (3) mtissen eine 
transitive Gruppe erzeugen. Sodann bemerke man, class nicht zugleich 

U ~ - ( a ,  bl)(a:b2).  . . ( a ~ b ~ )  

und ein Theil der Transpositionen t l , . . . ,  t~ nur die Elemente 
a!, a 2 , . . . ,  a . ,  ein anderer Theil nur die Elemente bl, b e , . . . ,  b~ 

2 2 

in Verbindung setzen daft. Denn sonst wiirden aueh 

t~, . . . ,  %, Utt y , . . . ,  yt~, U 
nur die Elemen~e a under sich und die Elemente b u n t e r  sieh ver- 
binden. Man erkennt nun ohne Schwierigkeii~ dass diese fiir das 
Systom (3) nothwendigen Bedingungen auch hinreichen. Mit andern 
WorSen: 
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(7) 

,,Die sich selbst conjugirten Fl~chen .b ~ sind einzeln 
zugeordnet den Systemen (3), welche aUe Elemen~e in Yer- 
bindung setzen (oder eine traa~'tive Gruppe erzeugen) und 
den G-leichungen 

U ~ 1 ,  T U ~ - U T ,  wobei T ~ - t l t  2 . . . t  s 

gesetzt ist, geniigen." 
Auszuschliessen sind dabei (ira Falle eines geraden n) diejenigen 

Systeme, ftir welche 

nut die Elemente a unter sich und die 

und ~,, ~ , . . . ,  t, 

Elemente b u n t e r  sich ver- 
binden.*) Uebrigens sind natfirlich wieder in einander tr-ansformirbare 
Systeme (3) als nich~ verschieden anzusehen. 

Der allgemeine Ausdruck einer Substitution U, welche der Be- 
dingung U 2 ~ - 1  gentig~, ist offenbar dieser: 

(s) u =  ( a , b , )  (a~b~)  . . . (a~b~)  (c,) (c~) . . .  (c,), 
wo a t , . . . ,  a,~ h i , . . . ,  b~, cl, . . . ,  c8 die n Elemente in irgend einer 
Reihenfolge bezeiehnen. Dabei sind r u n d  s irgend zwei nieh~ negative 
Zahlen, welche die Gleichung 

s + 2 r - ~ - n  

befriedigen. Ftir den Fall r ~ - 0  reducir~ sich U auf die Idenli~*. 
Es mSgen jetz~ u~ und fli die beiden Elemente a~ and bi in einer 

der beiden mSg]iehen Reihenfolgen bedeaten~ so dass also entweder 
u~-~-a~ und ~6~ = bi oder u~ ~ b~ und fl~ = a~ ist~ Dann wird. 

(9) r - - -  

die allgemeins~e mit U vertauschbare Substitution vorstellen, wobei 
it, i 2 , . . . ,  i~ uad kt, k2, . . . ,  k~ die Indices 1, 2 . . . .  , r bez. 1, 2 , . . . ,  s 
in irgend einer Reihenfolge bezeiehnen. 

Diejenigea sich selbs~.conjagirten Fl~chen, ffir weIche U und T 
dieselben Substitutionen sind, woUen wir in eine Classe [U~ T] rechnen. 
Jede der Classe [U, T] angehbrende F!~che besitzg so vide Ueber- 
gangslinien, als die Substitution 

( c, , c2 , ". - . , c, ) 

cI,,, c j ,~ , . . . ,  % 

Cyklen ha~. D~nn die Punk~e auf der Axe der reellen Zahlen, welche 
in den 81~t~ern c~, c2, . . .~  c, liegen~ bleiben bei der symmetrischen 

*) Dies ist~ n~mlich der e/nz/ge Fall, in welchem die dutch ~t, ts~..., #/~_IU 
erzeug~ Gruppe transitiv�9 dagegen die duxeh ~i, t~, ...~ ~ ,  U~ 1 U , . . . ,  U~ U 
erzeugte Gruppe intransitiv ist. 
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Umformung der F1Kche fest und bei einer Ueberschreitung des Punktes 

O~ yon welchem die Linien 11, . . . ,  l ~ , . . . ,  l~ ausgehen, erfahren die 
Bl~it~er tier Fl~che gerade die Substitution tl t 2 . . .  t~ ~--T. 

Die Anzahl der Fl~ichen, welche der Classe [U~ T] angehSren, 
~nden wir, indem wit die Zahl der LSsungen yon 

bes~immen, dabei jedoch nut diejenigen LSsungen t~, t ~ , . . . ,  t~, z~ihlen, 
welche den oben angegebenen Bedingungen entsprechen. Die Be- 
s~immung dieser Zahl l~sst sich durch ~hnliche Betrachtungen aus- 
ffihren, wie wir sie in Abschnitt I angestellt haben. Ich babe indessen 
nut den Fall 

w ~ -  2 ~  ~ 2 n  ~ 2 ,  

in welchem es sich also um Fl~chen yore Geschlecht Nall handelt, 
n~her untersucht und will bier die erhaltenen Resultate mittheilen. 

{}3. 

Fl~chen v0m 6eschlecht N,!!. 

Betrachten wir in den n Bl~ittern einer Riemann'schen Fl~iche die 
Axen der reellen Zahlen, so werden sich dieselben auf der F1Kche zu 
einer oder mehreren geschlossenen IAnien zusammensetzen. Diese Linien 
will ich ,,RealitKtslinien" nennen. Dieselben kSnnen einander oder 
sich selber nut in Verzweig~ngspunkten begegnen. Wenn keiner der 
Yerzweigungspunkte reell ist, so setzt sich die einzelne RealitKtslinie 
aus den Axen gewisser B1Ktter zusammen~ jede Axe in ihrer ganzen 
Ausdehnung genommen. Die Anzahl dieser Axen mSge dann die 
MultiplicitKt tier Realit~itslinie heissen. Die Multiplicit~t giebt offenbar 
an, wie oft sich der einzelne reelle Werth auf der Reali~tslinie 
vorfindet. 

Auf einer sich selbst conjugirten Fl~che gehSren die Uebergangs- 
linien zu den Realit~tslinien. Diejenigen Realit~tslinien, welche nicht 
zugleich Uebergangslinien sind, werden entweder sieh selbst symmetriseh 
oder paarweise zu einander symmetrisch sein. 

Betrachten wit jetzt eine sich selbst conjugirte Fl~che yore Ge- 
sehlechte Null, deren w ~-- 2~ Verzweigungswerthe paarweise conjugirt 
imagin~ sind, so sind nur folgende MSglichkei~n vorhanden: 

1) Es ist eine Uebergangslinie vorhanden, - welche als Reali~i~- 
linie die Muttiplicit~t s besitzt. Ferner giebt es je 21~l,  2 ~ ,  2 ~ 3  , . . . 

paarweise symmetrische Realit~tslinien yon den bez. Multiplicit~ten 
1, 2, 3, . . . .  

Die FI~che m~ge in diesem Falle yore ,Charakter" 
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heissen. Die ,Charaktere" $t1~ #~, t%, �9 �9 .~ kSnnen irgend welche ganz- 
zahlige Werthe besiizen, die nieht negativ sind und der Gleichung 

geniigen. 
2) Es ist keine Uebergangslinie vorhanden; dagegen giebt es eine 

sich selbst symmelrische Realifiitsfinie yon der Mul~plicit~t 2 ~  ferner 
je 2/xl, 292, 2 g a ~ . . .  paarweise symmetrische Realit~tslinien yon den 
bez. Multipiicit~ten 1, 2, 3~ . . . .  

Die Fliiche mSge in diesem Falle vom ,Charakter" 

( 0 ;  ~1 ,  #~ ,  ~3 ,  �9 � 9  

heissen. Die ,Charaktere" ~, Pl, 92~ 9s, . - .  kSnnen irgend welche 
ganzzahlige Werthe besitzen, die nich~ nega~iv sind und der Gleichtmg 

2 ~ + 2 (tt, + 2tt 2 + 3tt3 A- �9 �9 ---- n 

geniigen. Fiir die Zahl ~ is~ der Wer~h Null ausgeschlossen. Die 
oben erw~hnten auf Anzahlen beziigliehen Resultale fasse ich nun 
in iblgendem Satze zusammen: 

Unter den ~.bliittrigen t~iemann'schen JFliichen yore Geschlecht Null  
mit gegebenen paarweise co~jugirten Yerzweigungswerthen giebt es 

" s.' ~.f~: ] ~ !  

sich sdbst conjugirte s yore Charakter (gl ~ ~t2 , tt~, . . .). 
Dabei ist ~ur Abkiirzung 

g ,  nt- ~t~-{- t t 3 + . . . = ~  , 

gl 21-2g 2 2  t - 3 y  a-I- �9 "" ~ r ,  

geset~t, und es besteht ferner die Gleichung 

s-4- 2r----- n .  

Ferner giebt es (falls n vine gerade Zahl ist) unter jenen Fliichen 

( n - ~ ) ~  ( , . + o y  - ~ . .  0~. ,  ~ ~.--~. ' ]  "" 

sich sdbst conjugirte ~i ichen yore Charakter (~; tt~ gz, tta, . .  -)~ wobei 
zur Abkiirzung 

~t~A- ~2+ g a + ' " - ~ ,  

~ + ~t~ + 2 tt~ + 3 tt~ + . . . ~ r - ~  

gesetzt ist. 
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IV. •  

Analytische Bcstimmung der drei- und vierbl~ttrigen Fl~chen. 

In den F~llen n ~-- 3 und n ~- 4 gelingt es, wie Herr T he m a e 
gezeigt hat*), mit Hfilfe yon #-Functionen solche n-werthige algebraische 
Functionen herzustellen, deren w Verzweigungswerthe gegeben sind. 
Die Anzahl der n-bl~ttrigen Riemann'schen FlKchen mit w Ver- 
zweigungspunk~en betrKgt nun (vgl. I,  {} 5) in den F~llen n ~ 3 und 
n ~ 4 bez. 

und ebensoviele wesentlich verschiedene algebraische Functionen miissen 
in diesen FKllen (nach den Riemann'schen Existenztheoremen) **) existiren. 

Es erschien mir nun interessant, zu untersuehen, ob man, Herrn 
Thomae's Ideengang folgend~ die richtige Anzahl N yon Functionen erh ~lt. 

Dass dies in der Tha~ der Fall ist, will ich im Folgenden zeigen. 
Dabei werde ich das Veffahren des Herrn Thomae in einer fiir den 
vorliegenden Zweck geeigneten Weise darstellen. 

{}1. 

Beziohung ein0r n-bl~ttrigen Fl~che auf oine zwoibl~ttrige. 

Gegeben sei eine n-bl~ttrige Riemann'sche F l~he  F veto Ge- 
sehlecht 1o mit 

w ~ 2 p +  2 n - - 2  

Verzweigungspunkten. Indem wir~ wie friiher, yon einem Punkte 0 
aus die Linien Zl, Z 2 , . . . ,  l~ nach den Verzweigungspunkten legen, 
bezeichnen wit die Fl~che durch die diesea Lifiien entsprechenden 
Transpositionen tl ,  t2, . . . ,  t,o~ setzen also 

F - - ( t l ,  t2,. �9 

Machen wir die hypothefische Annahme~ dass eine wie diese Fl~che 
verzweigt~ algebraische Functian y existirt, so werden die Werthe 
Yl, Y2, . �9  Y~ dieser Function, welche in ~bereinander liegenden 
Punkten der ~ Bl~t~er Start finden ~ gerade die Transposition t~ erfahren, 
wenn wir den ~ten Verzweigungspunkt umkreisen. 

Wi t  legen jetzt mater die F l~he  F eine zweibI~ttrige (also hyper- 
ellipfisehe) F l~he  ~'" mi~ denselben w Verzweigungspunkten. Bedeutet 
t die eine bei zwei Elementen mSgliche Transposition, so wird die 
Fl~che F '  durch 

*) Mathematische Annaten Bd. 6, pag. 612 und Bd. I8, pag. 443. 
**) Diese Theoreme, welche ich ira Folgenden nicht voraussei~zen werde, sind 

beka~ntlich yon den Herren N e u m a n n  und S c h w a r z  bewiese~ worden. 
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2 " =  ( t , . . . , t )  
zu bezeichnen sein. Es isf unmitfelbar klar~ (lass Fanctionen exisfiren, 
welche wie 2" verzweig~ sind; eine solche Function ist ja z. B. 

y ~--- ~ / ( x - -a l )  ( x - - e h ) . . .  ( x "  a~), 

wo al, a2, �9 �9 a~ die Verzweigungswerl~he bedeuten. 
Wit verpflanzen jetzt an irgend eine Stelle der Fl~he 2" die 

fiber derselben auf der FiChe 2" liegenden Werthe Yl, Y2, �9 �9 ", Y~ und 
setzen diese, indem wir die Stelle auf der Fl~che 2" sich in Bewegung 
setzeu lassen, stetig fiber die Fl~che 2" fork 

Umkreisen wit auf der Fl~che 2" einen beliebig gew~hlten PunK, 
so gehen die Werthe Yl, Ye , . - . ,  Y~ einzeln in sich fiber. Dies is~ 
ohne Weiteres deutlich, wenn jener Punkt kein Verzweigungspunkt ist. 
Wenn aber der Punkt ein Verzweigungspunkt sein sollte, so erfordert 
seine Umkreisung auf der Fliicho 2" eine doppelte Umkreisung in der 
x-Ebene, und daher werden auch in diesem Falle Yl, Y2~.--, Y~ sich 
einzeln reproduciren. Diese Tha~ache kann dahin ausgesprochen 
werden: 

Eine wie die ~Tiche 2" verzweig~e algebraische 2"unction y ist au f  
tier hyperelliptischen ~i iche  2"  ~war mehrwerthig (rdimlich n-werthig)~ 

abet unverzweigt. 
Zerschneiden wir die Fl~.che 2" in eine einfach zusammenh~ngende 

und setzen auf dieser einen der n Wer~he yon y ,  yon irgend einer 
Stelle ausgehend, stetig for~ so erhalten wit einen eindeutigen Zweig 
der Function y. 

Die n Zweige der Function y ~ ' ~ "  ( ' ~  
erfahren dann ~beim Ueberschreiten 
einer Schnit~linie eine bestimmfe 
Vertauschung. Man erh~lt eine ~ . _ % _ ~ ~ _  ~ ~  
Fl~iche auf welcher y einwerthig % 
ist, wenn man ~, Exem..ptare der --- "~" 
zerschnittenen F1/iche2"iibereinan- ~ ~ - " ~ ' ~  ~ J 
derdeck~ und dieselben l~ngs jeder ~ ~ . ~  , ) 
Begrenzungslinie der zugehSrigen ~ ]  
Ver~auschung entsprechend v e r -  

binder. 
Diese Vertauschungen soUen 

jetzt unter Annahme einer be- ~'ig. 9. 
stimmten Zerschneidung der Fliiche 
2" bestimmt werden.*) Die geschlossene Linie L werde wie frfiher 
dutch die Pnnkte al,  a2, �9 �9  a~ so gelegt, dass die Linien 1t,/a,- -, Z~ 
ganz in dem einen Theile G der Ebene verlaufen, welcher yon L begrenzt 

*) VgI. fiir alas Nachfolgen4e die Figur 9.. 
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wird. Die beiden BlOtter der Fl~che ~" mtigen l~ings der Stiicke 
ala2 ,%a4~. . . ,a , , , . . . la , , ,  der Linie L zusammenE4ngen. Wir nehmen 
nun in dem Theile G" der Ebene einen Punkt A an und lassen in 
diesem Punkte die Schnitte beginnen und endigen. Jeder Uebergangslinie 

a'ai--i  a~ i  ~--. 1 ,  2 ,  . . .~ [~-~-- 2 

en~prechend ffihren wir zwej Schnit~e Ai, JBi. Der Schnitt As ver- 
lguft ganz im oberen Blatte und umkreis~ die Punkte a~i-la~i.  Der 
Schnitt ~ i  beginnt im oberen Blatte, ffihrt, um den Punkt a~i-, 
laufend, in's untere Blatt, lguf~ in diesem his zur Uebergangslinie 
a~,_~a~,~ tritt sodann wieder in's obere Blatt, in welehem derselbe, 
die Linien l,~, 11, 1 2 , . . . ,  l~ tiberschreitend, wieder in A mtindet. 

Nach Ausf'tthrung dieser Schnitte 

2 

ist die Flgche ~" in eine einfach zusammenh~ngende fibergegangen. 
Der Schnitt JB, ftihrt yon der positiven auf die negative Seite 

yon A , ,  der Sehnit~ Ai yon der negativen auf die positive Seite yon 
.Bi. Umkreist man im oberen Blage den Punkt A in positivem Sinne, 
so tibersehreitet man die Schnitte in folgender Reihenfolge 

+ - . .  A + - 

dabei bedeuten die oberen Indices --[- und ~ ,  dass das Uebersehreiten 
yon der negativen auf die positive bez. yon der positiven auf die 
negative Seite erfolgt. 

Wir betrachten jetzt auf der zerschnittenen Fl~che ~ '  die n Zweige 
y~, y~, . . . ,  y,, der Function y ,  yon welchen jeder einzelne eindeutig 
tiber die zerschnittene Fliiche ausgebreitet ist. Bedeuten y~, y ~ , . . . ,  y,. 

die atff der negativen Seite einer der Linien Ai ,  13i in einem Punkte 
P st~ttfmdenden Wer~he der n Zweige yon y ,  ferner y~, y~, . . . .  , y,, 

die auf der positiven Seite in demselben Pankte /~ der betreffenden 
I j 

Linie statiC'nndenden Wer~he, so unterscheiden sich y l ,  y ~ , . . . ,  y[, nut 
in der Reihenfolge yon y~, y . ) , . . . ,  y, .  

Beim Ueberschreiten jener Linie yon der negativen zur positiven 
Seite effahren also die Zweige die Substitution 

S - ~  
\Ya Y~ -.Y,~ ' 

d. h. man gelang~ yon dem Zweige y~ in den Zweig ~(~--~l,2,...,n). 
Da die Linie A~ yon der neg~iven auf die positive Seit~ der Linie 
B~ ftihrt, so erhal~en wir die ~, ent~prechende Subs~ifation ~, indem 
wir fest~llen,  welche Verf~uschung y~, y~, . . . .  ~ y,, nach Durchlaufung 
der Lime A~ effahren haben. 
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Ebenso bestimmen wir die Ai entsprechende Sabstitution, indem 
wit feststellen, wie sich y~, y : , . . . ,  y~ bei Durchlaufung tier Linie B~ 
vertauschen. 

huf diese Weise finden wit die folgenden, den Linien A~, :B~, . . . ,  
A~,, B~, entsprechenden Substitutionen: 

Wir bilden aus den Transpositionen ti ,  t s , . . . ,  t~ die folgenden 
Sabstitutionen: 

S~ ~ t,t~ . . . t ~ _ ~ - t ~ ,  

$~..1 ~-~- t~_~ -~- t~_2 . . . t~t~ t~. 

0)  / L = (u, u~u~), 
w~ihrend alle iibrigen 
redaciren. 

u~ = ( ~ , , ~ u , ) ,  . . . ,  ~ r , _ ,  = ( ~ , ~ . _ ~ . ) ,  

Substitutionen-U,., V~ sidh auf die Identit~t 

Die Substitu~ionen (1) erzeugen .abet, wie leicht zu ~hen~ 

Beim Uebertritt yon der negativen 'zur t)ositiven Seite erfahren dann 

die n Zweige Yl,  Y2, �9 �9 Y.  

liings A~ die Substitution S~7~.  -~ S~,+~. &~ = ~ ,  

lgngs B~ die Substitution -~ 

Man e rh~e t  leich~ die Relation 

welehe nichts anderes besagt, als dass bei einer positiven Umkreisung 
des Punktes A jeder Zweig in sich iibergeht. 

Die Substitutionen U, und V~ lassen sich in die Gestalt 

= . �9 ---- Si ,+~  ( ~ _ ~ t 2 ~ )  &~+~ $:~i-I (t~tlt2 �9 t2it, i-~) S~i-1, Vi 

bringen, woraus erhellt, dass die erstere einem Prodaeie yon 2 i - ~ - 2 ,  
die letztere einem Producte yon zwei Transpositionen ~nl ich ist. 

Die Gruppe, welehe die Substitutionen Ui, Vi erzeugen, also die 
Monodromiegruppe yon y auf der Fliiche ~'~ ist daher in der alter- 
nirenden Gruppe enthalten. Man kann aber leicht zeigen, dass sie 
mi ide r  aliernirendea Gruppeeidentiseh isi. In der That kSnnen die 
Linien /1, 1,, . . . ,  1,o naeh dem Saize yon Lf i ro th  immer so gew~htt 
werdea, dass 

ta = (YlY3), -- ", t2.-6 = (y~y.), t~._~ = (y~y._,)  

und alle folgenden Transpositionen t gleich (y~y.) werden. Bei dieser 
Wahl der IAnien 1 finden wit aber 
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die a!iernirende Gruppe, woraus die Ricl~tigkeit unserer Behauptung 
fo]gr 

Man kann diese Betrachtungen in etwas ab~indern, indem man 
die Fl~che 2"  yon vornherein als diejenige Fl~iche einfiihrt, welche 

die Verzweigung des Differenzenproductes H (Y~-  Y~) darstellt. 

Auch bemerk~ man, dass die hypothetische Annahme einer Function y, 
welche wie 2" verzwei~ ist,  hiitte vermieden werden kSnnen, indem 
die Siitze dieses Paragraphen im Grunde nur rein-topologische Be- 
ziehungen der Fl~ichen 2" und 2"  aussprgchen. 

w  

Dot Fall n ~ 3. 

Wenn jetzt die Fliiche 2" als eine dreiblgttrige, also n ~ 3 voraus- 
gesetzt wird, so sind die Substitutionen U~, Vi siimmtlich Potenzen 
der cyklischen Substitution 

S--~ (YlY2Y3)" 

Daher ist der Lagrange'sche Ausdruck 

(1) Z ~ Yl -~" r 2r" e~2Y3, 

wo a eine imagin~ire dritte Wurzel der Einbeit bedeutet~ eine auf der 
Fliiche F '  unverzweigte Function, welche beim Uebersehreiten einer 
der Linien At, ~ einen Factor a ~ (k ~-- 0, 1~ 2) erh~ilt. Die Function z 
is~ also eine Wurzelfunction dritten Grades auf der Fl~che 2". Diese 
Functionen lassen sich abet bekanntlich durch.Integrale drifter Gattung 
oder auch dutch ~-Functionen darstellen*). Wir versuchen die Dar- 
stellung fiir den Fall~ in welchem y auf der Fl~iche 2 '  in p -{- 1 Ver- 
zweigungspunkten al, a2, . . ,  a~,+l einfach unendlich wird. Die Summe 
Yt "~-Y2 "~" Ya ist dann eine rationale F~mcfion yon x, welche nut ffir 

1 
x ~ al ,  a 2 , . . . ,  a~t-~ und zwar hSchstens yon der Ordnung-~ un. 

endlich werden kann und sich daher auf eine ConstanCe reducirt. 
Indem wir y um eine geeigne~e Cons~ante vermehren, erreichen 
wir, dass 

(2) Y, + Y~ + Y3 - -  0 

wird. Das Geschlecht ~ der zweibl~it~rigen F l~he  F '  ist 

w 1 ~ - $ - t -  I. 

Es mSgen nun 
ul ,  u2,- �9 u~ 

�9 ) R i e m a n n ~  Theorie der Aberschen Functionen~ Art. 25 und 26. 
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die nach Riemann's Vorschrif~ besfimmten Normatintegrale erster 
Gattung der Fliiche /~' bezeichnen, wobei wir die oben angegebene 
Zerschneidung der F l~he  ~ '  zu Grunde legen. 

und endlich sei 

(3) 

Die Wurzelfunction 
Gestalt aus: 

( " ) 
' 1  1 (4) yj  -{- a y  2 ~ a2ya -= c . �9 e o (u, , -  e,) 

wo c eine Constante and g l ,  � 9  g~,, h l ,  � 9  h~ Driff~el ganzer Zahlen 
bedeuten. 

Auf einem geeigneten Wege, welcher yon einer Stelle der Fl~che 
zu der entsprechenden Stelle des anderen Blattes fiihrt, 'werden sich 
Y2 und Ya vertauschen. Gehen dabei gleichzeitig u l , . . . ,  u~, in 
u l , . . .  , u~, fiber, so erhalten wir aus (4): 

0 --e,,--g~=z-- a~,r 
1 1 

Ferner seien 

~(2 (~ = :, 2, ..., p + 1) 

Wer~he des Integrales u~ in den Verzweigungspunkf~n 

al ,  a2, . . . ,  ap+l; 

k 

(1) drtickt sieh dann als ~-Quotient in der 

(5) Y, ~ -  a2Y2 A- aY3 = c .  

Nun ist bekanntlich 

(6) u ,  + ~' = -  ~ 4 ' ) ~  ~ ~) . - .  ~ 2 ~ ' )  __= 2 u? +~, 

wo sich das Congruenzzeichen 

und u(/+~) den Werth yon u, 
deutet. Ferner kSnnen wit 

p4-i 
(7) e, --- ~.~ 4 ~) ~ ~(f+~) 

annehmen*), bus (6) und (7) folgt: 

( s )  ~ ;  - e ,  ~ _ -  (~ ,  - -  e ,)  - ~ ( e ,  - 4~+~))_= (~, - e,). 

Und somit geht die Gleichung (5), da a eine gerade Function ist, 
fiber in: 

*) Vgl. C. Neumann,  Vorlesungen fiber R~mann's Theerie tier AbeFe~'.hen 
!ategrale (Leil~zig 1884) pag. 367. ~ 

(v----- 1 ,2 , . . ,#)  

auf die Periodea der Integrale bezieht 

in dem Verzweigungspunkt ae+, be- 

die 
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,if(u.--e~,--[- g~,ni.-t--~hqa,,e) 9.~.h,,(u~,-e~,) 
(9) y ~ - l - a z y 2 - l - a y a ~ - - - . c . a ' .  ~ a(u~,--e,)  . . . . . .  e ~ , 

wo a ~ eine dritte Einheitswurzel bezeiehnet. 
hus den Gleiehungen (2), (4)trod (9) erhalten wit nun y t ,  yz ,  Ya 

und zwar kommt, indem wit eine geeignet gew~ihlte unter diesen 
GrSssen mi~ y bezeiehnen: 

( t o )  u = a ( . ,-  �9 e ' 

( $ ) ] a u,-- e~,q-g, ltid r hqa, p 2Eh,(u~--e~) 
-~ , ~ ( u , , - ~ , , )  . e  ~ �9 

Der Ausdruck (10), welchen wit fiir y gefunden haben, erffillt 
nun aber auch, wie man sofort iibersieht, alle erforderlichen Be- 
dingungen: er stellt eine dreiwerthige algebraische FunctSon yon x 
dar, welche die Punkte a l ,  a 2 , . . . ,  a,, zu einfaehen Verzweigungs- 

punkten besitzk 
Die Zahlen gt, g2, - �9 ", gt,, hi, h2, �9 �9 h~ kSnnen alle Werthe 

der Gestalt 

g l = y ,  g 2 ~ T ,  " ' " g ~ =  3 ' ~--5- '  ~ + ' ' ' ' ' '  -3 ' 

erhalten, wo e l , . . . ,  ~,, ~ l , . - ' ,  ~. ganze nicht s~mmtlieh ver- 
schwindende Zahlen bedeuten. Da abet der Ausdruek (10) unver~ndert 

+ bleibt, wenn wir das System (g,  h) dutch ( - - g ,  - - h )  ersetzen, und 
sich nur um einen constanten Factor ~der~, wenn eine der Zahlen 
g ,  h u m  eine Einheit w~ehst oder abnimm~, so erhalten wir genau 

3 ~ - -  1 3 ~ - ~  ~ 1 

2 2 

versehiedene Functionen y, also in der Thai gerade so viele, ~als es 
naeh I., w 5 versehiedene dreibliittrige Flilchen m i t  w Verzweigungs- 

punkten giebt. 

~ 3 .  

Dot Fall n ~---4. 

Wir betrachten jetz~ den Fall n ~---4. Es ist die Aufgabe, eine 
algebraische Function y zu bestimmen, welche wie eine gegebene vier- 

bl~.ttrige FIEche F m i t  den Verzweigungspunkten at ,  a 2 , . . . ,  a~ ver- 
zwei~ ist. Wit  werden wieder annehmen~ dass die za bestimmende 

Function y in den Punk~n 
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( 3) a l~ a 2, . . . ,  ap+l p ~ - ~ - - -  

yon der ersten Ordaung unendlich wird. Bezeichnen wir mit y ,  Ys, Ys~ Y4 
die Werthe~ welche y in vier iibereinanderliegenden Punkten der Fl~iche 

annimmt~ so erfahren die Quadrate der GrSssen 

z ~- zl ---- Yl - -  Ys - -  Ya "{- Y4, 

(1) z2 ~- y~ - -  Y2 -{- Y3 - -  Y4, 

z3 ~ Yl -{" Y~ - -  Y3 - -  Y4 

bei einem Umlauf um einen der Punkte aj ~ as, . . . ,  a~ eine Permu- 
tatfion~ welche in einer Veriausehung zweier jener Quadrate bes~ht.  
Daher ist z 2 wie eine dreibl~vige Fl~che F "  mit den einfaehen Ver- 

zweigangspunkten al ,  as, . . . ,  a~ verzweig~ und a selber ist auf der 
Fl~iche F "  eine Wurzelfunction zweiten Grades, welche in den 2o-{-1 

Verzweigungspunkten aj ~ a2, . . .~  a~rl yon der ersten Ordnung un- 
endlich wird. Das Geschlecht ~, tier Fl~iehe F "  is~ gleich ~o z r 1. 
Bedeuteu u~ ~ u~, . . . ,  uy NormalintegraIe erster Gattung der FHi~he 

F " ,  so kommt bei geeigneter Bestimmung der Constanten ez~ e2~ ..., ev: 

(o ) ' e % 
1 t 

wo c eine Constante and g1, - �9 -~ gv, hl, �9 �9 -, h~ H~,fften ganzer Zahlen 
bezeichnen. Zur hbkiirzung werde die rechte Seit~ yon (2) gleich 

( u )  . .  , ' ' " u ; '  die ~p , gesetzt, ferner seien u~, . ,u r  u ~ , . . . ,  ur~ u i , . . . ,  

Werthe  der Integrale erster Gattung in fibereinanderiiegenden Punkten 
der Fliiche F" .  Dann ergiebt sich, unter Wiederholung der Gleichung (2): 

r (u,), 

(3) o (u; ) ,  
= v,(u;'). 

Da nun y~ -~. Ys d- Y3 "~" Y~ eine Consiante ist,  welehe wir gteieh 
Null annehmen diirfen~ so fo!gt endlieh in Rfieksieht auf (I) :  

(~(.,) + r + r  (4) y ~ y~ ~ ~- 

Man fiberzeugt sieh leicht, dass dieser fiir y gefnndene Ausdrack 
allen Bedingungen gentigt; d. tL nehmen wir irgend eine an den Stellen 
a~, a s ~ . . . ,  a~ einfaeh verzweigte dreibl~ttrige F l ~ h e  ~ '"  an und con- 

1 
struiren auf ihr die Function ~ [~p(u~) -~- r  -{- r so wird 

dieselbe eine algehraisehe vierwerthige Function sein, welche an den 

Stellen at,  a ~ . . . ,  a~ einfach verzweigr ist. Die Anzahl dieser Fune- 

Mathematiache Aanalen.  X~_~!~. 
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fionen kSnnen wir nun leicht abzihlen. Die Zahl der dreiblgttrigen 
Fr~chen, welche wit ftir F "  annehmen kSnnen, betrggt 

3 ~ - ~  ~ 1 
o 

2 

Ferner ge~atten die in ~b(u~) auf~retenden H~ilf~en ganzer Zahlen 
gl, �9 �9 -, gr,  hi, . . . ,  hr 2~r - -  1 = 2 ~-4 - -  1 wesentlich verschiedene 
Bestimmungen. Wir erhalten also fiir die gesuchte Anzahl den Werth 

- i) - i) 
2 

welcher mit der fr~iher (I, w 5) bestimmten Zahl der vierblittfigen 
Flichen mit w gegebenen Verzweigungspunkten fibereinstimmt. 

w  

Ansohliessonde Bemerkmigon. 

Die vorstehenden Betrachtungen verdanken ihren Erfolg offenbar 
denselben Thatsachen, welche die algebraische AuflSsung der ali- 
gemeinen Gleichungen 3. und 4. Grades ermSgliehen. Aehnliche Be- 
trachtungen lassen sich f~ir diejenigen n-blgttrigen Fl~ichen anstellen, 
deren Monodromiegruppen besondere Eigenschaften besitzen, worauf 
wir indessen nicht ngher eingehen wollen. Es mag nur noeh eiu 
anderer Umstand hervorgehoben werden, welcher aus den obigen Enb- 
wicklungen hervorgehL Es ist dieses der Zusammenhang des Problemes, 
die 3- und 4-bliittrigen Flgchen mit gegebenen einfachen Verzweigungs- 
punkten zu bestimmer,, mit der Drei-Theilung der hyperelliptischen 
Functionen. Dieser Zusammenhang ist in einem speciellen FaIle auch 
schon in der Literatur hervorgetreten. HandeR es sigh am die Auf- 
gabe, die Bfischel bingrer Formen 4. Grades zu bes~immen, deren 
Discriminaate eine gegebene Function (veto 6 tea Grade in dem Para- 
meter des Btischels) ist, so kommt dies offenbar auf die Bestimmung 
der 4-blgttrigen Riemann'schen Fliichen yore Geschlecht Null mit ge- 
gebenen Verzweig~ngspankten hinaus. Nun Igsst sich jene Aufgabe, 
wie H i t b e r t  (1. c.) gezeigt hat, auf ein yon C l e b s c h  behandeltes 
Problem*) zudickfiihren. Das tetztere verlang~ eine bingre Form 
6. Grades in die Gesf~lt v s -  u 2 zu setzen, wo v und ~ Formen 3. 
und 2. Grades bedeuten. C. J o r d a n  bemerkte nun, dass die Gruppen- 
eigenschaffmn dieses Problemes genau mit demjenigen fibereinstimmen, 
welche das Problem der Drei-Theilung der hyperellip~ischen Funet~onen 

*) Zur Theorie tier bs Formen sechster Ordnung und zur Dreitheilung 
der hyperel!ipt/schen Functionen. Mathem. Annalen Bd. 2, pag. 193. VgL auch 
Burkhardt: ,,Grundz~ige einer allgemeinen Systematik der hyperellipt/schen 
Funct~onen L Ordnung. Nach Vorlesungen yon F. Klein." Mathem. Annaten 
Bd. 85~ p~.g. 255. 
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(p---~ 2) besitzt. Clebsch zeigte sodann auch direct den inneren Zu- 

sammenhang beider Probleme. Die erw~ihnten Gruppeneigenschaften 

lassen sich fibrigens, wie wit noch bemerken wollen, auf Grund der 

allgemeinen S~tze des zweiten Theiles vorliegender Arbeit herleiten. 

V. Abschnitt. 

Fliichen, welche fiber einer gegebenen FFdehe ausgebreitet sin& 

w 
ENNhrung mad Vergleich yon Fl~chen E, welche iiber einer festen 

Fl~che (~ ausgebreitet sin& 

Die complexe Zahlenebene l~st  sich a]s die einfachste Riemann'sche 
Fl~iche yore Geschlecht Null ansehen. Von diesem Gesichtspunkte aus 
bietet sich sofort eine Verallgemeinerung des Problemes, welches allen 
vorstehenden Entwicklungen zu Grunde liege. Die Verallgememerung 
besteht darin, dass wit nicht mehr nach den Fl~chen fragen, welche 
fiber der complexen Zahlenebene, sondern nach denjenigen, welche 
fiber einer gegebenen Riemann'scheu Fi~iche ausgebreitet sind*). Die 
]e~tere werde ich in der Folge stets mit r bezeichnen, ihr Ge- 
schlech~ mit p. Die test gegebene Ftgche r kann man sieh entweder 
mehrbl~ittrig fiber einer compIexen Zahlenebene ausgebreitet denken~ 
oder aueh ats eine frei im Raume liegende geschlossene Ringflache 
mit p LSchern. Man kann noch welter gehen und die Fl~che r in 
Gestal~ irgend einer zweidimensionalen geschlossenen Mannigfaltigkeit 
yon (21)-~- 1)-fachen Zusammenhange annehmen**). Die Vorstellung 
der Ringfl~che ist besonders bequem ffir solche Betrachtangen, wetche 
der Analysis situs angeh5ren. 

Ich gehe nun dazu fiber die oben erw~hnte Verallgemeinemng 
unseres ProbIemes n~iher zu entwickeln. Wir zerschneiden die Fl~iche q~ 
durch die Riemann'schen Schnit~e 

in eine einfach zusammenh~ngende Fl~che. Diese Schnit~e lassen wir 
s~mmtlich in ein und demselben Punkte O der Fl~he beginnen und 
endigem Deutmn wit durch die Indices 2 c und - -  ein Ueberschreiten 
yon tier negativen auf die positive bez. yon der posifiven auf die 
negative Seite einer Linie an, so sollen die Schni~e bei einem posi. 
riven Umlauf um den Pankt 0 in der Folge 

*) ggl. W. Dyck's in der Einleitung eifirte Abhandlungen. 
**) F. Klein: ,,Neue Beitr~ge zur Riema~m'sehen Fuuctione~theorie". Diese 

Alanalen Bd. 21, pag, 141. 

4* 
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fiberschritten we.rden. Es ist dieses diesetbe Wahl der Schnitte, welche 
oben (IV, w 1) bet der hyperelliptischen Fl~che ~ '  in Anwendung kam. 

Auf der Fl~che �9 seien nun w Punkte 

(1) ai, a2, . . . ,  a~ 
gegeben. Wir nehmen an, der Punkt 0 sei so gew~hlt, dass er mit 
keinem dieser w Punkte zusamment~llt und wir verbinden O m i t  den 
Punkten a s, a~, . . . ,  a,~ durch Schnitte l~, l 2, . . . ,  1,~, welche weder 
einander noch einem der Schnitte Ai, ~ begegnen. Bei einer post- 
riven Umkreisung des Punktes 0 mSgen die Schnitte in der Folge 

fiberschritten werden. Die Fl~che r set nach Ausffihrung aller Schnitte 
in die Fl~che r fibergegangen. Die Fl~iche r  ist einfach zusammen- 
h~ngend, ihre Begrenzung wird yon den Ufern der Schnit~e l, A, 1~ 
gebildet. 

Wir nShmen nun n in einander liegende Exemplare der Fl~iche 
r an, welche wir in irgend einer Reihenfolge als erstes, zweites, . . .  
n tes Blatt bezeichnen. 

Ferner ordnen wir den Linien 

(3) l,, 12, . . . ,  t~, As, B1, A2, B2, . . . ,  A~, B~ 
Q 

je eine auf n Elemente beztigliche Substitution 

(4) s ~ , s , . . . , s , ~ ,  v,, r~, v~, r~, . . . ,  v,,, r~ 
zu und verbinden endlich die n Exemplare r l~ings der Linien (3) 
derart dass die n BlOtter beim Uebertritt yon der negativen auf die 
positive Seite einer der Linien (3) gerade die dieser Linie entsprechende 
Substitution (3) erfahren. Die auf diese Weise verbundenen Bl~itter r 
bflden eine n-fach fiber der Fl~iche r ausgebreitete Fl~iche, welche 
wir mit 

, S ~ , . . . , & ,  C,,V,, . , ~ , V ~  
bezeichnen. Damit diese Fl~iche in sich geschlossen set (aus einem 
Stticke bes~he) legen wir den Substitutionen (4) die Bedingung auf, 
eine transitive Gruppe zu erzeugen, welch' letztere die Monodromie- 
gr-appe yon 1~ in Rficksicht auf r heiss~. Damit ferner nur die Pankte 
as,  a2, . . . ,  a,~ nicht aber der Punkt 0 Verzweigungspunkte yon /? 
werden, besehr~nken wit die Wahl der Subst;itutionen (4) wetter dutch 
die Fes~e~zung, dass 

(6) s ,  s2 . . . s , ,  v ,  v ,  v i  -~ v ; - '  u~ v~ u;- '  vT~ ' . . . u~ v,~ u ; '  v ; '  ~- 

sein soll. 
Ziehen wir auf der-Fl~che ~ yon einem Pun~e A aus, welcher 

yon eh, a2, . . . ,  a ,  verschieden ist, irgend eine nach A zurfickkehrende 
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and die Punkte a 1, a 2 , . . . ,  a,~ vermeidende Linie L,  so werden nach 
Durchlaufung dieser Linie die Bl~tCer yon 2' eine gewisse Substitution 
S effahren haben. (Die Gesammthei~ der Substitutionen S bfldet die 
oben erw~hnte Monodromiegruppe yon/7.) Aendern wit nun, unter 
Festhaltung der Punkte at, a s , . . . ,  a,~, den Punkt O, die durch ihn 
laufenden Linien (3) und die Substitufionen (4), und sei 2"  die zu 
den abge~inderten Elementen gehSrige Fliiche. Wir erachten dana die 
Fliichen 2" und 2" als nicht yon einander verschieden, wenn jeder in 
A beginnenden und endigenden Linie L rficksichflich ~ dieselbe Sub- 
stitu~ion S entspricht, wie riicksichtlieh 2",  oder wenn doeh dieser 
Umstand dutch eine zweckm~sige hb~i~derung der Numerirung der 
Bliitter yon 17 erreicht werden kann. 

Diese Definition isi~ wie man leicht sieh~, yon der Wahl des 
Punktes A unabhiingig. 

w  

Berectmung des 6esehleehts der Fl~chen 2". 

Betraehten wir die im vorigen Paragraphen erkl~irle Fl~che 2", so 
legen wir jedem ihrer Verzweigungspunkte, z. B. dem Punkte ai~ wie 
iiblich eine bestimmt~ Mul~iplieitii~ bei. Wenn n~mlich c~ die Zahl 
der Cyklen der Substitution ~q~ bedeuiet~ so heisst der Verzweigungs- 
punkt a~ yon der Mulfiplici~.t n ~ ci. Auf der F1Rche 2" finder sich 
der Punkt ai dann ci-mal wieder, wiihrend jeder andere Punk~ yon (~ 
auf der Fl~che ~' genau n-real erscheint. 

Die Anzahl 
~O 

(:) W = (n  - e,) 

heisst die Zahl der eiafachen Verzweigungen der FiChe F. 
lhrer Entstehung gem~ss tr~gt die Fl~ehe 2" eine Eineheilmag in 

f - - n  

einfach zusammenh~ugende Gebiete, yon denen jedes einzelne ein 
Exemplar der Fl~che r ist. Die Ecken dieser Gebietseintheilung 
werden yon den Punkten a~ und den Punk~n 0 gebildc4, ihre Anzahl 
betr~igr also 

Die AnzahI der Kanten der Gebiet~ein~heilung ~nde~ maB leieh~ 
gleich 

Nun ist nach dem verallgemeiner~en Euler'sehen Sa~ze 

e-{- f ~-  k-[-  2 - - 2 P ,  
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wo /~ das Gesehleeht der Fl-~ehe F bedeutet. Berechnen wit aus den 
vorstehenden Gleichungen /), so erhalten wir das Resultai: 

,,Das Gesch~echt t ) tier ~'l~iche ~ besitzt den Werth: 

W + ~ ( ~ -  t ) +  :, (~) 2 ~ = 

wo W die Zahl der einfachen Verzweigungen, n die Bldtterzahl yon 
F u n d  p das Geschlecht der Fl~che ca bedeutet." 

w  

Das vora!!gemeinerte Problem und seine Monodromiogruppe. 

Das veral!gemeinerte Problem lautet nua so: 

Gegeben sind eine Biemann'sche _Fl~che r und auf  dersdben 

w Punl~  a~, a 2 , . . . ,  aM. Man solt diejenigen Riemann'schen ~'ldchen 
bestimmen, welche n-bill#rig iiber der Fliiche ~ ausgebreitet und an 
den S~ellen al, a2, . . . ,  aM verzweigt sind. 

Die zu bestimmenden Fi~chen sind nach dem Vorhergehenden 
einzeln zugeordnet den Systdmen yon w Jr-2p Substitutionen 

(~) ~,, s : , . . . ,  ~ ,  u~, L ,  ~ ,  ~ , . . . ,  ~ ,  r~, 

welche rail n Elementen gebilde~ sind und folgenden Bedingungen 
geniigen: 

1) Die yon den Substitutionen (I) erzeugte Gruppe ist Iransitiv. 
2) Die Substitutionen befriedigen die Gleichung 

(2) s , s ~ . . ,  s~ ~, v, y/-~ r~-: . . ,  y~ r~ y;-~ r~-~-  - L 

Dabei sind zwei Systeme (1) a~s niche versehieden zu erachten, 
wenn das eine dureh Transformation (Umnumerirung der n Elemente) 
aus dem anderen abgeleitet werden kann. 

Ist das Geschlecht/a der Fl~ehe �9 gleich _Null, so kommen wit 
auf unser friiheres Problem zuriiek. 

Um die Monodromiegrupl~e des verallgemeinerten Problemes zu 
erhal~en, denke man sich die 3 p -  3*)Mocluln der FI~che ~ and 
zugleich die SteIIen at, a ~ , . . . ,  a~ yon irgend einer Anfangslage aus 
stetig in Bewegung gesetzt und in die Anfangslage zurfiekgefiihrk In 
jedem Stadium der Bewegung mtissen, jedoch die Stellen a 1, a 2, . . . ,  aM 
yon einander ge~ennt und die Ft~che r irredueibel bleiben. Ver- 
folgen wir w~hrend der Bewegang die Aenderung tier Fl~iehen F, so 
werden die letzteren nur eine Vertauschung effahren haben, wenn die 
Anfangslage wieder erreieht ist. Die Gesammtheit dieser Yerf~uschungen 

*) Diese Zah! ist bekann~Kch f~ir p -~- 0 dutch 0 und f~r 1o ~ 1 r I zu 
e r ~ e n .  
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bildet die in Rede stehende M6nodromiegruppe. Nun werden bei der 
Bewegung fiir eine besfimmte FNche F sieh nnr die Linien /i, 12,..., 1~, 
A ~ , . . . , / ~ ,  nach und nach ~.ndern, nicht abet die zugehSrigen Sub- 
stiimtionen $1,5 '~ , . . . ,  S~, U l , . . . ,  Yp. Also folg~: 

Eine Substitution der Monodror~iegruFpe unseres Problemes ersetzt 
die Fltiche 

( l~ , 1, , . . ., l~ , A,  , B,  , . . ., A ,  , B , )  

s , ,  ., v , ,  v , ,  . ., v ,  
dutch die Ftiiche 

F" , 12, . . . ,  Z,, A1 ,  . . . ,  B;" 

~v,, $2, �9 ., S~O, V,, V | ,  � 9  Up, 

wo l', A', B '  irgend ein denselben ~edingungen, wie l, A ,  B ge- 
niigendes Liniensystem bedeutet. 

Man wird alle Substitutionen der Monodromiegruppe erhal~en, 
wenn man fiir l', A~ JB' naeh and nach alle mSglichen jenen Be- 
dingungen geniigenden Liniensysteme wghl~. 

Das verallgemeinerte Problem kann offenbar dadureh speeialisir~ 
werden, dass man die Art der Verzweigung an den Pankten a~, a2~..., a .  
vorschreib~, oder aIlgemeiner dadurch, dass man den Substitutionen 
~ ,  $2, . . . ,  S,~, U1, V~, . . . ,  U~, V~ gewisse beschr~nkende Bedingungen 
auferlegt. Derartige Specialisirungen sind schon dutch den Umstand au- 
gezeigt, dass das verallgemeinerte Problem im Allgemeinen reducibel ist. 

w  

Unverzweigto Fl~ehen und Functionem 

In diesem und den fotgenden Paragraphen will ich den besonderen 
Fall betrachten, in welchem die Punkte al, a2~.. . ,  a~ in Forffall 
kommen~ so dass es sich am n-bl~ttrige Fl~ichen 

(A,, . . . ,  

P =  \u , ,  r , ,  ., u,,  v,  

handelt, welche auf der gegebenen Fl~che ~ unverzweig~ sind. Diese 
Fl~chen erscheinen yon besonderem Intetesse, weil sie den Fl~hen 
yon h5herem Geschlecht eigenthiimlich sind und berufen sein dtirft~_n, 
in dem Aufbau der einfachsten automorphen Funct;ionen*) eine wichtige 
Rolle zu spielen. 

*) Ich schliesse reich in der Bezeichnung den neusten Publicationen yon 
F. Kle in  an. Siehe: ,,Zur Theorie tier Lamd'schen Faue~ionen ~'. G6~uger 
Naehrichten yore 1. M~rz 1890. Ferner: ,Ueber No~mimng tier linearen Differ 
renfialgleichungen zwei~r Ordnung." Diese Annalen; Bd. 38, I ,  und die yon 
Herrn Fr ieke  herausgegebenen ,,u ~iber e l l i p ~ t m  ModutfuncCdonen" 
(Leipzig 1890) Bd. I, pag. 763. 
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Wit bezeiehnen wie frliher mit~ r die einfach zusammenh~ugende 
Fl~he,  welche aus �9 durch Ausfiihrung der Schnitte A, .B hervor- 
geht. Die Fl~che ~' besteht aus n iibereinanderliegenden Exemplaren 
O* welche l~iags der Linien A, /~ den Substitutionen U, ~r ent- 
sprechend verbunden sind. Bedeutet y eine algebraische eindeutige 
Function des Ortes auf der Fl~che ~ und sind y~, Y2,. . . ,  Y,, die im 
Allgemeinen yon einander verschiedenen Wertbe, welche y in ~ ~iber- 
einanderliegenden Punkten yon E annimmt, so l~isst sich jeder der 
n Wer~he y~, y~,...~ y~ eindeatig fiber die Fl~che O* fortsetzen, und 
der Werthevorrath der Function y erscheint dann in n eindeutige 
Zweige zerlegt. Die letzteren erfahren beim Ueberschreiten der Linien 
A, B die Vertauschungen U~ V. Die Bestimmung der Fl~chen ~' is~ 
also gleichbedeutend mit der Bestimmung der auf der Fl~iche �9 n- 
werthigen algebraischen unverzweigten Functionen. Ist das Geschlecht 
tier Fl~iche r gleich 1, so werden alle diese Functionen durch die 
Theorie der Transformation der elliptischen Functionen geliefert, und 
der Fall ~ ~--1 kann daher als vollst~ndig erledigt betrachtet und 
weiterhin bei Seite gelassen werden. Fiir ein beliebiges T hat man in 
der Theorie der Abel'schen Funetionen eine besondere Art algebraischer 
unverzweig~er Functionen, n~imlich die Wurzelfunctionen betrachtet. 
]ck werde weiterhin die Stellung dieser besonderen Functionen unter 
den allgemeinen unverzweigten Functionen n~iher charakterisiren. Zu- 
vor mSge der Fall n ~ 2~ welcher sich leicht und volls~ndig er- 
ledigen l~st, kurz besprochen werden. 

{}5. 

Bestimmung aller zweiwerthigen unverzweigten algebraischen 
Funetionen. 

Es handelt sich um die Bestimmung aller Fl~hen F ,  welche 
zweibl~ittrig und unverzweigt fiber einer gegebenen Fl~che �9 yore Ge- 
schlecht lv ausgebreite~ sind. 

Diese Fl~ichen sind nach Festlegung der Schnitte A~ • einzeln 
zugeordnet den Systemen yon 2p Substitutionen U1, VI~. . .  ~ Up, V~, 
welche mit zwei EIementen gebildet sind~ die Gleichung 

(1) U~ V~ U~-~ ~ ri-~... U~ V~ U; ~ r~-~- 1 

befriedigen und eine transitive Gruppe erzeugen. Sind 1 , 2  dio 
beiden Etemente~ so giebt es nur die beiden Substitu~idnen 

$1 ~- (1) (2), S~ ---- (12) 

und offenbar dRrfen wir ffir U~ ]r~ nach Willkfir die eine oder die 
andere dieser Substitu~ionen w~hlen. Nur der eine Fall~ in welchem 
Ul, P ' I , . . . ,  U~ tr~ s~nmtlich mit ~ql identificirt werden, ist aus- 
zuschliessen. 
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Die Anzahl der Fliichen F betr~igt daher 2 ~ - -  1.*) 

Es geling~ auch leicht die zu diesen Fliichen gehSrenden alge- 
braischen Functionen zu bestimmen. Sei ~ eine bestimmte jener  

2 ~ p -  1 Fl~chen, ferner y eine eindeutige algehraische Function des 

Ortes auf ~ '  und seien Yl, Y2 die beiden auf (P* eindeutigen Zweige 

der Function y. Die Function Y , - - Y ~  nimmt dann beim Ueber- 

schreiten eines der Schnitte A,  B ' d e n  Factor 1 oder - - 1  auf, ist 

also eine Wurzelfunction zweiten Grades. Die Summe Yl Jr" Y2 ist 

eine eindeutige algebraische Function des Ortes auf der Fliiche (P. 

Bilden wit  nun~ unter Anwendung der bekannten Eiemann'schen Be- 

zeichnungen, fiir die Fli~che (I) den ~-Quotienten 

(2) ~ = ~O~,  g ~ , . . . ,  g~; J~,, ~ , . . - ,  h~) 

~(~ _~,) 

wo g~, . . . ,g~,  h~, . . . ,h~ H~lften ganzer Zahlen bedeuten, so ist 

Y~ -4- Y~ ~ 2Rx,  y~ - -  y~ ~ 2~pR~ und folglich wird 

(3) y = ~ + ~ . / t ~  

der allgemeine Ausdruck einer auf F eindeutigen algebraischen Function 
sein. Dabei bezeichnen R ~ , / ~  eindeu~ige algebraische Functionen tier 
F1Kche r Wit erhatten die 2 ~ -  1 verschiedenen Fl~ichen F ,  indem 
wir far ( g , , . . . ~  g~, h ~ , . . . ,  h~) nach und nach alle mSglichea 
wesentlich verschiedenen Sys~eme yon H~lff~n ganzer Zahlen w'ahlen. 
Uebrigens leuch~et ein, dass die einzelne Fl~che /~ schon durch die 
Function 

(33 ~ = ~ (~ ,  ~ , . . . ,  ~ ;  ~,, ~ , . . . ,  ~)  

vollst~udig definir~ werden kann**). 
Die F~lle n ~ 3 und n ~--4 lassen sich nach der Methode des 

vorigen Abschnittes ebenfalls erledigen, worauf ich indessen bier nicht 

n~her eingehe. 

*) Ygl. wegen des Falles p ~- 2:. W. Dyek: ,,Ueber Aufstellung mad Unf~r- 
suohung yon Gruppe und ]rrationali~ regul~rer Riemann%cher Fl~hen". Diese 
Annalen Bd. 17, pag. 493.. 

**) Die zweiblR~igen FtRehen las~en offenbar s~mtlich eine eindeutige 
Transformation in sich yon der Periode 2 zu und fallen also under die Flr~hen, 
wetche ich in der Arbei~: ,,Ueber diejenigen algebraischen Gebilde, welche ein- 
deutige Transformationen in sich zula~n" (G6tt~nger Nachrichten yore 5. Febraar 
1887 oder diese Annalen, Bd. 32) untersuch% babe. Ich benu~ze die Gelegenheif~ 
bier ein Cif~t auf eine mir spRf~r bekann~ gewordene Nofiz des Herrn S. K an to r  
nact~u~ragen, welche dieselben Gebitde betriff~ Dieselbe ist be~itet~: ,,Sur une 
thdorie des courbes eL des surfaces admeth~uf, des correspondances univoques" 
und ~ndet sich in den Comp~es Rendus de l'Acad~m__ie des ~ciences, B& 100, 
pag. ~43-- 3-~5. 
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w 6. 

Die unverzweigten algebraischen Functionen, welche sich auf 
geschlossenen Wegen !irear substit~_'ren. 

Es mSge nun noch eine besondere Art yon unverzweigten Func- 
tionen hervorgehoben werden, zu welcher als die einfachsten die 
Wurzelfunctionen gehSren. Wit ~vollen diejenigen auf der Fl~iche 4) 
unverzweigten Functionen betrachten~ deren ~ eindeutig fiber (l)* aus- 
gebrei~ten Zweige lineare (ganze oder gebrochene) Functionen yon 
einander sin& Die linear.en Functionen, welche die n Zweige durch 
einen derselben darstetlen, bilden offenbar eine Gruppe. Nun kennt 
man aber nach den Untersuehungen yon F. Kle in  alle Gruppen 
linearer Funetionen*). Diese sind, wenn wir in einander transformir- 
bare Gruppen als nicht verschieden erachten: 

1) Die cyklischen Gruppen: y ' =  e ~ y (k ~ 0, 1 , . . . ,  n - - l ) .  
- -  2 i k l t  

2 i k ~  

2) Die Diedergruppen: y ' ~ e  " y, y ' ~  e (k~O, 1,...,n-1). 
Y 

3) Die Tetraedergruppe. 

4) Die Octaedergruppe. 

5) Die Icosaedergruppe. 

Den cyklischen Gruppen entspreehen die Wurzelfunctionen. Letztere 
existiren auf allen Fl~chen r  deren Geschleeht grSsser ist als Null, 
und es ist bekanntlieh leicht, den allgemeinen Ausdruek dieser Fune- 
fionen (lurch ~-Functionen anzugeben. Unverzweigte Functionen, 
welche den tibrigen Gruppen entspreehen, existiren nur auf denjenigen 
Fliichen r  deren Gesehlecht p grSsser als Eins ist. Auszunehmen ist 
die Diedergruppe n ~ 2 (Vierergruppe in der Bezeiehnung des Herrn 
Klein), weleher auch fiir p-~-1 unverzweigte Functionen entsprechen.**) 

Um diese Behauptung zu beweisen, betraehten wir eine auf der 
Flitehe (I) unverzweigt~ Fl~che 

. . . ,  

u,,  '_ 

und nehmen an, dass eine auf $'  eindeutige algebraisehe Function 
einer der genannten Gruppen entspricht. Auf diese Gruppe G i s t  
dann die durch U1, V i , . . . ,  U~, V2, erzeugr Vertauschungsgruppe 

*) F. Kle in ,  Vorlesungen iiber das Ikosaeder (Leipzig 1884) pag. 115 ft. 
Die Subst~tui~ionen der Tetraeder-, Oktaeder-, Ikosaedergruppe, welche ich ira 
Texte der K~ze halber nicht angebe, finder man auf pag. 42 und 43 des ge- 
nannten Werkes. 

~*) Mau vergleiche fiir den Fall 1~ ~ t eine Note yon E. P i e a r d  in den 
Comp~s Kendus, Bd. 90~ pag. 1479. 
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isomorph bezogen. Wenn nun ~ ~ 1 ist, so besteht diese Ver- 
tausehungsgruppe wegen der Relation 

Ul lrI U~-I FT/'. - -- 1 oder U t Ir~- V, U i 

aus lauter mit einander permutablen Substitutionen. Folglich mfissen 
such alle Subs~itutionen tier Gruppe G mit einander permutabel sehL 
Daher kann G nut eine cyklische Gruppe oder die Diedergruppe n---- 2 
sein. Auf den Fliichen q) vom Geschlech~ p ~- 1 kSnnen also in der 
That nut diesen Gruppen unverzweigte Functionen en~prechen. 

Was nun den Nachweis der Existenz yon unverzweigten Functionen 
betrifft, welche den oben aufgez~hlten Gruppen entsprechen, so m5ge 
es gentigen einen besonderen Fall zu betrachten. Man wird leicht er- 
kennen, dass die in diesem Falle befolgte Methode, sich sofort auf 
den allgemeinsten Fall iibertragen l~sst.*) 

Gegebon sei einc l~iemann'sche Fl~che do veto Gesddecht 2. Es 
sell auf  dieser El~iche eine sechzig.werthige unverzweigte algebraische 
Function bestimmt werden, deren sechzig in einem _Punkte yon do statt- 
findenden Werthe (lurch die sechzig Icosaedersub~titutionen mit einander 
zusammenhi~ngen. 

Wir bezeichnen mit 

(1) B, (i ----- 1, 2 , . . . ,  120) 

die 120 homogenen lcosaedersubstitu~ionen, mi~ z I und z 2 die homa- 
genen Variabeln, auf welche sich die Substitutionen beziehen. Femer 
bilden wir eine Vertauschungsgruppe bei ~ Elementen 

(2) r ,  ( / = -  1, 2 , . . . ,  120), 

welche der Gruppe der Substitutionen S, isomorph isk Eine solche 
Vertauschungsgruppe und zwar bei n---~ 120 Etementen erhRlt man 
z. B., wenn man die Syfiabole Si als Elemenf~ auffasst und nun jeder 
Icosaedersubstitution S, die dutch die Reihenfolge 5',S~ ( i ~  1, 2,... ,  120) 
angegebene Verfauschung der Symbole Si zuordnet. Wir nehmen jetzt 
aus der Gruppe (2) irgend vier Subs~itutionen Ui, F1, 1-I2, V~ heraus, 
welche der Bedingung geniigen, dass sie die gauze Gruppe erzeugen 
und die Gleichung 

u, v, ul -I u2 -I v;1= 
befriedigen. Dies ist offenbar mSglich. Dens die Gruppe (I) und 

folglich such die Gruppe (2) IBsst sich schon durch zwei geeignet ge- 

w~hlte Substitutionen erzeugen. Sind Ta~ T# zwei solche Substitutionen, 

so gentigt es 

v,=r., v , = : ,  v,=: 

zu serges.  

*) Die~elbo Methode ist such auf den Fall verzweig~ Fl~hen au@~ndbar. 
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Dies vorausgeschickt breiten wir fiber der Ft~che r die n-bl~ttrige 
Fl~iche 

(A , ,B , ,A2 , -B , )  

aus und bezeichnen mit Yl, Y~. �9 .~ Y,~ die n Werthe, welche eine auf 

.F eindeutige algebraische Function in einem Punkte der Fl~che r 

besitzt. Beschreibt der letztere Pankt auf der Fl~che (P alle mSgliehen 

geschlossenen Wege, so erfahren dabei gl, Y2,...~ Y,~ die Vertauschungen 

der Gruppe (2). Da nun die Gruppen (2) und (I) isomorph sind, so 

kann man nach einem Satze des Ilerrn Klein*) zwei homogene 

Functionen 

z~ ~ ~ ~ ,  , ~ , . . ., y.),  z~ :-:- ~.~ ~ ,  , u ~ ,  . . ., y.) 

bilden, welche bei einer Vertauschung Ti der Gr'6ssen Yl, Y2,..., Y,, 
genau dieselbe lineare Substitution erfahren, wie zl, z2 bei Si. 

Demgem~s ist 
z, +,(y,, y , , . . . ,  y~) 
z ,  ~,(y,, y,, . . . ,  y~) 

eine algebraische sechzig-werthige unverzweigte Function auf der 
Fliiche r  welche den gestell~en Bedingungen geniigt. 

KSnigsberg i. Pr., den 27. Januar 1891. 

*) ,Ueber die Aufl~sung gewisser Gleichungen yore siebenten und achten 
Grade." Diese Annalen, Bd. 15, pag. 253 ft. 


